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8.1 Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû

A =

(
2 0
0 1

)
è B =

(
2 1
0 1

)
,

ïîðîæäàþò ñâîáîäíûé ìîíîèä.

8.2 Ïóñòü ìàòðèöû A è B � âåðõíåòðåóãîëüíûå ðàçìåðà 2× 2 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C

A =

(
a11 a12
0 a22

)
è B =

(
b11 b12
0 b22

)
,

è ïðè ýòîì detA = 0. Äîêàæèòå, ÷òî A è B íå ïîðîæäàþò ñâîáîäíûé ìîíîèä.

8.3 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íàáîð ìàòðèö A1, . . . , Am ∈ GLn(Q) íå ïîðîæäàåò ñâîáîäíûé
ìîíîèä, òî ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ êîðòåæà èíäåêñîâ îäèíàêîâîé äëèíû i1, . . . , is è
j1, . . . js, òàêèå ÷òî Ai1 . . . Ais = Aj1 . . . Ajs .

8.4 Äîêàæèòå, ÷òî ïðè m > 2 ìàòðèöû A1, . . . , Am ∈ GLn(Q) ïîðîæäàþò ñâîáîäíûé
ìîíîèä òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî λ ∈ Q \ {0} ìàòðèöû λA1, . . . , λAm

ïîðîæäàþò ñâîáîäíûé ìîíîèä.

8.5 Ïóñòü λ, µ ∈ Q \ {0}. Òîãäà ìîíîèä 〈A,B〉+ ñâîáîäåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñâîáîäåí ìîíîèä 〈λA, µB〉+.

Âñþäó äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ìàòðèöû

A(a) =

(
a 0
0 1

)
è B(b) =

(
b 1
0 1

)
.

8.6 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïîëóãðóïïå 〈A(a), B(b)〉+ ñóùåñòâóåò ìàòðèöà T = {t}ij, äëÿ
êîòîðîé t11 = 1, òî ýòà ïîëóãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé.

8.7 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîáëåìà ñâîáîäíîñòè äëÿ 2-ïîðîæä¼ííûõ ïîäìîíîèäîâ âåðõíåòðå-
óãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2×2 ñâîäèòñÿ ê ýòîé æå ïðîáëåìå äëÿ ìàòðèö âèäà A(a), B(b).
(Ïîäñêàçêà: ïîïðîáóéòå íàéòè ïîäõîäÿùóþ ìàòðèöó C è ïåðåéòè ê CAC−1, CBC−1.)

8.8 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Q âñå ÷åòûðå ìîíîèäà 〈A(a), B(b)〉+, 〈A(b), B(a)〉+,
〈A(1/a), B(1/b)〉+, 〈A(1/b), B(1/a)〉+ ëèáî ñâîáîäíû, ëèáî íå ñâîáîäíû îäíîâðåìåííî.


