
Антон Фонарёв Алгебра III НМУ, осень 2022 г.

Задание #5

17 октября

Задача 1

Пусть A — нётерово кольцо, такое что всякий необратимый элемент либо нильпотентен,
либо является делителем нуля, причем аннулируется не нильпотентным элементом.
Докажите, что A артиново.

Задача 2

Пусть k — алгебраически замкнутое поле. Докажите, что всякий простой идеал в k[x, y]

либо нулевой, либо максимальный, либо равен (f), где f(x, y) ∈ k[x, y] — неприводимый
многочлен.

Задача 3

Пусть B — конечно порожденная алгебра над A, а S ⊂ B — мультипликативно за-
мкнутое подмножество. Верно ли, что B[S−1] — конечно порожденная алгебра над A?

Задача 4

Для всякого A-модуляM определим модульM∨ = HomZ(M,Q/Z) с естественной струк-
турой (af)(m) = f(am). Докажите, чтоM 7→M∨ — точный контравариантный функтор
из A−Mod в A−Mod.

Задача 5

Докажите, что для всякого A-модуля M естественное отображение вычисления M →
(M∨)∨ инъективно.

Задача 6

Пусть A — коммутативное кольцо. Докажите, что A∨ — инъективный модуль.
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