
Ëîãèêà è àëãîðèòìû 2012. Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è.

Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ è òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

256. (∗) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàéäåòñÿ òàêîå b, ÷òî ÷èñëà b + 1, . . . , nb + 1
ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Áîëåå òîãî, b ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. È
äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà (x1, x2, . . . , xn) íàéäóòñÿ ÷èñëà a è b, òàêèå ÷òî
a ≡ xi mod (bi + 1) ïðè âñåõ i îò 1 äî n. È, íàêîíåö, äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ
β(a, b, i) ≡ xi mod (bi+1) àðèôìåòè÷íà. (Ò.å. ïðåäèêàò x = β(a, b, i) àðèôìåòè÷åí.)

257. (∗) Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ β (êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ β-ôóíêöèåé Ã¼äåëÿ) äîêàæèòå, ÷òî
ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû àðèôìåòè÷íû:

à) îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò ¾x åñòü ñòåïåíü øåñòåðêè¿;

á) äâóìåñòíûé ïðåäèêàò x = 2y;

â) ¾x åñòü n-îå ïî ñ÷¼òó ïðîñòîå ÷èñëî¿;

ã) ¾x åñòü n-îå ïî ñ÷¼òó ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è¿;

ä) x = n!;

å) ¾m�öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ex¿.

258. Âûâåäèòå ïðàâèëî ñèëëîãèçìà: åñëè T ` (A→ B) è T ` (B → C), òî T ` (A→ C).

259. Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ôîðìóëó A = ∃x1 . . . ∃xnB â ñèãíàòóðå áåç êîíñòàíò è
ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, ãäå B íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
ôîðìóëà A âûïîëíèìà, òî îíà èìååò êîíå÷íóþ ìîäåëü ìîùíîñòè íå âûøå n.

260. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è äëÿ ñèãíàòóðû, ñîäåðæàùåé òîëüêî
ðàâåíñòâî è îäíîìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë?

261. Â ñèãíàòóðå Σ áåç êîíñòàíò è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ äàíà çàìêíóòàÿ ôîðìóëà
A, íå ñîäåðæàùàÿ ðàâåíñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôîðìóëà A èìååò êîíå÷íóþ
ìîäåëü ìîùíîñòè n, òî îíà èìååò êîíå÷íóþ ìîäåëü ëþáîé ìîùíîñòè âûøå n, à
òàêæå áåñêîíå÷íóþ ìîäåëü.

262. Ïîñòðîéòå ôîðìóëó â ñèãíàòóðå, ñîäåðæàùåé òîëüêî ðàâåíñòâî, ñïåêòð êîòîðîé
åñòü {3, 4}, {n |n > 3}.

263. Ñóùåñòâóåò ëè ôîðìóëà â ñèãíàòóðå, ñîäåðæàùåé òîëüêî ðàâåíñòâî, ñïåêòð êîòî-
ðîé åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë?

264. Ïîñòðîéòå ôîðìóëó â ñèãíàòóðå ñ îäíèì òðåõìåñòíûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì R,
êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé, íî èìååò ñïåêòð N.

265. Ïðèäóìàéòå òåîðèþ, ñïåêòð êîòîðîé ðàâåí:

à) ìíîæåñòâó ïðîñòûõ ÷èñåë;

á) ìíîæåñòâó ñîñòàâíûõ ÷èñåë;

â) ìíîæåñòâó ñòåïåíåé äâîéêè;

ã) ìíîæåñòâó âñåõ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë.
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