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1 Вполне упорядоченные множества и аксиома
выбора

1.1 Упорядоченные множества

Строгим частичным порядком на множестве X называем бинарное от-
ношение < на X, удовлетворяющее свойствам:

• x < y и y < z ⇒ x < z (транзитивность);

• x ≮ x (иррефлексивность).

Пару (X,<) называем частично упорядоченным множеством.
Элементы x, y ∈ X называются сравнимыми, если x < y, или x =

y, или y < x. Частично упорядоченное множество (X,<) называется
линейно упорядоченным, или просто упорядоченным, если любые x, y ∈
X сравнимы.

Примеры частично упорядоченных множеств:

• (R, <), (Q, <), (N, <),

• N с отношением x есть собственный делитель y;

• (P(X),$);

• N∗ с отношением последовательность x есть собственное начало
последовательности y.

Первые три примера — линейно упорядоченные множества, а последние
три — нет.
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Упражнение 1.1. (i) Если < — строгий частичный порядок на X,
то отношение

x 6 y ⇐⇒ (x < y или x = y)

является транзитивным, рефлексивным и антисимметричным, то
есть

x 6 y и y 6 x⇒ x = y.

Такое отношение называют (нестрогим) частичным порядком.

(ii) Если 6 — рефлексивное, транзитивное, антисимметричное отноше-
ние на X, то отношение

x < y ⇐⇒ (x 6 y и x 6= y)

есть строгий частичный порядок.

1.2 Терминология

Пусть (X,<) — частично упорядоченное множество и Y ⊂ X.

• Элемент y ∈ Y максимальный в Y , если ∀x ∈ Y y ≮ x.

• Элемент y ∈ Y наибольший в Y , если ∀x ∈ Y x 6 y.

• Элемент x ∈ X есть верхняя грань Y , если ∀y ∈ Y y 6 x.

Определения минимального и наименьшего элементов и нижней гра-
ни Y аналогичны.

Всякое подмножество Y ⊂ X частично упорядоченного множества
(X,<) можно также рассматривать как частично упорядоченное мно-
жество по отношению <′ на Y :

x <′ y ⇐⇒ (x, y ∈ Y и x < y).

(Формально, можно было бы определить <′ как < ∩ Y 2.) В этом случае
говорят, что порядок <′ является ограничением порядка < на множество
Y или индуцирован на Y c X.

Множество Y ⊂ X называется цепью, если любые два элемента Y
сравнимы. Другими словами, Y — цепь, если Y линейно упорядочено в
смысле индуцированного отношения порядка. Множество Y ⊂ X назы-
вается антицепью, если любые два элемента Y несравнимы.
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1.3 Сохраняющие порядок отображения

Пусть (X,<X) и (Y,<Y ) — линейно упорядоченные множества. Отобра-
жение f : X → Y называется сохраняющим порядок (или возрастаю-
щим), если

∀x1, x2 ∈ X (x1 <X x2 ⇒ f(x1) <Y f(x2)).

Изоморфизмом упорядоченных множеств X и Y называется биекция f :
X → Y , для которой f и обратное отображение f−1 сохраняют порядок.
X ∼= Y означает, что упорядоченные множества X и Y изоморфны, то
есть между ними существует изоморфизм.

Пример 1.2. Множество натуральных чисел (с обычным отношением
порядка) изоморфно упорядоченному множеству чётных чисел. Функ-
ция f : n 7→ 2n осуществляет этот изоморфизм.

Упражнение 1.3. Пусть f : X → Y сохраняет порядок. Тогда f —
инъективно и

∀x1, x2 ∈ X (x1 <X x2 ⇐⇒ f(x1) <Y f(x2)).

Отметим, что в этом упражнении существенна линейность рассмат-
риваемых упорядоченных множеств.

Следствие 1.4. Для линейно упорядоченных множеств сохраняющая
порядок сюръекция f : X → Y является изоморфизмом.

1.4 Операции над линейно упорядоченными
множествами

Всякое натуральное число n можно рассматривать как упорядоченное
множество из n элементов.

Пример 1.5. Покажите, что любые два линейно упорядоченных мно-
жества конечной мощности n изоморфны.

Для произвольных упорядоченных множеств можно определить опе-
рации суммы и произведения, обобщающие эти операции на множестве
натуральных чисел.

Пусть (X,<X) и (Y,<Y ) — не пересекающиеся линейно упорядочен-
ные множества. (Заменяя одно из множеств на его изоморфную копию
можно всегда считать X и Y не пересекающимися.)
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Суммой X + Y назовём упорядоченное множество (Z,<Z), где Z =
X tY и для любых z1, z2 ∈ Z соотношение z1 <Z z2 имеет место в одном
из трех случаев:

• z1, z2 ∈ X и z1 <X z2,

• z1, z2 ∈ Y и z1 <Y z2,

• z1 ∈ X и z2 ∈ Y .

Произведением X ·Y назовём множество (Z,<Z), где Z = Y ×X и для
любых z1 = (y1, x1) ∈ Z и z2 = (y2, x2) ∈ Z соотношение z1 <Z z2 имеет
место, если и только если y1 <Y y2 или же y1 = y2 и x1 < x2. (Сравнение
сначала элементов множества Y , а потом уже X, выражает ту идею, что
X · Y состоит из копий множества X, упорядоченных между собой как
Y , а не наоборот.)

Упражнение 1.6. Нарисуйте множества ω + ω, ω · 2, ω · ω, где ω —
упорядоченное множество (N, <).

1.5 Вполне упорядоченные множества

Определение 1.7. Упорядоченное множество (X,<) называем вполне
упорядоченным, если любое непустое подмножество Y ⊂ X имеет наи-
меньший элемент y ∈ Y . Наименьший элемент Y — единственный и
обозначается min(Y ).

Пример 1.8. Множества ω, ω+ω, и ω ·ω — вполне упорядочены. Объ-
ясните, почему. (В первом случае возможное объяснение состоит в том,
что для натурального ряда это — аксиома.)

Отметим следующие простые свойства вполне упорядоченных мно-
жеств (X,<).

1. (X,<) имеет наименьший элемент (но может не иметь наибольше-
го).

2. Всякий элемент x ∈ X (отличный от наибольшего) имеет непосред-
ственного последователя, то есть ∃y ∈ X ∀z ∈ X (x < z ⇒ y 6 z).

3. Всякое ограниченное сверху подмножество множестваX имеет наи-
меньшую верхнюю грань.
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Определение 1.9. Начальным отрезком множества (X,<) называем
такое подмножество Y ⊂ X, для которого

∀x, y (x ∈ Y, y < x⇒ y ∈ Y ).

В частности, начальными отрезками X считаем само X и пустое мно-
жество.

Упражнение 1.10. (i) Докажите, что любой собственный началь-
ный отрезок (X,<) имеет вид ā = {x ∈ X | x < a} для некоторого
a ∈ X.

(ii) Выведите отсюда, что множество всех начальных отрезков (X,<)
является вполне упорядоченным по включению.

Решение: (i) Пусть Y — собственный начальный отрезок X, и пусть
a = min(X\Y ). Заметим, что a /∈ Y и ∀x < ax ∈ Y . Второе влечёт ā ⊂ Y .
С другой стороны, если ∃y ∈ Y a 6 y, то мы имеем a ∈ Y , поскольку Y
— начальный отрезок. Этого не может быть, значит Y ⊂ ā.

Лемма 1.11. Пусть (X,<) вполне упорядочено и f : X → X сохраняет
порядок. Тогда ∀x ∈ X f(x) > x.

Доказательство. В противном случае рассмотрим a = minY , где Y =
{x ∈ X | f(x) < x}. Поскольку a ∈ Y мы имеем f(a) < a. Отсюда следует
f(f(a)) < f(a) по монотонности f . Но тогда f(x) < x для некоторого
x < a (возьмём x = f(a)), что противоречит минимальности a. �

Теорема 1.12. (i) Вполне упорядоченное множество не изоморфно
никакому своему собственному начальному отрезку.

(ii) Для любых двух вполне упорядоченных множеств одно изоморфно
начальному отрезку другого.

Доказательство. (i) Пусть Y ⊂ X — собственный начальный отрезок
X, и f : X → Y — изоморфизм. Тогда по лемме 1.11 имеем f(x) > x
для всех x ∈ X. Но если a ∈ X \ Y , то f(a) ∈ Y и тем самым f(a) < a,
поскольку Y — начальный отрезок X. Противоречие.

(ii) Рассмотрим бинарное отношение R ⊂ X × Y такое, что

xRy ⇐⇒ x̄ ∼= ȳ.
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Сначала докажем, что от отношения R,R−1 функциональны и сохраня-
ют порядок.

Действительно, если xRy1 и xRy2, то x̄ ∼= ȳ1 и x̄ ∼= ȳ2, значит ȳ1 ∼= ȳ2.
Поскольку Y линейно упорядочено, мы имеем y1 < y2 или y2 < y1 или
y1 = y2. Если y1 < y2, то ȳ1 — собственный начальный отрезок ȳ2, что
противоречит (i). Аналогично, не может быть y2 < y1, поэтому y1 = y2.

Докажем, что R сохраняет порядок. Допустим, что x1 < x2, x̄1 ∼= ȳ1 и
x̄2 ∼= ȳ2. Изоморфизм f : x̄2 → ȳ2 переводит x̄1 в некоторый собственный
начальный отрезок f(x̄1) ⊂ ȳ2. Если при этом y2 6 y1, то получаем,
что ȳ1 изоморфно собственному начальному отрезку f(x̄1) ∼= x̄1, что
невозможно. Значит, y1 < y2.

Аналогично устанавливаем, что x1Ry и x2Ry влечёт x1 = x2, и что
R−1 сохраняет порядок.

Осталось доказать, что хотя бы одна из функций R и R−1 опреде-
лена на всём множестве X или на всём множестве Y , соответственно.
Предположим противное и рассмотрим наименьший a ∈ X такой, что
@y ∈ Y aRy и наименьший b ∈ Y такой, что @x ∈ X xRb. Тогда R есть
изоморфизм начального отрезка ā ⊂ X на начальный отрезок b̄ ⊂ Y ,
поскольку на ā функция R всюду определена, сохраняет порядок, и то
же верно для обратной функции R−1. Но тогда по определению R мы
имеем aRb. Противоречие с минимальностью a и b. �

1.6 Аксиома выбора

Пусть S — семейство непустых множеств. Функцией выбора на S назы-
ваем функцию, сопоставляющую каждому множеству из S некоторый
его элемент, то есть функцию f : S →

⋃
S такую, что ∀x ∈ S f(x) ∈ x.

Аксиома выбора. Для всякого S такого, что ∅ /∈ S, существует
функция выбора на S.

Специфика этой аксиомы состоит в том, что функция f , существо-
вание которой постулируется, ни в каком смысле явно не определяется.
Это открывает широкую дверь для так называемых «чистых теорем су-
ществования» в математике, доказывающих существование объектов без
их явного описания или построения.

Аксиома выбора имеет несколько эквивалентных форм, которые удоб-
ны в математических рассуждениях.

Теорема Цермело. Всякое множество можно вполне упорядочить.
(Более строго: для всякого множества X существует бинарное отноше-
ние < на X такое, что (X,<) — вполне упорядоченное множество.)
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Лемма Цорна. Пусть (X,<) — частично упорядоченное множество,
в котором любая цепь C ⊂ X имеет верхнюю грань. Тогда в (X,<)
найдётся максимальный элемент.

Мы докажем эквивалентность каждого из этих утверждений аксиоме
выбора. Как важное следствие теоремы Цермело отметим такой факт.

Теорема 1.13. Любые два множества сравнимы по мощности, то есть
для любых множеств A,B найдётся инъекция из A в B или из B в A.

Действительно, вполне упорядочим множества A и B. Тогда одно из
них вложимо в другое как начальный отрезок.

Доказательство леммы Цорна. Допустим, что (X,<) удовлетво-
ряет условию леммы Цорна, но не имеет максимального элемента. На-
зовем строгой верхней гранью цепи C ⊂ X такой элемент x ∈ X, что
c < x для всех c ∈ C. Тогда можно утверждать, что для всякой цепи C
в X множество её строгих верхних граней ψ(C) непусто. (Рассмотрим
любую верхнюю грань x цепи C. Поскольку элемент x не максимален,
найдётся y > x, он и будет строгой верхней гранью C.)

Рассмотрим теперь множество

S = {ψ(C) | C — цепь в X}.

Заметим, что S будет множеством, поскольку S ⊂ P(X). Применяя акси-
ому выбора к множеству S мы можем заключить, что существует функ-
ция ϕ, сопоставляющая любой цепи C некоторую её строгую верхнюю
грань ϕ(C). (Эта функция является композицией функции ψ и функции
выбора для S.)

Теперь мы построим цепь, которая будет настолько велика, что долж-
на выйти за пределы X (это и будет желаемым противоречием). Идея
состоит в неограниченном удлиннении цепи путём применения функции
ϕ.

Множество S ⊂ X называем корректным, если выполняются усло-
вия:

1. (S,<) вполне упорядочено (порядок индуцирован с X);

2. ∀x ∈ S x = ϕ(Sx), где Sx означает {y ∈ S | y < x}.

Заметим, что корректными множествами являются

∅; {ϕ(∅)}; {ϕ(∅), ϕ({ϕ(∅)})} и т.д.

Докажем следующее вспомогательное утверждение.
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Лемма 1.14. (i) Если множества S и T корректны, то одно из них
есть начальный отрезок другого.

(ii) Объединение любого семейства корректных множеств коррект-
но.

Доказательство. (i) Допустим, что ни одно из множеств S и T не явля-
ется начальным отрезком другого. Общим началом S и T назовём такое
подмножество J ⊂ S ∩ T , которое есть начальный отрезок как S, так
и T . Заметим, что объединение I множества всех общих начал S и T
само есть их общее начало. (В самом деле, если x ∈ I, то для некоторого
общего начала J имеем x ∈ J , а тогда ∀y ∈ S (y < x ⇒ y ∈ J ⊂ I) и
аналогично для T .)

Если I совпадает с одним из множеств S или T , то (i) доказано. В
противном случае рассмотрим s = minS(S \ I) и t = minT (T \ I), где min
берётся по множествам S и T , соответственно. Тогда Ss = I = Tt. В силу
корректности S и T получаем s = ϕ(Ss) = ϕ(Tt) = t, то есть I ∪ {s} есть
общее начало T и S, расширяющее I, что не возможно.

(ii) Пусть Σ — семейство корректных множеств и U =
⋃

Σ.
Множество (U,<) линейно упорядочено по утверждению (i). (В са-

мом деле, если x, y ∈ U , то для некоторых корректных множеств S, T ∈ Σ
имеем x ∈ S и y ∈ T . Возьмём из них большее и воспользуемся его ли-
нейной упорядоченностью.)

Каждое S ∈ Σ есть начальный отрезок U . Иначе найдётся x ∈ S и y <
x такой, что y ∈ U \ S. Тогда для некоторого корректного T ∈ Σ имеем
y ∈ T \ S, значит T не является начальным отрезком S. По свойству (i)
множество S должно быть начальным отрезком T , что противоречит
тому, что y < x ∈ S и y /∈ S.

Докажем, что (U,<) вполне упорядочено. Пусть Y ⊂ U непусто. Рас-
смотрим любой y ∈ Y и корректное множество S ∈ Σ такое, что y ∈ S.
Поскольку Y ∩ S непусто и вполне упорядочено (как подмножество S),
существует x = minS(Y ∩ S) ∈ S. Поскольку S есть начальный отрезок
U , x также будет наименьшим элементом Y в U .

Осталось проверить, что x = ϕ(Ux) для любого x ∈ U . Выберем S ∈ Σ
такое, что x ∈ S. Заметим, что Ux = Sx, поскольку S есть начальный
отрезок U . Следовательно, x = ϕ(Sx) = ϕ(Ux). �

Рассмотрим теперь множество Σ всех корректных подмножеств X и
положим U =

⋃
Σ. Поскольку U вполне упорядочено и, в частности, яв-

ляется цепью, оно имеет строгую верхнюю грань ϕ(U). Тогда U ∪{ϕ(U)}
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есть собственное расширение U и является корректным множеством, что
невозможно по определению Σ. Лемма Цорна доказана.

Заметим, что полученное противоречие сильно напоминает парадокс
Кантора (а точнее, так называемый парадокс Бурали–Форти).

Вывод теоремы Цермело из леммы Цорна. Вполне упорядочен-
ное множество (S,<S) назовём вполне упорядоченным подмножеством
X, если S ⊂ X. Для данного множества X рассмотрим совокупность
W (X) всех его вполне упорядоченных подмножеств. На W (X) опреде-
лим отношение строгого частичного порядка ≺ следующим образом:

(S,<S) ≺ (T,<T ), если и только если S ⊂ T есть собствен-
ный начальный отрезок (T,<T ), и <S совпадает с ограниче-
нием <T на S.

Докажем, что (W (X),≺) удовлетворяет условию леммы Цорна. Рас-
смотрим любую цепь C ⊂ W (X). Цепи C соответствует возрастающая
по включению цепь подмножеств X и возрастающая по включению цепь
бинарных отношений на этих множествах. Обозначим через U объеди-
нение этой цепи подмножеств X, а через <U — объединение соответству-
ющей цепи отношений. Ясно, что <U есть отношение линейного порядка
на U и каждое (S,<S) ∈ C есть начальный отрезок (U,<U ). Отсюда по-
лучаем, что (U,<U ) — вполне упорядоченное подмножество X. Таким
образом, (U,<U ) есть элемент W (X) и верхняя грань цепи C.

Применяя лемму Цорна получаем, что в (W (X),≺) найдётся неко-
торый максимальный элемент (M,<M ). Тогда M обязано совпадать со
всем X: в противном случае мы можем взять a ∈ X \M и продолжить
порядок <M на большее множество N = M ∪ {a} полагая x <N a для
всех x ∈ M . (Формально, <N будет объединением <M и {〈x, a〉 | x ∈
M}.) Тогда (N,<N ) будет вполне упорядоченным подмножеством X и
(M,<M ) ≺ (N,<N ), что противоречит максимальности (M,<M ).

Вывод аксиомы выбора из теоремы Цермело. Пусть S — данное
семейство непустых множеств. По теореме Цермело множество U =

⋃
S

может быть вполне упорядочено. Для каждого x ∈ S имеем x ⊂ U .
Пусть min(x) означает наименьший элемент x в смысле порядка на U .
Поскольку ∅ /∈ S, соответствие x 7→ min(x) является функцией выбора
на S.
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