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1 Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå ïîçèòèâíûõ ôðàãìåíòîâ ìîäàëüíûõ ëîãèê ìîòèâèðîâàíî â îñ-
íîâíîì òåì, ÷òî ýòè ìåíåå áîãàòûå ÿçûêè îêàçûâàþòñÿ îäíîâðåìåííî
äîñòàòî÷íî âûðàçèòåëüíû è ïðè ýòîì çà ñ÷¼ò áåäíîñòè ÿçûêà îòíîñè-
òåëüíî ïðîñòû. Âûðàçèòåëüíîñòü ýòîãî ôðàãìåíòà ïðîÿâëÿåòñÿ, íàïðè-
ìåð, âî ìíîãèõ ñâÿçàííûõ ñ èíòóèöèîíèçìîì òåîðèÿõ, ãäå íàì íå íóæíû
íåãàòèâíûå ñóæäåíèÿ. Ïðîñòîòà, ñîáñòâåííî, ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ýòî â
ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå Å.Äàøêîâà [1] ðàññìîòðåíî
èñ÷èñëåíèå RC, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîçèòèâíîìó ôðàãìåíòó ëîãèêè GLP, è
îíî îêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (÷òî íåâåðíî äëÿ
GLP).

Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. (Ñòðîãî) ïîçèòèâíàÿ (ïîëèìîäàëüíàÿ) ôîðìóëà �
ôîðìóëà â ïðîïîçèöèîíàëüíîì ÿçûêå ñ ìîäàëüíîñòÿìè ♦i è �i = ¬♦i¬,
i = 1, 2, . . . ,m, ïîñòðîåííàÿ èç ïåðåìåííûõ è > ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî
ñâÿçîê ∧ è ♦i.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñåêâåíöèÿ � ôîðìóëà âèäà α → β, ãäå α è β �
ñòðîãî ïîçèòèâíûå ôîðìóëû.

Îïðåäåëåíèå 3. Øêàëà Êðèïêå � ïàðà (W,R1, . . . , Rm), ãäå W �
ìíîæåñòâî òî÷åê, Ri � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà W .
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Îïðåäåëåíèå 4. Ìîäåëü Êðèïêå � òðîéêà (W,R1, . . . , Rm, v),
ãäå (W,R1, . . . , Rm) � øêàëà Êðèïêå, v : W × Variables → {0, 1} �
îçíà÷èâàíèå ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ôîðìóëà φ èñòèííà â ìîäåëè Êðèïêå M â òî÷êå x
(îáîçíà÷åíèåM, x |= φ) ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

φ = >

φ = p, è v(x, p) = 1

φ = ¬ψ, èM, x |6= ψ

φ = ψ1 → ψ2, èM, x |6= ψ1 èëèM, x |= ψ2

φ = ψ1 ∧ ψ2, èM, x |= ψ1 èM, x |= ψ2

φ = ♦iψ, è ∃y ∈ W : xRiy èM, y |= ψ

Îïðåäåëåíèå 6. Ôîðìóëà φ èñòèííà â ìîäåëè ÊðèïêåM (îáîçíà÷åíèå
M |= φ), åñëè îíà èñòèííà â ëþáîé òî÷êå x ∈ W .

Îïðåäåëåíèå 7. Ôîðìóëà φ èñòèííà â øêàëå Êðèïêå (â êëàññå øêàë
Êðèïêå), åñëè îíà èñòèííà â ëþáîé ìîäåëè Êðèïêå, ïîñòðîåííîé äëÿ
äàííîé øêàëû (äëÿ ïðîèçâîëüíîé øêàëû èç äàííîãî êëàññà).

Îïðåäåëåíèå 8. Ëîãèêà (ìíîæåñòâî ôîðìóë) åñòü ëîãèêà íåêîòîðîãî
êëàññà øêàë, åñëè äëÿ ëþáîé ìîäàëüíîé ôîðìóëû ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé
ëîãèêå ðàâíîñèëüíà èñòèííîñòè â äàííîì êëàññå øêàë.

2 Ïîçèòèâíûé ôðàãìåíò S4m

Îïðåäåëèì èñ÷èñëåíèå S4+
m äëÿ ñåêâåíöèé ñëåäóþùèìè àêñèîìàìè è

ïðàâèëàìè âûâîäà:

1. α→ α, α→ >

2. α ∧ β → α, α ∧ β → β

3. ♦i♦iα→ ♦iα, i = 1, 2, . . . ,m

4. Åñëè α→ β, òî ♦iα→ ♦iβ, i = 1, 2, ..m
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5. Åñëè α→ β è α→ γ, òî α→ β ∧ γ

6. Åñëè α→ β è β → γ, òî α→ γ

7. α→ ♦iα, i = 1, 2, ..m

Åñëè ñåêâåíöèÿ α → β âûâîäèìà â S4+
m, áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî êàê `S4+

α→ β.
Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêóþ ìîäåëüM äëÿ S4+

m � òðîéêó (W,R1, R2, . . . , Rm, v),
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. W � ìíîæåñòâî òåîðèé, ñîñòîÿùèõ èç ñòðîãî ïîçèòèâíûõ ôîðìóë
è çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî âûâîäà,
ò.å. x ∈ W ⇒ (∀α : x ` α ⇒ α ∈ x). Âûâîäèìîñòü x ` α îçíà÷àåò
ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ôîðìóë α1, α2, . . . , αn ∈ x,
÷òî `S4+

∧n
i=1 αi → α. Â òîì ÷èñëå, x ` α, åñëè `S4+ > → α,

ïîñêîëüêó
∧
∅ = >.

2. R1, R2, . . . , Rm � îòíîøåíèÿ íà W , çàäàííûå äëÿ êàæäîãî i ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: xRiy ⇔ ∀α(α ∈ y ⇒ ♦iα ∈ x).

3. v : W × Variables→ {0, 1} � îçíà÷èâàíèå ïåðåìåííûõ, îïðåäåë¼í-
íîå êàê v(x, p) = 1⇔ p ∈ x.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ ñòðîãî ïîçèòèâíîé ôîðìóëû α è òåîðèè x ∈ W
âûïîëíåíî α ∈ x (èëè, ÷òî òî æå, x ` α) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
M, x |= α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû α:

◦ Åñëè α = p, òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ îçíà÷èâàíèÿ ïåðåìåííûõ.

◦ Åñëè α = >, òî M, x |= α ïî îïðåäåëåíèþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, >
âûâîäèòñÿ â ëþáîé òåîðèè, ïîñêîëüêó `S4+ > → > (àêñèîìà 1).

◦ Åñëè α = α1 ∧ α2, òî M, x |= α ⇔ (ïî îïðåäåëåíèþ)M, x |= α1 è
M, x |= α2 ⇔ (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè)α1, α2 ∈ x⇔ α1 ∧ α2 ∈
x. Ïîñëåäíÿÿ ðàâíîñèëüíîñòü âûïîëíåíà, òàê êàê {α1, α2} ` α1∧α2

ïî àêñèîìå 1 è {α1 ∧ α2} ` α1, α2 ïî àêñèîìå 2.
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◦ Åñëè α = ♦iα1 (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i), òîM, x |= α⇔ (ïî îïðåäåëå-
íèþ) ∃y ∈ W : xRiy èM, y |= α1 ⇔ (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè)
∃y ∈ W : xRiy è α1 ∈ y. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ♦α1 ∈ x
:
(⇒) èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ Ri;
(⇐) ïîëîæèì y ðàâíûì äåäóêòèâíîìó çàìûêàíèþ α1,
ò.å. y = {β| `S4+ α1 → β}. Ïî àêñèîìå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî α1 ∈ y.
Òàêæå âûïîëíåíî ñâîéñòâî xRiy, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ïîçèòèâíîé
ôîðìóëû β èìååì: åñëè β ∈ y, òî `S4+ α1 → β; ñîãëàñíî ïðàâè-
ëó âûâîäà 4, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî `S4+ ♦iα1 → ♦iβ. Ïîñêîëüêó
♦iα1 ∈ x, òî ♦iβ ∈ x.

Èç ëåììû 1 ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñåêâåíöèÿ α → β âûâîäèìà â S4+
m òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäàM |= α→ β.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé òåîðèè x ∈ W âåðíî
M, x |= α, òî (ïî ëåììå 1) x ` α. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ôîð-
ìóë γ1, γ2, . . . , γn ∈ x âûâîäèìî

∧n
i=1 γi → α, èëè ÷òî âûâîäèìî > → α.

Ïî ïðàâèëó âûâîäà 6 (ñèëëîãèçì) ïîëó÷àåì, ÷òî âûâîäèìî ñîîòâåòñòâåí-
íî

∧n
i=1 γi → β èëè > → β. Çíà÷èò, x ` β, îòêóäà (ïî ëåììå 1) ñëåäóåò

M, x |= β. Ñëåäîâàòåëüíî,M |= α→ β.
(⇐) Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü α → β íå âûâîäèòñÿ â S4+. Äåäóêòèâíîå çà-
ìûêàíèå α ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé â ìîäåëèM, ò.å. ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó
x ∈ W , íî íàøå ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî β /∈ x. Ñîãëàñíî ëåììå,
M, x |6= β, ñëåäîâàòåëüíî,M, x |6= α→ β.

Ëåììà 2. Êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü M òðàíçèòèâíà è ðåôëåêñèâíà (ò.å.
òðàíçèòèâíî è ðåôëåêñèâíî êàæäîå èç îòíîøåíèé Ri ýòîé øêàëû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü x, y, z ∈ W � ïðîèç-
âîëüíûå òåîðèè, òàêèå ÷òî xRiy è yRiz. Äîêàæåì, ÷òî xRiz : åñëè α ∈ z
(ãäå α � ïðîèçâîëüíàÿ ïîçèòèâíàÿ ôîðìóëà), òî ♦iα ∈ y è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ♦i♦iα ∈ x. Ïî àêñèîìå 3 è óñëîâèþ î äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè
x âûïîëíåíî ♦iα ∈ x, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ïðîâåðèì ðåôëåêñèâíîñòü: ïóñòü x ∈ W � ïðîèçâîëüíàÿ òåîðèÿ, α �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîçèòèâíàÿ ôîðìóëà, è α ∈ x. Òîãäà ïî àêñèîìå 7 èìååì
♦iα ∈ x, òî åñòü xRix.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ ïîçèòèâíûõ ôîðìóë α, β `S4+ α → β òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà `S4 α→ β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó òðèâèàëüíî, òàê êàê àêñèîìû è ïðàâè-
ëà âûâîäà S4+

m ñóòü ïðîñòî "ïåðåâîä" ñîîòâåòñòâóþùèõ àêñèîì è ïðàâèë
âûâîäà S4m íà ïîçèòèâíûé ÿçûê. Èíûìè ñëîâàìè, ëþáîé âûâîä â S4+

m

ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîððåêòíûì âûâîäîì â S4m.
Â äðóãóþ ñòîðîíó: åñëè `S4 α → β, òî α → β èñòèííî â ëþáîé òðàí-
çèòèâíîé è ðåôëåêñèâíîé ìîäåëè Êðèïêå (â ÷àñòíîñòè, â M), ïîýòîìó
`S4+ α→ β.

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå èñ÷èñëåíèå àêñèîìàòèçèðóåò â òî÷íîñòè ïîçèòèâ-
íûé ôðàãìåíò S4m.

Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ íåâûâîäèìàÿ â S4+
m ñåêâåíöèÿ îïðîâåðãàåòñÿ êîíå÷-

íîé òðàíçèòèâíîé ìîäåëüþ (è, òàêèì îáðàçîì, S4+
m ðàçðåøèìà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî ïåðåñòðîèòü êàíîíè÷åñêóþ ìîäåëü. Ïóñòü
Φ � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë (êîòîðîå ìû ìîæåì äëÿ
êîíêðåòíûõ öåëåé îïðåäåëèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè), çàìêíóòîå îòíî-
ñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäôîðìóë è ñîäåðæàùåå >.

1. Íîâîå W � ìíîæåñòâî òåîðèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâàìè Φ è
çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî âûâîäà âíóòðè Φ, ò.å., åñëè `S4+ > → β
èëè α1, α2, . . . , αn ∈ x è `S4+

∧n
i=1 αi → β, ïðè÷¼ì β ∈ Φ, òî β ∈ x.

2. Íîâûå îòíîøåíèÿ Ri (i = 1, 2, . . . ,m) : xRiy ⇔ äëÿ ëþáîé ïîçèòèâ-
íîé ôîðìóëû α âûïîëíåíî (1) α ∈ y & ♦iα ∈ Φ ⇒ ♦iα ∈ x è (2)
♦iα ∈ y ⇒ ♦iα ∈ x.

3. Îïðåäåëåíèå îçíà÷èâàíèÿ ïåðåìåííûõ v íå ìåíÿåòñÿ.

Ëåììà 3. Íîâàÿ øêàëà (W,R1, R2, . . . , Rm) òðàíçèòèâíà è ðåôëåêñèâ-
íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî èç óñëîâèÿ xRiy & yRiz ñëåäóåò xRiz
(äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y, z ∈ W , i ∈ {1, 2, . . . ,m}). Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì
îáà ñâîéñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîçèòèâíîé ôîðìóëû α:

(1) Åñëè α ∈ z è♦iα ∈ Φ, òî ïî ñâîéñòâó (1) îòíîøåíèÿ yRiz âûïîëíåíî
♦iα ∈ y. Òîãäà ïî ñâîéñòâó (2) îòíîøåíèÿ xRiy èìååì ♦iα ∈ x.
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(2) Åñëè ♦iα ∈ z, òî ïî ñâîéñòâó (2) îòíîøåíèé yRiz è xRiy ïîëó÷àåì
♦iα ∈ y è ♦iα ∈ x.

Ïðîâåðèì â òåõ æå òåðìèíàõ ñâîéñòâî xRix:

(1) Åñëè α ∈ x è ♦iα ∈ Φ, òî x ` ♦iα (ïî àêñèîìå 7) è ♦iα ∈ x.

(2) Åñëè ♦iα ∈ x, òî, î÷åâèäíî, ♦iα ∈ x.

Ëåììà 4. Ôîðìóëà α ∈ Φ ïðèíàäëåæèò òåîðèè x ∈ W òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäàM, x |= α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû α:

◦ Ñëó÷àè α = > è α = p ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 1.

◦ Åñëè α = α1 ∧ α2, òî M, x |= α ⇔ (ïî îïðåäåëåíèþ) M, x |= α1 è
M, x |= α2 ⇔ (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè) α1, α2 ∈ x. Òàê êàê
α1∧α2 ∈ Φ, òî è α1, α2 ∈ Φ. Çíà÷èò, óñëîâèÿ α1, α2 ∈ x è α1∧α2 ∈ x
ðàâíîñèëüíû.

◦ Åñëè α = ♦iα1 (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i), òî α1 ∈ Φ. Ïîýòîìó
M, x |= α ⇔ (ïî îïðåäåëåíèþ) ∃y ∈ W : xRiy è M, y |= α1 ⇔
(ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè) ∃y ∈ W : xRiy è α1 ∈ y. Ïîñëåäíåå
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ♦α1 ∈ x:
(⇒) èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ Ri (óñëîâèå (1));
(⇐) ïîëîæèì y ðàâíûì äåäóêòèâíîìó çàìûêàíèþ {α1} îòíîñèòåëü-
íî Φ, ò.å. y = {β ∈ Φ | `S4+ α1 → β}. Òîãäà (ïî àêñèîìå 1) α1 ∈ y.
Ïðîâåðèì, ÷òî xRiy:

(1) åñëè β ∈ y è ♦iβ ∈ Φ, òî (ïî îïðåäåëåíèþ òåîðèè y) âûâîäèìî
α1 → β. Òîãäà âûâîäèìî ♦iα1 → ♦iβ (ïðàâèëî âûâîäà 4),
ñëåäîâàòåëüíî, ♦iβ ∈ x.

(2) åñëè ♦iβ ∈ y, òî ♦iβ ∈ Φ, è âûâîäèìî α1 → ♦iβ. Çíà÷èò, âû-
âîäèìî ♦iα1 → ♦i♦iβ. Ïî àêñèîìå 3 âûâîäèìî
♦i♦iβ → ♦iβ. Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî ñèëëîãèçìà, ïîëó÷àåì âûâî-
äèìîñòü ♦iα1 → ♦iβ. Ïîñêîëüêó ♦iα1 ∈ x, òî ♦iβ ∈ x, ÷òî è
òðåáîâàëîñü.
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Òåïåðü ìîæíî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2: äëÿ ñåêâåíöèè α→
β ðàññìîòðèì íîâóþ ìîäåëü, ïîñòðîåííóþ îòíîñèòåëüíî

Φ = {>} ∪ Subformulas(α) ∪ Subformulas(β).

Ïîñêîëüêó Φ êîíå÷íî, ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü òîæå áóäåò êîíå÷íà. Â
íåé åñòü òåîðèÿ x = Φ ∩ {γ | `S4+ α → γ}. Êàê ìû çíàåì èç ëåììû 4,
âûâîäèìîñòü α → β â S4+

m ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî M, x |= β, òî åñòü
âûâîäèìîñòü ëþáîé ñåêâåíöèè ìîæíî ïðîâåðèòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

3 Ïîçèòèâíûé ôðàãìåíò S5m

Â òîì æå ÿçûêå ñåêâåíöèé îïðåäåëèì èñ÷èñëåíèå S5+
m:

1-7. Àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà S4+
m

8. ♦iα ∧ ♦iβ → ♦i(α ∧ ♦iβ), i = 1, 2, ..m

Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü ÊðèïêåM = (W,R1, R2, . . . , Rm, v):

◦ W � ìíîæåñòâî òåîðèé, ñîñòîÿùèõ èç ïîçèòèâíûõ ôîðìóë è çà-
ìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî âûâîäà â S5+,
òî åñòü x ∈ W ⇒ (∀α : x ` α ⇒ α ∈ x). Âûâîäèìîñòü x ` α òåïåðü
îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïîçèòèâíûõ ôîðìóë α1, α2, . . . , αn ∈ x, òà-
êèõ ÷òî `S5+

∧n
i=1 αi → α. Â òîì ÷èñëå, x ` α, åñëè `S5+ > → α,

ïîñêîëüêó
∧
∅ = >.

◦ Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ W , i ∈ {1, . . . ,m} âûïîëíåíî:
xRiy ⇔ ∀α(♦iα ∈ x⇔ ♦iα ∈ y). Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå Ri

åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

◦ Äëÿ ëþáîé òåîðèè x ∈ W è ïåðåìåííîé p âûïîëíåíî v(x, p) = 1⇔
p ∈ x.

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîé ïîçèòèâíîé ôîðìóëû α è òî÷êè x ∈ W âûïîëíåíî
M, x |= α⇔ α ∈ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû α:

◦ Ñëó÷àè α = p, α = >, α = α1 ∧ α2 ðàçáèðàþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê
è â ëåììå 1.
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◦ Åñëè α = ♦iα1 (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i), òîM, x |= α⇔(ïî îïðåäåëå-
íèþ) ∃y ∈ W : xRiy èM, y |= α1 ⇔(ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè)
∃y ∈ W : xRiy è α1 ∈ y. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ♦iα1 ∈ x:
(⇒) Åñëè α1 ∈ y, òî ïî àêñèîìå 7 ♦iα1 ∈ y. Çíà÷èò, ♦iα1 ∈ x, ïî-
ñêîëüêó xRiy;
(⇐) Ïîëîæèì y ðàâíûì äåäóêòèâíîìó çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà

{α1} ∪ {♦iβ| ♦iβ ∈ x}.

Äîêàæåì, ÷òî xRy : åñëè ♦iβ ∈ x, òî ♦iβ ∈ y ïî îïðåäåëåíèþ è
àêñèîìå 1.
Îáðàòíî, åñëè ♦iβ ∈ y, òî äëÿ íåêîòîðûõ ♦iβ1,♦iβ2, . . . ,♦iβn ∈ x
âûâîäèìî α1 ∧

∧n
j=1♦iβj → ♦iβ. Ýòî îçíà÷àåò (ïî ïðàâèëó âûâî-

äà 4), ÷òî âûâîäèìî ♦i(α1 ∧
∧n
j=1♦iβj) → ♦i♦iβ. Ïîêàæåì, ÷òî â

S5+
m âûâîäèìî ♦iα1 ∧

∧n
j=1♦iβj → ♦i(α1 ∧

∧n
j=1♦iβj). Ýòî óäîáíî

ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî n:

◦ Åñëè n = 0, òî äàííîå óòâåðæäåíèå åñòü àêñèîìà 1.

◦ Åñëè n = 1, òî äàííîå óòâåðæäåíèå åñòü àêñèîìà 8.

◦ Åñëè n > 1, òî â S5+
m âûâîäèìî:

◦ ♦iα1 ∧
∧n
j=1♦iβj → ♦iα1 ∧

∧n−1
j=1 ♦iβj ∧ ♦iβn;

◦ ♦iα1 ∧
∧n−1
j=1 ♦iβj ∧ ♦iβn → ♦i(α1 ∧

∧n−1
j=1 ♦iβj) ∧ ♦iβn (ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè);

◦ ♦i(α1∧
∧n−1
j=1 ♦iβj)∧♦iβn → ♦i(α1∧

∧n−1
j=1 ♦iβj ∧♦iβn) (àê-

ñèîìà 8);

◦ ♦i(α1 ∧
∧n−1
j=1 ♦iβj ∧ ♦iβn)→ ♦i(α1 ∧

∧n
j=1♦iβj);

◦ ♦iα1 ∧
∧n
j=1♦iβj → ♦i(α1 ∧

∧n
j=1♦iβj) (ñèëëîãèçì èç âñåõ

ïðåäûäóùèõ).

Ôîðìóëû ♦iα1,♦iβ1,♦iβ2, . . . ,♦iβn ïðèíàäëåæàò òåîðèè x. Çíà÷èò,
x ` ♦iα1 ∧

∧n
j=1♦iβj. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x ` ♦i(α1 ∧

∧n
j=1♦iβj),

çíà÷èò, x ` ♦i♦iβ. Ïîñêîëüêó♦i♦iβ → ♦iβ (àêñèîìà 3), òî♦iβ ∈ x.
Èòàê, xRiy è α1 ∈ y, ñëåäîâàòåëüíî,M, x |= ♦iα1.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì äëÿ S4+
m ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñåêâåíöèÿ α → β âûâîäèìà â S5+
m òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäàM |= α→ β.
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Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ ïîçèòèâíûõ ôîðìóë α, β âûâîäèìîñòü α → β
â S5+

m ðàâíîñèëüíà âûâîäèìîñòè α→ β â S5m.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëó
♦iα ∧ ♦iβ → ♦i(α ∧ ♦iβ) ìîæíî âûâåñòè â S5m. Âìåñòî ïðåäúÿâëå-
íèÿ âûâîäà âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî S5m � ëîãèêà âñåõ øêàë Êðèïêå
(W,R1, . . . , Rm), ãäå âñå Ri � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, è äîêàæåì,
÷òî ýòà ôîðìóëà èñòèííà â äàííîì êëàññå øêàë. Ïóñòü ôèêñèðîâàíà
ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü ÊðèïêåM = (W,R1, R2, . . . , Rm, v) è x ∈ W . Åñëè
M, x |= ♦iα∧♦iβ, òî ñóùåñòâóþò (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå) òåîðèè y è
z èçW , òàêèå ÷òî xRiy èM, y |= α, à òàêæå xRiz èM, z |= β. Ïîñêîëüêó
Ri � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, òî yRiz. Ñëåäîâàòåëüíî,M, y |= ♦iβ.
Çíà÷èò,M, x |= ♦i(α ∧ ♦iβ), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
(⇐) Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Åñëè ñåêâåíöèÿ α→ β íå âûâîäèìà â S5+

m,
òî M |6= α → β. Ìîäåëü M òðàíçèòèâíà, ðåôëåêñèâíà è ñèììåòðè÷íà,
ïîýòîìó α→ β íå ìîæåò áûòü âûâåäåíà â S5m.

Òåîðåìà 4. Ëþáàÿ íåâûâîäèìàÿ â S5+
m ñåêâåíöèÿ îïðîâåðãàåòñÿ êîíå÷-

íîé òðàíçèòèâíîé è ðåôëåêñèâíîé ìîäåëüþ (è, òàêèì îáðàçîì, S5+
m ðàç-

ðåøèìà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîçèòèâ-
íûõ ôîðìóë Φ, ñîäåðæàùåå > è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäôîð-
ìóë, è ïåðåñòðîèì ìîäåëü Êðèïêå (W,R1, R2, . . . , Rm, v):

◦ Â íîâîå W âõîäÿò òåîðèè, äåäóêòèâíî çàìêíóòûå â S5+ îòíîñè-
òåëüíî Φ, ò.å., åñëè x ∈ W è x `S5+ α, ïðè÷¼ì α ∈ Φ, òî α ∈ x.

◦ Îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèé Ri è îçíà÷èâàíèÿ ïåðåìåííûõ v íå èçìå-
íÿþòñÿ.

Äëÿ íîâîé ìîäåëè (îáîçíà÷èì å¼M = (V ,R1, R2, . . . , Rm, v)) âûïîëíÿåò-
ñÿ

Ëåììà 6. Åñëè α � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà èç Φ, x ∈ W � ïðîèçâîëü-
íàÿ òåîðèÿ, òî α ∈ x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàM, x |= α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî x èç W íàéä¼òñÿ òàêàÿ òåîðèÿ x ∈ W ,
÷òî x = x ∩ Φ. Äåéñòâèòåëüíî, x = {β| x `S5+ β}. Åñëè α ∈ Φ, òî
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α ∈ x ⇔ α ∈ x ⇔ M, x |= α ⇔ M, x |= α. Ïðåäïîñëåäíÿÿ ðàâíî-
ñèëüíîñòü âûòåêàåò èç ëåììû 5, ïîñëåäíþþ ðàâíîñèëüíîñòü äîêàæåì
èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ α:

◦ Ñëó÷àè α = > è α = p òðèâèàëüíû, ïîñêîëüêó îçíà÷èâàíèå ïåðå-
ìåííûõ ïðè ïåðåõîäå îòM êM íå èçìåíèëîñü.

◦ Åñëè α = α1 ∧ α2, òî M, x |= α ⇔ M, x |= α1 è M, x |= α2 ⇔
(ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè)M, x |= α1 èM, x |= α2 ⇔M, x |= α.

◦ Åñëè α = ♦iα1, òî M, x |= α ⇔ ∃y ∈ W : xRiy è M, y |= α1 ⇔
(ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è òîò ôàêò, ÷òî Ri íå èçìåíÿëîñü)
∃y ∈ W : xRiy èM, y |= α1 ⇔M, x |= α.

Òåïåðü çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4: äëÿ ñåêâåíöèè α → β, âû-
âîäèìîñòü êîòîðîé íàñ èíòåðåñóåò, ïîëîæèì

Φ = {>} ∪ Subformulas(α) ∪ Subformulas(β).

Ïîñêîëüêó â ìîäåëè Êðèïêå äëÿ òàêîãî (êîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà Φ ñóùå-
ñòâóåò òåîðèÿ x = Φ∩{γ|α `S5+ γ} ∈ W è âûïîëíåíà ëåììà 6, äîñòàòî÷-
íî ïðîâåðèòü èñòèííîñòü β â òî÷êå x äàííîé ìîäåëè. Â ñèëó êîíå÷íîñòè
ìîäåëèM ýòî äåëàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

4 Ïîçèòèâíûé ôðàãìåíò K4.3

Îïðåäåëèì (îäíîìîäàëüíîå) èñ÷èñëåíèå K4+:

1. α→ α, α→ >

2. α ∧ β → α, α ∧ β → β

3. ♦♦α→ ♦α

4. Åñëè α→ β, òî ♦α→ ♦β

5. Åñëè α→ β è α→ γ, òî α→ β ∧ γ

6. Åñëè α→ β è β → γ, òî α→ γ
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Äàííîå èñ÷èñëåíèå àêñèîìàòèçèðóåò ïîçèòèâíûé ôðàãìåíò K4. Èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò àêñèîìàòèçàöèÿ ïîçèòèâíîãî ôðàãìåíòà K4.3, ïîñêîëüêó
äîïîëíèòåëüíàÿ àêñèîìà ýòîé ëîãèêè, (.3) �
♦α ∧ ♦β → ♦(α ∧ β) ∨ ♦(♦α ∧ β) ∨ ♦(♦β ∧ α) � íå "òðàíñëèðóåòñÿ" â
ïîçèòèâíûé ÿçûê.
Ïóñòü α, β, γ1, γ2, . . . , γn � ïðîèçâîëüíûå ïîçèòèâíûå ôîðìóëû, ïðè-
÷¼ì γ1, γ2, . . . , γn−1 íå ñîäåðæàò ♦; Φ � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ôîðìóë. Ïóñòü ôîðìóëû Ak(Φ, γ1, γ2, . . . , γk) îáîçíà÷àþò ñëåäóþ-
ùåå: A1(Φ) = γ1∧

∧
φ∈Φ♦φ,Ak(Φ) = γk∧♦Ak−1(Φ), k = 2, . . . , n. Äîáàâèì

ñëåäóþùèå ïðàâèëî âûâîäà è àêñèîìó:

7. Åñëè An({α ∧ β}) → δ, An({♦α ∧ β}) → δ è An({α ∧ ♦β}) → δ, òî
An({α}) ∧ An({β})→ δ

8. An({α}) ∧ An({β})→ An({α, β})

Òåîðåìà 5. Èñ÷èñëåíèå (1-8) àêñèîìàòèçèðóåò K4.3+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî íîâûå ïðàâèëà (7) è (8) âåðíû â êëàññå
ëèíåéíûõ øêàë: ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ øêàëó Êðèïêå (W,R).
Ïîñûëêà àêñèîìû (8), âåðíàÿ â âåðøèíå zn, îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå âåð-
øèí xn = zn, xn−1, . . . , x1 è yn = zn, yn−1, . . . , y1 òàêèõ, ÷òî
xi+1Rxi, xi |= γi, yi+1Ryi, yi |= γi äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, . . . , n− 1};
x1 |= ♦α, y1 |= ♦β. Â ñèëó ëèíåéíîñòè øêàëû âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç
òð¼õ: x1 = y1, x1Ry1, y1Rx1. Ïóñòü zi = xi â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ, zi = yi
â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}. Òîãäà â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè
z1 |= γ1 ∧ ♦α ∧ ♦β, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí {zi}ni=1 îáåñïå÷èâàåò
çàêëþ÷åíèå àêñèîìû (8). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîé àêñèîìå âûïîëíåíî
ñëåäñòâèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó.
Àêñèîìó (7) äëÿ êðàòêîñòè çàïèøåì òàê: åñëè ε1 → δ, ε2 → δ, ε3 → δ, òî
ε4 → δ. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ε4 → ε1 ∨ ε2 ∨ ε3. Òàê æå, êàê â äîêà-
çàòåëüñòâå àêñèîìû (8), ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí {zi}ni=1

òàêóþ, ÷òî zn |= ε4, z1 |= γ1 ∧ ♦α ∧ ♦β. Èç àêñèîìû (.3) ñëåäóåò, ÷òî
z1 |= γ1∧♦(α∧β)∨♦(♦α∧β)∨♦(♦β∧α), è, ñëåäîâàòåëüíî, zn |= ε1∨ε2∨ε3,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîé ïîçèòèâíîé ôîðìóëû α ñóùåñòâóþò ôîðìóëû
α′1, α

′
2, . . . , α

′
n òàêèå, ÷òî âñå T [α′i] ëèíåéíû è â K4.3+ âûâîäèòñÿ α′i →

α (äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}). À òàêæå, åñëè â K4.3+ âûâîäèòñÿ
α′i → γ äëÿ âñåõ i, òî âûâîäèòñÿ α→ γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàáîð ôîðìóë (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ äåðåâüåâ), ñîñòîÿùèé èçíà÷àëüíî èç îäíîé
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ôîðìóëû α. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v îáîçíà÷èì çà h(v) å¼ âûñîòó (êîëè÷å-
ñòâî ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ å¼ ñ êîðíåì äåðåâà); òàêæå ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå
d(v), ðàâíîå ÷èñëó íåïîñðåäñòâåííûõ R-ïîòîìêîâ v â ñëó÷àå, êîãäà èõ
õîòÿ áû 2, è d(v) = 0 èíà÷å.
Äëÿ êîíêðåòíîãî äåðåâà T "îïåðàöèÿ" âûãëÿäèò òàê: âûáåðåì ñðåäè âñåõ
åãî âåðøèí ñ d(v) > 0 òàêóþ v, êîòîðàÿ èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
h(v), è âûáåðåì ñðåäè å¼ íåïîñðåäñòâåííûõ R-ïîòîìêîâ äâå ïðîèçâîëü-
íûå âåðøèíû x, y. Óäàëèì èç íàáîðà äåðåâî T è äîáàâèì òðè íîâûõ äåðå-
âà T1, T2, T3, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò óäàë¼ííîãî òîëüêî ðàñïîëîæåíèåì
âåðøèí v, x, y, íî íå íàáîðàìè ïåðåìåííûõ, âåðíûõ â êàæäîé âåðøèíå. Â
äåðåâå T1 âûïîëíåíî vRx, vRy, x = y, â T2 � vRx, xRy, â T3 � vRy, yRx,
ïðè÷¼ì çäåñü R îáîçíà÷àåò íåïîñðåäñòâåííûõ R-ïîòîìêîâ.
Äàííàÿ îïåðàöèÿ êîððåêòíà: åñëè çà φ îáîçíà÷èòü ôîðìóëó, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ äåðåâó T , çà φi � ñîîòâåòñâóþùóþ äåðåâó Ti, òî íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî â K4.3+ âûâîäèòñÿ φi → φ, è, åñëè φi → δ äëÿ âñåõ i, òî φ → δ. Ïî-
ñëåäíåå âåðíî â ñèëó àêñèîì (7) è (8) (èç òîãî, ÷òî ìû âûáèðàåì âåðøèíó
ñ ìèíèìàëüíûì h(v), ñëåäóåò, ÷òî "íèæå" å¼ âåòâëåíèé íåò, è ýòî êàê ðàç
ñîîòâåòñòâóåò çàìå÷àíèþ î òîì, ÷òî γ1, γ2, . . . , γn−1 íå ñîäåðæàò ♦).
Ïóñòü n îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî âåðøèí â äåðåâå T [α], T � ìíîæåñòâî äå-
ðåâüåâ íà êàêîì-òî øàãå àëãîðèòìà. Äëÿ êàæäîãî äåðåâà T ðàññìîòðèì

îðäèíàë B(T ) =
∑

v∈T d(v)ωn−h(v)+1 è èíäèêàòîð b(T ) =

{
1, B(T ) > 0

0, B(T ) = 0
.

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê íè îäíî ïîëó÷àåìîå àëãîðèòìîì äåðåâî
íå ñîäåðæèò áîëüøå âåðøèí, ÷åì èñõîäíîå, è ñòåïåíü ïðè ω òàêèì îáðà-
çîì ïîëîæèòåëüíà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå T íà T1, T2, T3 ñòåïåíü âåðøèíû d(v), èãðàþ-
ùàÿ ðîëü êîýôôèöèåíòà ïðè ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ω, óìåíüøàåòñÿ, à
íîâûõ âåòâëåíèé íà òîé æå âûñîòå íå âîçíèêàåò, ò.å. B(T ) > B(Ti). Ïðè
ýòîì B(T ) = 0 ⇔ b(T ) = 0 ⇔ T ëèíåéíî. Òåïåðü ðàññìîòðèì îðäèíàë
Z =

∑
T∈T b(T )ωB(T ). Åñëè íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ïðèìåíÿòü îïå-

ðàöèþ, îïðåäåëåííóþ âûøå, ê äåðåâó ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì B(T ),
òî îðäèíàë Z íà êàæäîì øàãå áóäåò óìåíüøàòüñÿ, ïðè÷¼ì Z = 0 ⇔
âñå äåðåâüÿ â íàáîðå ëèíåéíû. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî àëãîðèòì çàâåðøèò
ñâîþ ðàáîòó, è ïîëó÷åííûé íàáîð äåðåâüåâ ñîîòâåòñòâóåò èñêîìîìó íà-
áîðó ôîðìóë α′i.

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü ïîëíîòó èñ÷èñëåíèÿ â òåîðåìå 5: ïóñòü K4.3 `
α→ β. Ðàññìîòðèì íàáîð ïîçèòèâíûõ ôîðìóë α′i, ïîëó÷åííûé èç ëåììû
7. Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1 . . . n} èìååì:

◦ Ïîñêîëüêó K4.3+ ⊂ K4.3, òî K4.3 ` α′i → α è K4.3 ` α′i → β.
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◦ Ïîñêîëüêó T [α′i] ëèíåéíî è K4.3 åñòü ëîãèêà êëàññà âñåõ ëèíåéíûõ
øêàë, òî T [α′i], r |= β.

◦ Ïîñêîëüêó T [α′i] åñòü òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü, òî K4+ ` α′i → β.

◦ Ïîñêîëüêó K4+ ⊂ K4.3+, òî K4.3+ ` α′i → β.

Ñëåäîâàòåëüíî, K4.3+ ` α→ β, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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