
10. Полуортогональное разложение для раздутия
В этой лекции мы обсудим полуортогональные разложения для проективизации векторного
расслоения и для раздутия гладкого многообразия. Это результаты Орлова из статьи [1]. До-
казательства, которые мы проведём в этой лекции, не из оригинальной статьи, а являются ва-
риациями аргументов из [2, Sec. 11].

10.1. Проективизация векторного расслоения
Пусть 𝑋 — гладкое многообразие, а ℰ — векторное расслоение на нём. Напомним, что его
проективизацией 𝜋 : ℙ𝑋(ℰ) → 𝑋 называется многообразие пар {(𝑥, [𝑣])}, где 𝑥 ∈ 𝑋 — точка, а
[𝑣] ⊂ ℰ𝑥 — одномерное подпространство в слое расслоения ℰ над 𝑥.

Отметим, что если ℰ ≃ 𝒪⊕𝑘𝑋  — тривиальное векторное расслоение, то ℙ𝑋(ℰ) в этом случае изо-
морфно произведению 𝑋 × ℙ𝑘−1. При этом конструкция, как легко убедиться, локальна по
базе: например, если 𝑈 ⊂ 𝑋 — такое открытое подмножество, что ℰ|𝑈  — тривиальное рассло-
ение, то прообраз 𝜋−1(𝑈) ⊂ ℙ𝑋(ℰ) изоморфен 𝑈 × ℙrk ℰ−1. Чтобы использовать это замечание
в дальнейшем, нам понадобится такой несложный факт:

Лемма 10.1.1 :  Пусть 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 — морфизм в производной категории 𝐷(𝑋). Тогда 𝑓  является
изоморфизмом тогда и только тогда, когда существует открытое покрытие {𝑈𝑖}𝑖∈𝐼  многооб-
разия 𝑋, на любой элемент которого 𝑓  ограничивается как изоморфизм.

Доказательство :  В одну сторону утверждение очевидно. Предположим, что 𝑓  не является
изоморфизмом. Тогда его конус Cone(𝑓) не равен нулю (упражнение!). Мы хотим доказать,
что найдётся открытое множество из 𝑈 ⊂ 𝑋 из заданного покрытия, в ограничении на кото-
рое 𝑓  не является изоморфизмом. Пусть 𝑥 ∈ 𝑋 — какая-нибудь точка из носителя Cone(𝑓).
Рассмотрим открытое подмножество 𝑈  из покрытия, содержащее точку 𝑥, и пусть 𝑖 : 𝑈 ↪ 𝑋
— морфизм вложения. Тогда существует выделенный треугольник

𝑖∗𝐴 →
𝑖∗𝑓
𝑖∗𝐵 → 𝑖∗ Cone(𝑓) → 𝑖∗𝐴[1],

где мы используем, что 𝑖∗ Cone(𝑓) ≅ Cone(𝑖∗𝑓). По свойствам носителя
𝑅Hom𝑈(𝑖∗ Cone(𝑓), 𝒪𝑥) ≠ 0, где 𝒪𝑥 — пучок-небоскрёб в точке 𝑥 ∈ 𝑈 . Значит, конус морфиз-
ма 𝑖∗𝑓  ненулевой, то есть это не изоморфизм. □

Если 𝜋 : ℙ𝑋(ℰ) → 𝑋 — проективизация некоторого векторного расслоения, то в обратном об-
разе 𝜋∗ℰ расслоения ℰ существует канонически определённое линейное подрасслоение: над
точкой (𝑥, [𝑣]) ∈ ℙ𝑋(ℰ) слой 𝜋∗ℰ изоморфен ℰ𝑥, и в этом слое можно выделить одномерное
подпространство [𝑣] ⊂ ℰ𝑥. Эти одномерные подпространства склеиваются в линейное рассло-
ение 𝒰 ⊂ 𝜋∗ℰ на ℙ𝑋(ℰ), называемое относительным тавтологическим расслоением для мор-
физма 𝜋 (впрочем, линейное расслоение зависит от выбора ℰ, а не только от 𝜋, поэтому это не
совсем удачное название). На каждый слой ℙrk ℰ−1 морфизма 𝜋 расслоение 𝒰 ограничивается
как 𝒪(−1), поэтому это линейное расслоение ещё часто называют относительным 𝒪(−1) для
морфизма 𝜋. Двойственное к 𝒰 линейное расслоение называют относительным 𝒪(1) или от-
носительным обильным расслоением.

Теорема 10.1.2 ([1]) :  Пусть 𝑋 — гладкое многообразие, и пусть ℰ — векторное расслоение
на 𝑋 ранга 𝑟. Пусть 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 — это проективизация ℰ, а 𝒪(ℎ) — относительное обиль-
ное расслоение для морфизма 𝜋. Тогда функтор 𝜋∗ : 𝐷(𝑋) → 𝐷(𝑌 ) — строго полный, и
существует полуортогональное разложение

𝐷(𝑋) = ⟨𝜋∗𝐷(𝑋), 𝜋∗𝐷(𝑋) ⊗ 𝒪(ℎ),…, 𝜋∗𝐷(𝑋) ⊗ 𝒪((𝑟 − 1)ℎ)⟩.



Доказательство :  Используя сопряжённость функторов 𝜋∗ и 𝜋∗, а так же формулу проекции,
получаем изоморфизм

𝑅Hom𝑌 (𝜋∗𝐴, 𝜋∗𝐵) ≅ 𝑅Hom𝑋(𝐴, 𝜋∗𝜋∗𝐵) ≅ 𝑅Hom𝑋(𝐴,𝐵 ⊗ 𝜋∗𝒪𝑌 ).

Поэтому для строгой полноты функтора 𝜋∗ достаточно доказать, что естественное отображе-
ние 𝒪𝑋 → 𝜋∗𝒪𝑌  является изоморфизмом. То, что некоторый морфизм в производной кате-
гории является изоморфизмом, по лемме  10.1.1 можно проверять локально. Поскольку ℰ ло-
кально тривиально, это значит, что достаточно рассмотреть случай ℰ ≃ 𝒪⊕𝑟𝑋 , то есть случай
проекции 𝜋 : 𝑋 × ℙ𝑟−1 → 𝑋. Тогда из декартовости квадрата

↑

↑
↑

↑

𝑋 × ℙ𝑟−1

𝑋 {∗}

ℙ𝑟−1

и теоремы о плоской замене базы следует, что 𝜋∗𝒪𝑋×ℙ𝑟−1  изоморфно 𝒪𝑋 ⊠𝑅Γ(ℙ𝑟−1, 𝒪ℙ𝑟−1),
то есть просто 𝒪𝑋 , что мы и хотели доказать. Значит, функтор 𝜋∗ : 𝐷(𝑋) → 𝐷(𝑌 ) является
строго полным, то есть вложением полной подкатегории. Поскольку у этого функтора есть оба
сопряжённых, эта подкатегория допустима в 𝐷(𝑌 ).

Аналогичным образом из изоморфизма

𝑅Hom𝑌 (𝜋∗𝐴, 𝜋∗𝐵 ⊗ 𝒪(𝑘ℎ)) ≅ 𝑅Hom𝑋(𝐴, 𝜋∗(𝜋∗𝐵 ⊗ 𝒪(𝑘ℎ))) ≅ 𝑅Hom𝑋(𝐴,𝐵 ⊗ 𝜋∗𝒪𝑌 (𝑘ℎ))

получается, что для доказательства полуортогональности последовательности допустимых
подкатегорий в формулировке теоремы  10.1.2 достаточно доказать, что 𝜋∗𝒪𝑌 (𝑘ℎ) = 0 для 𝑘 =
−1,−2,…,−(𝑟 − 1). Используя снова теорему о плоской замене базы, легко видеть, что это
следует из обращения в ноль когомологий 𝑅Γ(ℙ𝑟−1, 𝒪(𝑘ℎ)) для того же списка значений 𝑘.

Чтобы завершить построение полуортогонального разложения, осталось доказать, что указан-
ный набор допустимых подкатегорий порождает всю 𝐷(𝑌 ). Поскольку они полуортогональ-
ны, то порождённая ими совместно подкатегория, которую мы назовём 𝒜, тоже допустима по
лемме из седьмой лекции. Тогда существует полуортогональное разложение 𝐷(𝑌 ) = ⟨⟂𝒜,𝒜⟩
и осталось показать, что ортогонал ⟂𝒜 в 𝐷(𝑌 ) нулевой.

Из нерассказанного на лекции :  Если категория 𝒜′ ⊂ 𝐷(𝑌 ) не является допустимой,
то из равенства нулю ортогонала ⟂𝒜′ не следует, что 𝒜′ = 𝐷(𝑌 )! Например, если 𝒜′
— подкатегория всех объектов 𝐷(𝑌 ) с нульмерным носителем, то в ней содержатся все
пучки-небоскрёбы, поэтому любой объект в ⟂𝒜′ имеет пустой носитель, то есть равен
нулю.

Выберем какую-нибудь точку 𝑥 ∈ 𝑋. Поскольку 𝜋 — плоский морфизм, пулбэк 𝜋∗𝒪𝑥 пучка-
небоскрёба относительно 𝜋 — это структурный пучок слоя 𝑗 : ℙ(ℰ𝑥) ↪ 𝑌  над этой точкой. Из
вложения 𝜋∗𝐷(𝑋) ⊂ 𝒜 следует, что объект 𝑗∗𝒪ℙ𝑟−1  лежит в 𝒜. По определению 𝒜 содержит в
том числе и подкрутки этого объекта на 𝒪(ℎ),…,𝒪((𝑟 − 1)ℎ), то есть прямые образы линейных
расслоений 𝒪ℙ𝑟−1 ,…,𝒪ℙ𝑟−1(𝑟 − 1) при вложении 𝑗 : ℙ𝑟−1 → 𝑋. Мы знаем, что их прямая сумма
𝐺𝑥 ≔⨁𝑟−1

𝑖=0 𝒪ℙ𝑟−1(𝑖) — классический генератор в 𝐷(ℙ𝑟−1). Тогда для любого объекта 𝐹 ∈ ⟂𝒜
по полуортогональности и сопряжённости функторов верно

0 = 𝑅Hom𝑌 (𝐹 , 𝑗∗𝐺𝑥) ≅ 𝑅Homℙ(ℰ𝑥)(𝑗
∗𝐹,𝐺𝑥),



но поскольку 𝐺𝑥 является классическим генератором в ℙ(ℰ𝑥), это означает, что 𝑗∗𝐹 = 0. Одна-
ко точка 𝑥 была выбрана произвольно, поэтому (производное) ограничение 𝐹  на любой слой
морфизма 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 равно нулю. Из этого следует, что носитель объекта 𝐹  пуст, что может
быть только в случае 𝐹 = 0. Значит, в ⟂𝒜 нет ненулевых объектов, что мы и хотели доказать.□

Замечание :  Для морфизма 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 гладких собственных многообразий полуортогональное
разложение 𝐷(𝑌 ) = ⟨𝒜1,…,𝒜𝑛⟩ называется 𝜋-линейным разложением, если каждая из подка-
тегорий 𝒜𝑖 замкнута относительно тензорного умножения на любой объект вида 𝜋∗𝐸, где
𝐸 ∈ 𝐷(𝑋). Разложение из теоремы  10.1.2 — главный пример линейного разложения. Дока-
зывать, что набор допустимых подкатегорий в 𝐷(𝑌 ) задаёт 𝜋-линейное полуортогональное
разложение, можно локально по базе, см. [3]. Именно это и происходит в доказательстве тео-
ремы  10.1.2: полуортогональность мы проверяли, переходя к открытому покрытию 𝑋, на ко-
тором тривиализуется расслоение ℰ, да и полноту в итоге мы свели к тому к «послойной»
полноте.

10.2. Разложение для раздутия: формулировка
Пусть 𝑋 — гладкое многообразие, в нём 𝑍 ⊂ 𝑋 — гладкое подмногообразие коразмерности
𝑐. Обозначим через 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 раздутие 𝑋 с центром в 𝑍 , а через 𝐸 ⊂ 𝑌  — исключительный
дивизор, то есть 𝜋−1(𝑍). Обозначим морфизмы между этими многообразиями согласно ком-
мутативной диаграмме:

↑𝑖

↑𝑝 ↑𝜋

↑𝑗 𝑋𝑍

𝑌𝐸

Заодно обозначим через 𝒪(ℎ) относительное обильное расслоение для раздутия, оно же
𝒪𝑌 (−𝐸).

Теорема 10.2.1 ([1]) :  В обозначениях выше функторы 𝜋∗ : 𝐷(𝑋) → 𝐷(𝑌 ) и 𝑖∗ ∘ 𝑝∗ :
𝐷(𝑍) → 𝐷(𝑌 ) являются строго полными, и существует полуортогональное разложение

𝐷(𝑌 ) = ⟨𝑖∗𝑝∗𝐷(𝑍) ⊗ 𝒪𝑌 (−(𝑐 − 1)ℎ),…, 𝑖∗𝑝∗𝐷(𝑍) ⊗ 𝒪𝑌 (−ℎ), 𝜋∗𝐷(𝑋)⟩.

Эта теорема гораздо сложнее предыдущей. Например, в прошлой теореме многие вычисления
сводились к вычислению когомологий некоторых пучков на проективных пространствах. У
раздутия тоже каждый слой – проективное пространство, но раздутие не является плоским
морфизмом и поэтому сводить вычисление производного прямого образа к послойным ко-
гомологиям нельзя, потому что теорема о плоской замене базы неприменима. Поэтому нам
понадобится локальная модель раздутия.

Отметим частный случай: если 𝑋 это гладкая поверхность, а 𝑍 = {𝑧} — точка в ней, то для
раздутия 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 этой точки получается разложение

𝐷(𝑌 ) = ⟨𝒪𝐸(𝐸), 𝜋∗𝐷(𝑋)⟩,

где 𝐸 — исключительный дивизор. Тогда, как мы раньше обсуждали, 𝒪𝐸(𝐸) — исключитель-
ный объект. В частности, если в категории 𝐷(𝑋) существовал полный исключительный набор,
то в категории 𝐷(𝑌 ) такой набор тоже существует и получается добавлением одного исклю-
чительного объекта 𝒪𝐸(𝐸) к пулбэкам исключительных объектов с 𝑋. Например, так мы до-



казали, что на всех рациональных поверхностях существует полный исключительный набор,
причём состоящий из когерентных пучков (случай ℙ1 × ℙ1 надо рассмотреть отдельно, но там
тоже всё просто).

10.3. Локальная модель раздутия
Пусть 𝑋 — гладкое многообразие, а ℰ — векторное расслоение на 𝑋. Пусть 𝑠 ∈ Γ(𝑋, ℰ) — регу-
лярное сечение. Напомним, что это означает, что у подмногообразия

𝑍 ≔ {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑠(𝑥) = 0}

коразмерность равна рангу расслоения ℰ, который мы обозначим через 𝑐. Пусть 𝑇 ≔ ℙ𝑋(ℰ) —
это проективизация расслоения ℰ, с каноническим морфизмом 𝑡 : 𝑇 → 𝑋. Как обсуждалось в
разделе 10.1, на 𝑇  существует относительное тавтологическое расслоение 𝒰, определённое как
подрасслоение в 𝑡∗ℰ. Оно задаёт точную тройку

0 → 𝒰 → 𝑡∗ℰ → 𝒬 → 0,

где 𝒬 — тавтологическое фактор-раслоение.

Пулбэк глобального сечения 𝑠 ∈ 𝐻0(𝑋, ℰ) задаёт сечение 𝑡∗𝑠 ∈ 𝐻0(𝑇 , 𝑡∗ℰ). Пусть 𝑠 ∈ 𝐻0(𝑇 , 𝒬)
— образ этого сечения при эпиморфизме 𝑡∗ℰ ↠ 𝒬.

Лемма 10.3.1 :  Сечение 𝑠 ∈ 𝐻0(𝑇 , 𝒬) является регулярным. Подмногообразие 𝑌 ≔ {𝑠 = 0} ⊂
𝑇  его нулей изоморфно раздутию 𝑋 в подмногообразии 𝑍 .

Доказательство :  По определению сечение 𝑠 обращается в ноль в некоторой точке (𝑥, [𝑣]) ∈
𝑇 ≅ ℙ𝑋(ℰ) тогда и только тогда, когда элемент 𝑠(𝑥) ∈ ℰ𝑥 лежит в одномерном подпростран-
стве [𝑣] ⊂ ℰ𝑥. Значит, над точками, где 𝑠 = 0, то есть над 𝑍 ⊂ 𝑋, можно брать любое подпро-
странство [𝑣] ⊂ ℰ𝑥. Поэтому 𝑌  содержит 𝜋−1(𝑍) ⊂ 𝑇 . А над теми точками 𝑥 ∈ 𝑋, где 𝑠(𝑥) ≠
0, в 𝑌  висит ровно одна точка из слоя проекции 𝑡 : 𝑇 → 𝑋. Получается, что dim𝑌 = dim𝑋,
а 𝜋−1(𝑍) ⊂ 𝑌  — это дивизор. Поскольку ранг расслоения 𝑄 равен 𝑐 − 1 = dim𝑇 − dim𝑋, это
как раз означает, что 𝑠 — регулярное сечение 𝑄.

Описание слоёв 𝑌  над точками 𝑋 сходится с тем, что 𝑌  должно быть изоморфно раздутию 𝑋
с центром в 𝑍 . То, что 𝑌  и в самом деле представляет из себя раздутие, мы оставляем в каче-
стве упражнения. (Подсказка: для доказательства стоит перейти к аффинной подсхеме в 𝑋, на
которой расслоение ℰ тривиализуется. Тогда сечение 𝑠 — это регулярная последовательность
элементов кольца.) □

Мы доказали, что для тех подмногообразий 𝑍 ⊂ 𝑋, которые можно получить как множество
нулей регулярного сечения векторного расслоения, раздутие допускает локальную модель как
конкретное, заданное уравнением, подмногообразие в проективизации векторного расслое-
ния. Локально любое (гладкое) подмногообразие имеет такой вид:

Лемма 10.3.2 :  Пусть 𝑋 гладкое многообразие, а 𝑍 ⊂ 𝑋 — гладкое подмногообразие. Тогда для
любой точки 𝑧 ∈ 𝑍 существует Зариски-открытая окрестность 𝑈 ⊂ 𝑋, на которой можно вы-
брать расслоение ℰ с регулярным сечением, обращающимся в ноль только в точках 𝑍 .

Доказательство :  Это задача по коммутативной алгебре. Дадим набросок доказательства: меж-
ду локальными кольцами точки 𝑧 в многообразии 𝑋 и в его подмногообразии 𝑍 существует
эпиморфизм 𝑓 : 𝒪𝑋,𝑧 ↠ 𝒪𝑍,𝑧. Используя, что оба этих локальных кольца являются регулярны-
ми, можно доказать, что для идеала ker 𝑓 ⊂ 𝒪𝑋,𝑧 существует регулярная последовательность
порождающих элементов: ker 𝑓 = (𝑠1,…, 𝑠𝑐), где 𝑐 — коразмерность 𝑍 в 𝑋. Подняв элементы
𝑠𝑖 из локального кольца 𝒪𝑋,𝑧 в координатное кольцо достаточно маленькой аффинной Зари-
ски-открытой окрестности 𝑈 ⊂ 𝑋 точки 𝑧, получим желаемое сечение (𝑠1,…, 𝑠𝑐) ∈ Γ(𝑈,𝒪⊕𝑐𝑈 ),
высекающее 𝑍 . □



Внимательный читатель, прочитав два доказательства выше, может задаться вопросом: зачем
вообще при обсуждении локальной модели говорить о каком-то векторном расслоении ℰ? Раз
уж ℰ локально тривиально, можно с самого начала перейти к чуть меньшему открытому мно-
жеству и формулировать всё в терминах тривиального расслоения 𝒪⊕𝑐𝑋 , не вводя отдельную
сущность ℰ. Это, конечно, справедливый вопрос. В доказательствах, как правило, всё сводит-
ся к этому случаю, но в формулировках обозначение ℰ удобнее — например, оно позволяет
не путать расслоение и двойственное к нему. Отдельное обозначение мешает формулировать
утверждения, не имеющие геометрического смысла, и тем самым помогает искать более удоб-
ные для работы утверждения [4].

Кроме того, время от времени возникают геометрически интересные ситуации, где подмно-
гообразие 𝑍 ⊂ 𝑋 можно глобально задать как множество нулей некоторого регулярного сече-
ния, и тогда получаются более сильные результаты, чем просто при использовании локальной
модели. Например, если 𝑋 это проективное пространство, то полное пересечение в нём — это
подмногообразие, которое можно высечь регулярным сечением расслоения ℰ, изоморфного
прямой сумме линейных расслоений ⨁𝒪ℙ𝑛(𝑘𝑖). Общепринятого термина для тех подмного-
образий, которые допускают описание через нули регулярного сечения произвольного рас-
слоения, нет, но они тоже иногда возникают. Однако не каждое подмногообразие может быть
так представлено.

Упражнение 10.3.3 :  Пусть 𝐶 ⊂ ℙ3 — скрученная кубика. Докажите, что 𝐶 нельзя представить в
виде множества нулей регулярного сечения никакого векторного расслоения ℰ ранга 2 на ℙ3.
(Указание: если бы это было возможно, то нормальное расслоение к 𝐶 в ℙ3 было бы ограниче-
нием линейного расслоения Λ2ℰ с проективного пространства на 𝐶 ; в частности, его степень
тогда делилась бы на 3. Вычислите или найдите описание нормального расслоения к скручен-
ной кубике для завершения доказательства.)

Для дальнейшего использования сформулируем утверждение о резольвенте Кошуля для под-
многообразия, высекающегося регулярным сечением. Мы его уже использовали в шестой лек-
ции, а тут сформулируем частный случай, который нам понадобится. Доказательство снова
опустим.

Лемма 10.3.4 :  В условиях леммы  10.3.1 для структурного пучка 𝑌 ⊂ 𝑇  существует резольвен-
та векторными расслоениями:

0 → Λ𝑐−1𝒬ˇ→ …→ Λ2𝒬ˇ→ 𝒬ˇ→ 𝒪𝑇 → 𝒪𝑌 → 0, (1)

где морфизмы заданы подстановкой глобального сечения 𝑠 ∈ 𝐻0(𝑇 , 𝒬).

Докажем для локальной модели раздутия некоторые свойства функторов между производны-
ми категориями.

Утверждение 10.3.5 :  Пусть 𝑋 — гладкое многообразие, в нём 𝑍 ⊂ 𝑋 — гладкое подмногооб-
разие, являющееся множеством нулей регулярного сечения 𝑠 векторного расслоения ℰ на 𝑋.
Пусть 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 — морфизм раздутия 𝑋 в подмногообразии 𝑍 . Тогда естественный морфизм
𝒪𝑋 → 𝜋∗𝒪𝑌  в производный прямой образ 𝜋∗𝒪𝑌 ∈ 𝐷(𝑋) является изоморфизмом.

Доказательство :  Пусть 𝑇 ≔ ℙ𝑋(ℰ) — проективизация расслоения ℰ, с морфизмом 𝑡 : 𝑇 → 𝑋.
Пусть 𝑘 : 𝑌 ↪ 𝑇  — вложение из леммы  10.3.1. Тогда раздутие 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 это композиция 𝑡 ∘
𝑘. Значит, 𝜋∗𝒪𝑌  изоморфно производному прямому образу объекта 𝑘∗𝒪𝑌 ∈ 𝐷(𝑇 ) при отобра-
жении 𝑡 : 𝑇 → 𝑋. Поскольку 𝑘 — замкнутое вложение, объект 𝑘∗𝒪𝑌  изоморфен структурному
пучку подмногообразия 𝑌  в 𝑇 . Используя резольвенту (1) из леммы  10.3.4 для этого пучка,
мы видим, что достаточно доказать, что 𝑡∗𝒪𝑇 ≅ 𝒪𝑋 и что 𝑡∗Λ𝑖𝒬ˇ = 0 при всех 𝑖 > 0.



Поскольку морфизм 𝑡 — плоский, по теореме о плоской замене базы мы можем вычислять
производные прямые образы послойно. Таким методом мы уже доказали в теореме  10.1.2, что
𝑡∗𝒪𝑇  изоморфно 𝒪𝑋 . Вспомним теперь, что 𝒬 определялось с помощью точной тройки

0 → 𝒰 → 𝑡∗ℰ → 𝒬 → 0,

которая в ограничении на каждый слой ℙ𝑐−1 ⊂ 𝑇  морфизма 𝑡 : 𝑇 → 𝑋 по определению пре-
вращалась в точную последовательность Эйлера

0 → 𝒪ℙ𝑐−1(−1) ↪ 𝒪⊕𝑐ℙ𝑐−1 → 𝑇ℙ𝑐−1(−1) → 0.

Значит, ограничение расслоения Λ𝑖𝒬ˇ на слой изоморфно Ω𝑖ℙ𝑐−1(𝑖). При всех 𝑖 > 0 у этого рас-
слоения на ℙ𝑐−1 нет когомологий (упражнение!). По теореме о плоской замене базы мы по-
лучили, что производный прямой образ 𝑡∗Λ𝑖𝒬ˇ ∈ 𝐷(𝑋) в каждой точке имеет нулевой слой.
Тогда этот прямой образ равен нулю, что завершает вычисление. □

Существование локальной модели для раздутия было очень важно в этом доказательстве: она
позволила свести вычисление производного прямого образа относительно морфизма разду-
тия 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 к вычислению производных прямых образов нескольких векторных расслое-
ний относительно плоского морфизма 𝑡 : 𝑇 → 𝑋, где всё можно считать послойно.

Следующее утверждение — локальное, о свойствах раздутия в окрестности точки раздуваемо-
го подмногообразия. Поэтому локальная модель раздутия нужна только в доказательстве, а в
формулировке раздутие можно взять произвольным.

Утверждение 10.3.6 :  Пусть 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 — раздутие гладкого многообразия 𝑋 в гладком под-
многообразии 𝑍 ⊂ 𝑋. Пусть 𝑧 ∈ 𝑍 — некоторая точка, а 𝑓 : 𝐹 ≔ 𝜋−1(𝑧) ≅ ℙ𝑐−1 ↪ 𝑌  — слой
морфизма 𝜋 над ней. Тогда производный обратный образ 𝜋∗𝒪𝑧 ∈ 𝐷(𝑌 ) пучка-небоскрёба
в точке 𝑧 — это объект производной категории, у которого (−𝑚)-тый пучок когомологий
ℋ−𝑚(𝜋∗𝒪𝑧) ∈ Coh(𝑌 ) для любого 𝑚 ∈ ℤ изоморфен прямому образу 𝑓∗(Ω𝑚ℙ𝑐−1(𝑚)).

Доказательство :  Поскольку утверждение локальное, можно считать, что раздутие допускает
локальную модель, то есть 𝑍 ⊂ 𝑋 высекается регулярным сечением 𝑠 векторного расслоения ℰ
на 𝑋. Пусть 𝑡 : 𝑇 → 𝑋 и 𝑘 : 𝑌 ↪ 𝑇  — морфизмы как в доказательстве утверждения    10.3.5.
Морфизм 𝑘 — это замкнутое вложение, поэтому прямой образ 𝑘∗ является точным функто-
ром, и в частности 𝑘∗ℋ−𝑚(𝜋∗𝒪𝑧) ≃ ℋ−𝑚(𝑘∗𝜋∗𝒪𝑧). Более того, для замкнутого вложения пря-
мой образ 𝑘∗ — консервативный функтор на когерентных пучках, что означает, что если пря-
мые образы двух пучков становятся изоморфны, то они и были изоморфны (упражнение).
Соединив эти два факта, получаем, что достаточно доказать, что ℋ−𝑚(𝑘∗𝜋∗𝒪𝑧) изоморф-
но 𝑘∗𝑓∗(Ω𝑚ℙ𝑐−1(𝑚)) для любого 𝑚 ∈ ℤ.

Изучим объект 𝑘∗𝜋∗𝒪𝑧. Поскольку 𝜋 = 𝑡 ∘ 𝑘, этот объект изоморфен 𝑘∗𝑘∗𝑡∗𝒪𝑧, что по форму-
ле проекции изоморфно (производному) тензорному произведению 𝑡∗𝒪𝑧 ⊗ 𝑘∗𝒪𝑌 . Морфизм 𝑡
плоский, поэтому производный обратный образ 𝑡∗𝒪𝑧 — это структурный пучок слоя 𝐹 ⊂ 𝑌
над точкой 𝑧. Для объекта 𝑘∗𝒪𝑌  используем снова резольвенту (1) из леммы  10.3.4. Поскольку
эта резольвента состоит из векторных расслоений, с помощью неё можно вычислять произ-
водное тензорное произведение:

𝑘∗𝜋∗𝒪𝑧 ≅ 𝑡∗𝒪𝑧 ⊗ 𝑘∗𝒪𝑌 ≅ [Λ𝑐−1𝒬ˇ ⊗ 𝒪𝐹 → …→ 𝒬ˇ ⊗ 𝒪𝐹 → 𝒪𝐹 ].

По формуле проекции для вложения слоя 𝑘 ∘ 𝑓 : 𝐹 ↪ 𝑇  над точкой 𝑧 ∈ 𝑍 в этой резольвенте
на (−𝑚)-том месте написан пучок 𝑘∗𝑓∗(Λ𝑚𝒬ˇ|𝐹 ). По построению в лемме  10.3.4 морфизмы в
резольвенте (1) получаются подстановкой сечения 𝑠, которое в ограничении на слой 𝐹  тожде-
ственно равно нулю. Следовательно, объект 𝑘∗𝜋∗𝒪𝑧 в производной категории изоморфен пря-
мой сумме ⨁𝑚∈ℤ 𝑘∗𝑓∗(Λ

𝑚𝒬ˇ|𝐹 )[𝑚]. Наконец, вспомним из доказательства утверждения  10.3.5,



что в ограничении на любой слой расслоение Λ𝑚𝒬ˇ изоморфно Ω𝑚ℙ𝑐−1(𝑚). Это завершает до-
казательство. □

10.4. Разложение для раздутия: доказательство
В этом разделе мы докажем теорему  10.2.1, используя вспомогательные утверждения, дока-
занные с помощью локальной модели раздутия в предыдущем разделе. Сперва обобщим одно
из этих утверждений до глобальной версии.

Лемма 10.4.1 :  Пусть 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 — раздутие гладкого многообразия 𝑋 в гладком подмногооб-
разии 𝑍 ⊂ 𝑋. Тогда 𝜋∗𝒪𝑌 ≅ 𝒪𝑋 .

Доказательство :  Благодаря сопряжённости прямого и обратного образа существует канони-
ческий морфизм 𝒪𝑋 → 𝜋∗𝒪𝑌 . По лемме  10.1.1 проверять, что это отображение изоморфизм,
можно локально на открытом покрытии 𝑋. Заметим ещё, что вычисление производного пря-
мого образа 𝜋∗𝒪𝑌  тоже Зариски-локально по 𝑋, то есть для открытого подмножества 𝑈 ⊂ 𝑋
производный прямой образ структурного пучка 𝜋−1(𝑈) при проекции на 𝑈  совпадает с про-
изводным ограничением 𝜋∗𝒪𝑌  на 𝑈 ⊂ 𝑋. Это можно получить из теоремы о плоской замене
базы, но, вообще говоря, это следствие определения производного прямого образа.

По лемме  10.3.2 многообразие 𝑋 можно покрыть открытыми множествами, на каждом из ко-
торых раздутие с центром в 𝑍 допускает локальную модель как в разделе 10.3. Тогда на каждом
элементе покрытия морфизм 𝒪𝑋 → 𝜋∗𝒪𝑌  является изоморфизмом по предложению   10.3.5.
Значит, это и был изоморфизм, что мы и хотели доказать. □

В доказательстве нам пригодится такой факт о триангулированных категориях. Он будет по-
лезен для доказательства строгой полноты некоторых функторов.

Лемма 10.4.2 :  Пусть Φ : 𝑇1 → 𝑇2 — функтор между двумя триангулированными категориями,
и пусть 𝐴 и 𝐵 — два объекта в 𝑇1. Предположим, что применение Φ индуцирует изоморфизм

𝑅Hom𝑇1(𝐴,𝐵) →
∼ 𝑅Hom𝑇2(Φ(𝐴), Φ(𝐵)).

Тогда для любых 𝐴′ ∈ ⟨𝐴⟩ ⊂ 𝑇1 и 𝐵′ ∈ ⟨𝐵⟩ ⊂ 𝑇1 верно, что отображение

𝑅Hom𝑇1(𝐴
′, 𝐵′) →∼ 𝑅Hom𝑇2(Φ(𝐴

′), Φ(𝐵′))

является изоморфизмом. В частности, если 𝐴 и 𝐵 оба являются классическими генераторами
в 𝑇1, функтор Φ строго полон.

Доказательство :  Обсудим сначала случай 𝐵′ = 𝐵. Докажем по индукции, что при каж-
дом 𝑖 ∈ ℤ≥0 для любого объекта 𝐴′ ∈ ⟨𝐴⟩𝑖 отображение

𝑅Hom𝑇1(𝐴
′, 𝐵) →∼ 𝑅Hom𝑇2(Φ(𝐴

′), Φ(𝐵))

является изоморфизмом. Для 𝑖 = 0 это напрямую следует из условия: любой точный функтор
между триангулированными категориями коммутирует со сдвигами, (конечными) прямыми
суммами и переходом к прямым слагаемым. Предположим теперь, что для всех объектов из
⟨𝐴⟩𝑖 отображение является изоморфизмов и докажем, что тогда для 𝐴′ ∈ ⟨𝐴⟩𝑖+1 — тоже.

По определению существует выделенный треугольник

𝐸0 → 𝐴′ ⊕𝐴′′ → 𝐸𝑖 → 𝐸0[1],

где 𝐸0 ∈ ⟨𝐴⟩0 и 𝐸𝑖 ∈ ⟨𝐴⟩𝑖, а 𝐴′′ — произвольный объект. Из этого выделенного треугольни-
ка можно получить две длинные точные последовательности: одну применением функтора
Ext•𝑇1(−,𝐵), вторую — применением функтора Ext•𝑇2(Φ(−),Φ(𝐵)). Между этими точными по-
следовательностями есть отображение, полученное применением функтора Φ. По предполо-



жению индукции для 𝐸0 и 𝐸𝑖 морфизм объектов в этих точных последовательностях — изо-
морфизм. Значит, по 5-лемме для объекта 𝐴′ ⊕𝐴′′ морфизм тоже является изоморфизмом, а
тогда и для 𝐴′ тоже.

Мы знаем из шестой лекции, что ⟨𝐴⟩ = ∪𝑖∈ℤ≥0 ⟨𝐴⟩𝑖, поэтому по индукции мы доказали, что
утверждение верно, когда 𝐵′ = 𝐵. Осталось для каждого выбора 𝐴′ доказать, что можно в ка-
честве 𝐵′ брать не только 𝐵, а любой объект из ⟨𝐵⟩, что делается аналогично. □

Теперь мы можем перейти к доказательству теоремы  10.2.1. Напомним обозначения:

↑𝑖

↑𝑝 ↑𝜋

↑𝑗 𝑋𝑍

𝑌𝐸

Доказательство (теоремы  10.2.1) :

Шаг 1. Докажем сначала, что используемые в формулировке функторы в самом деле являют-
ся строго полными. Как в доказательстве теоремы  10.1.2, из формулы проекции следует, что
функтор 𝜋∗ строго полный тогда и только тогда, когда отображение 𝒪𝑋 → 𝜋∗𝒪𝑌  — изомор-
физм. Мы доказали это в лемме  10.4.1. У функтора 𝜋∗ есть оба сопряжённых, поэтому он задаёт
вложение допустимой подкатегории 𝜋∗ : 𝐷(𝑋) ↪ 𝐷(𝑌 ).

Рассмотрим теперь функтор Φ = 𝑖∗𝑝∗ : 𝐷(𝑍) → 𝐷(𝑌 ). Рассмотрим в подкатегории 𝐷(𝑍) два
объекта: произвольный объект 𝐵 ∈ 𝐷(𝑍) и объект 𝐴 ∈ 𝐷(𝑍), который изоморфен производ-
ному ограничению 𝑗∗𝐴𝑋 некоторого объекта из 𝐷(𝑋). Вычислим тогда 𝑅Hom между образа-
ми этих объектов под действием функтора Φ:

𝑅Hom𝑌 (𝑖∗𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋, 𝑖∗𝑝∗𝐵) ≅ 𝑅Hom𝑌 (𝑖∗𝑖∗𝜋∗𝐴𝑋, 𝑖∗𝑝∗𝐵) ≅ 𝑅Hom𝑌 (𝜋∗𝐴𝑋 ⊗ 𝑖∗𝒪𝐸, 𝑖∗𝑝∗𝐵).

Здесь в первом изоморфизме мы пользовались коммутативностью квадрата, то есть равен-
ством 𝑗 ∘ 𝑝 = 𝜋 ∘ 𝑖, а второй следует по формуле проекции. Продолжим вычисление, восполь-
зовавшись сопряжённостью между 𝑖∗ и 𝑖∗:

𝑅Hom𝑌 (𝜋∗𝐴𝑋 ⊗ 𝑖∗𝒪𝐸, 𝑖∗𝑝∗𝐵) ≅ 𝑅Hom𝐸(𝑖∗𝜋∗𝐴𝑋 ⊗ 𝑖∗𝑖∗𝒪𝐸, 𝑝∗𝐵) ≅
≅ 𝑅Hom𝐸(𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋 ⊗ 𝑖∗𝑖∗𝒪𝐸, 𝑝∗𝐵).

Объект 𝑖∗𝑖∗𝒪𝐸  допускает более конкретное описание: поскольку 𝑖 — замкнутое вложение, про-
изводный прямой образ 𝑖∗𝒪𝐸  — это структурный пучок дивизора 𝐸 в 𝑌 . Для него существует
резольвента линейными расслоениями:

0 → 𝒪𝑌 (−𝐸) → 𝒪𝑌 → 𝑖∗𝒪𝐸 → 0.

Поскольку первый морфизм в этой точной тройке — умножение на уравнение 𝐸, при ограни-
чении на 𝐸 он становится нулевым. Значит, объект 𝑖∗𝑖∗𝒪𝐸  изоморфен прямой сумме 𝒪𝐸 ⊕
𝒪𝐸(−𝐸)[1]. Подставим это описание в вычисление выше:

𝑅Hom𝐸(𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋 ⊗ 𝑖∗𝑖∗𝒪𝐸, 𝑝∗𝐵) ≅ 𝑅Hom𝐸(𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋 ⊕ (𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋 ⊗ 𝒪𝐸(−𝐸)[1]), 𝑝∗𝐵) ≅
≅ 𝑅Hom𝐸(𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋, 𝑝∗𝐵) ⊕ 𝑅Hom𝐸(𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋, 𝑝∗𝐵 ⊗ 𝒪𝐸(𝐸)[−1]).

Морфизм 𝑝 — это проективизация векторного расслоения, поэтому из теоремы  10.1.2 мы зна-
ем, что функтор 𝑝∗ : 𝐷(𝑍) → 𝐷(𝐸) строго полный. Более того, поскольку по свойствам разду-
тия линейное расслоение 𝒪𝐸(𝐸) — это относительное тавтологическое расслоение для мор-



физма 𝑝, в той же теореме мы доказали, что подкатегории 𝑝∗𝐷(𝑍) и 𝑝∗𝐷(𝑍) ⊗ 𝒪𝐸(𝐸) полуор-
тогональны. Итого мы получили цепочку изоморфизмов

𝑅Hom𝑌 (𝑖∗𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋, 𝑖∗𝑝∗𝐵) ≅
≅ 𝑅Hom𝐸(𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋, 𝑝∗𝐵) ⊕ 𝑅Hom𝐸(𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋, 𝑝∗𝐵 ⊗ 𝒪𝐸(𝐸)[−1]) ≅
≅ 𝑅Hom𝑍(𝑗∗𝐴𝑋, 𝐵) ⊕ 0 ≅ 𝑅Hom𝑍(𝑗∗𝐴𝑋, 𝐵).

Вычисление выше показывает, что для объектов 𝐴,𝐵 ∈ 𝐷(𝑍) отображение

𝑅Hom𝑍(𝐴,𝐵) →
𝑖∗𝑝∗
𝑅Hom𝑌 (𝑖∗𝑝∗𝐴, 𝑖∗𝑝∗𝐵)

является изоморфизмом при условии, что 𝐴 имеет вид 𝑗∗𝐴𝑋 для некоторого 𝐴𝑋 ∈ 𝐷(𝑋).

Из нерассказанного на лекции :  Строго говоря, надо ещё объяснить, что построенный
изоморфизм получается именно применением функтора 𝑖∗𝑝∗. Это следует из того, что
все использованные нами изоморфизмы, включая формулу проекции и т.п., получаются
из естественных преобразований единицы и коединицы между сопряжёнными функто-
рами. Например, расщепление 𝑖∗𝑖∗𝒪𝐸  в прямую сумму задаётся с помощью морфизма
коединицы 𝑖∗𝑖∗𝒪𝐸 → 𝒪𝐸 . Проследить за изоморфизмом можно, но несколько занудно, а
записать это рассуждение хоть сколько-нибудь детально, причём чтобы это можно было
потом прочитать, кажется почти невозможно.

Мы хотим доказать, что 𝑖∗𝑝∗ строго полный, то есть что это отображение является изоморфиз-
мом и для произвольного 𝐴 ∈ 𝐷(𝑍). Пусть 𝒪𝑋(𝐻) — обильное линейное расслоение на 𝑋.
Тогда его ограничение на 𝑍 тоже обильно. Из пятой лекции мы знаем, что для 𝑁 ≫ 0 тогда
объект

𝐺𝑍 ≔ 𝑗∗(⨁
𝑁

𝑛=0
𝒪𝑋(𝑛𝐻)) ≅⨁

𝑁

𝑛=0
𝑗∗𝒪𝑋(𝑛𝐻) ∈ 𝐷(𝑍)

является классическим генератором в 𝐷(𝑍), при этом лежащим в образе ограничения 𝑗∗ :
𝐷(𝑋) → 𝐷(𝑍). Подставив в лемму    10.4.2 в качестве объектов 𝐴 = 𝐵 = 𝐺𝑍 , получаем, что
функтор 𝑖∗𝑝∗ : 𝐷(𝑍) → 𝐷(𝑌 ) строго полон. Поскольку у этого функтора есть оба сопряжённых,
он задаёт вложение допустимой подкатегории 𝐷(𝑍) ↪ 𝐷(𝑌 ). Функторы 𝑖∗𝑝∗(−) ⊗ 𝒪𝑌 (𝑘𝐸)
для разных 𝑘 ∈ ℤ отличаются от 𝑖∗𝑝∗ на подкрутку, то есть на автоэквивалентность 𝐷(𝑌 ), по-
этому тоже задают вложения допустимых подкатегорий.

Шаг 2: докажем теперь полуортогональность последовательности допустимых подкатегорий.
Полуортогональность подкатегории 𝜋∗𝐷(𝑋) и подкатегорий вида 𝑖∗𝑝∗𝐷(𝑍) ⊗ 𝒪𝑌 (𝑘ℎ) для 𝑘 ∈
[−(𝑐 − 1);−1] получается из сопряжённости функторов 𝜋∗ и 𝜋∗:

𝑅Hom(𝜋∗𝐴, 𝑖∗𝑝∗𝐵 ⊗ 𝒪𝑌 (𝑘ℎ)) ≅ 𝑅Hom𝑋(𝐴, 𝜋∗(𝑖∗𝑝∗𝐵 ⊗ 𝒪𝑌 (𝑘ℎ))) ≅
≅ 𝑅Hom𝑋(𝐴, 𝑗∗𝑝∗(𝑝∗𝐵 ⊗ 𝒪𝐸(𝑘ℎ))) ≅ 𝑅Hom𝑋(𝐴, 𝑗∗(𝐵 ⊗ 𝑝∗𝒪𝐸(𝑘ℎ))).

Для всех 𝑘 между −(𝑐 − 1) и −1 производный прямой образ 𝑝∗𝒪𝐸(𝑘ℎ) равен нулю по теореме
о плоской замене базы (мы это вычисляли в ходе доказательства теоремы  10.1.2), поэтому по-
луортогональность для таких пар подкатегорий доказана.

Нужно ещё доказать, что подкатегории 𝑖∗𝑝∗𝐷(𝑍) ⊗ 𝒪𝑌 (𝑘ℎ) и 𝑖∗𝑝∗𝐷(𝑍) ⊗ 𝒪𝑌 (𝑘′ℎ) полуорто-
гональны, где 𝑘′ > 𝑘 из интервала от −(𝑐 − 1) до −1. Подкрутив всё на 𝒪𝑌 (−𝑘ℎ), видим, что
достаточно показать, что для любых объектов 𝐴,𝐵 из 𝐷(𝑍) градуированное пространство



𝑅Hom𝑌 (𝑖∗𝑝∗𝐴, 𝑖∗𝑝∗𝐵 ⊗ 𝒪𝑌 (𝑙ℎ))

равно нулю при 𝑙 = 𝑘 − 𝑘′ от −1 до −(𝑐 − 2). Аналогично первому шагу, если предположить
сначала, что 𝐴 изоморфно объекту вида 𝑗∗𝐴𝑋 для некоторого 𝐴𝑋 ∈ 𝐷(𝑋), то в результате це-
почки изоморфизмов получаем

𝑅Hom𝑌 (𝑖∗𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋, 𝑖∗𝑝∗𝐵 ⊗ 𝒪𝑌 (𝑙ℎ) ≅ 𝑅Hom𝐸(𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋, 𝑝∗𝐵 ⊗ 𝒪𝐸(−𝑙𝐸)) ⊕
⊕ 𝑅Hom𝐸(𝑝∗𝑗∗𝐴𝑋, 𝑝∗𝐵 ⊗ 𝒪𝐸((1 − 𝑙)𝐸)[1]).

(2)

Для 𝑙 из интервала от −1 до −(𝑐 − 2) оба линейных расслоения 𝒪𝐸(−𝑙𝐸) и 𝒪𝐸((1 − 𝑙)𝐸) яв-
ляются послойно ацикличными, потому что ограничение 𝒪𝐸(𝐸) на слой ℙ𝑐−1 это 𝒪ℙ𝑐−1(−1).
Значит, по теореме о плоской замене базы их производные прямые образы при проекции
𝑝 : 𝐸 → 𝑍 равны нулю. Тогда оба слагаемых в формуле (2) равны нулю, то есть полуортого-
нальность выполняется по крайней мере для таких пар объектов 𝐴,𝐵 ∈ 𝐷(𝑍), где 𝐴 изоморф-
но 𝑗∗𝐴𝑋 для некоторого 𝐴𝑋 ∈ 𝐷(𝑋). В прошлом шаге мы доказали, что в 𝐷(𝑍) существует
классический генератор 𝐺𝑍 , лежащий в образе функтора 𝑗∗ : 𝐷(𝑋) → 𝐷(𝑍). Рассуждая в духе
леммы  10.4.2, нетрудно доказать, что из этого следует полуортогональность для произволь-
ного объекта 𝐴 ∈ 𝐷(𝑍) = ⟨𝐺𝑍⟩.

Шаг 3. В двух первых шагах мы проверили, что указанный в формулировке теоремы  10.2.1
набор подкатегорий — это полуортогональная последовательность допустимых подкатегорий
в 𝐷(𝑌 ). Назовём порождённую ими совместно подкатегорию 𝒜 ⊂ 𝐷(𝑌 ). Она допустима, по-
этому для доказательства теоремы осталось убедиться, что ортогонал ⟂𝒜 равен нулю.

Аналогично доказательству теоремы    10.1.2, мы покажем, что ограничение произвольного
объекта 𝑅 ∈ ⟂𝒜 на каждый слой морфизма 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 равно нулю.

Если 𝑥 ∈ 𝑋 — точка, не лежащая в подмногообразии 𝑍 ⊂ 𝑋, то производный обратный об-
раз 𝜋∗𝒪𝑥 пучка-небоскрёба — это пучок-небоскрёб в точке 𝜋−1(𝑥). Подкатегория 𝒜 по опре-
делению содержит подкатегорию 𝜋∗𝐷(𝑋) ⊂ 𝐷(𝑌 ), поэтому пучок 𝒪𝜋−1(𝑥) лежит в 𝒜. Тогда
любой объект 𝐸 ∈ ⟂𝒜 удовлетворяет

𝑅Hom𝑌 (𝑅,𝒪𝜋−1(𝑥)) ≅ 𝑅Hom𝑌 (𝑅, 𝜋∗𝒪𝑥) = 0

по полуортогональности. Значит, ограничение объекта 𝑅 на любую точку из подмножества
𝜋−1(𝑋 \ 𝑍) ⊂ 𝑌  равно нулю. В частности, (теоретико-множественный) носитель каждого объ-
екта 𝑅 ∈ ⟂𝒜 содержится в 𝐸 ⊂ 𝑌 .

Осталось понять, что происходит в слоях раздутия 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 над точками 𝑍 ⊂ 𝑋. Выберем
какую-нибудь точку 𝑧 ∈ 𝑍 и обозначим вложение слоя 𝜋−1(𝑧) ≃ ℙ𝑐−1 над ней через 𝑓 : 𝐹 ↪ 𝑌 .
В категории 𝒜 по определению содержатся объекты 𝑖∗𝑝∗𝒪𝑧 ⊗ 𝒪𝑌 (𝑘ℎ) для 𝑘 от −(𝑐 − 1) до −1,
а так же объект 𝜋∗𝒪𝑧. Заметим, что из плоскости морфизма 𝑝 следует, что производный обрат-
ный образ 𝑝∗𝒪𝑧 ∈ 𝐷(𝐸) это структурный пучок 𝒪𝐹  слоя 𝐹 ⊂ 𝐸, и тогда по формуле проекции

𝑖∗𝑝∗𝒪𝑧 ⊗ 𝒪𝑌 (𝑘ℎ) ≅ 𝑖∗(𝒪𝐹 ⊗ 𝑖∗𝒪𝑌 (𝑘ℎ)) ≅ 𝒪𝐹 (𝑘)

содержится в 𝒜 для любого 𝑘 от −(𝑐 − 1) до −1. Чтобы завершить доказательство аналогично
теореме  10.1.2, то есть показать, что в 𝒜 содержится прямой образ какого-нибудь классиче-
ского генератора из категории 𝐷(𝐹), нам достаточно будет ещё одной подкрутки — напри-
мер, просто структурный пучок 𝒪𝐹 , соответствующий 𝑘 = 0. В следующем шаге мы покажем,
что 𝒪𝐹  лежит в 𝒜.

Шаг 4. В 𝒜 по определению содержится объект 𝜋∗𝒪𝑧, про который мы доказали утвержде-
ние  10.3.6: его нулевой пучок когомологий это 𝒪𝐹 , а для 𝑚 > 0 его (−𝑚)’тый пучок когомо-
логий изоморфен 𝑓∗Ω𝑚𝐹 (𝑚). С помощью этого факта мы ниже выведем, что структурный пу-
чок 𝒪𝐹  тоже лежит в 𝒜. Для этого достаточно показать, что для всех 𝑚 > 0 пучок 𝑓∗Ω𝑚𝐹 (𝑚) ле-



жит в 𝒜 (упражнение: если объект 𝑃 ∈ 𝐷(𝑌 ) лежит в триангулированной подкатегории 𝒜 ⊂
𝐷(𝑌 ) и все его пучки когомологий, кроме одного, тоже лежат в 𝒜, то и оставшийся пучок ко-
гомологий тоже принадлежит 𝒜.)

В этом курсе мы уже несколько раз использовали факт, что на проективном пространстве 𝐹 ≃
ℙ𝑐−1 у расслоения Ω𝑚ℙ𝑐−1(𝑚) при 𝑚 > 0 нет никаких когомологий. Иными словами, Ω𝑚ℙ𝑐−1(𝑚)
лежит в подкатегории 𝒪⟂ℙ𝑐−1 ⊂ 𝐷(ℙ𝑐−1). У проективного пространства существует исключи-
тельный набор Бейлинсона

𝐷(ℙ𝑐−1) = ⟨𝒪ℙ𝑐−1(−(𝑐 − 1)),…,𝒪ℙ𝑐−1(−1), 𝒪ℙ𝑐−1⟩,

поэтому ортогонал к структурному пучку в 𝐷(ℙ𝑐−1) имеет явное описание как подкатегория,
порождённая 𝒪ℙ𝑐−1(𝑘) для 𝑘 от −(𝑐 − 1) до −1. В частности мы доказали, что при любом 𝑚 >
0 выполняется

Ω𝑚ℙ𝑐−1(𝑚) ∈ ⟨𝒪ℙ𝑐−1(−(𝑐 − 1)),…,𝒪ℙ𝑐−1(−1)⟩ ⊂ 𝐷(ℙ𝑐−1).

Из этого следует, что пучок 𝑓∗Ω𝑚ℙ𝑐−1(𝑚) лежит в подкатегории 𝐷(𝐸), порождённной прямыми
образами

𝑓∗𝒪ℙ𝑐−1(−(𝑐 − 1)) ≅ 𝒪𝐹 (−(𝑐 − 1)), …, 𝑓∗𝒪ℙ𝑐−1(−1) ≅ 𝒪𝐹 (−1),

каждый из которых, как мы доказали выше, лежит в 𝒜. Следовательно, при любом 𝑚 > 0 пу-
чок 𝑓∗Ω𝑚ℙ𝑐−1(𝑚) лежит в 𝒜. Значит, приведённый в начале этого шага аргумент показывает,
что пучок 𝒪𝐹  тоже лежит в 𝒜.

Шаг 5. Теперь мы можем завершить доказательство полноты, то есть того, что ⟂𝒜 = 0. Мы уже
знаем, что носитель любого объекта 𝑅 ∈ ⟂𝒜 содержится в 𝐸. Пусть 𝑧 ∈ 𝑍 — какая-нибудь точ-
ка, а 𝑓 : 𝐹 ↪ 𝑌  — слой раздутия 𝜋 : 𝑌 → 𝑋 над ней. В третьем и четвёртом шаге мы показали,
что объекты

𝒪𝐹 (−(𝑐 − 1)),…,𝒪𝐹 (−1), 𝒪𝐹

лежат в подкатегории 𝒜 ⊂ 𝐷(𝑌 ). Их прямая сумма — это прямой образ относительно вложе-
ния 𝑓 : 𝐹 ↪ 𝑌  классического генератора ⨁𝑐−1

𝑚=0 𝒪ℙ𝑐−1(−𝑚) производной категории когерент-
ных пучков на 𝐹 ≃ ℙ𝑐−1. Тогда из полуортогональности

𝑅Hom𝑌(𝑅,⨁
𝑐−1

𝑚=0
𝒪ℙ𝑐−1(−𝑚)) = 0

следует, что производное ограничение 𝑅 на слой 𝐹  равно нулю. Значит, носитель 𝑅 не содер-
жит никаких точек из 𝐹 . Однако слой 𝐹  был выбран произвольно. Поэтому носитель любого
объекта 𝑅 ∈ ⟂𝒜 пуст. Но тогда в ⟂𝒜 не содержится никаких объектов, кроме нулевого, что мы
и хотели доказать. □

Замечание :  То, что функтор 𝑖∗𝑝∗ является строго полным, можно доказать напрямую, без ис-
пользования генераторов и леммы  10.4.2. Для этого нужно знать, как устроена композиция
функторов 𝑖∗𝑖∗(−) : 𝐷(𝐸) → 𝐷(𝐸) для вложения дивизора 𝑖 : 𝐸 ↪ 𝑌 . Это не тот порядок, в ко-
тором можно применить формулу проекции, но ответ всё равно существует. Его можно найти
в [2, Cor. 11.4], а альтернативное доказательство строгой полноты, использующее это описание
— в [2, Prop. 11.18].

Упражнение 10.4.3 :  В доказательстве утверждения  10.3.6 мы показали, что объект 𝜋∗𝒪𝑧 после
применения производного прямого образа вдоль замкнутого вложения 𝑘 : 𝑌 ↪ 𝑇  распадает-
ся в прямую сумму пучков когомологий. Докажите, что сам объект 𝜋∗𝒪𝑧 ∈ 𝐷(𝑌 ) до взятия



прямого образа не является изоморфным прямой сумме своих пучков когомологий. (Указание:
используйте полуортогональность с подкатегорией 𝑖∗𝑝∗𝐷(𝑍) ⊗ 𝒪𝑌 (−(𝑐 − 1)ℎ).)
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