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Òîðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî è ïó÷êè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ íèçêèì

âåòâëåíèåì

Ñ.Ñ. Ãàëêèí

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ñëàáûå ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà çåðêàëüíî ñèììåòðè÷-
íûå ê ïîâåðõíîñòÿì äåëü Ïåööî. Ïîêàçàíî ÷òî òàêèå ìîäåëè ñóùåñòâóþò, è äëÿ ïîâåðõíîñòåé
îòëè÷íûõ îò F1 è S7 èõ êîìïàêòèôèêàöèè ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ïó÷êàìè ìèíèìàëüíîãî
âåòâëåíèÿ. Â êîíöå èëëþñòðèðóåòñÿ ãèïîòåçà Äóáðîâèíà: â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî
îíà ñâÿçûâàåò ýëëèïòè÷åñêèå ïó÷êè ìèíèìàëüíîãî âåòâëåíèÿ è 3-áëî÷íûå ïîëíûå èñêëþ÷è-
òåëüíûå íàáîðû.

Äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè d â ðàáîòå [1] (è ïðåäøåñòâîâàâøèõ åé ðàáîòàõ,
òàêèõ êàê [36]) ïîñòðîåíû çåðêàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ äîñòà-
òî÷íî îáùåãî âûáîðà ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû. Ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì ìîäåëè èìåþò
ñëåäóþùóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó: îñîáûé ñëîé íàä áåñêîíå÷íîñòüþ � ýòî êîëåñî èç d
êðèâûõ, è êðîìå ýòîãî îñîáîãî ñëîÿ åñòü åù¼ 12− d ïðîñòûõ îñîáûõ ñëîåâ. Â ýòîé ãëàâå ìû
ðàññìîòðèì ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé � çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûå ïîâåðõíîñòÿì äåëü Ïåööî
ñëàáûå ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà, â êîòîðûõ ïðîñòûå îñîáûå ñëîè ñêëåèâàþòñÿ â 3 (ìèíè-
ìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî) âûðîæäåííûõ ñëîÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå åñòåñòâåííîìó âûáîðó
ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû â àíòèêàíîíè÷åñêîì êëàññå. Äëÿ ýòèõ ìîäåëåé ìû ïðîâåðèì ãèïî-
òåçó çåðêàëüíîé ñèììåòðèè âàðèàöèé ñòðóêòóð Õîäæà.

1. Ýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè.

Âïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé áûëî äàíî Êîäà-
èðîé â ðàáîòå [26]. Íàïîìíèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç t êîîðäèíàòó íà A1. Òîãäà j-èíâàðèàíò j(t) ýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

íàä P1 � ýòî j-èíâàðèàíò îáùåãî ñëîÿ ýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íàä P1, òî åñòü j-èíâàðèàíò
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì ôóíêöèé C(t). Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü èçîòðèâèàëüíà, åñëè j(t) � êîíñòàíòà (òî åñòü j � îòîáðàæåíèå â òî÷êó, âñå íåîñîáûå
ñëîè èçîìîðôíû íàä C). Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ÿêîáèåâà, åñëè îíà
èìååò ñå÷åíèå (ÿêîáèàí ïðîèçâîëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè � ÿêîáèåâà ýëëèïòè÷åñêàÿ
ïîâåðõíîñòü). Åñëè E0 � ïðîèçâîëüíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä êðèâîé C, ðàçðåøèâ
å¼ îñîáåííîñòè, à çàòåì ñòÿíóâ âñå (−1)-êðèâûå â êîìïîíåíòàõ ñëî¼â, ïîëó÷èì ìîäåëü Íåðî-
íà E � ìèíèìàëüíóþ íåîñîáóþ ìîäåëü ñðåäè ýëëèïòè÷åñêèõ ÿêîáèåâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä
C ([29]). Ïóñòü E ′ � ïîâåðõíîñòü ïîëó÷åííàÿ èç ìîäåëè Íåðîíà E ÿêîáèåâîé ýëëèïòè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè ñòÿãèâàíèåì âñåõ êîìïîíåíò ñëî¼â íå ïåðåñåêàþùèõ íóëåâîå ñå÷åíèå (ìîäåëü
Âåéåðøòðàññà). Ïîâåðõíîñòü E ′ èìååò äþâàëåâñêèå îñîáåííîñòè, à ñòÿãèâàíèå E → E ′ �
ìèíèìàëüíîå (êðåïàíòíîå) ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé.
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü E ′ çàäàíà â âåéåðøòðàññîâîé íîðìàëüíîé

ôîðìå

y2 = x3 + Ax+B,

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ INTAS 05-100000-8118 è ÍØ-1987.2008.1.
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òî å¼ j-èíâàðèàíò ðàâåí

j = 1728
4A3

27B2 + 4A3
,

à äèñêðèìèíàíò
∆ = 27B2 + 4A3.

Ãëîáàëüíî, äèñêðèìèíàíò ∆ ýòî äèâèçîð íà êðèâîé C. Îáîçíà÷èì J = j
1728

, à ωE = dx
y
�

äèôôåðåíöèàë Íåðîíà. Ïóñòü c ∈ C � òî÷êà íà áàçå, îáîçíà÷èì a = ordcA, b = ordcB, δ =
ordc ∆, e = eJ(c) � èíäåêñ âåòâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ J â òî÷êå c.

Òåîðåìà 1.1 ([26]). Âñå âîçìîæíûå ñëîè ìîäåëè Íåðîíà íàä òî÷êîé c ïåðå÷èñëåíû â ñëåäó-
þùåé òàáëèöå (I0 � íåîñîáûå, In � ïîëóñòàáèëüíûå).

Òèï îñîáîãî ñëîÿ Ec îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ìîíîäðîìèåé ëîêàëüíîé ñèñòåìû R1t∗(ZE)

âîêðóã òî÷êè c. Ïóñòü I[p,q] =

(
(1− pq) p2

−q2 (1 + pq)

)
� ñèìïëåêòè÷åñêîå îòðàæåíèå îòíîñè-

òåëüíî âåêòîðà [p, q]. Îáîçíà÷èì IA = I[0,1], IB = I[−1,1], IC = I[1,1].

îáîçíà-
÷åíèå

a b δ J 1 + eJ(c) îñîáåí-
íîñòü E ′

ìîíî- äðî-
ìèÿ T

Tr(T )

I0(G) 0 0 0 G 1 � 1 2
I0(0) a > 1 0 0 0 3a � 1 2
I0(1) 0 b > 1 0 1 2b � 1 2
I∗0 (G) 2 3 6 G 1 D4 I4

AIBIC −2
I∗0 (0) a > 3 3 6 0 3a− 6 D4 I4

AIBIC −2
I∗0 (1) 2 b > 4 6 1 2b− 6 D4 I4

AIBIC −2
In, n > 1 0 0 n ∞ n An−1 In

A 2
I∗n, n > 1 2 3 n+ 6 ∞ n Dn+4 In+4

A IBIC −2
II a > 1 1 2 0 3a− 2 � IAIC 1
III 1 b > 2 3 1 2b− 3 A1 I2

AIC 0
IV a > 2 2 4 0 3a− 4 A2 I3

AIC −1
IV ∗ a > 3 4 8 0 3a− 8 E6 I5

AIBI
2
C −1

III∗ 3 b > 5 9 1 2b− 9 E7 I6
AIBI

2
C 0

II∗ a > 4 5 10 0 3a− 10 E8 I7
AIBI

2
C 1

Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ó ýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïîëóñòàáèëüíàÿ ðåäóêöèÿ â òî÷êå c (èëè,
÷òî ñëîé íàä c ïîëóñòàáèëüíûé), åñëè îñîáûé ñëîé íàä c èìååò òèï In. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëóñòàáèëüíà, åñëè âñå å¼ îñîáûå ñëîè èìåþò ïîëóñòàáèëüíóþ
ðåäóêöèþ. Ïóñòü r(c) � ðàíã ãðóïïû ïîðîæä¼ííîé ëåæàùèìè â ñëîå íàä c èñêëþ÷èòåëüíû-
ìè äèâèçîðàìè îòîáðàæåíèÿ E → E ′ (òî åñòü, ðàíã ñèñòåìû Äûíêèíà àññîöèèðîâàííîé ñ
äþâàëåâñêîé îñîáåííîñòüþ ìîäåëè Âåéåðøòðàññà).
Ðàçîáðàâ âñå ñëó÷àè â òàáëèöå äîêàæåì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.2. (1) Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïðèâåä¼ííîãî ñëîÿ E
íàä c ðàâíà δ,

(2) r(c) = δ ⇐⇒ ñëîé íàä c ãëàäêèé,
(3) r(c) = δ − 1 ⇐⇒ ñëîé íàä c ïîëóñòàáèëüíûé,
(4) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ r(c) = δ − 2.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà E
(ðàâíàÿ 12χ(E,OE) ïî ôîðìóëå Í¼òåðà) ðàâíà ñóììå òîïîëîãè÷åñêèõ ýéëåðîâûõ õàðàêòåðè-
ñòèê îñîáûõ ñëî¼â (ãëàäêèå ñëîè � ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå, èìåþò òîïîëîãè÷åñêóþ ýéëåðîâó
õàðàêòåðèñòèêó ðàâíóþ 0), ïîýòîìó

(1.3) deg ∆ =
∑

c

δc =
∑

c

χtop(Ec) = χtop(E) = 12χ(E,OE).

Ïóñòü Φ(E) � ãðóïïà Ìîðäåëëà�Âåéëÿ, òî åñòü ãðóïïà âñåõ ñå÷åíèé E íàä C. Òîãäà ãðóïïà
Ïèêàðà E ïîðîæäåíà ñå÷åíèÿìè è íåïðèâîäèìûìè êîìïîíåíòàìè ñëî¼â (ñì., íàïðèìåð [33],
[35] èëè [28]), òî÷íîå âûðàæåíèå ýòîãî ðàçëîæåíèÿ äà¼ò ôîðìóëà Øèîäû�Òåéòà

ρ(E) = rk Φ(E) + 2 +
∑

c

r(c).

Ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü E íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé, åñëè h1,1(E) = ρ(E) (äëÿ ðàöèî-
íàëüíîé ïîâåðõíîñòè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè) è ãðóïïà Ìîðäåëëà�Âåéëÿ Φ(E)
êîíå÷íà. Íàïðèìåð, ýêñòðåìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ïîëóñòàáèëüíûå ïîâåðõíîñòè,
åñëè ó íèõ 4 îñîáûõ ñëîÿ.
Åñëè ïîâåðõíîñòü E ðàöèîíàëüíàÿ, òî ρ(E) = 10, χtop(E) = 12.

Ñ ïîäãðóïïîé êîíå÷íîãî èíäåêñà G ⊂ PSL(2,Z) ñâÿçàíà ìîäóëÿðíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïî-
âåðõíîñòü Øèîäû S(G) � òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî óíèâåðñàëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä

ìîäóëÿðíîé êðèâîé X(G) = H/G, ãäå H � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü ([33]).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Áîâèëåì.

Òåîðåìà 1.4 ([5],[6]). Ó íåèçîòðèâèàëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íå ìåíåå òð¼õ îñî-
áûõ ñëî¼â.
Ïóñòü S � íåèçîòðèâèàëüíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ïîëíîé êðèâîé C ñî âñþäó

ïîëóñòàáèëüíîé ðåäóêöèåé. Òîãäà

(1) Ó S íå ìåíåå ÷åòûð¼õ îñîáûõ ñëî¼â.
(2) Åñëè ó S ðîâíî ÷åòûðå îñîáûõ ñëîÿ, òî êðèâàÿ C ' P1, à ñàìà ïîâåðõíîñòü S ðàöè-

îíàëüíà, ÿêîáèåâà, ýêñòðåìàëüíàÿ, è èçîìîðôíà (íàä C) îäíîé èç 6 ýëëèïòè÷åñêèõ
ïîâåðõíîñòåé Øèîäû S(G), ïåðå÷èñëåííûõ â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

òèï G óðàâíåíèå (t� êîîðäèíàòà
íà C)

j-èíâàðèàíò

E(9111) Γ0(9) ∩ Γ1(3) X2Y + Y 2Z + Z2X +
tXY Z = 0

j3 = t3(t3−24)3

t3−27

E(8211) Γ0(8) ∩ Γ1(4) (X + Y )(XY − Z2) +
tXY Z = 0

j4 = (t4−16t2+16)3

t2(t2−16)

E(6321) Γ1(6) (X + Y )(Y + Z)(Z +X) +
tXY Z = 0

j6 = t3(t3−24t−48)3

(t−6)(t+3)2(t+2)3

E(5511) Γ1(5) X(X−Z)(Y−Z)+tY Z(X−
Y ) = 0

j7 = (t4−40t2−120t−80)3

(t+3)5(t2−5t−25)

E(4422) Γ1(4) ∩ Γ2(2) X(X2 + Z2 + 2ZY ) +
tZ(X2 − Y 2) = 0

j8 = (t4−16t2+256)3

t4(t−4)2(t+4)2

E(3333) Γ2(3) (X3 +Y 3 +Z3)+tXY Z = 0 j9 = t3(t+6)3(t2−6t+36)3

(t−3)3(t2+3t+9)3
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Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ êðèâàÿ C = X(G) èìååò ðîä 0. Òèï � ýòî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð
èíäåêñîâ âåòâëåíèÿ j íàä ∞, òî åñòü ïîâåðõíîñòü E(efgh) èìååò 4 îñîáûõ ñëîÿ-êîëåñà Ie, If ,
Ig è Ih. Âî âñåõ áîâèëåâñêèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ãðóïïà Ìîðäåëëà�Âåéëÿ ñîñòîèò èç

êðó÷åíèÿ, è îíî èìååò ïîðÿäîê
√

(efgh).

Çàìå÷àíèå 1.5. Ïóñòü (efgh) � îäíà èç øåñòè ÷åòâ¼ðîê ÷èñåë ñîîòâåòñòâóþùàÿ áîâèëåâñêîé
ïîâåðõíîñòè. Âûáåðåì îäíî èç ýòèõ ÷èñåë è îáîçíà÷èì åãî d, à îñòàëüíûå òðè (abc). Â ðàáîòå
[25] îïèñàíû âñå òð¼õáëî÷íûå ïîëíûå èñêëþ÷èòåëüíûå íàáîðû â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êî-
ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè d � ðàíãè èñêëþ÷èòåëüíûõ ïó÷êîâ â
êàæäîì áëîêå ïîñòîÿííû (îáîçíà÷èì èõ x, y, z, à êîëè÷åñòâà èñêëþ÷èòåëüíûõ ïó÷êîâ â áëî-

êàõ îáîçíà÷èì a, b, c), òîãäà ýòè ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ax2+by2+cz2 =
√

(abcd)xyz.
Ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû d; abc â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ íàáîðàìè (d; abc) êîòîðûå ìîæíî ïî-
ëó÷èòü èç ïîâåðõíîñòåé Áîâèëÿ (ñì. òàêæå 5).

Â ðàáîòå [28] Ìèðàíäà è Ïåðññîí íàøëè âñå ýêñòðåìàëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÿêîáèåâû ýëëèï-
òè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Èç ôîðìóëû Øèîäû�Òåéòà, òåîðåìû Áîâèëÿ, óòâåðæäåíèÿ 1.2 è 1.3
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ó òàêîé ïîâåðõíîñòè E íå áîëåå ÷åòûð¼õ îñîáûõ ñëîåâ, ïðè÷¼ì åñëè îñîáûõ
ñëîÿ ðîâíî ÷åòûðå, òî ïîâåðõíîñòü E ïîëóñòàáèëüíà, à åñëè îñîáûõ ñëî¼â ìåíüøå òð¼õ, òî
ïîâåðõíîñòü E èçîòðèâèàëüíà. Åñëè æå ó ýêñòðåìàëüíîé ïîâåðõíîñòè E òðè îñîáûõ ñëîÿ, òî
ðîâíî îäèí èç íèõ íå ïîëóñòàáèëåí.

Ïðåäëîæåíèå 1.6 ([28]). Ýêñòðåìàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñ òðåìÿ îñîáûìè
ñëîÿìè âñåãî øåñòü, òèïû îñîáûõ ñëî¼â è âåéåðøòðàññîâû íîðìàëüíûå ôîðìû ýòèõ ïîâåðõ-
íîñòåé ïåðå÷èñëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå.
Ïóñòü (u : v) � îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íà áàçå P1, t = u

v
, A è B � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû

îò (u : v) ñòåïåíåé 4 è 6, ñîîòâåòñòâåííî.

òèï A B J |Φ(E)|
II∗I1I1 −3u4 2u5v u2

u2−v2 1

III∗I2I1 −uv3 v5(u− v) 4u3

(u−3v)2(4u−3v)
2

IV ∗I3I1 v3(24u− 27v) v4(16u2 − 72uv + 54v2) v(24u−27v)3

6427u3(u−v)
3

I∗1I4I1 −3(u2 − 3v2)(u− 2v)2 u(2u2 − 9v2)(u− 2v)3 4(u2−3v2)3

27v4(u2−4v2)
4

I∗4I1I1 −3v2(u2 − 3v2) uv3(2u2 − 9v2) 4(u2−3v2)3

27v4(u2−4v2)
2

I∗2I2I2 −3uv(u− v)2 (u− v)3(u3 + v3) −4u3v3

(u3−v3)2
4

Çàìå÷àíèå 1.7. Ïîñëåäíèå òðè ïîâåðõíîñòè èçîãåííû.

2. Êâàíòîâûå êîãîìîëîãèè ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî.

Ïðîñòðàíñòâî MM ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ îòîáðàæåíèé µ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ C ñ n îò-
ìå÷åííûìè òî÷êàìè p1, . . . , pn ñíàáæåíî n îòîáðàæåíèÿìè âû÷èñëåíèÿ evi : Mn(X, β) → X è
ëèíåéíûìè òàâòîëîãè÷åñêèìè ðàññëîåíèÿìè Li. Îòîáðàæåíèå evi ïåðåâîäèò íàáîð [µ : C →
X; p1, . . . , pn ∈ C] â îáðàç i-îé îòìå÷åííîé òî÷êè: evi([µ : C → X; p1, . . . , pn]) = µ(pi) ∈ X. Ñëîé
Li íàä [µ : C → X; p1, . . . , pn ∈ C] � ýòî T ∗

pi
C. Êëàññ ×æåíÿ ψi = c1(Li) ∈ H2(Mn(X, β),Q)

íàçûâàåòñÿ i-ûì òàâòîëîãè÷åñêèì êëàññîì.
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Íàáîðó êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ γ1, . . . , γn ∈ H
q
(X,Z) è öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

k1, . . . , kn ∈ Z+ óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ∑
i

(codimR γi + 2ki) = 2dM

ñîîòâåòñòâóåò n-òî÷å÷íûé èíâàðèàíò Ãðîìîâà�Âèòòåíà ñ ïîòîìêàìè

Iβ(τk1(γ1)τk2(γ2) . . . τkn(γn)) =

∫
[Mn(X,β)]

ψk1
1 ∪ ev∗1(γ1) ∪ . . . ∪ ψkn

n ∪ ev∗n(γn).

Ýòîò èíâàðèàíò íå çàâèñèò îò êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû X � äëÿ ãëàäêèõ äåôîðìàöèé Xt è
äëÿ X ïîëó÷àåòñÿ îäíî ÷èñëî (ïðè îòîæäåñòâëåíèè êîãîìîëîãèé X è êîãîìîëîãèé áëèçêèõ
Xt). Èíâàðèàíòû âèäà Iβ(τk1(γ1)τk2(γ2) . . . τkn(γn)), ãäå

∑
i(codim γi + 2ki) 6= 2dM ôîðìàëüíî

ïîëîæèì ðàâíûìè 0.
Èíâàðèàíòû Iβ(γ1γ2 . . . γn) = Iβ(τ0(γ1)τ0(γ2) . . . τ0(γn)) íàçûâàþòñÿ ïðèìàðíûìè.
Åñëè Zi ⊂ X � àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ (êîðàçìåðíîñòè áîëüøå 1) â îáùåì ïî-

ëîæåíèè, è γi ∈ H2 codimX Zi(X,Z) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû, òî ïðè-
ìàðíûé èíâàðèàíò Iβ(γ1γ2 . . . γn) ðàâåí (îæèäàåìîìó) ÷èñëó ðàöèîíàëüíûõ íåïðèâîäèìûõ
êðèâûõ êëàññà β íà ìíîãîîáðàçèè X, ïåðåñåêàþùèõ ìíîãîîáðàçèÿ Zi.
Åñòü äâà ñïîñîáà óïàêîâàòü âñþ ñîâîêóïíîñòü èíâàðèàíòîâ Ãðîìîâà�Âèòòåíà ìíîãîîáðà-

çèÿ X â îäèí îáúåêò � êîììóòàòèâíîå êîëüöî êâàíòîâûõ êîãîìîëîãèé QH(X) è ôóíêöèÿ
(ñòåïåííîé ðÿä) IX .

Îïðåäåëåíèå 2.1 ([17]). I-ðÿä äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ X è êëàññà β ∈ H2(X,Z) � ýòî ñëåäó-
þùèé ïðîèçâîäÿùèé ðÿä äëÿ âñåõ îäíîòî÷å÷íûõ èíâàðèàíòîâ Ãðîìîâà�Âèòòåíà ðîäà 0 ñ
ïîòîìêàìè:

IX
β = ev1∗(

1

1− ψ1

[M1(X, β)]) ∈ H q
(X,Q)

Åñëè γi � îäíîðîäíûé áàçèñ H
q
(X,Q), à γ∨i � äâîéñòâåííûé áàçèñ, òî IX

β =∑
i>0,j Iβ(τi(γj))γ

∨
j ; èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè, äëÿ êàæäîãî j ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíî-

ãî i äëÿ êîòîðîãî Iβ(τi(γj)) 6= 0.
Îãðàíè÷åííûé (ñ X) I-ðÿä äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ i : Y ⊂ X è êëàññà β ∈ H2(X,Z) ýòî ðÿä

IX→Y
β =

∑
βY ∈H2(Y,Z)|i∗βY =β

i∗ev1∗

(
1

1− ψ1

[M1(Y, βY )]

)
,

Ïðîèçâîäÿùèé ðÿä äëÿ âñåõ I-ðÿäîâ IX
β ïî âñåì êëàññàì β ∈ H2(X,Z) ìû áóäåì íàçûâàòü

ïðîñòî I-ðÿäîì ìíîãîîáðàçèÿ X:

IX =
∑

β∈H2(X,Z)

IX
β t

β ∈ H q
(X,A)

Àíàëîãè÷íî, I-ðÿä îãðàíè÷åííûé (ñ X) äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Y ýòî

IX→Y =
∑

β∈H2(X,Z)

IX→Y
β tβ ∈ H q

(X,A).

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü îãðàíè÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè íà îðáèòû φH,t0(C∗) îäíîìåðíûõ ïîä-
òîðîâ.
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Åñëè H � äèâèçîð íà X, à t0 ∈ T � òî÷êà òîðà T , I-ðÿäîì îòíîñèòåëüíî H ñ ïàðàìåòðîì
t0 ìû áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè IX íà îäíîìåðíûé ïîäòîð t0TH :

IX
H,t0

(t) = φ∗H,t0
IX(t)

Àíàëîãè÷íî

IX→Y
H,t0

(t) = φ∗H,t0
IX→Y (t) =

∑
β

IX→Y tβ0 t
(β·H)

Åñëè îòîáðàæåíèå i∗H2(Y,Z) → H2(X,Z) ñþðúåêòèâíî (íàïðèìåð, ïî òåîðåìå Ëåôøåöà),
òî îãðàíè÷åííûé îòíîñèòåëüíûé I-ðÿä IX→Y

H,t0
∈ H q

(X,Q)[t, t−1] ðàâåí ïðÿìîìó îáðàçó (i∗) îò

IY
H|Y , t0|Y

∈ H q
(Y,Q)[t, t−1].

Åñëè ïàðàìåòð t0 íå óêàçàí, îí ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1. Íàêîíåö, åñëè X � ìíîãîîáðàçèå
Ôàíî, òî åãî I-ðÿäîì ìû áóäåì íàçûâàòü IX

−KX ,1-ðÿä îòíîñèòåëüíî àíòèêàíîíè÷åñêîãî êëàññà.

Äëÿ êàæäîãî èç îïðåäåë¼ííûõ âûøå ðÿäîâ, åãî îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ íà H0(X,A) ìû
áóäåì íàçûâàòü ôóíäàìåíòàëüíûì ÷ëåíîì ñîîòâåòñòâóþùåãî I-ðÿäà (è îáîçíà÷àòü òàê æå,
çàìåíÿÿ áóêâó I íà îáû÷íóþ I). Íàïðèìåð,

IX =

∫
[X]

IX ,

IX→Y =

∫
[X]

IX→Y .

Òåîðåìà 2.2 (Êâàíòîâàÿ òåîðåìà Ëåôøåöà. [17]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y � ãèïåðïëîñêîå
ñå÷åíèå X, Åñëè −KY · β > 2 äëÿ âñåõ β ∈ NE(X)Z, òî âåðíà ôîðìóëà

IX→Y
β = IX

β ·
Y ·β∏
i=0

(Y + i).

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ I-ðÿäà öåëèêîì îòíîñèòåëüíî (Y, t0) âåðíà ôîðìóëà

(2.3) IX→Y
Y,1 =

∑
β

IX
β t

(Y ·β)

Y ·β∏
i=0

(Y + i)

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè −KY ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, ñóùåñòâóþò ÿâíî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè
P0, P1 ∈ C[[t]], äëÿ êîòîðûõ âåðíà ôîðìóëà

P0

∑
β

IX→Y
β t̃(Y ·β) =

∑
β

IX
β t

(Y ·β)

Y ·β∏
i=0

(Y + i),

ãäå t̃ = e
P1
P0 t. Òî åñòü, ôîðìóëà 2.3 âåðíà ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííîé

logt→ logt+ P1

P0
è êîíñòàíòû P0.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Êîëüöîì (ìàëûõ) êâàíòîâûõ êîãîìîëîãèé QH(X) íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûé
A-ìîäóëü QH(X) = H

q
(X,A) ñî ñëåäóþùèì îáðàçîì çàäàííûì ?-óìíîæåíèåì:∫

[X]

(γ1 ? γ2) ∪ γ3 =
∑

β∈NE(X)Z

Iβ(γ1, γ2, γ3)t
β,
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Åñëè êîëüöî R îáëàäàåò ñòðóêòóðîé A-ìîäóëÿ, òî îïðåäåëèì êîëüöî ìàëûõ êâàíòîâûõ
êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â R êàê QH(X,R) = QH(X)⊗A R.
Êîëüöîì êâàíòîâûõ êîãîìîëîãèé ïðîåêòèâíîãî (âëîæåííîãî ëèíåéíîé ñèñòåìîé |H| ñîîò-

âåòñòâóþùåé î÷åíü îáèëüíîìó äèâèçîðó H) ìíîãîîáðàçèÿ X ⊂ P(H0(X,O(H))∗) (ñ ïàðàìåò-
ðîì t0 ∈ T ) áóäåì íàçûâàòü êîëüöî QHH,t0(X), ïîëó÷àþùååñÿ çàìåíîé áàçû φH,t0 .
Ñïåöèàëèçàöèÿ êîëüöà QH(X) ïðè t = 0 (â åäèíñòâåííîé T -íåïîäâèæíîé òî÷êå ïðî-

ñòðàíñòâà Spec A) èçîìîðôíà êîëüöó êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ X, ïîñêîëüêó M3(X, 0) =
X, I0(γ, γ, γ) =

∫
[X]
γ ∪ γ ∪ γ.

Îïðåäåëåíèå 2.5 ([21]). (Ïðèâåä¼ííûì) ñïåêòðîì ìíîãîîáðàçèÿ (îòíîñèòåëüíî äèâèçîðà H
è ïàðàìåòðà t0) ìû áóäåì íàçûâàòü ñõåìó (ïîäìíîæåñòâî â C∗) íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà ?H : QHH,t0(X) → QHH,t0(X). Ñïåêòðîì ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ìû íàçû-
âàåì åãî ïðèâåä¼ííûé ñïåêòð îòíîñèòåëüíî àíòèêàíîíè÷åñêîãî êëàññà äèâèçîðà ñ ïàðàìåòðîì
1.

Çàìå÷àíèå 2.6. Åñëè ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íûé îïåðàòîð â îáû÷íûõ êîãîìîëîãèÿõ, òî ïîëó-
÷èòñÿ 0, ò.ê. H>0(X,Q) � ìàêñèìàëüíûé íèëüïîòåíòíûé èäåàë.

Îïðåäåëåíèå 2.7 ([31]). Ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ êâàíòîâî ìèíèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî
îáèëüíîãî äèâèçîðà H è ïàðàìåòðà t0, åñëè ïîäêîëüöî â QHH,t0(X) ïîðîæä¼ííîå ýëåìåíòîì
H ýòî C[t, t−1]-ìîäóëü ðàíãà (dim(X) + 1). Ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X íàçûâàåòñÿ êâàíòîâî ìè-
íèìàëüíûì åñëè îíî êâàíòîâî ìèíèìàëüíî îòíîñèòåëüíî àíòèêàíîíè÷åñêîãî êëàññà −KX ñ
ïàðàìåòðîì 1.

Ãèïîòåçà çåðêàëüíîé ñèììåòðèè âàðèàöèé ñòðóêòóð Õîäæà óòâåðæäàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷ò ðå-
ãóëÿðèçîâàííûé ôóíäàìåíòàëüíûé ÷ëåí I-ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì çåðêàëüíî äâîéñòâåííîé
ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà.

Òåîðåìà 2.8 ([19]). Ïóñòü X � íåîñîáîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ïî÷òè Ôàíî, D1, ..., Dk �
âñå íåïðèâîäèìûå èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû, Y1, . . . , Yl � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû íà
X, Y = ∩Yi � ãëàäêîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå â X ñ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì àíòèêàíîíè÷åñêèì
êëàññîì −KY (íàïðèìåð, Y � ìíîãîîáðàçèå ïî÷òè Ôàíî èëè Êàëàáè�ßó). Ïóñòü èíäåêñ Y
íå ðàâåí 1 èëè KY = 0.
Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíûé ÷ëåí I-ðÿäà

IX→Y =
∑

β

tβ
∏

(Yi · β)!∏
(Dj · β)!

,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ òîëüêî ïî òåì êëàññàì ýôôåêòèâíûõ 1-öèêëîâ β äëÿ êîòîðûõ
óêàçàííûå ïîä ôàêòîðèàëàìè öåëûå ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíû.
Åñëè Y ïðîèçâîëüíîå, òî IY îòëè÷àåòñÿ îò

∑
β t

β
Q

(Yi·β)!Q
(Dj ·β)!

çàìåíîé êîîðäèíàò àíàëîãè÷íîé

2.2. Â ÷àñòíîñòè, IX→Y
−KX ,t0

= eαt
∑

β t
(−KY ·β)tβ0

Q
(Yi·β)!Q
(Dj ·β)!

, ãäå α � ÷èñëî.

Ïðåäëîæåíèå 2.9. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 2.8, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ρj îáðàçóþùóþ
ëó÷à ñîîòâåòñòâóþùåãî äèâèçîðó Dj. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà

fu = α+
k∑

j=1

ujx
ρj

Ïóñòü t0 � îáðàç òî÷êè (uρ)ρ∈Σ(1) ∈
∏

ρ∈Σ(1) C∗, òàê ÷òî tβ0 =
∏
u

(Dj ·β)
j .

7



Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

IX
−KX ,t0

= Φnr
fu

(t),

IX,reg
−KX ,t0

= Φfu(t).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà fu ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé ìîäåëüþ Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ
ìíîãîîáðàçèÿ X ñ ïàðàìåòðîì t0 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíîðìèðîâêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, Φnr
f+α(t) = eαtΦnr

f (t), ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
α = 0. Ýëåìåíòû β ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì

∑
βjρj = 0 ìåæäó âåêòîðàìè

ρj. Âêëàä íå ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûõ 1-öèêëîâ â ôóíäàìåíòàëüíûé ÷ëåí I-ðÿäà ðàâåí 0. Äëÿ

÷èñëåííî ýôôåêòèâíîãî öèêëà êîýôôèöèåíò
((

P
Dj)·β)!Q

(Dj ·β)!
=

(
P

βj)!Q
βj !

ïðè tβ â IX ðàâåí âêëàäó

â êîýôôèöèåíò ïðè 1 îò ïðîèçâåäåíèé ìîíîìîâ âèäà
∏

(xρj)βj ( â ïðîèçâåäåíèè (
∑
ujx

ρj) ·
. . . · (

∑
ujx

ρj) âûáðàòü â êàæäîì ìíîæèòåëå ïî îäíîìó ìîíîìó xρ, ÷òîáû âñåãî äëÿ êàæäîãî

j áûëî âûáðàíî βj ìîíîìîâ xρj ìîæíî èìåííî
(
P

βj)!Q
βj !

ñïîñîáàìè). À êîýôôèöèåíò
∏
u

βj

j â

òî÷íîñòè ðàâåí tβ0 ïî îïðåäåëåíèþ t0.
�

Òåîðåìà 2.10 ([2]). Ôóíäàìåíòàëüíûé ÷ëåí I-ðÿäà äëÿ G = G(2, n) (îòíîñèòåëüíî îáèëü-
íîé îáðàçóþùåé ãðóïïû Ïèêàðà O(H) = O(1)) ðàâåí

IG
H =

∑
d>0

td

(d!)2

∑
d>jn−3>...>j1>j0=0

1

(d− jn−3)!
∏n−2

i=2 ((d− ji−1)!(ji−1 − ji−2)!ji−1!)
,

Ýòî ñëåäñòâèå ãèïîòåçû Õîðè�Âàôû ([23]), îïèñûâàþùåé ïîëíûé I-ðÿä ãðàññìàíèàíà
G(r, n), è (â ñëó÷àå r = 2) êîìáèíàòîðíîãî òîæäåñòâà ìåæäó èòåðèðîâàííîé áèíîìèàëüíîé
ñóììîé è îäíîêðàòíîé (ôîðìóëû Áåéëè). Äâà äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Õîðè�Âàôû èçëîæå-
íû â [2], è òàì æå äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäûäóùåé ôîðìóëû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
÷ëåíà I-ðÿäà. Òåîðåìà 2.8 äà¼ò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ (ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷ëåíîâ) I-ðÿäîâ òî-
ðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé P2 = T3.1, P1 × P1 = T4.1, F1 = T4.2, à òàêæå S7 = T5.1 è S6 = T6.4. è
ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ � S4 (ïå-
ðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê â P4) è S3 (êóáèêà â P3), òî åñòü âñåõ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî
ñòåïåíåé d = 9, 8, 7, 6, 4, 3. Ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2 ýòî ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïå-
íè 4 â P(1, 1, 1, 2), à ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 ýòî ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 6 â
P(1, 1, 2, 3); èõ I-ðÿäû ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.8 íà ðàçðåøåíèÿõ îáúåìëþ-
ùèõ òîðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ãëàäêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îñîáåííîñòè, ñì.
òàêæå [32]).
Ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî S5 ñòåïåíè 5 ïîëó÷àþòñÿ êàê ñå÷åíèÿ ãðàññìàíèàíà G(2, 5) ïîä-

ïðîñòðàíñòâàìè êîðàçìåðíîñòè 4 (â ïëþêêåðîâîì âëîæåíèè).
Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíûé ÷ëåí I-ðÿäà äëÿ S5 îòíîñèòåëüíî H ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåíîðìèðîâêè ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì êâàíòîâîé ôîðìóëû Ëåôøåöà (2.2) ê ôóíäàìåí-
òàëüíîìó ÷ëåíó I-ðÿäà G(2, 5) (2.10):

IS5,reg
H (t) = eαt

∑
d>0

td(d!)5I
G(2,5)
H [d],

ãäå I
G(2,5)
H [d] � êîýôôèöèåíò I

G(2,5)
H ïðè ìîíîìå td.
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Âûïèøåì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷ëåíîâ I-ðÿäîâ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíîðìèðîâêè).

IP2,reg
−K =

∑ (3n)!

n!3
t3n(2.11)

IP1×P1,reg
−K =

∑ (2n)!2

n!4
t2n(2.12)

IF1,reg
−K,t0(u,v) = Φx+y+ v

u
xy+ux−1y−1(t) =

∑
n,m>0

(3n+ 2m)!

(n+m)!m!n!2
unvmt3n+2m(2.13)

IS7,reg
−K,t0(u1,u2,v) = Φx−1+y−1+u1x+u2y+vxy(t) =

∑
a,b,c>0

(3c+ 2a+ 2b)!

a!b!c!(a+ c)!(b+ c)!
ua

1u
b
2v

ct3c+2a+2b(2.14)

IS6,reg
−K =

∑
a,b,c>0

(a+ b+ c)!2

(a!b!c!)2
ta+b+c =

∑
n

tn
n∑

k=0

n!22k!

(n− k)!2k!4
(2.15)

IS4,reg
−K =

∑ (2n)!2

n!4
tn(2.16)

IS3,reg
−K =

∑ (3n)!

n!3
tn(2.17)

IS2,reg
−K =

∑ (4n)!

(2n)!n!2
tn(2.18)

IS1,reg
−K =

∑ (6n)!

(3n)!(2n)!n!
tn(2.19)

(2.20) IS5,reg
−K =

∑
a,b,c>0

(a+ b+ c)!3

a!2b!c!2(a+ b)!(b+ c)!
ta+b+c =

=
∑
n>0

tn
n∑

k=0

n!(n+ k)!

k!3(n− k)!2
=

= 1 + 3t+ 19t2 + 147t3 + 1251t4 + 11253t5 + . . .

Çàìå÷àíèå 2.21. Ýòè îòâåòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè äðóãèìè ìåòîäàìè: ñ ÿâíûìè âû-
÷èñëåíèÿìè Êðàóäåðà�Ìèðàíäû â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ([7]), ñ âû÷èñëåíèÿìè Ã¼òøå�
Ïàíäõàðèïàíäå (ñì. [22], âêðàòöå � îíè ïîêàçàëè, ÷òî òð¼õòî÷å÷íûå èíâàðèàíòû Ãðîìîâà�
Âèòòåíà íà ðàçäóòèè ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî S âîññòàíàâëèâàþòñÿ èç èíâàðèàíòîâ Ãðîìîâà�
Âèòòåíà S ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé àññîöèàòèâíîñòè, è ÿâíî âîññòàíîâèëè), ñ ïðåäñêàçàíèÿìè
Êîíöåâè÷à�Ìàíèíà îá èõ ñâîéñòâàõ ([27]).

3. Ñëàáûå ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà

Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f : T → A1 íà òîðå. Ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà ìíîãî÷ëåíîì Ëîðàíà:

f = f(x1, x
−1
1 , . . . , xd, x

−1
d ) =

∑
m∈M

amx
m.
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Îïðåäåëåíèå 3.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φf (i) ñâîáîäíûé ÷ëåí (òî åñòü êîýôôèöèåíò ïðè 1)
ìíîãî÷ëåíà f i. Ïîëîæèì

ω =
n∏

k=1

dxk

(2πi)xk

Φf =
∑
i>0

φf (i) · ti =

∫
S1×...×S1

1

1− tf(x)
· ω

Φnr
f =

∑
i>0

φf (i) ·
ti

i!
=

∫
S1×...×S1

etf(x) · ω

Ðÿä Φf íàçûâàåòñÿ (ðåãóëÿðèçîâàííûì) ðÿäîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà f , à ðÿä Φnr
f �

íåðåãóëÿðèçîâàííûì ðÿäîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Φf ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì, òî åñòü èíòåãðàëîì îò íåêîòîðîé ïîñëîéíîé îòíîñèòåëüíî f : T → A1

ôîðìû îáú¼ìà; â ÿâíîì âèäå ýòà ôîðìà ðàâíà âû÷åòó Resf=t−1( 1
1−tf(x)

ω).

Òåîðåìà 3.2 ([34], ñì. òàêæå [18]). Ðÿä ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ Φf ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
Ïèêàðà�Ôóêñà äëÿ çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì f−1 : T → A1 ïó÷êà ãèïåðïîâåðõíîñòåé â òîðå
T.

Îïðåäåëåíèå 3.3 ([30]). Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî, t0 ∈ T � òî÷êà òîðà T ,
H � î÷åíü îáèëüíûé äèâèçîð, à IX

H (t) � ôóíäàìåíòàëüíûé ÷ëåí I-ðÿäà X îòíîñèòåëüíî H.
Ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f íàçûâàåòñÿ î÷åíü ñëàáîé ìîäåëüþ Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ (X,H, t0), åñëè
âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé

Φnr
f (t) = IX

H,t0
(t)

Φf (t) = IX,reg
H,t0

(t)

Î÷åíü ñëàáàÿ ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X ñ ïàðàìåòðîì t0 � ýòî
î÷åíü ñëàáàÿ ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ òðîéêè (X,−KX , t0). Åñëè ïàðàìåòð t0 íå óêàçàí,
îí ðàâåí 1.
Ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f ∈ C[T] íàçûâàåòñÿ ñëàáîé ìîäåëüþ Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ ìíîãîîá-

ðàçèÿ Ôàíî X, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëàáîé ìîäåëüþ Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ X è ïî÷òè âñå
ñëîè îòîáðàæåíèÿ f : T → A1 áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû (dimX − 1)-ìåðíûì ìíîãîîáðà-
çèÿì Êàëàáè�ßó.
Ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f ñ÷èòàåòñÿ ñëàáîé ìîäåëüþ Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ X ñ òî÷íîñòüþ

äî ïåðåíîðìèðîâêè, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò α, β ìíîãî÷ëåí βf + α ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé
ìîäåëüþ Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ X.

Îïèøåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (è â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìîå) òîãî, ÷òî ñëîè ÿâëÿþòñÿ
ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè-ßó.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Íîñèòåëü ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà f ýòî ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ m, äëÿ
êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ìîíîìàõ íå ðàâíû íóëþ:

Supp(f) = {m : am 6= 0}
Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íîñèòåëÿ f íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà

f è îáîçíà÷àåòñÿ ∆(f)
∆(f) = Conv (m : am 6= 0)
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà � ýòî âûïóêëûé öåëûé ìíîãî-
ãðàííèê. Ñèìâîëîì L(∆) îáîçíà÷èì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà, íîñèòåëü
êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â ∆.

Ïóñòü f ∈ L(∆). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(f,∆) ãèïåðïîâåðõíîñòü íóëåé f ∈ H0(P(∆),O(1)) â
òîðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå P(∆) ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîãîãðàííèêó ∆. Åñëè ∆ � ðåôëåêñèâíûé
ìíîãîãðàííèê, òî P(∆) � òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è −KP(∆) = OP(∆)(1), ñîîòâåòñòâåííî
Z(f,∆) � àíòèêàíîíè÷åñêîå ñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî P(∆).

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ìíîãî÷ëåí f ∈ L(∆) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì îòíîñèòåëüíî (∆, δ),
åñëè Z(f,∆) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ Po(δ) â ïðîñòðàíñòâå P(∆). Ìíîãî÷ëåí f íàçûâà-
åòñÿ íåâûðîæäåííûì îòíîñèòåëüíî ∆, åñëè îí íåâûðîæäåí îòíîñèòåëüíî âñåõ îðáèò δ ∈ ∆.

Èç îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

Ïðåäëîæåíèå 3.6. (1) Ìíîãî÷ëåí f =
∑
amx

m ∈ L(∆) íåâûðîæäåí îòíîñèòåëüíî 0-
ìåðíîãî ñòðàòà l òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíò al îòëè÷åí îò íóëÿ.
Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f íåâûðîæäåí îòíîñèòåëüíî âñåõ 0-ìåðíûõ ñòðàòîâ
P(∆) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆ = ∆(f).

(2) Ïóñòü δ � îäíîìåðíûé ñòðàò P(∆) ñîîòâåòñòâóþùèé ðåáðó [m,m′] ìíîãîãðàííè-
êà ∆. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòðåçîê [m,m′] íå ñîäåðæèò öåëûõ òî÷åê îòëè÷íûõ îò
âåðøèí m è m′. Òîãäà, åñëè ìíîãî÷ëåí f íåâûðîæäåí îòíîñèòåëüíî m è m′, òî f
íåâûðîæäåí îòíîñèòåëüíî δ.

(3) Ïóñòü f ′ ∈ L(∆) � ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà, íîñèòåëü êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ â îòêðû-
òîé âíóòðåííîñòè ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà ∆(f). Òîãäà ìíîãî÷ëåí f íåâûðîæäåí
îòíîñèòåëüíî ∆ òîãäà æå, êîãäà è ìíîãî÷ëåí f + f ′.

Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f íåâûðîæäåí, åñëè f íåâûðîæäåí îòíîñèòåëüíî
∆(f). Îáîçíà÷èì P(f) = P(∆(f)), Z(f) = Z(f,∆(f)).
Äëÿ ãðàíè Γ ìíîãîãðàííèêà ∆, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì l(Γ) êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê íà ýòîé

ãðàíè, à ñèìâîëîì l∗(Γ) � êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê âíóòðè ãðàíè.
Íà êîãîìîëîãèÿõH

q
(Z(f,∆),C) åñòü ñìåøàííàÿ ñòðóêòóðà Õîäæà; ðàçìåðíîñòè íåêîòîðûõ

ôàêòîðîâ å¼ ôèëüòðàöèé ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.7 ([9], 5.6-5.11). Åñëè ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f íåâûðîæäåí, òî ïðè p > 0

hp,0(Hd−1(Z(f))) =
∑

dim Γ=p+1

l∗(Γ),

ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì (p+ 1)-ìåðíûì ãðàíÿì Γ ìíîãîãðàííèêà ∆(f).

4. Ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî.

Íàïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâóåò 16 ðåôëåêñèâíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ∆0. Îíè ñîîòâåòñòâóþò 16
òîðè÷åñêèì ïîâåðõíîñòÿì äåëü Ïåööî S0 ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè:

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Âñå òîðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿ-
ìè ïåðå÷èñëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå. Âñåãî èõ 16.

îáîçíà÷åíèå ∆ îïèñàíèå
T3.1 ∆(x+ y + x−1y−1) P2, ìèíèìàëüíàÿ
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T4.1 ∆(x+ y + x−1 + y−1) P1 × P1, ìèíèìàëüíàÿ
T4.3 ∆(x(y + y−1) + x−1) êâàäðàòè÷íûé êîíóñ
T4.2 ∆(x+ y + xy + x−1y−1) F1

T5.1 ∆(x+ y + x−1 + y−1 + x−1y−1) ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñòå-
ïåíè 7

T5.2 ∆(x−1(y−1 + y) + y−1 + x)
T6.1 ∆(x+ x−1(y + y−2))
T6.2 ∆(xy + xy−1 + yx−1 + x−1)
T6.3 ∆((1 + y)(x+ x−1) + y−1)
T6.4 ∆((1 + x)(1 + y)(1 + x−1y−1)) ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñòå-

ïåíè 6

T7.1 ∆(x−1y + x(y + y−2) + y−1)
T7.2 ∆(xy + xy−1 + yx−1 + x−1 + y−1)

T8.1 ∆(y(x−2 + x2) + y−1) ìàêñèìàëüíàÿ
T8.2 ∆((x−2 + 1)y + (y−2 + 1)x)
T8.3 ∆((x+ x−1)(y + y−1)) ìàêñèìàëüíàÿ

T9.1 ∆(x2y−1 + x−1y2 + x−1y−1) ìàêñèìàëüíàÿ

Çàìå÷àíèå 4.2. Â îáîçíà÷åíèè Tk.n ÷èñëî k ðàâíî ρ(Tk.n) + 2 = 12 − deg(Tk.n) (êîëè÷åñòâî
öåëûõ òî÷åê íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà), à n � ïðîñòî íîìåð ñðåäè ïîâåðõíîñòåé ñ äàííûì
÷èñëîì k.

Åñëè ðàçäóòü íà P2 êàêèå-òî (9−d) òî÷åê â íåîáùåì ïîëîæåíèè (âîçìîæíî áåñêîíå÷íî áëèç-
êèå), òî ïîëó÷èòñÿ íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü S. Åñëè d > 2 è â ëèíåéíîé ñèñòåìå êóáèê, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç ðàçäóâàåìûå òî÷êè, íåò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò, òî àíòèêàíîíè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà |−KS| áóäåò çàäàâàòü îòîáðàæåíèå S íà ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî S0 ñ äþâàëåâñêèìè
îñîáåííîñòÿìè (ðàçäóòèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïó÷êà èäåàëîâ I íà P2 ñ h0(P2,OP2/I) = (9− d)).

Ïðåäëîæåíèå 4.3 ([13], ñì. òàêæå [10]). Âñå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè d > 2 ñ
äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè ïîëó÷àþòñÿ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.

Ðàññìîòðåâ îòíîñèòåëüíûé àíòèêàíîíè÷åñêèé îáðàç ðàçäóòèÿ P2 â óíèâåðñàëüíîì ïó÷êå
èäåàëîâ íàä ñõåìîé Ãèëüáåðòà Hilb(9−d)(P2) ïó÷êîâ èäåàëîâ I êîðàçìåðíîñòè (9− d) (òî åñòü
ïó÷êîâ èäåàëîâ I, äëÿ êîòîðûõ OP2/I � ïó÷îê ñ íóëüìåðíûì íîñèòåëåì è h0(P2,OP2/I) =
9− d) ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè d > 3 ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè
ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåíèÿìè ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè d.

Ïðåäëîæåíèå 4.5. Ïóñòü S � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè d > 3, à S0 �
òîðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè d ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè. Òîãäà S0

ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì S.

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîëåå îáùåãî êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà äþ Âàëÿ 4.4.
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f =

∑
umx

m, ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà êîòîðîãî ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîãîóãîëüíèêîì ïîâåðõíîñòè S0. Îí çàäà¼ò ïó÷îê àôôèííûõ êðèâûõ Zs =
{x ∈ T : f(x) = s} ãåîìåòðè÷åñêîãî ðîäà 1 íà òîðå T ' (C∗)2. Ðàññìîòðèì åãî êàê ýëëèï-
òè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü íàä A1.
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Çàìå÷àíèå 4.6. Íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà äåéñòâóþò äâå ãðóïïû � òîð T
çàìåíàìè êîîðäèíàò íà ñåáå:

t :
∑

umx
m 7→

∑
(um · tm)xm,

è ãðóïïà Aff 1 àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáðàçà f → a·f+b. Ðÿäû ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ Φf ,Φ
nr
f

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ òîðà T, è ýêâèâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Aff 1

(íàïðèìåð, íà Φnr
f , äåéñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ òàê: Φnr

f (t) → etbΦnr
f (at)).

Ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà ñ íîñèòåëåì ñîäåðæàùèìñÿ â ∆\0 ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ ïðîñòðàíñòâîì T-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ íà S0 ñ êîýôôèöèåíòàìè â C. Ýòî îòîæäåñòâëå-
íèå íàçûâàåòñÿ äèâèçîðèàëüíî-ìîíîìèàëüíûì ñîîòâåòñòâèåì. Äèâèçîðó

∑
amDm ñîîòâåò-

ñòâóåò ìíîãî÷ëåí
∑
amx

m. Â ñëó÷àå îñîáîãî S0 âîñïîëüçóåìñÿ äèâèçîðèàëüíî-ìîíîìèàëüíûì
ñîîòâåòñòâèåì äëÿ êðåïàíòíîãî ðàçðåøåíèÿ S ′0. Äåéñòâèÿ àëãåáðû Ëè òîðà T íà ìíîãî÷ëåíàõ
Ëîðàíà ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãàì íà ãëàâíûå äèâèçîðû. Ìíîãî÷ëåíàì Ëîðàíà ñ íîñèòåëåì ñîâ-
ïàäàþùèì ñ ∆\0 ñîîòâåòñòâóþò T -èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû âñå êîìïîíåíòû êîòîðûõ îòëè÷íû
îò 0; òàêèå äèâèçîðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû Div(S0)⊗C∗, è çàïèñûâàòü â âèäå
exp(2πi

∑
amDm) (äèâèçîð

∑
amDm îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî). Äåéñòâèÿ

ñàìîãî òîðà T íà òàêèõ ìíîãî÷ëåíàõ Ëîðàíà ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãàì ëîãàðèôìà
∑
amDm íà

ãëàâíûå äèâèçîðû.

Ïðèìåð 4.7 (Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü). Ðàññìîòðèì îáùèé ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà

f gen
3.1 = axx+ ayy + azx

−1y−1

Îí ñîîòâåòñòâóåò ãëàâíîìó äèâèçîðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ax · ay · az = 1. Ñ òî÷íîñòüþ
äî ãëàâíîãî äèâèçîðà ìíîãî÷ëåí f gen

3.1 ýêâèâàëåíòåí ìíîãî÷ëåíó f3.1 = x+ y + a · x−1y−1.

Ëåììà 4.8. Ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî Sd ñòåïåíè d > 3 (à òàêæå ïîâåðõíîñòè S1 è S2)
êâàíòîâî ìèíèìàëüíà âñåãäà, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ ñëó÷àåâ S = F1 è d = 7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðîâåðèòü ÿâíî (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë
[7] èëè [22]). Êîíöåïòóàëüíàÿ ïðè÷èíà êâàíòîâîé ìèíèìàëüíîñòè ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî
â òîì, ÷òî îíè äîïóñêàþò äåéñòâèå ãðóïïû G, èíâàðèàíòíûå êîãîìîëîãèè îòíîñèòåëüíî êî-
òîðîãî 3-ìåðíû (ñì. [11])), à ïîñêîëüêó êâàíòîâîå óìíîæåíèå ñîõðàíÿåò èíâàðèàíòíûå êîãî-
ìîëîãèè êâàíòîâûé êóá êàíîíè÷åñêîãî êëàññà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìåíüøèå ñòåïåíè (ñì. [16]).
�
Êàê áóäåò âèäíî äàëåå, ïîâåðõíîñòè F1 è S7 îêàçûâàþòñÿ êâàíòîâî ìèíèìàëüíûìè îòíî-

ñèòåëüíî íåêîòîðîãî íåòðèâèàëüíîãî ïàðàìåòðà t0.
Îáîçíà÷èì ìîäåëü Íåðîíà ýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè çàäàííîé ìíîãî÷ëåíîì f ÷åðåç Ef .
Áèðàöèîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè

íàä îòêðûòûì ìíîæåñòâîì íà áàçå, ïîýòîìó, åñòåñòâåííî, íà óðàâíåíèå Ïèêàðà�Ôóêñà è
ïåðèîäû íå âëèÿþò.
Ñ ýëëèïòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè ñâÿçàíî äâà òèïà íàêðûòèé � èçîãåíèè è çàìåíû áàçû.

Îáà ñëó÷àÿõ èçîìîðôíî îòîáðàæàþò ãîìîëîãèè ñëî¼â íàä Q. Óðàâíåíèå Ïèêàðà�Ôóêñà ó
ýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè è èçîãåííîé åé ñîâïàäàþò: ïî ôîðìóëå ïðîåêöèè, ïåðèîä íà íà-
êðûòèè (èíòåãðàë îáðàòíîãî îáðàçà äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω ïî ñîáñòâåííîìó ïðîîáðàçó
1-öèêëà γ) ðàâåí ïåðèîäó íà áàçå íàêðûòèÿ (

∫
γ
ω) óìíîæåííîìó íà ñòåïåíü íàêðûòèÿ.

Ïðè çàìåíå áàçû π : C ′ → C óðàâíåíèå Ïèêàðà�Ôóêñà ñåìåéñòâà π∗(E) → C ′ ïîëó÷àåòñÿ
îáðàòíûì îáðàçîì óðàâíåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà äëÿ ñåìåéñòâà E → C, à ïåðèîä Φ′ : c′ →∫

γ∈H1(π∗(E)c′ ,Z)
ωE ñîâïàäàåò ñ c′ → ω′E

π∗ωE

∫
γ∈H1(Eπ(c),Z)

ωE.
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Â ñëåäóþùåé òåîðåìå îïèñàíû ñëàáûå ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà f äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü
Ïåööî ñòåïåíè d > 3 îòíîñèòåëüíî àíòèêàíîíè÷åñêîãî êëàññà (ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé â
íåêîòîðûõ êðàòíîñòÿõ àíòèêàíîíè÷åñêîãî êëàññà) ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà t0 (ïàðàìåòð t0
ðàâåí 1 äëÿ ïîâåðõíîñòåé, îòëè÷íûõ îò F1 è S7). Äëÿ ýòîãî ìû ïðåäñòàâëÿåì òàêóþ ïîâåðõ-
íîñòü äåëü Ïåööî S êàê ñãëàæèâàíèå (ñì. 4.4) òîðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè S0 ñ äþâàëåâñêèìè
îñîáåííîñòÿìè (îíè ïåðå÷èñëåíû â 4.1), è ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà, ìíîãîóãîëüíèê
Íüþòîíà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ìíîãîóãîëüíèêîì ïîâåðõíîñòè S0, íàõîäèì ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà
f ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè (îíè è ∞ áóäóò îñîáûìè ñëîÿìè ýëëèïòè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòè Ef ). Ðàçíûì âûðîæäåíèÿì S ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà, íî
ýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Ef îêàçûâàþòñÿ áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè íàä P1 ñ òî÷-
íîñòüþ äî èçîãåíèè. Â ñëó÷àå êâàíòîâî ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Äåëü Ïåööî, òåîðåìà 4.9
ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì àíàëîãîì ñîîòâåòñòâèÿ Ãîëûøåâà ([20]) ìåæäó òð¼õìåðíûìè ìíîãî-
îáðàçèÿìè Ôàíî îñíîâíîé ñåðèè (îíè àâòîìàòè÷åñêè êâàíòîâî ìèíèìàëüíû) è ìîäóëÿðíûìè
ñåìåéñòâàìè Êóãè�Ñàòî ïîâåðõíîñòåé K3.

Òåîðåìà 4.9. 1) Ïóñòü ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî S ñòåïåíè d ÿâëÿåòñÿ ñãëàæèâàíèåì òî-
ðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè S0 ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè, ò.÷. S0 ' T12−d.n, ãäå ïîâåðõíîñòè
T12−d.n îïèñàíû â ïðåäëîæåíèè 4.1, ïðè÷åì d 6= 5, 12− d.n 6= 4.2 1. Ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà f ,
ïåðå÷èñëåííûå â ñëåäóþùåé òàáëèöå, ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè ìîäåëÿìè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ
S îòíîñèòåëüíî êðàòíîãî àíòèêàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà −kKS.
2) Êàæäàÿ èç íàéäåííûõ ñëàáûõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà (êðîìå ñëó÷àåâ d = 3, k = 1

è d = 4, k = 1) êîìïàêòèôèöèðóåòñÿ äî ïîâåðõíîñòè èçîãåííîé îäíîé èç øåñòè ýëëèïòè-
÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé Áîâèëÿ, ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå 1.4. Â òàáëèöå âûïèñàíû çíà÷åíèÿ
j-èíâàðèàíòà ïîâåðõíîñòè Ef îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèå òèï òàêîé êîìïàêòèôèêàöèè.

12− d.íîìåð k ìíîãî÷ëåí f j-èíâàðèàíò
3.1 1 x+ y + x−1y−1 j3
4.1 1 x+ y + x−1 + y−1 j4
4.3 1 xy + 2x+ xy−1 + x−1 j4
6.1 1 3+xy+2y+x−1y+3x−1 +3x−1y−1 +x−1y−2 j6
6.2 1 3 + xy + 2x+ 2y + xy−1 + yx−1 + x−1 j6
6.3 1 3 + xy + 2y + yx−1 + x+ x−1 + y−1 j6
6.4 1 3 + x+ y + x−1 + y−1 + xy + x−1y−1 j6
7.1 1 3 +xy+ 2y+x−1y+ 3x−1 + 3x−1y−1 + y−1 +

x−1y−2
j7

7.2 1 3 + xy + 2x+ 2y + xy−1 + yx−1 + x−1 + y−1 j7
8.1 2 y(x−2 + 2 + x2) + y−1 j8
8.1b 1 y(x−2+4x−1+6+4x+x2)+2(x−1+3+x)+y−1 j8b

8.2 2 x2y−1+3x−2xy−1+3y+y−1+y2x−1+2yx−1+
x−1

j8

8.3 2 (x+ x−1)(y + y−1) j8
8.3b 1 (x+ 2 + x−1)(y + 2 + y−1) j8b

9.1 3 x2y−1 + x−1y2 + x−1y−1 j9

1Òî åñòü, ïîâåðõíîñòü S � ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè d > 3 îòëè÷íàÿ îò ïîâåðõíîñòåé F1 è
S7. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü S êâàíòîâî ìèíèìàëüíà.
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9.1b 1 6 + 3(x + y + xy + x−1 + y−1 + x−1y−1) +
x2y−1 + x−1y2 + x−1y−1

j9b

j8b = t2−16t+16)3

t(t−16)
j9b = t(t−24)3

t−27

Ïîâåðõíîñòü E8.1b è ïîâåðõíîñòü E8.3b áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû EI∗1 I4I1, ïîâåðõíîñòü
E9.1b áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíà EIV ∗I3I1.
3) Ïóñòü ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî S ñîâïàäàåò ñ T4.2 ' F1 èëè ñ T5.1

2 Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
òîðè÷åñêîå âûðîæäåíèå ïîâåðõíîñòè S ñ äþâàëåâñêèìè îñîáåííîñòÿìè ëèáî òðèâèàëüíî,
ëèáî ñîâïàäàåò ñ T5.2 (åñëè d = 5). Ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t0, îòíîñèòåëüíî êî-
òîðîãî ïîâåðõíîñòü S êâàíòîâî ìèíèìàëüíà. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå âûïèñàíû ñëàáûå ìî-
äåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ S îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà t0. Â òàáëèöå âûïèñàíû çíà÷åíèÿ
j-èíâàðèàíòà äëÿ f . Ýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Ef5.1 è Ef5.2 áèðàöèîíàëüíû íàä P1.

d.íîìåð k ìíîãî÷ëåí f j-èíâàðèàíò
4.2 1 1

2
(4x+ 4y + 3xy − x−1y−1) j4.2

5.1 1 x+ y + 3x−1 + 3y−1 + 2x−1y−1 j5
5.2 1 1

3
(x−1(y−1 + 2 + y) + 2y−1 + 27x) j5

j4.2 = −(t3 − 3t2 + 15t+ 3)3(t+ 3)

(3t2 − 10t+ 51)

j5 =
(t3 − 6t2 − 12t+ 24)3(t+ 6)

(2t− 15)(2 + 3t)3

Ïîâåðõíîñòü E4.2 èìååò îñîáûå ñëîè II, I8I1I1, à E5.1 è E5.2 � II, I7I2I1.

Çàìå÷àíèå 4.10. (1) Ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè 3.1 è 9.1 åñòü 3-èçîãåíèÿ
(x′, y′) = (x−1y2, x2y−1).

(2) Ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè 4.1 è 8.3 åñòü 2-èçîãåíèÿ (x′, y′) = (xy, xy−1).
(3) Ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè 4.3 è 8.1 åñòü 2-èçîãåíèÿ (x′, y′) = (x2, y).

Çàìå÷àíèå 4.11. (1) Ïîâåðõíîñòü E9.1 ïîëó÷àåòñÿ èç ïîâåðõíîñòè E9.1b = EIV ∗I3I1 êóáè÷å-
ñêîé çàìåíîé áàçû, âïîëíå ðàçâåòâë¼ííîé íàä IV ∗ è I3.

(2) Ïîâåðõíîñòü E3.1 ïîëó÷àåòñÿ èç ïîâåðõíîñòè E9.1b = EIV ∗I3I1 êóáè÷åñêîé çàìåíîé áàçû,
âïîëíå ðàçâåòâë¼ííîé íàä IV ∗ è I1.

(3) Ïîâåðõíîñòü E8.3 ïîëó÷àåòñÿ èç ïîâåðõíîñòè E8.3b = EI∗1 I4I1 êâàäðàòè÷íîé çàìåíîé
áàçû, ðàçâåòâë¼ííîé â I∗1 è I4.

Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.9 çàêëþ÷àåòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå óòâåð-
æäåíèé òåîðåìû â êàæäîì èç ñëó÷àåâ.
Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ýòîé íåñëîæíîé ïðîâåðêå, îáúÿñíèì, êàêèì îáðàçîì áûë íàéäåí

îòâåò � ìíîãî÷ëåíû fk.n. Ìåòîä èõ íàõîæäåíèÿ (è â ïåðâîì � êâàíòîâî ìèíèìàëüíîì ñëó÷àå,
è âî âòîðîì) â ñóùíîñòè òîò æå, ÷òî è ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà Áîâèëÿ. Íàø ñëó÷àé äàæå ïðîùå
îáùåãî � çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü ðàöèîíàëüíà è ÿêîáèåâà.

Òðåáîâàíèå ìàëîãî êîëè÷åñòâà îñîáûõ ñëîåâ îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ j-
èíâàðèàíòà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñìîòðèì íà j-èíâàðèàíò êàê íà îòîáðàæåíèå J : C ' P1 → P1.
Âñå ñëîè íàä òî÷êàìè â ïðîîáðàçå J−1(∞) � çàâåäîìî îñîáûå. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî

2Òî åñòü, S íå êâàíòîâî ìèíèìàëüíàÿ.
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ìíîãî÷ëåíû ∆ = 27B2 + 4A3, 4A3 è 27B2 âçàèìíî ïðîñòûå (òî åñòü ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ïîëóñòàáèëüíà). Â ýòîì ñëó÷àå ñëîé J−1(0) ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç degA òî÷åê, à ñëîé
J−1(1) ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç degB òî÷åê.
Ïóñòü degA = 2d, degB = 3d, deg J = 6d. Ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà ñóùåñòâóåò íå ìåíåå d + 2

ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà áàçå C ñ J-èíâàðèàíòîì∞, ïðè÷¼ì åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî, òî ìíî-
ãî÷ëåíû A è B íå èìåþò êðàòíûõ êîðíåé, à îòîáðàæåíèå J íåðàçâåòâëåííîå íàä P1\ {0, 1,∞}.
Òàêèå îòîáðàæåíèÿ (ôóíêöèè Áåëîãî) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
òðàíçèòèâíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû â ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê 6d ýëå-
ìåíòîâ îáùåãî ñëîÿ îòîáðàæåíèÿ J , ò.å. ñ ãîìîìîðôèçìàìè (Z/3Z) ∗ (Z/2Z) → S6d, è òðèâà-
ëåíòíûìè âëîæåííûìè ãðàôàìè Γ íà ñôåðå P1 (òàêîé ãðàô ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðîîáðàç îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî 0 è 1).
Êàæäàÿ òî÷êà t ∈ J−1(∞) ëåæèò â îòäåëüíîé ãðàíè, è âàëåíòíîñòü n ãðàíè ñîâïàäàåò ñ

èíäåêñîì âåòâëåíèÿ 1 + eJ(t) = n; ïîëóñòàáèëüíûé ñëîé íàä t � ýòî êîëåñî In èç n ïðÿìûõ.
Øåñòü áîâèëåâñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñîîòâåòñòâóþò øåñòè ôóíêöèÿì Áåëîãî ñòåïåíè 12. Åñëè
ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü çàäàíà ïó÷êîì ïëîñêèõ êóáèê, ñòåïåíü äèñêðèìèíàíòà∆ ðàâíà 12
(1.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòåïåíü ∆ âñåãäà ðàâíà 12χ(E,OE)).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ∆ = 27B2 + 4A3, 4A3 è 27B2 íå âçàèìíî ïðî-

ñòûå (íå ïîëóñòàáèëüíûé ñëó÷àé). Ðàññìîòðèì íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé deg(A,B) = 1,
A(t) = A1A2A3(t− u), B(l) = B1B2B3B4B5(t− u). Òîãäà J-èíâàðèàíò � ýòî ôóíêöèÿ ñòåïåíè
10 ñ èíäåêñàìè âåòâëåíèÿ (3, 3, 3, 1) íàä 0, (2, 2, 2, 2, 2) íàä 1 è (n1, n2, n3) íàä ∞. Â ýòîì ñëó-
÷àå ó ýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ÷åòûðå îñîáûõ ñëîÿ: òðè ïîëóñòàáèëüíûõ ñëîÿ In1 , In2 , In3 ,
è îäèí ñëîé òèïà II íàä u; ó ãðàôà Γ òðè âåðøèíû òðèâàëåíòíûå (îíè ñîîòâåòñòâóþò íåîñî-
áûì ñëîÿì ñ J = 1), à îäíà âåðøèíà îäíîâàëåíòíàÿ (íàä íåé è âèñèò íåïîëóñòàáèëüíûé ñëîé
òèïà II). Ñóùåñòâóåò âñåãî 4 òàêèõ ãðàôà; ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû èíäåêñîâ âåòâëåíèÿ íàä
∞ òàêèå: (8, 1, 1) (ýòîò ãðàô ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè j4.2), (7, 2, 1) (à ýòîò íàáîð ñîîòâåòñòâóåò
ôóíêöèè j5), (5, 4, 1) è (5, 3, 2).
Ïîñêîëüêó j-èíâàðèàíò ïîâåðõíîñòè Ef ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé îò êîýôôèöèåí-

òîâ ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà f , íàì íóæíî íàéòè òàêóþ ïîäñòàíîâêó êîýôôèöèåíòîâ â ìíîãî÷ëåíû
fd.n, ÷òîáû j-èíâàðèàíò ýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Ef ñòàë áû ðàâåí îïðåäåë¼ííîé íàïåð¼ä
çàäàííîé ôóíêöèè ji Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ïîäñòàíîâêà âñåãäà ñóùåñòâóåò, íî íèêàêîãî
îáúÿñíåíèÿ, ïî÷åìó äëÿ íå êâàíòîâî ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé îíà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü,
íàì íå èçâåñòíî.

Ïðåäëîæåíèå 4.12. Ôóíêöèè j3, j4, j5, j6, j7, j8, j9, j4.2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Áåëîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èõ âåòâëåíèå íàä 0, 1728 è∞ èìåííî òàêîå, êàê áûëî
óêàçàíî ðàíåå. Ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà â äðóãèõ òî÷êàõ îòîáðàæåíèå j íåðàçâåòâëåííîå. �

Ïðåäëîæåíèå 4.13. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f èç òàáëèö â òåîðåìå 4.9 j-èíâàðèàíòû ýëëèïòè-
÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé Ef ñîâïàäàþò ñ óêàçàííûìè â òàáëèöå.

Ýòî íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå � âñå óêàçàííûå ýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ïðèâîäÿòñÿ ê âåé-
åðøòðàññîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

Ïðèìåð 4.14. Ðàçáåð¼ì, íàïðèìåð, ñëó÷àé f = x+ y+ 1
xy
. Êðèâàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì x2y+

y2x+1−txy = 0. Îòîáðàæåíèå (x, y) → x ÿâëÿåòñÿ â îáùåé òî÷êå E äâóëèñòíûì îòîáðàæåíèåì
íà P1:

y2 + y(x− t) + x−1 = 0.
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Ñäåëàåì çàìåíó (x, y) → (x, y + (x−t)
2

), â íîâûõ êîîðäèíàòàõ E çàäà¼òñÿ y2 − (x−t)2

4
+ x−1 = 0,

ïîñëå çàìåíû (x, y) → (−x−1, yx−1) ïîëó÷èì êðèâóþ çàäàííóþ óðàâíåíèåì y2 = x3 + (tx+1)2

4
,

ïîñëå ëèíåéíîé çàìåíû x → x + t2

12
ïîëó÷èì âåéåðøòðàññîâó ôîðìó y2 = x3 + Ax + B, ãäå

A = t(24−t3)
48

, B = t6−36t3+216
864

. Ñîîòâåòñòâåííî, ∆ = 4A3 +27B2 = 27−t3

16
è j = 17284A3

∆
= t3(t3−24)3

t3−27
.

Âû÷èñëèâ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âåéåðøòðàññîâû íîðìàëüíûå ôîðìû äëÿ âñåõ óêàçàííûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, óáåäèìñÿ ÷òî âåðíî

Óòâåðæäåíèå 4.15. Ïðè ôèêñèðîâàííîì d 6= 4 âñå ýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Ef12−d.n
áè-

ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû (êàê ýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè). Ïîâåðõíîñòè Ef8.1b
,Ef8.3b

è
EI∗1 I4I1 áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû. Ïîâåðõíîñòè Ef9.1b

è EIV ∗I3I1 áèðàöèîíàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíû.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå 4.9-2.

Çàìå÷àíèå 4.16. Äëÿ áîâèëåâñêèõ ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íî áûëî âûÿñíèòü ÷òî ñòåïåíü îòîáðàæå-
íèÿ J ðàâíà 12. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äèñêðèìèíàíò ∆ âçàèìíî ïðîñò ñ A è âçàèìíî
ïðîñò ñ B, òî åñòü ïîâåðõíîñòü E ïîëóñòàáèëüíà.

Ïðåäëîæåíèå 4.17. Ïðè d < 8, òî Φf12−d.n
= Φf12−d.m

äëÿ âñåõ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âåéåðøòðàññîâû íîðìàëüíûå ôîðìû ýëëèïòè÷åñêèõ ïîâåðõíî-
ñòåé Ef12−d.m

è Ef12−d.n
ñîâïàäàþò, îáà ýòèõ ðÿäà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì îäíîãî è òîãî æå óðàâ-

íåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà, à óðàâíåíèå Ïèêàðà�Ôóêñà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â C[[t]]. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.9.

Ñëó÷àé 4.18 (Ñëó÷àé íå êâàíòîâî ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé (4.9-3).). Òîðè÷åñêèå ïîâåðõ-
íîñòè S = T4.2 è S = T5.1 íåîñîáûå. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíèòü 2.9. Çàêëþ÷àåì, ÷òî
ëþáîé ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà f ñ ∆(f) = ∆(S) ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé ìîäåëüþ Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà S
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà t0(f).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü S = T5.2. Ðÿä ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ó f5.2 ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì

ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ó f5.1 (ñì. 4.17), à ñëåäîâàòåëüíî, è ñ I-ðÿäîì ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 7 îòíîñèòåëüíî òîãî æå ïàðàìåòðà t0. Ïîýòîìó f5.2 ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé ìîäåëüþ
Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ S7 ñ òåì æå ïàðàìåòðîì t0 = t0(f5.1), ÷òî è f5.1.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ÷òî äëÿ êàæäîãî d 6= 7 õîòÿ áû ó îäíîãî ìíîãî÷ëåíà f12−d.n (12−d.n 6=

4.2) ðÿä ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ Φf12−d.n
ñîâïàäàåò ñ ISd,reg.

Ñëó÷àé 4.19 (12−d = 3, 4, 6). Åñëè 12−d < 7, òî ñðåäè ïîâåðõíîñòåé T12−d.n åñòü îäíà ãëàäêàÿ
(à èìåííî T3.1, T4.1, T6.4). Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà f12−d.n ðàâåíñòâî ðÿäà
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ I-ðÿäó óæå óñòàíîâëåíî (ñì. 2.9). Ðÿäû ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ äëÿ f12−d.n, ïðè
òåõ n, êîãäà T12−d.n íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ, ðàâíû ðÿäàì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ äëÿ
ãëàäêîé T12−d.k ïî 4.17.

Ñëó÷àé 4.20 (12 − d = 8, 9, k > 1). Åñëè 12 − d = 8, 9 ýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè E9.1,
E8.3 èçîãåííû ýëëèïòè÷åñêèì ïîâåðõíîñòÿì E3.1 è E4.1. Ñëåäîâàòåëüíî (4) ó íèõ îäèíàêî-
âûå óðàâíåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà è èõ ðåøåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîãåíèè t 7→ tr). Î÷åâèäíî,
÷òî Φf9.1 = Φf3.1 è Φf8.3 = Φf4.1 (ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ìî-
íîìèàëüíîé çàìåíå ïåðåìåííûõ). Äëÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ ñòåïåíè 8 âîñïîëüçóåìñÿ òåì æå
ñîîáðàæåíèåì 4.17.
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Ñëó÷àé 4.21 (12 − d = 8, 9, k = 1). Ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà f9.1b, f8.1b è f8.3b (ñ òî÷íîñòüþ äî
çàìåíû êîîðäèíàò 4.10, 4.11) ýòî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà f3.1, f4.3 è f4.1, ïîýòîìó

Φf9.1b
(t3) = Φf3.1(t),Φf8.1b

(t2) = Φf4.3(t),Φf8.3b
(t2) = Φf4.1(t).

Îñòàëîñü ñðàâíèòü ðÿäû ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ â ñëó÷àÿõ 7.1, 7.2 è I-ðÿä äëÿ ëèíåéíîãî ñå÷åíèÿ
ãðàññìàíèàíà G(2, 5).
Ïîñêîëüêó ðÿäû ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ Φf1 è Φf2 óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèÿì Ïèêàðà�Ôóêñà L1 è L2, ñòåïåíü ïî D è ñòåïåíü ïî t ó êîòîðûõ îãðàíè÷åíû degD è degt
3, òî åñëè äâà ðÿäà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ðàâíû ïî ìîäóëþ (degD +2)(degt +2), òî ñîâïàäàþò è

êîýôôèöèåíòû lkij óðàâíåíèé Lk =
∑deg t

i=0 ti
∑degD

j=0 Djlkij, è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî
ñîâïàäàþò è Φf1 è Φf2 .

�

4.1. Ìîäåëè Õîðè�Âàôû. Â [23] ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûõ
ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé â òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïîñêîëüêó
âñå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè â òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ
(â ñëó÷àå S5 � â òîðè÷åñêîì âûðîæäåíèè ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà G(2, 5), ñì. [3],[4], S2, S1

� âî âçâåøåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ), ìîæíî ñðàâíèòü ïîëó÷èâøèéñÿ âûøå îòâåò
ñ îòâåòîì ïîëó÷åííûì ïî ðåöåïòó Õîðè�Âàôû.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíîìó ïåðåñå÷åíèþ l ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé d1, . . . , dl âî

âçâåøåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(a1 . . . an) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî M ={
x1, . . . , xn ∈ (C∗)n :

∏n
i=1 x

ai
i = t0,

∑kr

j=1 xi
(r)
j

= 1
}
(èíäåêñû i

(r)
1 , . . . , i

(r)
kr

âûáðàíû òàêèì îáðà-

çîì, ÷òî âñå îíè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, è äëÿ âñåõ r = 1, . . . , l âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
∑kr

j=1 ai
(r)
j

=

dr), è ôóíêöèÿ w : M → C ðàâíàÿ w =
∑n

i=1 xi.

Ïðèìåð 4.22. Ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4 ñîïîñòàâëåí òîð T ñ êîîðäèíàòàìè
y, x1, x

′
1, x2, x

′
2, ãèïåðïîâåðõíîñòü H = (yx1x

′
1x2x

′
2 = t0), äâå ãèïåðïîâåðõíîñòè L1 = (x1 +x′1 =

1), L2 = (x2 + x′2 = 1), è ôóíêöèÿ w = y + x1 + x′1 + x2 + x′2. Îãðàíè÷åíèå w íà L1 ∩ L2 ðàâíî
y+ 2. Ïîýòîìó t0(w− 2)−1 îãðàíè÷åííîå íà H ∩L1 ∩L2 ðàâíî x1x

′
1x2x

′
2 = x1x2(1− x1)(1− x2)

(x1, x2 ÿâëÿþòñÿ íà H ∩ L1 ∩ L2 êîîðäèíàòàìè).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòÿì äåëü Ïåööî ñòåïåíè d 6 4 ñîïîñòàâëÿþòñÿ ïó÷êè
êðèâûõ íà äâóìåðíîì òîðå Spec C[x, y, x−1, y−1]. Èõ óðàâíåíèÿ ïåðå÷èñëåíû â ñëåäóþùåé
òàáëèöå (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà).

d óðàâíåíèå (t = w−const
t0

) îñîáåííîñòè

d = 4, S4 = X2,2 ⊂ P4 1− t · xy(1− x)(1− y) = 0 I∗1I4I1
d = 3, S3 = X3 ⊂ P3 1− t · xy(1− x− y) = 0 IV ∗I3I1

d = 2, S2 = X4 ⊂ P(1112) 1− t · xy2(1− x− y) = 0 III∗I2I1
d = 1, S1 = X6 ⊂ P(1123) 1− t · x2y3(1− x− y)− t = 0 II∗I1I1

Âñå ýòè êðèâûå ýëëèïòè÷åñêèå íàä C(t), ó íèõ ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü âåéåðøòðàññîâó íîð-
ìàëüíóþ ôîðìó, è ñëåäîâàòåëüíî íàéòè òèïû îñîáûõ ñëî¼â ìîäåëè Íåðîíà; îíè ïåðå÷èñëåíû
â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ïðåäûäóùåé òàáëèöû.

3Ñòåïåíü degt ýòî êîëè÷åñòâî îñîáûõ ñëî¼â îòîáðàæåíèÿ f (òî åñòü êîëè÷åñòâî òî÷åê â ñïåêòðå), à ñòåïåíü
degD ýòî ðàíã íåïðèâîäèìîé îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè Ãàóññà�Ìàíèíà êîìïîíåíòû â ïîäñèñòåìå òðàíñöåíäåíò-
íûõ öèêëîâ â ëîêàëüíîé ñèñòåìå Rn−1f!C.
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Ïðåäëîæåíèå 4.23. Ìîäåëè Õîðè�Âàôû äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè d 6 4 áè-
ðàöèîíàëüíû ïåðâûì ÷åòûð¼ì ïîâåðõíîñòÿì Ìèðàíäû�Ïåðññîíà (1.6). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ñëó÷àåâ d = 3, 4 îíè èìåþò òàêîå æå óðàâíåíèå Ïèêàðà�Ôóêñà, è òàêóþ æå ìîäåëü Íåðî-
íà, êàê è ïó÷êè f8.1, f9.1.

Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ è ïîñòðîèâ èçîãåíèþ ìåæäó íèìè.

Ïðèìåð 4.24. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðèìåðà 4.22, ñäåëàåì çàìåíó xi = zi

ui
, x′i =

z′i
ui

;ui = (zi + z′i)

(òî åñòü äîìíîæèì èñõîäíûé ïó÷îê íà äâóìåðíûé òîð T2 = (C∗)2 ñ êîîðäèíàòàìè ui 6= 0).
Ïðîîáðàç H̃ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì yz1z

′
1z2z

′
2 = t0u

2
1u

2
2. Äåéñòâèå T2 ïðîäîëæàåòñÿ äî äåéñòâèÿ

íà âñ¼ì H̃: (y, z1, z2, z
′
1, z

′
2, u1, u2) → (y, v1z1, v2z2, v1z

′
1, v2z

′
2, v1u1, v2u2). Ãèïåðïîâåðõíîñòè Li çà-

äàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ui = 1, îðáèòû òîðà T2 ïåðåñåêàþòñÿ ñ L1 ∩ L2 ïî 1 òî÷êå. Ðàññìîòðèì
M2 � ñå÷åíèå H ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè Ni çàäàííûìè êàê ziz

′
i = 1. Îðáèòû òîðà T2 ïåðåñå-

êàþòñÿ ñ N1 ∩ N2 ïî 4 òî÷êàì, è M2 ÿâëÿåòñÿ Z/2Z ⊕ Z/2Z-èçîãåííûì M . Íà M2 ôóíêöèÿ

w = y+ 2 ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé çàìåíû ðàâíà
u2
1u2

2

z1z′1z2z′2
= (z1 + z−1

1 )2(z2 + z−1
2 )2, à ýòî è åñòü

f 2
4.3, èçîãåííàÿ f8.1.

5. Ìîíîäðîìèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîèëëþñòðèðóåì çàìå÷àíèå 1.5, ïîêàçàâ ÷òî äëÿ ïîñòðîåííûõ â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà âåðíà ãèïîòåçà îá èñêëþ÷èòåëüíîì íàáîðå è èñ-
÷åçàþùèõ öèêëàõ.
Íàïîìíèì, ÷òî êîãåðåíòíûé ïó÷îê E íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X íàçûâàåòñÿ èñ-

êëþ÷èòåëüíûì, åñëè Hom(E , E) = C è Exti(E , E) = 0 äëÿ âñåõ i > 0.
Íàáîð èñêëþ÷èòåëüíûõ ïó÷êîâ E1, . . . , En íàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì íàáîðîì, åñëè äëÿ

âñåõ i < j âûïîëíåíî Ext
q
(Ej, Ei) = 0.

Èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè îí ïîðîæäàåò âñþ îãðàíè÷åííóþ ïðî-
èçâîäíóþ êàòåãîðèþ Db(X) êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíûå íàáîðû ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ êàòåãîðèè Db(X).
Äëÿ ïàðû êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ E ,F íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X, îáîçíà÷èì àëüòå-

ðèðîâàííóþ ñóììó ÷åðåç

χ(E,F ) =
∑

i

(−1)i dim Exti(E ,F).

Îíà çàäà¼ò áèëèíåéíóþ ôîðìó íà K0(X) (âñþäó äàëåå ñèìâîëîì K0(X) îáîçíà÷àåòñÿ
K0(X)/tors).
Íàáîð e1, . . . , en ýëåìåíòîâK0(X) íàçûâàåòñÿ ïîëóîðòîíîðìèðîâàííûì (îòíîñèòåëüíî ôîð-

ìû χ) åñëè äëÿ âñåõ i < j âûïîëíåíî χ(ej, ei) = 0 è äëÿ âñåõ i âûïîëíåíî χ(ei, ei) = 1.
Åñëè E1, . . . , En � ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð â Db(X), òî åãî îáðàç e1, . . . , en â K0(X)

ýòî ïîëóîðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ïîëîæèì Aij = χ(ei, ej).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ− êîñîñèììåòðèçàöèþ ôîðìû χ:

χ−(E ,F) = χ(E ,F)− χ(F , E).

Ñ êàæäûì ýëåìåíòîì ei îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà e1, . . . , en ñâÿçàíî ñèìïëåêòè÷åñêîå
îòðàæåíèå Ii(v) = v − χ−(v, ei)ei.
Èìååì I1 · . . . · In = A−1At. Ïî äâîéñòâåííîñòè Ñåððà χ(E ,F) = (−1)dim Xχ(F , E ⊗ KX),

ïîýòîìó äëÿ âñåõ x, y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî xtAy = ytA(A−1At)x, ñëåäîâàòåëüíî óìíîæåíèå
íà KX [dimX] â áàçèñå e1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà K0(X) çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé A−1At, òî åñòü ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòðàæåíèé I1 · . . . · In.
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Åñëè E � èñêëþ÷èòåëüíûé îáúåêò Db(X), äëÿ âñåõ îáúåêòîâ F îïðåäåë¼í êàíîíè÷åñêèé
ìîðôèçì can : RHom(E ,F)⊗ E → F . Îí äîïîëíÿåòñÿ äî òî÷íîãî òðåóãîëüíèêà

LEF [−1] → RHom(E ,F)⊗ E → F → LEF .

Îáúåêò LEF íàçûâàåòñÿ ëåâîé ïåðåñòðîéêîé F îòíîñèòåëüíî E . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâàÿ ïåðåñòðîéêà. Ïåðåñòðîéêà LE ïåðåâîäèò ïðàâûé îðòîãîíàë ê E â ëåâûé îðòîãîíàë ê
E . Ïåðåñòðîéêà îòíîñèòåëüíî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíàÿ
êîìïîçèöèÿ ïåðåñòðîåê îòíîñèòåëüíî âñåõ ýëåìåíòîâ.
Ïðåîáðàçîâàíèå x, y → Ixy, x (x, y → y, Iyx) íàçûâàåòñÿ ëåâîé (ïðàâîé) ïåðåñòðîéêîé îò-

íîñèòåëüíî x (y). Ïåðåñòðîéêå LE ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèå Ie.
Ïóñòü X � ÷¼òíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ïîëíûì èñêëþ÷èòåëüíûì íàáîðîì E =

{E1, . . . , En}. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

V = K0(X)⊗Q/Ker χ−,

ñ íåâûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìîé χ−. Ïóñòü x = {x1, . . . , xn} � óïîðÿäî÷åííûé
íàáîð òî÷åê íà A1, à U = A1\x. Âûáåðåì òî÷êó x0 ∈ U , è íàáîð ïðîñòûõ íå ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïåòåëü γ1, . . . , γn ∈ π1(U, x0) îõâàòûâàþùèõ òî÷êè x1, . . . , xn ñîîòâåòñòâåííî (à γ1 · . . . · γn �
ïåòëÿ âîêðóã áåñêîíå÷íîñòè). Îïðåäåëèì ïðåäñòàâëåíèå φE,x : π1(U) → Sp(V, χ−) íà îáðàçó-
þùèõ γi:

φE,x(γi) = Ii.

Îáîçíà÷èì ëîêàëüíóþ ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðåäñòàâëåíèþ φ, ÷åðåç LE,x. Ïóñòü (M,w)
� ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà (ãîìîëîãè÷åñêè) çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íàÿ ê X. Ãèïîòåçà ñôîð-
ìóëèðîâàííàÿ Äóáðîâèíûì (ñì ðàçäåë 5 â [12]) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà LE,x ñîâïàäàåò ñ Rdim Xw∗Z.

Äàëåå ìû ïðîâåðèì, ÷òî ïîñòðîåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ñëàáûå ìîäåëè Ëàíäàó�
Ãèíçáóðãà óäîâëåòâîðÿþò îïèñàííîìó â ãèïîòåçå óñëîâèþ.
Äëÿ îáðàòèìîãî ïó÷êà L íà ïîâåðõíîñòè S, îáîçíà÷èì åãî àíòèêàíîíè÷åñêóþ ñòåïåíü

d(L) = c1(L) · (−KS) ÷åðåç d(L), à ðàíã r(L) = 1 ÷åðåç r(L). Ïðîäîëæèì ôóíêöèè r è d
ïî ëèíåéíîñòè íà ãðóïïó K0(S).
Íà ïîâåðõíîñòè S êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà χ− çàâèñèò òîëüêî îò ðàíãîâ è ñòåïåíåé è

ÿâíî âûðàæàåòñÿ êàê

χ−(E ,F) = r(E)d(F)− r(F)d(E).

Èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð E = E1, . . . , En íàçûâàåòñÿ áëîêîì, åñëè Ext
q
(Ei, Ej) = 0 äëÿ âñåõ

i 6= j. Ëåâûé ïåðåíîñ ïó÷êà F ÷åðåç áëîê îïðåäåëÿåòñÿ êàê LEF = LE1 . . . LEnF . Åñëè ïà-
ðà áëîêîâ (E ,F) ïîëóîðòîãîíàëüíà (Rhom(Fi, Ej) = 0), òî ïîëóîðòîãîíàëüíà è ïàðà áëîêîâ
(LEF , E). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ áëî÷íàÿ ïåðåñòðîéêà íàáîðà (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ)
âåêòîðîâ V .
Ïóñòü E1, . . . , Ea, F1, . . . , Fb, G1 . . . , Gc � ïîëíûé òð¼õáëî÷íûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð íà

ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè d (òî åñòü, íàáîðû Ei, Fj è Gk ÿâëÿþòñÿ áëîêàìè). Â [25]
îïèñàíû âñå òàêèå íàáîðû. Íàïîìíèì îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 5.2 ([25]). (1) Íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî S, âñå èñêëþ÷èòåëüíûå îáúåê-
òû â Db(S) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñäâèíóòûìè ëîêàëüíî ñâîáîäíûìè ïó÷êàìè. Ëîêàëüíî
ñâîáîäíûé èñêëþ÷èòåëüíûé ïó÷îê îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ åãî îáðàçîì â K0(S).

20



(2) Âíóòðè êàæäîãî áëîêà, ðàíãè è ñòåïåíè èñêëþ÷èòåëüíûõ ïó÷êîâ èç íàáîðà ñîâïàäà-
þò (r(Ei) = r(Ej), d(Ei) = d(Ej)). Îáîçíà÷èì ýòè ÷èñëà ÷åðåç x = r(E), y = r(F ), z =
r(G) è d(E), d(F ), d(G). Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçû Ei, Fj è Gk ñîâïàäàþò â
V = K0(S)/Ker(χ−). Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç e, f, g.

(3) Çíà÷åíèÿ χ(Ei, Fj), χ(Ei, Gk), χ(Fi, Gk) íå çàâèñÿò îò i, j, k. Îáîçíà÷èì èõ χ(E,F ),
χ(E,F ) è χ(F,G).

(4) ×èñëî a+ b+ c ýòî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â áàçèñå e1, . . . , gc â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå K0(S)⊗Q, ñëåäîâàòåëüíî a+ b+ c = rkK0(S) = 2 + ρ(S). Ïîýòîìó, ïî ôîðìóëå
Í¼òåðà:

(5.3) a+ b+ c+ d = 12.

(5) ×èñëî abcd ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì. Ïóñòü q ∈ Z+ � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

(5.4) q2 = abcd

(6) Ðàíãè èñêëþ÷èòåëüíûõ ïó÷êîâ â áëîêàõ è èõ êîëè÷åñòâà óäîâëåòâîðÿþò îáîáù¼ííî-
ìó óðàâíåíèþ Ìàðêîâà:

(5.5) ax2 + by2 + cz2 = qxyz

(7) Ìàòðèöà Aij ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a, b, c, x, y, z:

χ(E,F ) = χ−(e, f) =
zdc

q
(5.6)

χ(F,G) = χ−(f, g) =
xda

q
(5.7)

χ(E,G) = χ−(e, g) =

= xz(
χ−(E,F )

xy
+
χ−(F,G)

yz
) =

= dxz − ydb

q

(8) Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 5.5 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x, y, z ñóùåñòâóåò òð¼õ-
áëî÷íûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàíãàìè.

(9) Ëþáîé ïîëíûé òð¼õáëî÷íûé íàáîð ïîëó÷àåòñÿ áëî÷íûìè ïåðåñòðîéêàìè èç ìèíè-
ìàëüíîãî (íàáîðà ñ ìèíèìàëüíûì âîçìîæíûì çíà÷åíèåì x+ y + z).

(10) Íà ïîâåðõíîñòè F1 (è íà ïîâåðõíîñòè S7) òð¼õáëî÷íûõ ïîëíûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ
íàáîðîâ íåò. À íà âñåõ îñòàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ äåëü Ïåööî � åñòü.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè çàôèêñèðîâàíû ðàíãè x, y, z è ñòåïåíü îäíîãî èç áëîêîâ (íàïðèìåð,
d(E)), òî ñòåïåíè d(F ) è d(G) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç 5.6 è 5.7. Åñëè îäíîâðåìåííî
óìíîæèòü âñå ýëåìåíòû òð¼õáëî÷íîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà íà îáðàòèìûé ïó÷îê ñòåïåíè
d′, òî ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíûé òð¼õáëî÷íûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð ñ èíâàðèàíòàìè (x, d(E)+

d′x), (y, d(F )+d′y), (z, d(G)+d′z)) îòëè÷àþùèìèñÿ íà ñèìïëåêòîìîðôèçì

(
1 0
d′ 1

)
. Ïîýòîìó

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî d(e) = 0 (ìû âûáåðåì óïîðÿäî÷åíèÿ òàê, ÷òîáû Ei áûëè ëèíåéíûìè
ðàññëîåíèÿìè).
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Êðîìå òîãî, çàìåòèì ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòðàæåíèé îò-
íîñèòåëüíî âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèè óìíî-
æåíèÿ íà êàíîíè÷åñêèé êëàññ ⊗KS. Â áàçèñå r, deg ýòà îïåðàöèÿ ðàâíà I−d

[0,1]; îáîçíà÷èì

h = [0, 1] ∈ V . Ñðåäè âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 5.5 åñòü îäíî ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì
x+ y+ z. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïåðå÷èñëåíû ìèíèìàëüíûå ðåøåíèÿ (â ñëó÷àÿõ 5, 5, 1 è 5, 1, 1
ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé äâà, íî ìû îãðàíè÷èìñÿ îäíèì), è ñîîòâåòñòâóþùèå èì òðîéêè âåê-
òîðîâ e = [x, d(E)], f = [y, d(F )], g = [z, d(G)].

d a · x2 + b · y2 + c · z2 = q · x · y · z e, f, g
9 1 · 12 + 1 · 12 + 1 · 12 = 3 · 1 · 1 · 1 [1, 0], [1, 3], [1, 6]
8 2 · 12 + 1 · 12 + 1 · 12 = 4 · 1 · 1 · 1 [1, 0], [1, 2], [1, 6]
6 3 · 12 + 2 · 12 + 1 · 12 = 6 · 1 · 1 · 1 [1, 0], [1, 1], [1, 4]
5 5 · 12 + 1 · 12 + 1 · 22 = 5 · 1 · 1 · 2 [1, 0], [1, 2], [2, 9]
4 4 · 12 + 2 · 12 + 2 · 12 = 8 · 1 · 1 · 1 [1, 0], [1, 1], [1, 3]
3 3 · 12 + 3 · 12 + 3 · 12 = 9 · 1 · 1 · 1 [1, 0], [1, 1], [1, 2]
3 6 · 12 + 2 · 12 + 1 · 22 = 6 · 1 · 1 · 2 [1, 0], [1, 1], [2, 5]
2 8 · 12 + 1 · 22 + 1 · 22 = 4 · 1 · 2 · 2 [1, 0], [2, 1], [2, 3]
2 6 · 12 + 3 · 12 + 1 · 32 = 6 · 1 · 1 · 3 [1, 0], [1, 1], [3, 5]
2 4 · 12 + 4 · 12 + 2 · 22 = 8 · 1 · 1 · 2 [1, 0], [1, 1], [2, 3]
1 9 · 12 + 1 · 32 + 1 · 32 = 3 · 1 · 3 · 3 [1, 0], [3, 1], [3, 2]
1 8 · 12 + 2 · 22 + 1 · 42 = 4 · 1 · 2 · 4 [1, 0], [2, 1], [4, 3]
1 6 · 12 + 3 · 22 + 2 · 32 = 6 · 1 · 2 · 3 [1, 0], [2, 1], [3, 2]
1 5 · 12 + 5 · 22 + 1 · 52 = 5 · 1 · 2 · 5 [1, 0], [2, 1], [5, 3]

Âñå ñèìïëåêòè÷åñêèå îòðàæåíèÿ Iei
ñîïðÿæåíû â ãðóïïå GL(2,Z). Ìåæäó âåêòîðàìè

e, f, g, h âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(5.8) (Ia
e ) · (Ib

f ) · (Ic
g) · (Id

h) = 1

Â ñòàòüÿõ [14] è [15] îáúÿñíÿåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ïîäîáíûå 5.8, ñ òî÷íîñòüþ äî îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè çàäàííîãî îäíîâðåìåííûìè ñîïðÿæåíèÿìè â GL(2,Z) (âûáîðîì áàçèñà) è
áëî÷íûìè ïåðåñòðîéêàìè, âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò âûáîðó ïîðÿäêà îñîáûõ ñëî¼â
íà íåêîòîðîé (òîïîëîãè÷åñêîé) ýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ïðè÷¼ì ýëåìåíòû Ia

e , I
b
f ,. . . ðàâíû

(ãëîáàëüíûì) ìîíîäðîìèÿì âîêðóã îñîáûõ ñëî¼â òèïîâ Ia, Ib,. . . .
Êðîìå òîãî, äåôîðìàöèè îñîáûõ ñëî¼â â íàáîðû áîëåå ïðîñòûõ, ñîîòâåòñòâóþò ðàñïàäåíè-

ÿì ýëåìåíòîâ òèïà Ia
e â ïðîèçâåäåíèÿ ìåíüøèõ ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, îñîáûé ñëîé òèïà Ia ñ

ìîíîäðîìèåé Ia
e (âñå a èñ÷åçàþùèõ öèêëîâ ëåæàò â îäíîì ãîìîëîãè÷åñêîì êëàññå e) äåôîð-

ìèðóåòñÿ â a îñîáûõ ñëî¼â òèïà I1 ñ ìîíîäðîìèåé Ie.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äåôîðìàöèé ïîñòðîåííûõ â ðàçäåëå 4 ñëàáûõ ìîäåëåé Ëàíäàó�

Ãèíçáóðãà ñîîòâåòñòâóþùèõ áîâèëåâñêèì ïîâåðõíîñòÿì âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå 5.1.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýòîò ïîäõîä ìîæíî áû áûëî èñïîëüçîâàòü è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìî-

äåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà. Åñëè íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî S ñòåïåíè d åñòü òð¼õáëî÷íûé
ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð (à òàêîé íàáîð åñòü íà âñåõ ïîâåðõíîñòÿõ äåëü Ïåööî êðîìå
F1 è S7), òî ïî íåìó ìîæíî ïîñòðîèòü 4 ïðèìèòèâíûõ âåêòîðà e, f, g, h â äâóìåðíîé ðåø¼òêå
Λ = K0(S)/χ−, ãäå âåêòîðû e, f, g � ýòî êëàññû ýëåìåíòîâ áëîêîâ â Λ, à ïðèìèòèâíûé âåêòîð
h îïðåäåëÿåòñÿ òåì óñëîâèåì, ÷òî óìíîæåíèå íà àíòèêàíîíè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ d-îé ñòåïåíüþ îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà h. Îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ
e, f, g, h óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ Ia

e I
b
fI

c
gI

d
h = 1.
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Ýòîìó ñîîòíîøåíèþ îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü
ñ 4 îñîáûìè ñëîÿìè òèïîâ Ia, Ib, Ic, Id. À ïî òåîðåìå Áîâèëÿ òàêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü
åäèíñòâåííàÿ.
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