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Àííîòàöèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì êîíå÷íîìåðíóþ Q �àëãåáðó, ÿâëÿþùóþñÿ ñïåöèàëèçàöèåé àëãåáðû ìàëûõ êâàí-

òîâûõ êîãîìîëîãèé ãðàññìàíèàíà G(l, N) ïðè q = 1. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ

íà êëàññ Øóáåðòà ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè íà íàáîðàõ êîðíåé èç åäèíèöû.

Êâàíòîâûå êîãîìîëîãèè ãðàññìàíèàíîâ [1]. Ïóñòü 1 ≤ l < N � ïàðà öåëûõ ÷èñåë, G = G(l, N) �
ãðàññìàíèàí l �ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â N �ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. ×åðåç S îáîçíà÷èì òàâòî-
ëîãè÷åñêîå ïîäðàññëîåíèå íà G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωλ êëàññ Øóáåðòà â H∗(G), ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçáèå-
íèþ λ. Òðåõòî÷å÷íûé êîððåëÿòîð 〈Ωλ,Ωµ,Ων〉d îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñòåïåíè d,
ïåðåñåêàþùèõ îáùèå ïðåäñòàâèòåëè ýòèõ êëàññîâ. Àëãåáðà QH∗(G,Z) ÿâëÿåòñÿ Z[q] �ìîäóëåì, èçîìîðô-
íûì H∗(G,Z)Z⊗Z[q] è ñíàáæåííûì ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé óìíîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì êëàññû Øóáåðòà â ýòîé
àëãåáðå ÷åðåç σλ, òàê ÷òî σλ = Ωλ ⊗ 1. Ïîëîæèì

σλ · σµ =
∑
ν,d≥0

〈σλ, σµ, σν∨〉d qdσν ,

ãäå ν∨ � ðàçáèåíèå, äâîéñòâåííîå ê ν.
Ïóñòü ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè N èç (−1)l+1.
Ïîëîæèì K = Q(ζ), k = N − l. Ïóñòü Λ � (ãðàäóèðîâàííîå) êîëüöî ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Λ = Z[e1, e2, . . . ].

Çäåñü ei åñòü i �àÿ ýëåìåíòàðíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü hi � i �àÿ ïîëíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ. Ïîëàãàÿ E(t) =

∑
eit

i, H(t) =
∑
hit

i, èìååì E(−t)H(t) = 1. Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ñèììåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèè σ ê íàáîðó àðãóìåíòîâ x1, . . . , xn áóäåì îáîçíà÷àòü σ(x1, . . . , xn).

Ïîëîæèì åùå Λ′ = Λ/(el+1, el+2, . . . ), ΛQ = Λ⊗Q; Λ′Q = Λ′ ⊗Q. Íàêîíåö, ïóñòü Λ′K = Λ′Q ⊗Q K
Òåîðåìà 1(Çèáåðò�Òèàí [2]). Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì êîëåö ST : Λ[q] −→ QH(G,Z) òàê:

ST (q) = 1⊗ q;ST (ei) = ci(S∗)⊗ 1.

Òîãäà ST �ýïèìîðôèçì, è

Ker ST = (el+1, el+2, . . . ;hN−l+1, . . . , hN−1, hN + (−1)lq).

Ïîëîæèì QH(G,Q) = QH(G,Z)⊗Q � êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ êâàíòîâûõ êîãîìîëîãèé. ×åðåç QH(G,Q, 1)
ìû îáîçíà÷àåì ñïåöèàëèçàöèþ êîëüöà QH(G,Q) ïðè q = 1 . Ïîëîæèì I1 = (hN−l+1, . . . , hN−1, hN+(−1)l) ,
òîãäà ðàçóìååòñÿ QH(G,Q, 1) = Λ′Q/I1. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì K -àëãåáðó QH(G,K, 1) = QH(G,Q, 1)⊗Q
K è èäåàë IK1 = I1 ⊗K.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ1, . . . , θN ðàçëè÷íûå êîðíè èç 1 ñòåïåíè N.
Ïóñòü J = j1j2 . . . jl �ìóëüòèèíäåêñ, íóìåðóþùèé l �êè ðàçëè÷íûõ êîðíåé ñòåïåíè N èç 1 , òàê ÷òî

j1 ≤ · · · ≤ jl, jk ∈ {1, . . . , N}. Ìû áóäåì ïèñàòü θJ = {θj1 , . . . , θjl}. Ìû ïèøåì σ(ζθJ) = σ(ζθj1 , . . . , ζθjl).
Ïîëîæèì θJ̄ = {θ1, . . . , θN} \ {θj1 , . . . , θjl}. Ïóñòü φJ : Λ′K −→ K � ãîìîìîðôèçì, îïðåäåëåííûé óñëîâèåì
φJ(σ) = σ(ζθJ).

Îáîçíà÷èì Ker φJ ÷åðåç IJ .
Ïîëîæèì φ =

⊕
φJ .

Ëåììà 2. Åñëè J 6= J ′, òî IJ 6= IJ′

Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 04-01-00613 è 04-01-00702).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè K �òî÷êè íà AlK = Spec Λ′K , ñîîòâåòñòâóþùèå èäåàëàì IJ è
IJ′ ñîâïàäàþò, òî ñîâïàäàþò è èõ êîîðäèíàòû, òî åñòü çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé σ1, . . . , σl íà
íàáîðàõ θJ è θJ′ . Çíà÷èò, ñîâïàäàþò è ñàìè íàáîðû.

Çàôèêñèðóåì J.
Ëåììà 3. Èìååì âëîæåíèå èäåàëîâ IK1 ⊂ IJ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå,

(
∑

ei(θJ)(−t)i)(
∑

ei(θJ̄)(−t)i) = 1− tN .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(
l∑
i=0

ei(θJ)(−t)i)(
∞∑
i=0

hi(θJ)ti) = 1.

Çíà÷èò,

(
k∑
i=0

ei(θJ̄)(−t)i) = (
l∑
i=0

ei(θJ)(−t)i)(
k∑
i=0

ei(θJ̄)(−t)i)(
∞∑
i=0

hi(θJ)ti) = (1− tN )(
∞∑
i=0

hi(θJ)ti).

Ñîïîñòàâëÿÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ti ñëåâà è ñïðàâà, íàõîäèì hi(θJ) = 0 äëÿ i = k + 1, . . . , N − 1, è
hN (θJ)− 1 = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, hi(ζθJ) = 0 äëÿ i = k + 1, . . . , N − 1, è hN (ζθJ) = ζN = (−1)l+1.
Ñëåäñòâèå 4. Èìååì âëîæåíèå èäåàëîâ IK1 ⊂ Ker φ.
Ñëåäñòâèå 5. Ïðåäñòàâëåíèå φ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ãîìîìîðôèçì êîíå÷íîìåðíûõ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð

ψ : QH∗(G,K, 1) −→
⊕

J K.

Λ′K
φ //

((QQQQQQQQQQQQQQ
⊕

J K

QH∗(G,K, 1) = Λ′K/I
K
1

ψ

66mmmmmmm

Òåîðåìà 6. Ãîìîìîðôèçì ψ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ñëåäóåò óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî Ker φ = IK1 . Ïî Ëåììå 3 èìååì âëîæåíèå IK1 ⊂
Ker φ. ßñíî, ÷òî Ker φ =

⋂
J IJ . Èäåàë Ker φ, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ðàçëè÷íûõ (ïî Ëåììå 2) ìàêñè-

ìàëüíûõ èäåàëîâ IJ . Êàê K -âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî â êîëüöå Λ′K , êàæäûé èç íèõ èìååò êîðàçìåðíîñòü
ðàâíóþ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïåðåñå÷åíèå èìååò êîðàçìåðíîñòü íàä K, ðàâíóþ èõ ÷èñëó, ò.å. ClN . Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, êîðàçìåðíîñòü èäåàëà IK1 ðàâíà ðàçìåðíîñòè ôàêòîðêîëüöà Λ′K/I

K
1 . Ñîãëàñíî òåîðåìå

Çèáåðòà�Òèàíà, ýòî êîëüöî èçîìîðôíî êîëüöó êâàíòîâûõ êîãîìîëîãèé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì
ðàíãà dimK H

∗(G,K, 1) = ClN íàä K. Ñëåäîâàòåëüíî, èäåàëû Ker φ è IK1 ñîâïàäàþò.
Ñëåäñòâèå 7. Àëãåáðà Λ′K/I

K
1 ïîëóïðîñòà. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ

ìèíèìàëüíûõ èäåàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èçîìîðôåí K.
Ñëåäñòâèå 8. Àëãåáðà Λ′Q/I1 ïîëóïðîñòà. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà óìíîæåíèé íà êëàññû Øóáåðòà ëåæàò â

K.
Ãèïîòåçà 9. Ïóñòü òåïåðü G � ãðàññìàíèàí ìàêñèìàëüíûõ èçîòðîïíûõ ïëîñêîñòåé â ÷åòíîìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, ñíàáæåííîì íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, èëè ãðàññìàíèàí ëàãðàíæåâûõ ïëîñêîñòåé â
ïðîñòðàíñòâå ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé. Òîãäà ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà êëàññ äèâèçîðà,
äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå QH(G,Q, 1), îïðåäåëåíû íàä êðóãîâûì ðàñøèðåíèåì Q.

Ïóñòü G � îáîáùåííûé ãðàññìàíèàí, òî åñòü ôàêòîð (êëàññè÷åñêîé) ïðîñòîé ãðóïïû ïî ìàêñèìàëüíîé
ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïå. Ìû íå îæèäàåì, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà
êëàññ äèâèçîðà áóäóò îïðåäåëåíû íàä êðóãîâûìè ïîëÿìè.
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