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Ïðåäèñëîâèå

Êâàíòîâàÿ èíôîðìàòèêà � áûñòðî ðàçâèâàþùàÿñÿ íàó÷íàÿ äèñöèïëèíà,
êîòîðàÿ èçó÷àåò îáùèå çàêîíîìåðíîñòè ïåðåäà÷è, õðàíåíèÿ è ïðåîáðàçî-
âàíèÿ èíôîðìàöèè â ñèñòåìàõ, ïîä÷èíÿþùèõñÿ çàêîíàì êâàíòîâîé ìåõà-
íèêè. Êâàíòîâàÿ èíôîðìàòèêà èñïîëüçóåò ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ìàò-
ðè÷íîãî è îïåðàòîðíîãî àíàëèçà, íåêîììóòàòèâíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
ñòàòèñòèêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ âîçìîæíîñòåé òàêèõ ñèñòåì.
Íåìàëîâàæíûì ïîïóòíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîå ïðîÿñíåíèå
ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû êâàíòîâîé ìåõàíèêè, åå îñíîâàíèé è ñîîòíîøåíèÿ ñ
ðåàëüíîñòüþ. Èçâåñòíî, ÷òî ñîçíàòåëüíîå óñâîåíèå îñíîâ êâàíòîâîé òåîðèè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðóäíîñòè, òðåáóþùèå çíà÷èòåëüíûõ èíòåëëåêòóàëü-
íûõ óñèëèé, íàìíîãî ïðåâîñõîäÿùèõ òå, êîòîðûå òðåáóþòñÿ, ñêàæåì, äëÿ
ïåðåõîäà îò äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî ê âåðîÿòíîñòíîìó îïèñàíèþ êëàññè÷åñêèõ
ñèñòåì. Ïîñëåäíèé ïðåäïîëàãàåò ñåðüåçíóþ ñìåíó ïàðàäèãìû, íî íå îòìå-
íÿåò èñïîëüçîâàíèå íàãëÿäíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé, âçÿòûõ èç ìàêðîñêî-
ïè÷åñêîãî ìèðà, äîñòóïíîãî íåïîñðåäñòâåííîìó ÷åëîâå÷åñêîìó âîñïðèÿòèþ.
Ñìåíà ïàðàäèãìû ïðè ïåðåõîäå îò êëàññè÷åñêîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ
ê êâàíòîâîé òåîðèè òðåáóåò âûðàáîòêè îñîáîãî ðîäà èíòóèöèè, îïèðàþùåé-
ñÿ íà áîëåå àáñòðàêòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîñêîëüêó ìåõàíèñòè÷å-
ñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèâîäÿò ê êðè÷àùèì ïðîòèâîðå÷èÿì ñ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè ôàêòàìè ìèêðîìèðà. Â ýòîì ñìûñëå, íåñêîëüêî ïåðåôðàçèðóÿ
çíàìåíèòîå âûñêàçûâàíèå Ð. Ôåéíìàíà, �êâàíòîâóþ òåîðèþ ïîíÿòü íåëüçÿ,
íî ê íåé ìîæíî ïðèâûêíóòü�. 1.

Íàñòîÿùèå ëåêöèè ïðåäëàãàþò ïóòü ê ïîíèìàíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû êâàíòîâîé òåîðèè (à èìåííî ýòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèáîëüøóþ ïî-
çíàâàòåëüíóþ òðóäíîñòü), äîñòóïíûé çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ, âëàäå-
þùåìó îñíîâíûìè îáùåìàòåìàòè÷åñêèìè äèñöèïëèíàìè, è íå òðåáóþùèé
ãëóáîêèõ ïîçíàíèé â ôèçèêå. Ýòî ìîæåò áûòü ñïåöèàëèñò ïî êîìïüþòåð-
íûì íàóêàì èëè çàùèòå èíôîðìàöèè, æåëàþùèé ïîíÿòü ïðèíöèïû êâàí-
òîâûõ âû÷èñëåíèé èëè êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè, ìàòåìàòèê, ñòðåìÿùèéñÿ
íåôîðìàëüíî îñâîèòü ïàðàäèãìó êâàíòîâîé òåîðèè è íàéòè íîâûå çàäà÷è è
ïîñòàíîâêè âîïðîñîâ, èëè ôèçèê, æàæäóùèé íàéòè ñâåæèé âçãëÿä íà, êàçà-
ëîñü áû, óæå ïðîéäåííûå âåùè. Èçëîæåíèå âåäåòñÿ íà óðîâíå êîíå÷íîìåð-

1Íà ñàìîì äåëå, èìåííî Ôåéíìàí ñäåëàë î÷åíü ìíîãî äëÿ ïîíèìàíèÿ êâàíòîâîé òåî-
ðèè: ñì. â ÷àñòíîñòè åãî îáñóæäåíèå ñïèíîâûõ ñèñòåì â êíèãå [10].
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íûõ ìîäåëåé: ñ îäíîé ñòîðîíû, ïî÷òè âñå îñîáåííîñòè êâàíòîâîãî îïèñàíèÿ
ïðîÿâëÿþòñÿ, ïðè÷åì íàèáîëåå âûïóêëî, óæå íà ýòîì óðîâíå, ñ äðóãîé �
áîëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè (ìàòåìàòè÷åñêè
ñîâåðøåííî íåòðèâèàëüíûõ) îòíîñèòñÿ èìåííî ê òàêèì ìîäåëÿì. Êîíå÷-
íîìåðíîñòü è ëèíåéíàÿ àëãåáðà â êâàíòîâîé èíôîðìàòèêå èãðàþò òó æå
ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü, ÷òî êîíå÷íîñòü è êîìáèíàòîðèêà â êëàññè÷åñêîé
� ðàçìåðíîñòü êâàíòîâîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåò åå ïîòåíöèàëüíûé èíôîðìà-
öèîííûé ðåñóðñ. Òàêæå ñóùåñòâåííûì äëÿ íàøèõ öåëåé ÿâëÿåòñÿ âëàäå-
íèå îñíîâàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ïîñêîëü-
êó ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå (êîíå÷íûõ) êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì ñëóæèò äëÿ
íàñ êàê îòïðàâíîé òî÷êîé, òàê è ýòàëîíîì äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ. Ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, ìû îïèðàåìñÿ íà ãëóáîêîå ñòðóêòóðíîå ðîäñòâî ñòàòèñòè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ñèñòåì (ôàêòè÷åñêè � íà êîíå÷íîìåðíûé
âàðèàíò èçâåñòíîãî �àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà� [9]), ñ äðóãîé � ñòàðàåìñÿ
âû÷ëåíèòü èõ íàèáîëåå áàçîâûå ïðèíöèïèàëüíûå ðàçëè÷èÿ.

Â ïåðâîé ÷àñòè êóðñà ìû îïèðàåìñÿ íà �ñòàíäàðòíóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ
ìîäåëü êâàíòîâîé ñèñòåìû�. Ýòîò òåðìèí, íå âïîëíå ñòàíäàðòíûé, îçíà÷à-
åò îáû÷íóþ àêñèîìàòèêó êâàíòîâîé ìåõàíèêè [2], [7], [9], ðàññìàòðèâàåìóþ,
îäíàêî, ïîä óãëîì åå ñîïîñòàâëåíèÿ ñ êëàññè÷åñêèì ñòàòèñòè÷åñêèì îïè-
ñàíèåì. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçâèòèå òàêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèâåëî âî âòîðîé
ïîëîâèíå XX âåêà ê îáîáùåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè êâàíòîâîé òåîðèè
[12], [13], â êîòîðîé íàáëþäàåìûå (âîîáùå ãîâîðÿ, �íå÷åòêèå�) îïèñûâàþòñÿ
âåðîÿòíîñòíûìè îïåðàòîðíî-çíà÷íûìè ìåðàìè, à ýâîëþöèè (âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íåîáðàòèìûå) � âïîëíå ïîëîæèòåëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Íà÷àëüíûå
ñâåäåíèÿ îá ýòèõ ïîíÿòèÿõ, êîòîðûå ëåæàò â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé êâàíòîâûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè øóìîâ è îøèáîê è
èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â êâàíòîâîé èíôîðìàòèêå, èçëàãàþòñÿ
âî âòîðîé ÷àñòè êóðñà (ïîäðîáíåå ñì. â ìîíîãðàôèÿõ [14], [8]).



×àñòü I
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Ãëàâà 1

Ñòàíäàðòíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ

ìîäåëü êâàíòîâîé ñèñòåìû

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ñîáñòâåííî ê êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè, íåîáõî-
äèìî èçëîæèòü ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðå
êâàíòîâîé òåîðèè. Öåëü ñîñòîèò íå òîëüêî â òîì, ÷òîáû ââåñòè îïðåäåëå-
íèÿ è çàôèêñèðîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, íî è â òîì, ÷òîáû ãëóáæå ðàçîáðàòüñÿ â
îñíîâàõ êâàíòîâîé òåîðèè è åå âåðîÿòíîñòíîé èíòåðïðåòàöèè (áîëåå ïîëíîå
èçëîæåíèå ýòèõ âîïðîñîâ ñëóøàòåëü íàéäåò â [7], [12]).

Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ êîíå÷íîìåðíûìè êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè. Ñ îä-
íîé ñòîðîíû, óæå â ýòîì ñëó÷àå, ïðè÷åì íàèáîëåå íàãëÿäíî, ïðîÿâëÿþòñÿ
ðàäèêàëüíûå îòëè÷èÿ êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè. Ñ äðóãîé, èìåííî ñèñòåìû ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì óðîâíåé ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé
èíôîðìàòèêè (âïðî÷åì, â êâàíòîâîé èíôîðìàòèêå áîëüøîå âíèìàíèå ïðè-
âëåêàþò è �ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè�, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûìè ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè).

1.1 Êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå ñèñòåìû

Êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
Ω, òî÷êè êîòîðîãî ω îïèñûâàþò äåòåðìèíèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.
Äëÿ ïðîñòîòû äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, d = |Ω|.
(Ñòàòèñòè÷åñêèì) ñîñòîÿíèåì íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà
Ω:

P = [p1, . . . , pd] ; pω ≥ 0,
∑
ω

pω = 1.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ýòî âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà Ω :

X = [x1, . . . , xd] ; x̄ω = xω.

11
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â ñîñòîÿíèè P äàåòñÿ
ôîðìóëîé

MPX =
∑
ω

pωxω.

Îòìåòèì åùå, ÷òî èíäèêàòîð E ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà E ⊆ Ω (ò. å. �ñî-
áûòèÿ� èëè �ñâîéñòâà�) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ïðèíèìàþùåé çíà-
÷åíèÿ 0 èëè 1, ÷òî õàðàêòåðèçóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâîì èäåìïîòåíò-
íîñòè E2 = E, à âåðîÿòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáûòèÿ ðàâíà MPE.

Â ðåàëüíîñòè ýòè ïîíÿòèÿ è ôîðìóëû èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ñîñòîÿíèå P îïèñûâàåò �ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü�, ò.å. ñëó÷àéíóþ âû-
áîðêó áîëüøîãî êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ýê-
çåìïëÿðîâ ñèñòåìû, íàä êàæäûì èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèáîðîì
ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû X. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì
óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ýêçåìïëÿðîâ ñðåäíåå çíà÷åíèå ðåçóëüòàòîâ èçìåðå-
íèÿ ïî âñåìó àíñàìáëþ ïðèáëèæàåòñÿ ê òåîðåòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ MPX.

Äëÿ ïëàâíîãî ïåðåõîäà ê êâàíòîâûì ñèñòåìàì ïîëåçíî ââåñòè ïðåäñòàâ-
ëåíèå êëàññè÷åñêèõ âåëè÷èí äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè

P = diag [pω] , X = diag [xω] , MPX = TrPX,

ãäå Tr � ñëåä ìàòðèöû.
Êâàíòîâàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ d-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Cd. Êâàíòî-

âîå ñîñòîÿíèå çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè1

S = [sij ]i,j=1,...,d , S∗ = S ≥ 0, TrS = 1.

×àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ïðåäñòàâëåííîå äèàãî-
íàëüíîé ìàòðèöåé S = P . Âåùåñòâåííàÿ êâàíòîâàÿ íàáëþäàåìàÿ çàäàåòñÿ
ýðìèòîâîé ìàòðèöåé

X = [xij ]i,j=1,...,d , X∗ = X.

×àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðåäñòàâëåí-
íàÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé X. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íàáëþäàåìîé
X â ñîñòîÿíèè S äàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì ïîñòóëàòîì Áîðíà-ôîí Íåéìà-
íà [7]:

MSX = TrSX. (1.1)

Íàáëþäàåìûå, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ E2 = E, ÿâëÿþòñÿ ìàòðè-
öàìè ïðîåöèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâà E ⊆ Cd, êîòîðûå, òàêèì îáðàçîì,
ñîîòâåòñòâóþò êâàíòîâûì �ñîáûòèÿì� èëè �ñâîéñòâàì�. Ïðè ýòîì âåðîÿò-
íîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáûòèÿ ðàâíà MSE = TrSE.

Åñëè ìàòðèöû S,X,E äèàãîíàëüíû, ìû ôîðìàëüíî âîçâðàùàåìñÿ ê êëàñ-
ñè÷åñêîìó îïèñàíèþ.

1Íåðàâåíñòâî S ≥ 0 îçíà÷àåò íåîòðèöàòåëüíîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ìàòðèöû S,
ñì. ðàçäåë 1.3.
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Ïðè òàêîì ïîäõîäå îáíàðóæèâàåòñÿ àíàëîãèÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñà-
íèè êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ñèñòåì: ñíà÷àëà íåêîòîðûì ïðèáîðîì ïðè-
ãîòàâëèâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå (P èëè S), çàòåì äðóãèì ïðèáî-
ðîì ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè íàáëþäàåìîé X. Êàê
ïðèãîòîâëåíèå, òàê è èçìåðåíèå ìîãóò íåñòè â ñåáå ñëó÷àéíîñòü, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî èñõîä èçìåðåíèÿ ñëó÷àåí, ïðè÷åì åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (1.1). Â ëþáîì ñëó÷àå, ïðàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î áîëü-
øîì ÷èñëå íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî îðãàíèçîâàííûõ ïîâòîðåíèé îïûòà. Â
ñëó÷àå êâàíòîâûõ ñèñòåì ýòî îáû÷íî áûâàþò ýêñïåðèìåíòû ñ ïó÷êàìè, ñî-
ñòîÿùèìè èç áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö, ïðè êîòîðûõ ñòàòèñòèêà íàáèðàåòñÿ
îäíîâðåìåííî.

Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé êâàíòîâîé âåëè÷èíû � ñîñòîÿíèÿ èëè íàáëþäàå-
ìîé, ïðåäñòàâëÿåìîé ýðìèòîâîé ìàòðèöåé � ñóùåñòâóåò ñâîé îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, â êîòîðîì ýòà âåëè÷èíà ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Ôóíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå êëàññè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî èñïîëüçóåò òîëüêî êîììóòèðóþùèå âåëè-
÷èíû, XY = Y X. Â ñàìîì äåëå, âñå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû êîììóòèðóþò
ìåæäó ñîáîé. Â èçâåñòíîì ñìûñëå âåðíî è îáðàòíîå: ýðìèòîâû ìàòðèöû
X,Y êîììóòèðóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîâìåñòíî äèàãîíà-
ëèçóåìû, ò.å. ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç îáùèõ äëÿ íèõ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (ñì. ïï. (ii)-(iii) òåîðåìû 4).

Íåêîììóòèðóþùèå ìàòðèöû X,Y ;XY 6= Y X, îïèñûâàþò íåñîâìåñòè-
ìûå íàáëþäàåìûå, ò.å. òàêèå, êîòîðûå íåâîçìîæíî òî÷íî èçìåðèòü îäíî-
âðåìåííî. Ñóùåñòâîâàíèå íåñîâìåñòèìûõ íàáëþäàåìûõ � ýòî ïðîÿâëåíèå
êâàíòîâîãî ñâîéñòâà äîïîëíèòåëüíîñòè. Ôèçè÷åñêèå èçìåðåíèÿ íàä ìèê-
ðîîáúåêòàìè ïðîèçâîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïðèáîðîâ. Îä-
íîâðåìåííîå èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïðèáîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èçìåðå-
íèÿì ðàçíûõ íàáëþäàåìûõ, ìîæåò áûòü âçàèìíî èñêëþ÷àþùèì (íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî îíè ïðèìåíÿþòñÿ ê îäèíàêîâî ïðèãîòîâëåííîìó ìèêðîîáúåêòó).
Òàêèå èçìåðåíèÿ íàçûâàþòñÿ âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûìè. Àíàëîãè÷íûå ñî-
îáðàæåíèÿ îòíîñÿòñÿ è ê ðàçëè÷íûì ñïîñîáàì ïðèãîòîâëåíèÿ êâàíòîâûõ
ñîñòîÿíèé. Äîïîëíèòåëüíîñòü � ýòî ïåðâîå ôóíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå êâàí-
òîâîé ñèñòåìû îò êëàññè÷åñêîé.

Ñóùåñòâóþò è ïðîìåæóòî÷íûå �ãèáðèäíûå� ñèñòåìû, ñî÷åòàþùèå ÷åðòû
êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî îïèñàíèÿ (ñèñòåìû ñ ïðàâèëàìè ñóïåðîòáîðà).
Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ àëãåáðû ìàòðèö èëè îïå-
ðàòîðîâ (àëãåáðû ôîí Íåéìàíà).

1.2 Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

Êîìïëåêñíûå d× d-ìàòðèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûå îïåðàòî-
ðû, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå Cd; â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíåå èìåòü
äåëî ñ îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå (õîòÿ ïðè ýòîì ìû è íå âûèãðûâàåì â îáùíîñòè, òàêîé ïîäõîä
áîëåå ãåîìåòðè÷åí è ïîëåçåí ñ òî÷êè çðåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ îáîáùåíèé).
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Ïóñòü H - êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè dimH =
d < ∞, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈φ|ψ〉, φ, ψ ∈ H [6]; ñëåäóÿ ñêîðåå ôè-
çè÷åñêîé, íåæåëè ìàòåìàòè÷åñêîé òðàäèöèè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî 〈φ|ψ〉 ëèíåéíî
ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ψ è àíòèëèíåéíî ïî ïåðâîìó φ. Ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü äèðàêîâñêèå îáîçíà÷åíèÿ [2]: âåêòîð ψ èç H (â ñëó÷àå Cd åìó ñî-
îòâåòñòâóåò âåêòîð-ñòîëáåö) îáû÷íî áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ |ψ〉; cîîòâåòñòâåí-
íî, 〈ψ| îáîçíà÷àåò âåêòîð ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà (ýðìèòîâî ñîïðÿæåí-
íóþ ñòðîêó)2. Ïðè ýòîì 〈φ|ψ〉 åñòåñòâåííî îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå. Ýòè îáîçíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò óäîáíî çàïèñûâàòü îïåðàòîðû, íàïðèìåð,
A = |ψ〉〈φ| � îïåðàòîð ðàíãà 1, äåéñòâóþùèé íà âåêòîð |χ〉 ïî ôîðìóëå
A|χ〉 = |ψ〉〈φ|χ〉. Åñëè 〈ψ|ψ〉 = 1, òî |ψ〉〈ψ| � ïðîåêòîð íà åäèíè÷íûé âåêòîð
|ψ〉.

Ïóñòü {ej}j=1,...,d � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (î.í.á.) â H. Ïðîèçâîëü-
íûé âåêòîð ψ ∈ H ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

|ψ〉 =

d∑
j=1

|ej〉〈ej |ψ〉, (1.2)

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ ïîëíîòû

d∑
j=1

|ej〉〈ej | = I, (1.3)

ãäå I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â H. Ñîîòíîøåíèå

〈φ|ψ〉 =

d∑
j=1

〈φ|ej〉〈ej |ψ〉 =

d∑
j=1

〈ej |φ〉〈ej |ψ〉

ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

|ψ〉 −→

 〈e1|ψ〉
. . .
〈ed|ψ〉


ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì (âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ëèíåéíûì
îòîáðàæåíèåì, ñîõðàíÿþùèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ) ãèëüáåðòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ H è Cd. Â ïðîñòðàíñòâå Cd âûäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûé î.í.á., äëÿ
êîòîðîãî êîìïîíåíòû âåêòîðà |ej〉 ðàâíû δjk; k = 1, . . . , d.

Ç à ä à ÷ à 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì ïîëíîòû äëÿ äàííîãî áà-
çèñà, çàïèøèòå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ â H, àíàëîãè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèþ âåêòîðîâ (1.2). Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà A â î.í.á.
{ej}j=1,...,d åñòü [〈ej |A|ek〉]j,k=1,...,d.

2Íóëåâîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà H âñåãäà îáîçíà÷àåòñÿ 0, ò.ê. îáîçíà÷åíèÿ |0〉, 〈0| èñ-
ïîëüçóþòñÿ â äðóãîì ñìûñëå (ñì. ðàçäåë 1.7).
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Ôóíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå êîìïëåêñíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà îò
âåùåñòâåííîãî (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà ïðîÿâëÿåòñÿ â íàëè÷èè ïîëÿðèçà-
öèîííîãî òîæäåñòâà

β(φ, ψ) =
1

4

3∑
k=0

(−i)kβ(φ+ ikψ, φ+ ikψ), (1.4)

ïîçâîëÿþùåãî âîññòàíîâèòü âñå çíà÷åíèÿ ôîðìû β(φ, ψ), ëèíåéíîé ïî âòî-
ðîìó àðãóìåíòó è àíòèëèíåéíîé ïî ïåðâîìó, ïî êâàäðàòè÷íîé ôîðìå β(ψ,ψ), ψ ∈
H (â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ïîäîáíîå âîññòàíîâëåíèå âîçìîæíî ëèøü äëÿ
ñèììåòðè÷íûõ ôîðì). Áëàãîäàðÿ ýòîìó, íàïðèìåð, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïå-
ðàòîðíîãî ðàâåíñòâà A = B äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì 〈ψ|A|ψ〉 = 〈ψ|B|ψ〉, ψ ∈ H.

Íåîáõîäèìûé ìèíèìóì ñâåäåíèé îá îïåðàòîðàõ â êîíå÷íîìåðíîì ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðèâåäåí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

1.3 Îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíîì

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Åñëè A � îïåðàòîð â H, òî A∗ îáîçíà÷àåò îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê A ,
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

〈φ|A∗ψ〉 = 〈ψ|Aφ〉 φ, ψ ∈ H. (1.5)

Åñëè [ajk] ìàòðèöà îïåðàòîðà A â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, òî ìàòðè-
öåé îïåðàòîðà A∗ â òîì æå áàçèñå ÿâëÿåòñÿ [akj ]. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ
ýðìèòîâûì, åñëè A = A∗.

Ç à ä à ÷ à 2. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå A → A∗ àíòèëèíåéíî è îáëà-
äàåò ñâîéñòâàìè (A∗)∗ = A, (AB)∗ = B∗A∗.

Ç à ä à ÷ à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè d îáðàçóåò âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d2.

(Îðòîãîíàëüíûì) ïðîåêòîðîì íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâ îïåðàòîð P , òàêîé,
÷òî P 2 = P . Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ïðîåêòîðà P ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî

L = {ψ : P |ψ〉 = |ψ〉}.

Åñëè ‖ψ‖ = 1, òî îïåðàòîð |ψ〉〈ψ| ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà åäèíè÷íûé âåêòîð
|ψ〉. Áîëåå îáùå, äëÿ ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {ei}i∈I , îïåðàòîð∑
i∈I |ei〉〈ei| = P ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå

ñèñòåìîé {ei}i∈I .
Óíèòàðíûì íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð U , òàêîé ÷òî U∗U = I; â êîíå÷-

íîìåðíîì ñëó÷àå ýòî ðàâåíñòâî âëå÷åò UU∗ = I. ×àñòè÷íîé èçîìåòðèåé
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð U òàêîé, ÷òî U∗U = P ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì; â ýòîì
ñëó÷àå UU∗ = Q òàêæå åñòü ïðîåêòîð. Îïåðàòîð U îòîáðàæàåò îáëàñòü çíà-
÷åíèé P íà îáëàñòü çíà÷åíèé Q èçîìåòðè÷íî, òî åñòü ñîõðàíÿÿ ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå è íîðìû âåêòîðîâ.
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Åñëè
A|e〉 = a|e〉, |e〉 6= 0, (1.6)

òî a íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, à |e〉 � ñîîòâåòñòâó-
þùèì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ êàê êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

det(A− aI) = 0,

ïîñëå ÷åãî ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû íàõîäÿòñÿ êàê íåíóëåâûå
ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.6).

Ò å î ð åì à 1. Äëÿ ëþáîãî ýðìèòîâà îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {ej}, êîòîðûì îòâå÷àþò âå-
ùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ aj.

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1.6), ò.å. A|ej〉 = aj |ej〉 íà 〈ej |, ñóììèðóÿ ïî j è
ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû (1.3), ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
îïåðàòîðà A

A =

d∑
j=1

aj |ej〉〈ej |. (1.7)

Äðóãàÿ ïîëåçíàÿ ôîðìà ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè
ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {a} è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû

Ea =
∑
j:aj=a

|ej〉〈ej |.

Íàáîð ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé spec(A) = {a} íàçûâàåòñÿ ñïåê-
òðîì îïåðàòîðà A, à ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ {Ea} � ñïåêòðàëüíîé ìåðîé
îïåðàòîðà A. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

A =
∑

a∈spec(A)

aEa. (1.8)

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ïåðå÷èñëåíèÿ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Íàáîð ïðîåêòîðîâ {Ea} îáðàçóåò îðòîãîíàëüíîå ðàç-
ëîæåíèå åäèíèöû:

EaEa′ = δaa′Ea,
∑

a∈spec(A)

Ea = I. (1.9)

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ îðòîãîíàëüíóþ ñóììó
îáëàñòåé çíà÷åíèé ïðîåêòîðîâ {Ea}, íà êîòîðûõA äåéñòâóåò êàê óìíîæåíèå
íà ÷èñëî a.

Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå, ñî-
äåðæàùåì âñå aj , ôóíêöèÿ îò îïåðàòîðà A îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

f(A) =
∑
j

f(aj)|ej〉〈ej | =
∑

a∈spec(A)

f(a)Ea. (1.10)
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Ç à ä à ÷ à 4. Èñïîëüçóÿ (1.9), ïîêàæèòå, ÷òî

A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸
k

=
∑

a∈spec(A)

akEa, k = 2, . . . . (1.11)

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f îïåðàòîð f(A) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí
àëãåáðàè÷åñêè, ïóòåì ïîäñòàíîâêè A â f âìåñòî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé;
ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáóþ ôóíêöèþ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê spec(A)
ìîæíî çàìåíèòü ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå d.

Êàê óíèòàðíûå, òàê è ýðìèòîâû îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷à-
ÿìè íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ, òî åñòü îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ A∗A = AA∗. Äëÿ íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
(1.7) èìååò ìåñòî ñ âîîáùå ãîâîðÿ êîìïëåêñíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
a. Ñîîòâåòñòâåííî îáîáùàåòñÿ è ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå íîðìàëüíûõ
îïåðàòîðîâ.

Ýðìèòîâ îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, A ≥ 0, åñëè 〈ψ|Aψ〉 ≥
0 äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì, A > 0, åñëè 〈ψ|Aψ〉 > 0 äëÿ
ëþáîãî ψ 6= 0. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà íåîòðèöà-
òåëüíû: a ≥ 0 äëÿ a ∈ spec(A). Åñëè A è B ýðìèòîâû è A−B ≥ 0, òî ïèøóò
A ≥ B.

Ïðàêòè÷åñêè óäîáíûì óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé
Ñèëüâåñòðà: ïóñòü [ajk]j,k=1,...,d ìàòðèöà îïåðàòîðà A â êàêîì-ëèáî áàçèñå;
A ñòðîãî ïîëîæèòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

det[ajk]j,k=1,...,m > 0; m = 1, . . . , d.

A ïîëîæèòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ãëàâíûå (ò.å. ñèììåòðè÷íûå
îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè) ìèíîðû íåîòðèöàòåëüíû.

Ç à ä à ÷ à 5. Îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå A = B∗B äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòî-
ðà B. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü C =

√
A = A1/2, òàêîé ÷òî C2 = A.

Äëÿ ëþáîãî ýðìèòîâà îïåðàòîðà A èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

A = A+ −A−, (1.12)

ãäå A+ =
∑
a>0 aEa, A− = −

∑
a<0 aEa � ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû, íàçû-

âàåìûå ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ÷àñòÿìè îïåðàòîðà A.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêèé îïåðàòîð A ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ:

A =
A+A∗

2
+ i

A−A∗

2i
.

Â èòîãå ïîëó÷àåì
Ëåììà 1. Ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû ëèíåéíî ïîðîæäàþò ïðîñòðàí-

ñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.
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Ñëåä îïåðàòîðà T îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

TrT =

d∑
j=1

〈ej |T |ej〉, (1.13)

ãäå {ej} � ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
Ç à ä à ÷ à 6. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ T → TrT ëèíåéíà è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

TrA∗ = TrA, (1.14)

TrAB = TrBA. (1.15)

Ïîêàæèòå, ÷òî

TrA|ψ〉〈ϕ| = 〈ϕ|A|ψ〉, (1.16)

â ÷àñòíîñòè

Tr |ψ〉〈ϕ| = 〈ϕ|ψ〉. (1.17)

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ A,B ≥ 0 âûïîëíåíî

TrAB ≥ 0 (1.18)

è ðàâåíñòâî íóëþ èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AB = 0.

1.4 Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîñòóëàò

Òåïåðü ìû îáëàäàåì íåîáõîäèìûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè, ÷òîáû
ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ñòàòèñòè÷åñêèé ïîñòóëàò êâàíòîâîé òåîðèè.

Âñÿêàÿ êâàíòîâàÿ ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç äâóõ íåçàâèñèìûõ ñòà-
äèé: ïðèãîòîâëåíèÿ (ñòàòèñòè÷åñêîãî) ñîñòîÿíèÿ S è èçìåðåíèÿ íàáëþäà-
åìîé X. Êâàíòîâîé ñèñòåìå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H
îïðåäåëåííîé ðàçìåðíîñòè d. Ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè ïëîò-
íîñòè S â H, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèÿìè

S∗ = S ≥ 0, TrS = 1. (1.19)

(Âåùåñòâåííûå) íàáëþäàåìûå îïèñûâàþòñÿ ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè X =
X∗, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà (1.8), ò.å.

X =
∑
x∈X

xEx,

ãäå x � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà X, à {Ex} � åãî ñïåê-
òðàëüíàÿ ìåðà.
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�C
-

�B -
pS(x)XS

Ðèñ. 1.1: Ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò

Ðåçóëüòàò ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â ïðèãîòîâëåíèè
ñîñòîÿíèÿ S è èçìåðåíèè íàáëþäàåìîé X ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,
êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ x ∈ X ñ âåðîÿòíîñòÿìè

PS(X |= x) = TrSEx. (1.20)

Íåîòðèöàòåëüíîñòü ýòèõ ÷èñåë ñëåäóåò èç (1.18), à òîò ôàêò, ÷òî èõ ñóììà
ïî âñåì x ðàâíà 1, èç âòîðûõ ðàâåíñòâ â (1.9) è (1.19). Òàêèì îáðàçîì,
ôîðìóëà êîððåêòíà, ò. å. äåéñòâèòåëüíî çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
íà ñïåêòðå íàáëþäàåìîé X. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íàáëþäàåìîé X ðàâíî

MSX =
∑
x∈X

xTrSEx = TrSX.

Ôîðìóëà (1.20) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîëíûì âûðàæåíèåì ñòàòèñòè÷åñêîãî
ïîñòóëàòà Áîðíà-ôîí Íåéìàíà. Ïðàêòè÷åñêè îíà îçíà÷àåò, ÷òî ýêñïåðè-
ìåíò äîïóñêàåò íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé, ïðè÷åì èñ-
õîäîì êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé ðåàëèçàöèè ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ òî èëè
èíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå x îïåðàòîðà X, à ÷àñòîòû ýòèõ çíà÷åíèé íåîãðà-
íè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ ê òåîðåòè÷åñêèì âåëè÷èíàì (1.20).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â îïèñàííûé âûøå êàðòèíå ìû îãðàíè÷èìñÿ îïåðàòî-
ðàìè, äèàãîíàëüíûìè â ôèêñèðîâàííîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, òî ìû
ôàêòè÷åñêè ïîëó÷èì îïèñàíèå êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðîå èìååò ìåñòî,
íàïðèìåð â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå.

Â ñëó÷àå ïðîñòîãî ñïåêòðà íàáëþäàåìîéX =
∑
j xj |ej〉〈ej | (âñå ñîáñòâåí-

íûå xj çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû) èç (1.20), (1.16) ïîëó÷àåì

PS(X |= xj) = 〈ej |S|ej〉, (1.21)

à åñëè ñîñòîÿíèå ÷èñòîå (ñì. ðàçäåë 1.5), ò. å. S = |ψ〉〈ψ|, òî

PS(X |= xj) = |〈ej |ψ〉|2.

Ç àä à ÷ à 7. Äîêàæèòå ôîðìóëó äëÿ äèñïåðñèè íàáëþäàåìîé X

DS(X) = TrS(X −MS(X))2 = TrSX2 − (MS(X))2.

Ç àä à ÷ à 8. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàáëþäàåìîé X â ñîñòîÿíèè S, ãäå

S =
1

2

[
1 1
1 1

]
, X =

[
0 1
1 0

]
.
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Ìíîæåñòâî âñåõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé äàííîé ñèñòåìû îáëàäàåò ñòàòè-
ñòè÷åñêè ìîòèâèðîâàííîé ñòðóêòóðîé âûïóêëîñòè, òîãäà êàê ìíîæåñòâî
âñåõ íàáëþäàåìûõ èìååò ñòîëü æå ìîòèâèðîâàííóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ñòðóê-
òóðó. Ê èçó÷åíèþ ýòèõ ñòðóêòóð ìû è ïåðåõîäèì â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

1.5 Âûïóêëîñòü

ÏîäìíîæåñòâîS âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ âûïóê-
ëûì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê {Sj} ⊂ S è ëþáîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé {pj} âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ S =

∑
j pjSj ïðèíàäëåæèò

S (äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óêàçàííîãî óñëîâèÿ òîëüêî äëÿ íà-
áîðîâ èç äâóõ òî÷åê, òî åñòü ÷òîáû ìíîæåñòâî S âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ
òî÷êàìè ñîäåðæàëî è ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê). Â âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ
îñîáî âàæíû êðàéíèå òî÷êè, íå ïðåäñòàâèìûå â âèäå íåòðèâèàëüíîé âû-
ïóêëîé êîìáèíàöèè äðóãèõ òî÷åê. Ýòî ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî èç
S = pS1 + (1 − p)S2, 0 < p < 1, ñëåäóåò S = S1 = S2 ò. å. ÷òî íè îäèí
îòðåçîê â S íå ñîäåðæèò S â êà÷åñòâå ñâîåé âíóòðåííåé òî÷êè. Ìû îáî-
çíà÷àåì extr(S) ìíîæåñòâî âñåõ êðàéíèõ òî÷åê âûïóêëîãî ìíîæåñòâà S.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé îáùèé ðåçóëüòàò:

Ò å î ð åì à 2 (Ìèíêîâñêèé-Êàðàòåîäîðè). Ïóñòü S � êîìïàêòíîå (îãðà-
íè÷åííîå è çàìêíóòîå) âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, òîãäà ëþáàÿ òî÷êà
S ∈ S ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè íå áîëåå
÷åì n+ 1 êðàéíèõ òî÷åê Sj ∈ extr(S):

S =

n+1∑
j=1

pjSj , Sj ∈ extr(S). (1.22)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûïóêëîå ìíîæåñòâî Pn âñåõ ðàñïðå-
äåëåíèé âåðîÿòíîñòåé P = {p1, . . . , pn+1} íà ìíîæåñòâå èç n+ 1 ýëåìåíòîâ.
Â ñèëó óñëîâèÿ

∑
j pj = 1, ìíîæåñòâî Pn ìîæåò áûòü ïîãðóæåíî â Rn.

Åãî êðàéíèìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòî-
ðûõ âñå âåðîÿòíîñòè pj ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé, ðàâíîé 1. Âñåãî
èìååòñÿ n+1 òàêèõ òî÷åê, è ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå èçPn åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èõ âûïóêëîé êîìáèíàöèè ñ êîýôôèöèåíòàìè pj .
Òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñîì, è åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì ýòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà. Ìíî-
æåñòâî Pd−1 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êëàññè÷åñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé
íà êîíå÷íîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðà d. Åãî êðàéíèå òî÷êè íàçûâà-
þòñÿ ÷èñòûìè ñîñòîÿíèÿìè.

Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ F , îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì ïîäìíîæåñòâå S
êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé (âîãíóòîé),
åñëè

F(
∑
j

pjSj) ≤ (≥)
∑
j

pjF(Sj), (1.23)
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äëÿ ëþáîé âûïóêëîé êîìáèíàöèè òî÷åê Sj ∈ S. Â îïðåäåëåíèè âûïóêëîé
ôóíêöèè îáû÷íî òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ äëÿ ëþáûõ äâóõ òî-
÷åê, à çàòåì íåðàâåíñòâî (1.23), íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà, äîêàçû-
âàåòñÿ äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ïî èíäóêöèè. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
àôôèííîé, åñëè îíà êàê âûïóêëà, òàê è âîãíóòà, ò. å.

F(
∑
j

pjSj) =
∑
j

pjF(Sj). (1.24)

Ç à ä à ÷ à 9. Íåïðåðûâíàÿ âûïóêëàÿ (â ÷àñòíîñòè, àôôèííàÿ) ôóíêöèÿ
íà êîìïàêòíîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå S äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà â êðàé-
íåé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà.

1.6 Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ

Ñîñòîÿíèå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñòàòè-
ñòè÷åñêèé àíñàìáëü áîëüøîãî êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ïðèãî-
òîâëåííûõ ýêçåìïëÿðîâ ñèñòåìû (íàïðèìåð, ïó÷îê ÷àñòèö, âûëåòàþùèõ èç
óñêîðèòåëÿ), îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè (ìàòðèöåé ïëîòíîñòè â
ôèêñèðîâàííîì áàçèñå), ò.å. îïåðàòîðîì S â H, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì
S ≥ 0, TrS = 1. Ïóñòü S(H) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ ïëîò-
íîñòè. Âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ îïåðàòîðîâ ïëîòíîñòè îïèñûâàåò ñìåøèâàíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé. Ñìåñü S =

∑
j pjSj ïîëó÷aeò-

ñÿ, åñëè âçÿòü àíñàìáëè ñèñòåì, ïðèãîòîâëåííûõ â ñîñòîÿíèÿõ Sj è ñìåøàòü
èõ ñ âåñàìè pj .

Â âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ îñîáî âàæíû êðàéíèå òî÷êè, íå ïðåäñòàâèìûå
â âèäå íåòðèâèàëüíîé ñìåñè äðóãèõ òî÷åê. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè, êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, íàçûâàåìûå ÷èñòûìè
ñîñòîÿíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþò ïðîöåäóðàì ïðèãîòîâëåíèÿ áåç ó÷àñòèÿ êëàñ-
ñè÷åñêîé ñëó÷àéíîñòè. Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè îíè, î÷åâèäíî, îïèñûâàþòñÿ
âûðîæäåííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ñîñðåäîòî÷åííûìè â îäíîé èç òî÷åê ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ
(îäíîìåðíûìè) ïðîåêòîðàìè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññè÷åñêîìó ðàâíî-
ìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ P = {1/d, . . . , 1/d} ñîîòâåòñòâóåò êâàíòîâîå õàî-
òè÷åñêîå ñîñòîÿíèå S = 1/d I.

Â êâàíòîâîì ñòàòèñòè÷åñêîì àíñàìáëå åñòü äâà âèäà ñëó÷àéíîñòè: âî-
ïåðâûõ, óñòðàíèìàÿ â ïðèíöèïå ñëó÷àéíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ ôëóêòóàöèÿìè
êëàññè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåäóðû ïðèãîòîâëåíèÿ, è âî-âòîðûõ, íåóíè-
÷òîæèìàÿ êâàíòîâàÿ ñëó÷àéíîñòü, ïðèñóòñòâóþùàÿ â ëþáîì ÷èñòîì ñîñòî-
ÿíèè.

Ò å î ð åì à 3. Êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé S(H),
íàçûâàåìûå ÷èñòûìè ñîñòîÿíèÿìè, ñóòü (îäíîìåðíûå) ïðîåêòîðû, S2 =
S, è òîëüêî îíè.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð ïëîòíîñòè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä S =
|ψ〉〈ψ|, ãäå |ψ〉 � åäèíè÷íûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëåííûé ñ òî÷íîñòüþ
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äî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ, ïî ìîäóëþ ðàâíîãî åäèíèöå. Åñëè {ek} � ôèêñè-
ðîâàííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî ψ(k) = 〈ek|ψ〉 è åñòü çíàìåíèòàÿ
ïñè-ôóíêöèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè (â k-ïðåäñòàâëåíèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ýðìèòîâà îïå-
ðàòîðà S

S =

d∑
j=1

sj |ej〉〈ej |, sj ≥ 0,
∑

sj = 1, (1.25)

ãäå sj � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, |ej〉 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà S,
d = dimH. Åñëè S � êðàéíÿÿ òî÷êà, òî ýòà ñóììà ñîäåðæèò òîëüêî îäíî
íåíóëåâîå ñëàãàåìîå, ñëåäîâàòåëüíî, S åñòü îäíîìåðíûé ïðîåêòîð. Îáðàòíî,
ïóñòü S � îäíîìåðíûé ïðîåêòîð è S = pS1+(1−p)S2, ãäå 0 < p < 1. Âîçâåäåì
ýòî âûðàæåíèå â êâàäðàò è ðàññìîòðèì ðàçíîñòü S è S2:

pS1(I − S1) + (1− p)S2(I − S2) + p(1− p)(S1 − S2)2 = S − S2 = 0. (1.26)

Îïåðàòîðû S1(I − S1), S2(I − S2) èìåþò íåîòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ âèäà s(1 − s); 0 ≤ s ≤ 1 è ïîýòîìó ïîëîæèòåëüíû. Êðîìå òîãî,
(S1 − S2)2 ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà òðåõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ
ðàâíà íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ñëàãàåìîå äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Íî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S1 = S2 = S, ò. å. S � êðàéíÿÿ òî÷êà.

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïëîòíîñòè S ìåðà ÷èñòîòû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì

P (S) = TrS2 =
∑
j

s2
j , (1.27)

ãäå sj � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà S. Ýíòðîïèÿ ñîñòîÿíèÿ S îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

H(S) = −TrS logS = −
∑
j

sj log sj , (1.28)

ñ ñîãëàøåíèåì 0 log 0 = 0, à ëîãàðèôì áåðåòñÿ ïî ôèêñèðîâàííîìó îñíîâà-
íèþ a > 1. Â òåîðèè èíôîðìàöèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü äâîè÷íûé ëîãàðèôì
(a = 2), ïðè ýòîì åäèíèöåé èçìåðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áèò. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ìå-
õàíèêå îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì, åäèíèöåé èçìåðåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ íàò, òàê ÷òî 1 íàò=ln 2 áèò.

Ç à ä à ÷ à 10. Ïîêàæèòå, ÷òî 1/d ≤ P (S) ≤ 1, ïðè÷åì P (S) = 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîñòîÿíèå S � ÷èñòîå. P (S) = 1/d òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñîñòîÿíèå S � õàîòè÷åñêîå.

Ïîêàæèòå, ÷òî 0 ≤ H(S) ≤ log d, ïðè÷åì H(S) = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñîñòîÿíèå S � ÷èñòîå. H(S) = log d òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîñòîÿíèå S � õàîòè÷åñêîå.

Ç à ä à ÷ à 11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè dimH = d, òî S(H) ïîãðóæàåòñÿ â
âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n = d2 − 1.
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Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå (1.25) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ìíîæåñòâà
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé (êàê è äëÿ äðóãèõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ñ ãëàäêîé
ãðàíèöåé) òåîðåìà Êàðàòåîäîðè äàåò çàâûøåííîå çíà÷åíèå n. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, äëÿ ìíîæåñòâà êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ñèìïëåêñ, ýòà òåîðåìà äàåò òî÷íîå çíà÷åíèå. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü èí-
òåðïðåòèðîâàòü êâàíòîâóþ òåîðèþ êàê êëàññè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìî-
äåëü, â ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðå êîòîðîé çàøèôðîâàíû íåêèå íåêëàññè-
÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ (òåîðèþ ñî ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè). Äëÿ îäèíî÷íîé
êâàíòîâîé ñèñòåìû òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ âîçìîæíà, íî äî ñèõ ïîð íå îêàçà-
ëàñü ïëîäîòâîðíîé. Ïðè ïåðåõîäå æå ê ñîñòàâíûì ñèñòåìàì îíà ïðèâîäèò
ê íåóñòðàíèìûì ïðîòèâîðå÷èÿì ñ ôèçè÷åñêèìè ïðèíöèïàìè ëîêàëüíîñòè
è ïðè÷èííîñòè (ñì. äàëåå ï. 2.4).

1.7 Äâóõóðîâíåâûå ñèñòåìû. Êâàíòîâûé áèò

Ïðîñòåéøåé êëàññè÷åñêîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ áèò � ñèñòåìà ñ äâóìÿ ÷èñòû-
ìè ñîñòîÿíèÿìè. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíû-
ìè ìàòðèöàìè

P =

[
p 0
0 1− p

]
, 0 ≤ p ≤ 1.

è ìíîæåñòâî âñåõ êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íûé
îòðåçîê.

Íàèáîëåå ïðîñòûì, íî âàæíûì ïðèìåðîì êâàíòîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ
q-áèò � äâóõóðîâíåâàÿ êâàíòîâàÿ ñèñòåìà, dimH = 2. Áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñòàíäàðòíûé áàçèñ â C2:

|0〉 =

[
1

0

]
, |1〉 =

[
0

1

]
.

Óäîáíî ââåñòè áàçèñ Ïàóëè â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ 2× 2-
ìàòðèö:

I = σ0 =

[
1 0

0 1

]
, σx =

[
0 1

1 0

]
, σy =

[
0 −i
i 0

]
, σz =

[
1 0
0 −1

]
.

Ç àä à ÷ à 12. Ìàòðèöû Ïàóëè ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöå óìíîæåíèÿ

σ2
x = I, σ2

y = I, σ2
z = I,

σxσy = iσz, σyσz = iσx, σzσx = iσy. (1.29)

Êðîìå òîãî, Trσx = Trσy = Trσz = 0.
Âñÿêèé îïåðàòîð ïëîòíîñòè S ∈ S(H) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

S(~a) =
1

2

[
1 + az ax − iay
ax + iay 1− az

]
=

1

2
(I + axσx + ayσy + azσz), (1.30)
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ãäå ~a = (ax, ay, az). Óñëîâèå detS ≥ 0 íàêëàäûâàåò ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå
íà ïàðàìåòðû Ñòîêñà (ax, ay, az):

|~a|2 ≡ a2
x + a2

y + a2
z ≤ 1.

Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî äëÿ òîãî, ÷òîáû S ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, S(H) êàê âûïóêëîå ìíîæåñòâî
èçîìîðôíî åäèíè÷íîìó øàðó â R3.

Äëÿ ìåðû ÷èñòîòû (1.27) ïîëó÷àåì

P (S(~a)) =
1

2

(
1 + |~a|2

)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòè øàðà |~a| =
1 è ñîñòàâëÿþò ñôåðó Áëîõà.

Ïóñòü S(~a) = |ψ〉〈ψ|, ãäå |ψ〉 = c0|0〉+ c1|1〉 � åäèíè÷íûé âåêòîð, òàê ÷òî
|c0|2 + |c1|2 = 1. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ~a = (ax, ay, az) íà ñôåðå
Áëîõà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ax + iay = 2c̄0c1, az = 2|c0|2 − 1. (1.31)

Ýòî ñîîòâåòñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì: óìíîæåíèå âåêòîðà |ψ〉
íà ïðîèçâîëüíûé êîìïëåêñíûé ìíîæèòåëü α, ïî ìîäóëþ ðàâíûé åäèíèöå,
ïðèâîäèò ê òîìó æå ñîñòîÿíèþ S(~a), è ê òîìó æå âåêòîðó ~a.

Ç à ä à ÷ à 13. Äëÿ äàííîãî âåêòîðà ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ q-áèòà íàéäèòå
ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ~a íà ñôåðå Áëîõà:

|0〉, |1〉, 1√
2

(|0〉 ± |1〉) , 1√
2

(|0〉 ± i|1〉) .

×òîáû îïèñàòü îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå, ââåäåì óãëû Ýéëåðà θ è φ òàê,
÷òî az = cos θ è ax + iay = sin θeiφ, òîãäà

S(~a) = |~a〉〈~a|, (1.32)

ãäå

|~a〉 =

[
cos(θ/2)
sin(θ/2) eiφ

]
. (1.33)

Ç à ä à ÷ à 14. Íàéäèòå óãëû Ýéëåðà âåêòîðà −~a è ïîêàæèòå, ÷òî 〈~a|−~a〉 =
0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ ~a, âåêòîðû | ± ~a〉 îáðàçóþò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â C2.

Ç à ä à ÷ à 15. Äëÿ äàííîãî âåêòîðà ~a íà ñôåðå Áëîõà íàéäèòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèé âåêòîð ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ |~a〉 è ìàòðèöó ïëîòíîñòè â ñòàíäàðòíîì
áàçèñå:

~a =

(
1√
2
, 0,

1√
2

)
;

(
1√
2
,− 1√

2
, 0

)
; (0, 1, 0).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äàëè îïèñàíèå ñîñòîÿíèé q-áèòà. Òåïåðü ïåðåéäåì
ê íàáëþäàåìûì. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ìàòðèöû Ïàóëè îáðàçóþò áàçèñ
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x

z

y

|0〉

|1〉

|ψ〉

ϕ

θ

Ðèñ. 1.2: Ïðåäñòàâëåíèå q-áèòà ïðè ïîìîùè ñôåðû Áëîõà

â ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ ìàòðèö, ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿêàÿ ýðìèòîâà 2 × 2-
ìàòðèöà îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

X = k0I + k1X(~a), (1.34)

ãäå k0 = TrX/2,

X(~a) =

[
az ax − iay

ax + iay −az

]
= axσx + ayσy + azσz, (1.35)

ïðè÷åì |~a| = 1. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü íàáëþäàåìûå
âèäà (1.35), ò.ê. îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ ïóòåì èçìåíåíèÿ íà÷àëà îò-
ñ÷åòà è ìàñøòàáà. Äëÿ |~a| = 1 ïîëó÷àåì èç (1.30), (1.32)

|~a〉〈~a| = 1

2
(I +X(~a)). (1.36)

Âû÷èòàÿ èç (1.36) àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ −~a, ïîëó÷àåì ñïåêòðàëü-
íîå ðàçëîæåíèå ýðìèòîâà îïåðàòîðà (1.35)

X(~a) = |~a〉〈~a| − | − ~a〉〈−~a|, |~a| = 1. (1.37)

Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåìàÿ X(~a) èìååò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ±1,
êîòîðûì îòâå÷àþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû | ± ~a〉 â C2.

Ç à ä à ÷ à 16. Äîêàæèòå ôîðìóëó

X(~a1)X(~a2) = (~a1 · ~a2)I + iX(~a1 × ~a2). (1.38)
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Ç àä à ÷ à 17. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.38) è ñâîéñòâàìè ìàòðèö Ïàóëè,

ïîêàæèòå, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íàáëþäàåìîé X(~b), |~b| = 1 â ñî-
ñòîÿíèè S(~a), |~a| ≤ 1 ðàâíî

TrS(~a)X(~b) = ~a ·~b. (1.39)

Ç à ä à ÷ à 18. Ïîëüçóÿñü ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì (1.37), ïîêàæèòå,

÷òî èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé X(~b), |~b| = 1 â ñîñòîÿíèè S(~a), |~a| ≤ 1 äàåò
çíà÷åíèÿ ±1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè

PS(~a)(X(~b) |= ±1) =
1

2

(
1± ~a ·~b

)
. (1.40)

×åìó ðàâíà �âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà� |〈~a|~b〉|2, ãäå ‖~a‖ = ‖~b‖ = 1?
Ç à ä à ÷ à 19. Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (1.37), ïîëó÷èòå ñïåêòðàëüíîå

ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà ïëîòíîñòè (1.30):

S(~a) =
1 + |~a|

2
|~a′〉〈~a′|+ 1− |~a|

2
| − ~a′〉〈−~a′|, ~a′ = ~a/|~a|.

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè S(~a) ñóòü
1±|~a|

2 . Îòñþäà, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì (1.28), ïîëó÷àåì ýíòðîïèþ ñîñòîÿ-
íèÿ S(~a):

H(S(~a)) = h

(
1 + |~a|

2

)
,

ãäå h(p) = −p log p − (1 − p) log(1 − p) � ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîãî áèòà. Ýòà
ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà íà êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåðàõ |~a| = r, ïðè÷åì ýíòðîïèÿ
ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé, ïðèíèìàþùåé ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå 0 íà
ãðàíèöå øàðà è ìàêñèìàëüíîå 1 â åãî öåíòðå ~a = 0. Ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò
õàîòè÷åñêîå ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå S(0) = I/2.

Ç à ä à ÷ à 20. Ïóñòü ~a � ñëó÷àéíûé âåêòîð, èìåþùèé ðàâíîìåðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íà ñôåðå Áëîõà. Íàéäèòå MS(~a) è äàéòå ñòàòèñòè÷åñêóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ îòâåòà.

Ôèçè÷åñêèìè ðåàëèçàöèÿìè q-áèòà ÿâëÿþòñÿ ñïèí (âíóòðåííèé óãëîâîé
ìîìåíò) ýëåêòðîíà èëè àòîìà ñî ñïèíîì 1/2, ïîëÿðèçàöèÿ ìîíîõðîìàòè-
÷åñêîãî ôîòîíà3, ëþáàÿ êâàíòîâàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ àêòèâíûìè ýíåðãåòè-
÷åñêèìè óðîâíÿìè, ñì. [1]. Â òàêèõ ñèñòåìàõ íàáëþäàåìàÿ X(~a) = axσx +
ayσy + azσz îïèñûâàåò �ïðîåêöèþ ñïèíà� íà íàïðàâëåíèå ~a = (ax ay, az).
Òàêèì îáðàçîì, ñïèí � ýòî âåêòîð

~σ = (σx, σy, σz)

ñ (íåêîììóòèðóþùèìè) îïåðàòîðíûìè êîìïîíåíòàìè σx, σy, σz. Ñîñòîÿíèå
(1.36) îïèñûâàåò àíñàìáëü (ïó÷îê ÷àñòèö) ñî ñïèíîì âäîëü íàïðàâëåíèÿ

3Â ýòîì ñëó÷àå θ/2 ÿâëÿåòñÿ óãëîì ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé íàïðàâëåíèþ èìïóëüñà, à φ � ðàçíîñòüþ ôàç ìåæäó ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëü-
íîé êîìïîíåíòàìè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.
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~a. Ýêñïåðèìåíò Øòåðíà-Ãåðëàõà, îïèñûâàþùèé ïðèãîòîâëåíèå ñîñòîÿíèé
S(~a) è èçìåðåíèå íàáëþäàåìûõ X(~b) ñ ïîìîùüþ âíåøíåãî íåîäíîðîäíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, äåòàëüíî îïèñàí â ëåêöèÿõ Ôåéíìàíà [10].

1.8 Ôóíêöèè îò íàáëþäàåìîé. Ñîâìåñòèìûå íà-

áëþäàåìûå

Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííóþ íàáëþäàåìóþ X ñî ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì

X =
∑
x∈X

xEx,

ãäå x � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà X, à {Ex} � åãî ñïåê-
òðàëüíàÿ ìåðà.

Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f(x), îïðåäåëåííîé íà ñïåêòðå X ,
èìååì

f(X) =
∑
x∈X

f(x)Ex.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íàáëþäàåìîé f(X) ðàâíî

MSf(X) = TrSf(X) =
∑
x∈X

f(x) TrSEx.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé f(X) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê êâàí-
òîâîå èçìåðåíèå X ñ ïîñëåäóþùèì êëàññè÷åñêèì âû÷èñëåíèåì ôóíêöèè
f(x) îò ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ x.

Âåùåñòâåííûå íàáëþäàåìûåX,Y íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòèìûìè, åñëè íàé-
äåòñÿ âåùåñòâåííàÿ íàáëþäàåìàÿ Z, òàêàÿ ÷òî X = f(Z), Y = g(Z), ãäå f, g
� íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàáëþäàåìûå X,Y
ìîãóò áûòü èçìåðåíû â îäíîì ýêñïåðèìåíòå (èçìåðåíèÿ Z), ñ ïîñëåäóþùèì
ïåðåñ÷åòîì ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèÿ.

Êîììóòàòîðîì îïåðàòîðîâ X,Y íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð [X,Y ] = XY −
Y X. Îïåðàòîðû X,Y êîììóòèðóþò (ïåðåñòàíîâî÷íû), åñëè [X,Y ] = 0.

Ò å î ð åì à 4. Ïóñòü X,Y �âåùåñòâåííûå íàáëþäàåìûå ñî ñïåêòðàëü-
íûìè ðàçëîæåíèÿìè X =

∑
x xEx, Y =

∑
y yFy. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ýêâèâàëåíòíû:
(i) X,Y ñîâìåñòèìû;
(ii) [Ex, Fy] = 0 äëÿ âñåõ x, y;
(iii) [X,Y ] = 0;
(iv) X,Y îäíîâðåìåííî äèàãîíàëèçóåìû, ò.å. èìåþò îáùèé áàçèñ èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî.
(i)⇒ (ii). Åñëè X,Y ñîâìåñòèìû, òî

Ex =
∑

z:f(z)=x

Gz, Fy =
∑

z:g(z)=y

Gz,
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S X
x

f
f(x)

x
g

g(x)

Ðèñ. 1.3: Ñîâìåñòèìûå íàáëþäàåìûå

ãäå {Gz}� ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà íàáëþäàåìîé Z, îòêóäà ñëåäóåò (ii), ïîñêîëü-
êó [Gz, Gz′ ] ≡ 0.

(ii) ⇒ (iii). Î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó X ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
îïåðàòîðîâ Ex, à Y � ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îïåðàòîðîâ Fy.

(iii) ⇒ (iv). Ïåðåõîäÿ ê áàçèñó, â êîòîðîì ìàòðèöà X äèàãîíàëüíà, ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X = diag[xj ], Y = [yjk]. Èç óñëîâèÿ XY − Y X = 0 ïî-
ëó÷àåì (xj −xk)yjk = 0. Òàêèì îáðàçîì, xj 6= xk âëå÷åò yjk = 0. Ãðóïïèðóÿ
âìåñòå îäèíàêîâûå xj , ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöû X,Y ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
áëî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäå X = diag[x′jIj ], Y = diag[Yj ], ãäå âñå x

′
j ðàçëè÷-

íû, Ij � åäèíè÷íûå ìàòðèöû, ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ dj ðàâíû êðàòíîñòè x′j ,
à Yj � ýðìèòîâû dj×dj-ìàòðèöû. Òåïåðü â êàæäîì áëîêå Yj ìîæíî ïåðåéòè
ê áàçèñó, â êîòîðîì Yj äèàãîíàëüíà, ïðè ýòîì âèä ìàòðèöû X íå èçìåíèòñÿ.

(iv)⇒ (i).Ïóñòü {ej} � îáùèé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðîâ
X,Y , è ïóñòü {xj , yj} � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà èñêîìûé
îïåðàòîð Z � îïåðàòîð ñ òåìè æå ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè è ñîáñòâåííûìè
÷èñëàìè {j}, ïðè÷åì f(j) = xj , g(j) = yj .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàáëþäàåìûåX,Y ñîâìåñòèìû, òî îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíû íàáëþäàåìûå âèäà

h(X,Y ) =
∑
x,y

h(x, y)ExFy,

ãäå h � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, à

ExFy = FyEx =
∑

z:f(z)=x,g(z)=y

Gz.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàáëþäàåìûõ
X,Y â ëþáîì ñîñòîÿíèè S ìîæåò áûòü çàäàíî ôîðìóëîé

PS(X |= x, Y |= y) = TrSExFy = TrSFyEx. (1.41)

Ïðè ýòîì

MSh(X,Y ) = TrSh(X,Y ) =
∑
x,y

h(x, y)PS(X |= x, Y |= y). (1.42)
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Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ñîâìåñòíîå èçìåðåíèå è ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ñîâìåñòèìûõ íàáëþäà-
åìûõ.

Ç à ä à ÷ à 21. Îáîáùèòå ñîîòíîøåíèÿ (1.42), (1.41) íà ñëó÷àé n ïîïàðíî
ñîâìåñòèìûõ íàáëþäàåìûõ.

Ç à ä à ÷ à 22.
[X(−→n ), X(−→m)] = 2iX(−→n ×−→m).

Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåìûå ïðîåêöèé ñïèíà íà íàïðàâëåíèÿ −→n ,−→m ñîâìå-
ñòèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè íàïðàâëåíèÿ êîëëèíåàðíû. Â ÷àñò-
íîñòè, êîìïîíåíòû ñïèíà σx, σy, σz íå äîïóñêàþò ñîâìåñòíîãî èçìåðåíèÿ.

Ç à ä à ÷ à 23. Ïîêàæèòå, ÷òî âåùåñòâåííàÿ íàáëþäàåìàÿ, ñîâìåñòèìàÿ
ñî âñåìè êâàíòîâûìè íàáëþäàåìûìè, ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, òî
åñòü çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì, êðàòíûì åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó.

Ç à ä à ÷ à 24. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå XY − Y X = cI, ãäå c 6= 0, íå
èìååò ðåøåíèé â êîíå÷íîìåðíûõ ìàòðèöàõ X,Y .

Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåìûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñàQ,P , êîòîðûå óäî-
âëåòâîðÿþò êàíîíè÷åñêîìó êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ Ãåéçåíáåðãà

QP − PQ = i~I, (1.43)

ãäå ~ ≈ 10−27 ã ñì2c−1 � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà), äîëæíû ïðåäñòàâëÿòüñÿ
�áåñêîíå÷íîìåðíûìè ìàòðèöàìè�, à òî÷íåå, îïåðàòîðàìè â áåñêîíå÷íîìåð-
íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàþò îïåðàòîðû
Q = x, P = ~

i
d
dx â ïðîñòðàíñòâå H = L2(R) êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì ìîäóëÿ.

1.9 Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé

Ïóñòü X,Y � äâà îïåðàòîðà. Òîãäà

XY = X ◦ Y +
1

2
[X,Y ],

ãäå X ◦ Y = 1
2 (XY + Y X) � ñèììåòðèçîâàííîå èëè éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå

îïåðàòîðîâ X,Y .
Ïóñòü S � íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðàX = [X1, . . . , Xn]

âåùåñòâåííûõ íàáëþäàåìûõ ïîëîæèì X0
j = Xj − IMSXj è ââåäåì äâå âå-

ùåñòâåííûå ìàòðèöû: ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó êîâàðèàöèé

DS(X) =
[
TrSX0

j ◦X0
k

]
j,k=1,...,n

, (1.44)

è êîñîñèììåòðè÷íóþ êîììóòàöèîííóþ ìàòðèöó

CS(X) =
[
iTrS[Xj , Xk]

]
j,k=1,...,n

=
[
iTrS[X0

j , X
0
k ]
]
j,k=1,...,n

. (1.45)

Èìååì

DS(X) ≥ i

2
CS(X) (1.46)
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â ñìûñëå íåðàâåíñòâà ìåæäó êîìïëåêñíûìè ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ýðìèòîâà ìàòðèöà

DS(X)− i

2
CS(X) =

[
TrSX0

jX
0
k

]
j,k=1,...,n

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ cj ∈ C
n∑

j,k=1

c̄jck TrSX0
jX

0
k = TrSZ∗Z ≥ 0,

ãäå Z =
∑n
j=1 cjX

0
j .

Äëÿ äâóõ íàáëþäàåìûõ X1 = X è X2 = Y íåðàâåíñòâî (1.46) ýêâèâà-
ëåíòíî ñîîòíîøåíèþ íåîïðåäåëåííîñòåé Øðåäèíãåðà - Ðîáåðòñîíà

DS(X)DS(Y ) ≥ covS(X,Y )2 +
1

4
|MS [X,Y ]|2, (1.47)

ãäå
DS(X) = TrS(X − IMS(X))2 (1.48)

� äèñïåðñèÿ âåùåñòâåííîé íàáëþäàåìîé X â ñîñòîÿíèè S,

covS(X,Y ) = MS(X − IMS(X)) ◦ (Y − IMS(Y )). (1.49)

Â ñàìîì äåëå, íåðàâåíñòâî (1.46) ïðèíèìàåò âèä[
DS(X) covS(X,Y )

covS(X,Y ) DS(Y )

]
≥ i

2

[
0 iMS [X,Y ]

−iMS [X,Y ] 0

]
.

Ïåðåíîñÿ ïðàâóþ ÷àñòü íàëåâî, âèäèì, ÷òî (1.47) îçíà÷àåò íåîòðèöàòåëü-
íîñòü îïðåäåëèòåëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ 2 × 2-ìàòðèöû. Îñòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû.

Åñëè X,Y ñîâìåñòèìûå íàáëþäàåìûå, òî âåëè÷èíà covS(X,Y ) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé êîâàðèàöèþ âåëè÷èí X,Y â ñîñòîÿíèè S; â ýòîì ñëó÷àå
[X,Y ] = 0 è (1.47) ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ
êîâàðèàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñëè æå X,Y íåñîâìåñòèìû, òî X,Y íåèç-
ìåðèìû â îäíîì ýêñïåðèìåíòå, è äèñïåðñèè DS(X),DS(Y ) â ñîîòíîøåíèè
íåîïðåäåëåííîñòåé îòíîñÿòñÿ ê äâóì ðàçëè÷íûì èçìåðåíèÿì, ïðîèçâåäåí-
íûìè íàä ðàçíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè îäíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Îò-
áðàñûâàÿ íåîòðèöàòåëüíûé ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (1.47), ïîëó÷àåì
áîëåå èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî

DS(X)DS(Y ) ≥ 1

4
|MS [X,Y ]|2. (1.50)

Åñëè ôîðìàëüíî ïîäñòàâèòü ñþäà íàáëþäàåìûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñà
X = Q,Y = P è ó÷åñòü (1.43), òî ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííî-
ñòåé Ãåéçåíáåðãà

DS(Q)DS(P ) ≥ ~2

4
, (1.51)
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èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè íåîïðåäåëåííîñòè
êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñâÿçàíû îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ
è íå ìîãóòü áûòü ñäåëàíû îäíîâðåìåííî ñêîëü óãîäíî ìàëûìè (ñòðîãîå äî-
êàçàòåëüñòâî ñì., íàïðèìåð, â [7]).

Ç à ä à ÷ à 25. Äîêàæèòå íåêîììóòàòèâíîå íåðàâåíñòâî Êîøè- Áóíÿêîâ-
ñêîãî

|TrSX∗Y |2 ≤ TrSX∗X TrSY ∗Y, (1.52)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ S è îïåðàòîðîâ X,Y â H.
Ç à ä à ÷ à 26. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

DS(−→a )X(−→n ) · DS(−→a )X(−→m) ≥ (−→a ,−→n ,−→m)2,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè � ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ.

1.10 Àïîñòåðèîðíîå ñîñòîÿíèå. Ïîñëåäîâàòåëü-

íûå èçìåðåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Ω,
êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â (ñòàòèñòè÷åñêîì) ñîñòîÿíèè P = {P (ω)}. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå âåùåñòâåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû ïîñëå èçìåðåíèÿ, â ðåçóëüòàòå êî-
òîðîãî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå x? Îíî äàåòñÿ óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿò-
íîñòåé, ïðè óñëîâèè X(ω) = x:

Px(ω) =
P (ω)Ex(ω)

P{X(ω) = x}
, (1.53)

ãäå ÷åðåç Ex îáîçíà÷åí èíäèêàòîð ïîäìíîæåñòâà {ω : X(ω) = x} ⊆ Ω.
Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Áàéåñà

P (ω) =
∑
x

Px(ω)P{X(ω) = x} (1.54)

îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíûé �ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü� ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäàí-
ñàìáëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì x ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X,
êîòîðûå èìåþò �âåñà� px = P{X(ω) = x}; åñëè ýòè àíñàìáëè âíîâü ñìåøè-
âàþòñÿ, ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî èñõîäíûé àíñàìáëü.

Ïåðåéäåì ê êâàíòîâûì èçìåðåíèÿì. Ðàññìîòðèì êâàíòîâóþ ñèñòåìó â
ïðîñòðàíñòâå H, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè S è ïóñòü íàä íåé ïðîèç-
âîäèòñÿ èçìåðåíèå âåùåñòâåííîé íàáëþäàåìîé X =

∑
x xEx, ãäå E = {Ex}

�ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà îïåðàòîðà X.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà X ðàçëè÷íû, òàê ÷òî

Ex = |ex〉〈ex|, ãäå {|ex〉}� áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ X. Ïîëíîå èäåàëü-
íîå êâàíòîâîå èçìåðåíèå ñâÿçûâàåòñÿ ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì |ex〉,
âåêòîðû êîòîðîãî èíäåêñèðîâàíû âîçìîæíûìè èñõîäàìè èçìåðåíèÿ x, âå-
ðîÿòíîñòè êîòîðûõ, ñîãëàñíî (1.21), ðàâíû px = 〈ex|S|ex〉. Ïîñòóëèðóåòñÿ,
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÷òî â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ ñ ïîëó÷åííûì èñõîäîì x ñèñòåìà ïåðåõîäèò â
ñîñòîÿíèå

Sx = |ex〉〈ex|. (1.55)

Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ïîñëå èçìåðåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà
ïîäàíñàìáëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì èñõîäàì x ñ âåðîÿòíîñòÿìè px,
è â öåëîì îïèñûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì

S′ =
∑
x

pxSx =
∑
x

|ex〉〈ex|S|ex〉〈ex|. (1.56)

Ïîñòóëàò (1.55) ìîòèâèðóåòñÿ òðåáîâàíèåì âîñïðîèçâîäèìîñòè: ïðè íåìåä-
ëåííîì ïîâòîðíîì èçìåðåíèè íàáëþäàåìîé X èñõîä ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äîë-
æåí ñîâïàñòü ñ èñõîäîì x ïåðâîãî èçìåðåíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå íåêîòîðûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà X ìîãóò ñîâïàäàòü. Ñî-
ãëàñíî ïðîåêöèîííîìó ïîñòóëàòó ôîí Íåéìàíà - Ëþäåðñà [7], èäåàëüíîå
èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé X =

∑
x xEx äàåò çíà÷åíèå x ñ âåðîÿòíîñòüþ

px = TrSEx = TrExSEx, (1.57)

ïðè ýòîì àïîñòåðèîðíîå ñîñòîÿíèå, ò. å. ñîñòîÿíèå ïîäàíñàìáëÿ, â êîòîðîì
áûë ïîëó÷åí èñõîä èçìåðåíèÿ x, ðàâíî

Sx = p−1
x ExSEx, åñëè px > 0.

Ïîÿñíèì, ÷òî âòîðîå ðàâåíñòâî â ôîðìóëå (1.57) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî E2
x =

Ex è ñâîéñòâà ñëåäà (1.15). Äëÿ ñîñòîÿíèÿ âñåãî àíñàìáëÿ ïîñëå èçìåðåíèÿ
èìååò ìåñòî êâàíòîâûé àíàëîã ôîðìóëû Áàéåñà

S′ =
∑
x

pxSx =
∑
x

ExSEx. (1.58)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè èñõîäíîå ñîñòîÿíèå � ÷èñòîå, S = |ψ〉〈ψ|, òî
àïîñòåðèîðíîå ñîñòîÿíèå òàêæå ÷èñòîå, ñ âåêòîðîì, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ
ïðîåöèðîâàíèåì èñõîäíîãî âåêòîðà |ψ〉:

|ψ〉 −→ |ψx〉 = p−1/2
x Ex|ψ〉, px = 〈ψ|Ex|ψ〉. (1.59)

Ç à ä à ÷ à 27. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè îïåðàòîðû S è X êîììóòèðóþò, òî
ïðîåêöèîííûé ïîñòóëàò ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé ôîðìóëå (1.53), à ôîðìóëà
(1.58) ïåðåõîäèò â ôîðìóëó Áàéåñà (1.54).

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû Áàéåñà (1.54), êâàí-
òîâîå ñîñòîÿíèå (1.58) âñåãî àíñàìáëÿ ïîñëå èäåàëüíîãî èçìåðåíèÿ ìîæåò
îòëè÷àòüñÿ îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ S. Òàêèì îáðàçîì, èäåàëüíîå êâàí-
òîâîå èçìåðåíèå íå ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó íàáëþäåíèþ âûõîäíîãî ñèìâîëà è
âêëþ÷àåò â ñåáÿ âîçäåéñòâèå, êîòîðîå èçìåíÿåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, äàæå åñ-
ëè èñõîäû �íå ñ÷èòûâàþòñÿ� (òàêîå èçìåðåíèå íàçûâàåòñÿ íåñåëåêòèâíûì).
Â ýòîì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå êâàíòîâûõ íàáëþäàåìûõ îò êëàññè÷åñêèõ
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ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íàáëþäåíèå êîòîðûõ íå èçìåíÿåò ñòàòèñòè÷åñêèé àí-
ñàìáëü, à ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó îòáîðó åãî ïðåäñòàâèòåëåé â ñîîòâåòñòâèè ñî
çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ôåíîìåí èçìåíåíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè íåñåëåêòèâíîì èçìåðå-
íèè ëåæèò â îñíîâå ïðîòîêîëîâ êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè, êîòîðûå áóäóò
ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 3.6: åñëè èíôîðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàí-
òîâîãî ñîñòîÿíèÿ, òî âñÿêàÿ ïîïûòêà ïîäñëóøèâàíèÿ òðåáóåò èçìåðåíèÿ,
êîòîðîå ñ òî÷êè çðåíèÿ ëåãèòèìíûõ ó÷àñòíèêîâ ÿâëÿåòñÿ íåñåëåêòèâíûì,
ïîñêîëüêó îíè íå ìîãóò çíàòü åãî ðåçóëüòàòîâ. Îäíàêî ñàì ôàêò ïîäñëóøè-
âàíèÿ ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí áëàãîäàðÿ èçìåíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (1.58)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîå èçìåðåíèå, ïðè êîòîðîì íàä ñè-
ñòåìîé, ïðèãîòîâëåííîé â ñîñòîÿíèè S, ñíà÷àëà èçìåðÿåòñÿ íàáëþäàåìàÿ
X =

∑
x xEx, à çàòåì Y =

∑
y yFy. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó óñëîâíîé âåðîÿòíî-

ñòè, à òàêæå îïðåäåëåíèå àïîñòåðèîðíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé

PS(X |= x, Y |= y) = PS(Y |= y |X |= x)px = TrSxFy TrSEx

= TrExSExFy = TrFyExSExFy. (1.60)

Çàìåòèì, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ, PS(Y |= y,X |= x) 6= PS(X |= x, Y |= y), ò.å.
ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò ïîðÿäêà èçìåðåíèÿ. Îäíàêî åñëè X,Y
ñîâìåñòèìû, òî Ex, Fy êîììóòèðóþò è çäåñü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ
ñîñòîÿíèé S, ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå (1.60) ñîâïàäàåò ñ (1.41).

Ç à ä à ÷ à 28. Èäåàëüíîå êâàíòîâîå èçìåðåíèå â îáùåì ñëó÷àå óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ âîñïðîèçâîäèìîñòè: ïðè ïîâòîðíîì èçìåðåíèè íàáëþäàåìîé
X èñõîä ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ðàâåí èñõîäó ïåðâîãî èçìåðåíèÿ.

Îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèÿ (1.60) íà ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçìåðåíèÿ
n íàáëþäàåìûõ X1, . . . , Xn èìååò âèä

PS(X1 |= x1, . . . , Xn |= xn) = TrEnxn . . . E
1
x1SE1

x1 . . . Enxn . (1.61)

Ç à ä à ÷ à 29. Ïîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçìåðåíèÿ
íàáëþäàåìûõ ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì îáðàçóþò öåïü Ìàðêîâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàä q-áèòîì, ïðèãîòîâëåííîì â õàîòè÷åñêîì ñîñòî-
ÿíèè S(0), ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé σ(~a). Ñîãëàñíî (1.40), â
ðåçóëüòàòå òàêîãî èçìåðåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ ±1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1/2.
Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (1.55), ïîëó÷àþòñÿ àïîñòåðèîðíûå ñîñòîÿíèÿ S±1 =
| ± ~a〉〈±~a|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû îòáèðàåì òîëüêî òå ïðåäñòàâèòåëè àïî-
ñòåðèîðíîãî àíñàìáëÿ, äëÿ êîòîðûõ ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ ðàâåí +1. Òàêîå
èçìåðåíèå ñ ïîñëåäóþùèì îòáîðîì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûì ðåçóëü-
òàòîì (ñåëåêòèâíîå èçìåðåíèå) ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáîì ïðèãîòîâëåíèÿ ÷èñòîãî
ñîñòîÿíèÿ |~a〉〈~a|, åñëè ïåðâîíà÷àëüíî èìååòñÿ õàîòè÷åñêèé èñòî÷íèê (�ïå÷-
êà� â òåðìèíîëîãèè [10]).

Ç à ä à ÷ à 30. Ðàññìîòðèòå ïîñëåäîâàòåëüíîå èçìåðåíèå íàáëþäàåìûõ σx, σz
â ñîñòîÿíèè q-áèòà (1.30) è ïîêàæèòå, ÷òî

PS(~a)(σx |= 1, σz |= 1) =
1

4
(1 + ax), PS(~a)(σz |= 1, σx |= 1) =

1

4
(1 + az).
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Ç àä à ÷ à 31. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ a, b ìàò-
ðèöà

S =
1

3

 1 a 0
a 1 ib
0 −ib 1


ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè? Ïðè êàêèõ a, b îíà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïëîò-
íîñòè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ?

Äëÿ ñîñòîÿíèÿ S íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé è àïîñòåðèîðíûå
ñîñòîÿíèÿ ïðè èçìåðåíèè íàáëþäàåìîé

X =

 x1 0 0
0 x2 0
0 0 x3

 ,
ãäå x1, x2, x3 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

1.11 Îáðàòèìûå ýâîëþöèè

Îáðàòèìûå ýâîëþöèè êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà: ω′ = Tω. Ïðè ýòîì ñòàòèñòè÷å-
ñêèå ñîñòîÿíèÿ ïîäâåðãàþòñÿ àôôèííîìó âçàèìíî-îäíîçíà÷íîìó ïðåîáðà-
çîâàíèþ P = {pω} → P ′ = {pω′}.

Ïî àíàëîãèè, â êâàíòîâîì ñëó÷àå ìû ðàññìîòðèì àôôèííûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, êîòîðûå ïåðåâîäÿò îïåðàòîðû ïëîòíîñòè â îïåðàòîðû ïëîòíîñòè
Φ : S(H)→ S(H),

Φ

∑
j

pjSj

 =
∑
j

pjΦ[Sj ]; pj ≥ 0,
∑
j

pj = 1; Sj ∈ S(H).

Ñâîéñòâî àôôèííîñòè èìååò ïðÿìîé ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë: îíî îçíà÷àåò
ñîõðàíåíèå �âåñîâ� â ñìåñÿõ ñîñòîÿíèé.

Ïðèì å ð 1. Ïóñòü U � óíèòàðíûé îïåðàòîð, òîãäà Φ[S] = USU∗ ÿâëÿåò-
ñÿ àôôèííûì è âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà êâàíòîâûõ
ñîñòîÿíèé S(H) íà ñåáÿ, ò. å. çàäàåò îáðàòèìóþ ýâîëþöèþ. Ïðè îáðàòèìîé
ýâîëþöèè ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ ïåðåõîäÿò â ÷èñòûå, ïðè ýòîì âåêòîð èñõîäíîãî
÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 ïðåîáðàçóåòñÿ â U |ψ〉.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, âîñõîäÿùèé ê Âèãíåðó, õàðàêòåðèçóåò âñå îáðà-
òèìûå êâàíòîâûå ýâîëþöèè.

Ò å î ð åì à 5. Ïóñòü Φ � àôôèííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé S(H) íà ñåáÿ, òîãäà

Φ[S] = USU∗, S ∈ S(H), (1.62)

ãäå U - óíèòàðíûé èëè àíòèóíèòàðíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ýòèì
ñîîòíîøåíèåì ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîæèòåëÿ,
ïî ìîäóëþ ðàâíîãî 1.

Àíòèóíèòàðíûé îïåðàòîð U õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâàìè:
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1. ‖Uψ‖ = ‖ψ‖;ψ ∈ H;

2. U(
∑
cjψj) =

∑
cjUψj .

Òàêîé îïåðàòîð âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå U = ŨΛ, ãäå Ũ� óíèòàð-
íûé îïåðàòîð, à Λ = Λ∗� àíòèóíèòàðíûé îïåðàòîð êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæå-
íèÿ â íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì áàçèñå. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ýâîëþöèÿ
ñîñòîÿíèé çàäàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû ïëîòíîñòè â ýòîì áàçèñå

S> = S̄ = ΛSΛ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 ñì. íàïðèìåð â [14].
Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó óíèòàðíûõ îïå-

ðàòîðîâ Ut; t ∈ R, ò.å. ñåìåéñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

1. U0 = I;

2. UtUs = Ut+s;

3. ôóíêöèÿ t→ Ut íåïðåðûâíà.

Òåîðåìà Ñòîóíà î íåïðåðûâíûõ ãðóïïàõ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ óòâåðæäà-
åò, ÷òî

Ut = e−itH , (1.63)

ãäå H � ýðìèòîâ îïåðàòîð. Ïàðàìåòð t îáû÷íî èãðàåò ðîëü âðåìåíè, à óñëî-
âèå 2) îçíà÷àåò îäíîðîäíîñòü ýâîëþöèè âî âðåìåíè, ïðè ýòîì H íàçûâàåòñÿ
ãàìèëüòîíèàíîì èëè îïåðàòîðîì ýíåðãèè.

Òåîðåìà Ñòîóíà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðíûì àíàëîãîì èçâåñòíîãî â àíàëèçå
ôàêòà, ÷òî íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ f(t + s) =
f(t)f(s) ñóòü ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè.

Ç à ä à ÷ à 32. Ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà (1.63) çàäàåò íåïðåðûâíóþ îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ. Äîêàæèòå (1.63) â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ t→ Ut íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (1.63) ïî t, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Øðåäèí-
ãåðà äëÿ âåêòîðîâ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé |ψt〉 = Ut|ψ〉

i
d|ψt〉
dt

= H|ψt〉, |ψ0〉 = |ψ〉.

Èç ñîîòíîøåíèé (1.62), (1.63) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà îáðàòèìûõ êâàíòîâûõ ýâîëþöèé Φt; t ∈ R,
òàêàÿ ÷òî Φ0 = Id (òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå), èìååò âèä

Φt[S] = e−itHSeitH , S ∈ S(H). (1.64)

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (1.64) ïî t, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ
äëÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè St = Φt[S]:

i
dSt
dt

= [H,St], S0 = S.
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Îòìåòèì, ÷òî îáðàùåíèå âðåìåíè t → −t ðàâíîñèëüíî êîìïëåêñíîìó
ñîïðÿæåíèþ â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà èëè òðàíñïîíèðîâàíèþ â óðàâíåíèè
Ëèóâèëëÿ, ðàññìàòðèâàåìûì â áàçèñå, â êîòîðîì ãàìèëüòîíèàí çàäàåòñÿ
âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé.

Ïðèì å ð 2. Îáðàòèìûå ýâîëþöèè q-áèòà. Âñÿêîå àôôèííîå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå øàðà Áëîõà íà ñåáÿ îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíîé åäè-
íè÷íóþ ñôåðó (ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê øàðà), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òàêîå
îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèáî âðàùåíèåì â R3, ëèáî êîìáèíàöèåé âðàùåíèÿ
è îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò. Â êîîðäèíàòàõ òàêîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ âåùåñòâåííîé îðòî-
ãîíàëüíîé 3×3-ìàòðèöåé R, ïðè÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå detR = 1, à âî âòîðîì
detR = −1. Ïóñòü S(~a) � ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå q-áèòà (1.30). Òîãäà

S(R~a) = U(R)S(~a)U(R)∗, (1.65)

ãäå U(R) � â ïåðâîì ñëó÷àå óíèòàðíûé, à âî âòîðîì � àíòèóíèòàðíûé îïåðà-
òîð. Íàïîìíèì, ÷òî U(R) îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì ñîîòíîøåíèåì ñ òî÷íîñòüþ äî
ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ, ïî ìîäóëþ ðàâíîãî 1. Â ñëó÷àå óíèòàðíîãî îïåðàòîðà
óñëîâèìñÿ óñòðàíèòü ýòó íåîäíîçíà÷íîñòü, ïîòðåáîâàâ detU(R) = 1.

Åñëè âåêòîð ~a åäèíè÷íûé, òî S(~a) � ÷èñòîå ñîñòîÿíèå (1.36), ñîîòâåò-
ñòâóþùåå íàïðàâëåíèþ ñïèíà ~a. Ïðè ýòîì âåêòîðû ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé â C2

ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëå

|~a〉 → |R~a〉 = αU(R)|~a〉,

ãäå α � íåêîòîðûé ìíîæèòåëü, ïî ìîäóëþ ðàâíûé 1.
Èçâåñòíàÿ òåîðåìà âðàùåíèÿ Ýéëåðà óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêîå âðàùåíèå

â R3 ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ïîâîðîò âîêðóã íåêîòîðîé îñè.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîâîðîò Rz,ϕ âîêðóã îñè z ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-

êè íà óãîë ϕ. Ïðè ýòîì åäèíè÷íûé âåêòîð ~a ñ óãëàìè Ýéëåðà θ, φ ïðåîáðà-
çóåòñÿ â âåêòîð Rz,ϕ~a ñ óãëàìè θ, φ + ϕ, ïîýòîìó âåêòîð ñîñòîÿíèÿ (1.33) â
H ïåðåõîäèò â âåêòîð[

cos θ2
sin θ

2e
i(φ+ϕ)

]
= eiϕ/2U(Rz,ϕ)|~a〉, (1.66)

ãäå

U(Rz,ϕ) =

[
e−iϕ/2 0

0 eiϕ/2

]
= exp

[
− iϕ

2
σz

]
� óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1.

Ç à ä à ÷ à 33. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîâîðîòó R~a,ϕ øàðà Áëîõà ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè íà óãîë ϕ âîêðóã îñè ~a îòâå÷àåò óíèòàðíûé îïåðàòîð

U(R~a,ϕ) = exp

[
− iϕ

2
X(~a)

]
= cos

ϕ

2
I − i sin

ϕ

2
X(~a), (1.67)

ãäå X(~a) = axσx + ayσy + azσz. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ
èñïîëüçóéòå òîæäåñòâî X(~a)2 = I.
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Ç à ä à ÷ à 34. Óíèòàðíûé îïåðàòîð U = exp
[
− iπ2 σγ

]
= −iσγ ñîîòâåòñòâó-

åò ïîâîðîòó Rγ â R3 íà óãîë π îòíîñèòåëüíî îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé îñè
γ = x, y, z.

Îòìåòèì äëÿ áóäóùåãî, ÷òî â êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ îïåðàöèÿ σx:

σx|0〉 = |1〉, σx|1〉 = |0〉,

íàçûâàåòñÿ �ïåðåâîðîò áèòà�. Îïåðàöèÿ σz

σz|0〉 = |0〉, σz|1〉 = −|1〉,

íàçûâàåòñÿ �ïåðåâîðîò ôàçû�. Îïåðàöèÿ σy = iσzσx ÿâëÿåòñÿ èõ êîìáèíà-
öèåé.

Îïåðàöèÿ σx ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì àíàëîãîì êëàññè÷åñêîãî îòðèöàíèÿ
NOT. Ëþáîïûòíî, ÷òî â êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ èìååò ñìûñë ãîâîðèòü îá
îïåðàöèè

√
NOT:

Ç à ä à ÷ à 35. Ïîêàæèòå, ÷òî σx = W 2, ãäå W � óíèòàðíûé îïåðàòîð

W =
1

2

[
1 + i 1− i
1− i 1 + i

]
.

Ç àä à ÷ à 36. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé óíèòàðíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå
âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé q-áèòà èìååò âèä U = αU(R~a,ϕ), ãäå |α| = 1. Íàéäèòå
α,~a, ϕ äëÿ îïåðàöèè Àäàìàðà

U =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
.

Ç àä à ÷ à 37. Àíòèóíèòàðíûé îïåðàòîð U = Λ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ
â áàçèñå |0〉, |1〉 ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ Rxz îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xz ñ
detRxz = −1. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå (1.65) ñâîäèòñÿ ê òðàíñïîíèðîâàíèþ
ìàòðèöû ïëîòíîñòè S(~a).

Ï ð èì å ð 3. Ïðåöåññèÿ ñïèíà â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ãàìèëü-
òîíèàí ñïèíà âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðàâëåííîì âäîëü îñè z èìååò
âèä

H =
1

2
ωσz,

ãäå êîýôôèöèåíò ω ïðîïîðöèîíàëåí íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ñîãëàñíî (1.67),
îïåðàòîð óíèòàðíîé ýâîëþöèè

e−itH = e−
i
2ωtσz

ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó âîêðóã îñè z íà óãîë ωt. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïåð-
âîíà÷àëüíîå ÷èñòîå ñîñòîÿíèå q-áèòà çàäàâàëîñü åäèíè÷íûì âåêòîðîì ~a, òî
âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ â øàðå Áëîõà îïèñûâàåòñÿ âðàùåíèåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà âîêðóã îñè z ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω, è ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà èìååò âèä |ψt〉 = U(Rz,ωt)|~a〉.
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Èçó÷åíèåì è ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, à òàêæå ñâÿçàííûìè
ñ ýòèì âîïðîñàìè çàíèìàåòñÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, ñì. íàïðèìåð, [2], [10],
[9]. Â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà: â íåé ãàìèëüòîíèàí çàâèñèò
îò óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, òðàåêòîðèþ êîòîðûõ íà îòðåçêå [0, T ] ñëåäóåò
âûáðàòü òàê, ÷òîáû â ìîìåíò T ïîëó÷èòü çàäàííûé óíèòàðíûé îïåðàòîð
ýâîëþöèè, ëèáî ïîëó÷èòü ýâîëþöèþ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

1.12 Êâàíòîâûé ïàðàäîêñ Çåíîíà

Ïîïûòêè ðàññìîòðåíèÿ íåïðåðûâíûõ âî âðåìåíè èçìåðåíèé íåñîâìåñòèìûõ
íàáëþäàåìûõ, îïèðàþùèåñÿ íà ïðîåêöèîííûé ïîñòóëàò, ïðèâîäÿò ê ïàðà-
äîêñàëüíûì âûâîäàì, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ñëåäóþùèé ìàòåìàòè÷åñêèé
ôàêò. Ïóñòü H � ýðìèòîâ îïåðàòîð, à E � ïðîåêòîð â H, òàê ÷òî E2 = E.
Òîãäà

lim
n→∞

(E exp(itH/n)E)n = lim
n→∞

[E + itEHE/n+ o(1/n)]n = E exp(itEHE).

(1.68)
Ðàññìîòðèì êâàíòîâóþ ÷àñòèöó, ýâîëþöèîíèðóþùóþ ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H íà âðåìåííîì èíòåðâàëå [0, t], è ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè tk/n, k = 0, 1, . . . , n ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé E, ò.
å. ïðîâåðêà òîãî ôàêòà, ÷òî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå E , íà
êîòîðîå ïðîåöèðóåò E. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âî âñåõ n + 1 èçìåðåíèÿõ
ïîëó÷åí èñõîä 1, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.61) ðàâíà

PS0
(1, . . . , 1) = Tr(E exp(−itH/n)E)nS0(E exp(itH/n)E)n (1.69)

è ïðè n→∞ â ñèëó (1.68) ñòðåìèòñÿ ê

TrE exp(−itEHE)S0 exp(itEHE)E = TrES0E = TrS0E,

ãäå S0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì ñëåäà (1.15) è òåì ôàêòîì, ÷òî ïðîåêòîð E êîììó-
òèðóåò ñ ëþáîé ôóíêöèåé îò EHE.

Åñëè ES0E = S0, ò. å. â íà÷àëüíûé ìîìåíò ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ïîäïðî-
ñòðàíñòâå E , òî âåðîÿòíîñòü (1.69) ðàâíà 1 íåçàâèñèìî îò ýâîëþöèè, ò. å.
ïðè íåïðåðûâíîì èçìåðåíèè ñâîéñòâà E ÷àñòèöà íèêîãäà íå ïîêèäàåò ñî-
îòâåòñòâóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî E . Òàêîå íåîáû÷íîå ïîâåäåíèå ïîëó÷èëî
íàçâàíèå �êâàíòîâûé ïàðàäîêñ Çåíîíà�.

Ïðè÷èíà ïàðàäîêñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èçìåðåíèå, îïèñûâàåìîå ïðîåê-
öèîííûì ïîñòóëàòîì, ïåðåâîäÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå, îòâå÷àþùåå
òî÷íî îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ íàáëþäàåìîé, ïðîèçâîäèò êîíå÷íîå èçìå-
íåíèå, íà ôîíå êîòîðîãî ýôôåêò ýâîëþöèè çà âðåìÿ t/n ÿâëÿåòñÿ ïðåíå-
áðåæèìî ìàëûì ïðè n → ∞. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî, íåîáõîäèìî ââåñòè
îáîáùåíèå ïðîåêöèîííîãî ïîñòóëàòà, ïîçâîëÿþùåå ðàññìàòðèâàòü íåòî÷-
íûå èçìåðåíèÿ. Ïðè ýòîì íåòðèâèàëüíûé ïðåäåëüíûé ïðîöåññ íåïðåðûâíî-
ãî èçìåðåíèÿ, âêëþ÷àþùèé ýâîëþöèþ, ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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íåòî÷íûõ èçìåðåíèé, òî÷íîñòü êîòîðûõ óáûâàåò ïðîïîðöèîíàëüíî êîðíþ
êâàäðàòíîìó èç ÷èñëà èçìåðåíèé n (ñì. [13]).
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Ãëàâà 2

Ñîñòàâíûå êâàíòîâûå

ñèñòåìû

2.1 Êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå êîððåëÿöèè

Ðàññìîòðèì äâå êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû, c ôàçîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè Ω1,Ω2

â ñòàòèñòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ P1 = {pi} , P2 = {qj}, ñîîòâåòñòâåííî. Ôàçî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòàâíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîäñèñòåì Ω1 × Ω2. Ñîñòîÿíèå ñîñòàâíîé ñèñòåìû,
â êîòîðîì ýòè ïîäñèñòåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå, îïèñûâàåò-
ñÿ ïðîèçâåäåíèåì ðàñïðåäåëåíèé P1 × P2 = {piqj}. Êîððåëèðîâàííûå ïîä-
ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì P12 = {pij} , ïðè ýòîì
ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîäñèñòåì äàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè

pi =
∑
j

pij , qj =
∑
i

pij .

Ïóñòü òåïåðü ñîñòîÿíèÿ äâóõ êâàíòîâûõ ñèñòåì îïèñûâàþòñÿ ìàòðèöà-
ìè ïëîòíîñòè: S1 = [sik] , S2 = [rjl]. Òîãäà ñîñòîÿíèå ñîñòàâíîé ñèñòåìû,
â êîòîðîì ýòè ïîäñèñòåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå, îïèñûâàåòñÿ
òåíçîðíûì (êðîíåêåðîâñêèì) ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö S1⊗S2 = [sikrjl] . Êîð-
ðåëèðîâàííûå êâàíòîâûå ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòðèöàìè
ñ ñîñòàâíûìè èíäåêñàìè: S12 =

[
s(ij)(kl)

]
. Ïðè ýòîì ÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ

ïîäñèñòåì äàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñëåäàìè

S1 =

∑
j

s(ij)(kj)

 , S2 =

[∑
i

s(ij)(il)

]
. (2.1)

Ïîíÿòèå êâàíòîâîé ñöåïëåííîñòè1 âîçíèêàåò óæå ïðè ðàññìîòðåíèè ÷è-
ñòûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ èñ÷åðïûâàþòñÿ

1Àíãë. �entanglement�, â ðîññèéñêîé ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïåðåâîäèòñÿ êàê �çàïó-
òàííîñòü�.

41
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ðàñïðåäåëåíèÿìè, âûðîæäåííûìè â òî÷êàõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîýòî-
ìó åñëè ñîñòàâíàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè, òî åå ïîäñèñòåìû
òàêæå íàõîäÿòñÿ â ÷èñòûõ ñîñòîÿíèÿõ P12 = δi × δj .

×èñòîå ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ïðîåêòîðîì,
ò.å. S12 = [cij c̄kl]. Åñëè cij 6= cicj , òî ñîñòîÿíèå ñöåïëåííîå. Â ýòîì ñëó÷àå
÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ S1, S2, ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëå (2.1) óæå íå ÷èñòûå.
Âûõîäèò òàê, ÷òî ñòàòèñòè÷íîñòü â êàæäîé èç ïîäñèñòåì âîçíèêàåò èç åå
�îêðóæåíèÿ�! Ñâîåîáðàçèå è íåîáû÷íûe âîçìîæíîñòè êâàíòîâîé òåîðèè èí-
ôîðìàöèè â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îáóñëîâëåíû ñâîéñòâàìè ñîñòàâíûõ êâàíòî-
âûõ ñèñòåì.

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.

2.2 Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ãèëüáåðòîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ

Ïóñòü Hi (i = 1, 2) ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà äâóõ êâàíòîâûõ ñèñòåì ñî
ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè 〈·|·〉i. Ñîâîêóïíîñòü äâóõ êâàíòîâûõ ñèñòåì
îïèñûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå
ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü çàäàíî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

|ψ1〉, |ψ2〉 −→ |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ≡ |ψ1 ⊗ ψ2〉 (2.2)

ïàðû ïðîñòðàíñòâ Hi (i = 1, 2) â íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H,
ïðè÷åì

1. âåêòîðû-ïðîèçâåäåíèÿ |ψ1 ⊗ ψ2〉 ëèíåéíî ïîðîæäàþò H;

2. ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòàõ äàåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì

〈φ1 ⊗ φ2|ψ1 ⊗ ψ2〉 = 〈φ1|ψ1〉1〈φ2|ψ2〉2.

Äàííûìè òðåáîâàíèÿìè ïðîñòðàíñòâî H îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, îíî è íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì H1 ⊗H2 ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ç à ä à ÷ à 38. Ïóñòü {ej1}, {ek2} � îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â H1,H2,

òîãäà {ej1 ⊗ ek2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H1 ⊗H2 è dimH = dimH1 ·
dimH2.

Â ÷àñòíîñòè, Cd1 ⊗ Cd2 = Cd1d2 è ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Cd1d2 ñîñòîèò
èç âñåâîçìîæíûõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ â
Cd1 è Cd2 .

Âñÿêèé âåêòîð |ψ〉 ∈ H1 ⊗H2 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

|ψ〉 =

d1∑
j=1

d2∑
k=1

cjk|ej1〉 ⊗ |ek2〉 =

d1∑
j=1

|ej1〉 ⊗ |ψj〉, (2.3)
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èëè

|ψ〉 =

 |ψ1〉
. . .
|ψd1〉

 , (2.4)

ãäå êîìïîíåíòû |ψj〉 =
∑d2
k=1 cjk|ek2〉 ∈ H2, òàê ÷òî â îáùåì ñëó÷àå H1 ⊗H2

èçîìîðôíî ïðÿìîé îðòîãîíàëüíîé ñóììå d1 ñëàãàåìûõ H2⊕· · ·⊕H2. Àíàëî-
ãè÷íîå, èçîìîðôíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîìåíÿòü ðîëÿìè H1

è H2.
Ç à ä à ÷ à 39. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â H1,H2 èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå áà-

çèñû, çàïèøèòå ïðåäñòàâëåíèå (2.4) äëÿ |ψ〉 = |φ1〉 ⊗ |φ2〉, ãäå

|φ1〉 =
1√
2

[
1
−1

]
, |φ2〉 =

1√
3

 −1√
2

0

 .
Äëÿ îïåðàòîðîâ X1, X2, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ H1,H2 ñîîòâåò-

ñòâåííî, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(X1 ⊗X2)(|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉) = X1|ψ1〉 ⊗X2|ψ2〉,

è ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè íà âñå ïðîñòðàíñòâî H = H1 ⊗H2. Â ïðåä-
ñòàâëåíèè (2.4) òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ H1 ⊗ H2 ýòîò îïåðàòîð çàäàåòñÿ

áëî÷íîé d1× d1-ìàòðèöåé
[
〈ej1|X1|el1〉X2

]
. Åñëè ïðè ýòîì X2 çàäàåòñÿ ñâîåé

ìàòðèöåé â áàçèñå {ek2}, òî X1⊗X2 ñâîäèòñÿ ê êðîíåêåðîâñêîìó ïðîèçâåäå-
íèþ ìàòðèö X1, X2.

Â ïðåäñòàâëåíèè (2.4) ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð X12 â H1 ⊗H2 äåéñòâóåò
êàê áëî÷íàÿ ìàòðèöà X12 = [Xjl]j,l=1,...,d1

, ýëåìåíòû êîòîðîé Xjl ÿâëÿþòñÿ
îïåðàòîðàìè â H2.

Ç à ä à ÷ à 40. Íàéäèòå (σx ⊗ σy) |ψ〉, ãäå |ψ〉 = 1√
2

(|0〉 ⊗ |1〉 − |1〉 ⊗ |0〉).
Ç à ä à ÷ à 41. Çàïèøèòå ìàòðè÷íûé âèä îïåðàòîðîâ σx⊗σz, σz ⊗σx, σy ⊗

σx, σy ⊗ σy, äåéñòâóþùèõ â ïðåäñòàâëåíèè (2.4).

Åñëè X1, X2 ýðìèòîâû îïåðàòîðû ñî ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì

Xi =
∑
j

xji |e
j
i 〉〈e

j
i |, i = 1, 2,

òî X1⊗X2 ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì ñî ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì

X1 ⊗X2 =
∑
j

∑
k

xj1x
k
2 |e

j
1 ⊗ ek2〉〈e

j
1 ⊗ ek2 |.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè X1 ≥ 0, X2 ≥ 0, òî X1⊗X2 ≥ 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
Sj ; j = 1, 2, � îïåðàòîðû ïëîòíîñòè â Hj , òî S1 ⊗ S2 � îïåðàòîð ïëîòíîñòè
â H1 ⊗H2.
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Ïóñòü îïåðàòîð T12 äåéñòâóåò âH = H1⊗H2. ×àñòè÷íûé ñëåä îïåðàòîðà
T (ïî H2) îáîçíà÷èì T1 = TrH2T12; ýòî îïåðàòîð â H1, àññîöèèðîâàííûé ñ
ôîðìîé

〈φ|(TrH2T )|ψ〉 =
∑
k

〈φ⊗ ek2 |T |ψ ⊗ ek2〉, φ, ψ ∈ H1.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûé ñëåä T2 = TrH1T12 ïî H1. Åñëè T =
T1⊗T2, òî TrH2

(T1⊗T2) = (TrT2)T1. Â ïðåäñòàâëåíèè (2.4) ÷àñòè÷íûå ñëåäû
îïåðàòîðà T = [Tjl]j,l=1,...,d1 íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

TrH1
T =

d1∑
j=1

Tjj , TrH2
T = [TrTjl]j,l=1,...,d1 . (2.5)

Åñëè S12 îïåðàòîð ïëîòíîñòè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, òî åãî ÷àñòè÷íûå
ñëåäû S1, S2 ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè ïëîòíîñòè. Îíè îïðåäåëÿþò ÷àñòè÷íûå
ñîñòîÿíèÿ ïîäñèñòåì 1, 2.

Ç à ä à ÷ à 42. Îïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íîãî ñëåäà íå çàâèñèò îò âûáîðà îðòî-
íîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ek2}.

Ç à ä à ÷ à 43. Ðàññìîòðèì âåêòîð ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ12〉 = 1√
2

(|00〉+ |11〉).
Íàéäèòå ìàòðèöû ïëîòíîñòè S12, S1, S2.

2.3 Ðàçëîæåíèå Øìèäòà è î÷èùåíèå

Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå S12 ñîñòàâíîé ñèñòåìû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H1 ⊗ H2. ×èñòîå ñîñòîÿíèå S12 íàçûâàåòñÿ ñöåïëåííûì, åñëè îíî íå ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ S1 ⊗ S2.

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé åäèíè÷íûé âåêòîð |ψ12〉 ∈ H1 ⊗ H2, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ñóïåðïîçèöèåé âåêòîðîâ-ïðîèçâåäåíèé, ïîðîæäàåò
÷èñòîå ñöåïëåííîå ñîñòîÿíèå. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñöåïëåííîå
ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðîì

|ψ12〉 =
1√
d

d∑
j=1

|ej1〉 ⊗ |e
j
2〉 (2.6)

â ïðîñòðàíñòâå H1 ⊗H2, ãäå d = dimH1 = dimH2, à {ej1,2} � îðòîíîðìèðî-
âàííûå áàçèñû â H1,2.

Ç à ä à ÷ à 44. Äëÿ ìàêñèìàëüíî ñöåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòè÷íûìè ñî-
ñòîÿíèÿìè â H1,H2 ÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ I/d.

Â êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðî-
ñòîé, íî íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò2:

Ò å î ð åì à 6 [Ðàçëîæåíèå Øìèäòà]. Ïóñòü S12 = |ψ〉〈ψ| � ÷èñòîå ñî-
ñòîÿíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H1 ⊗ H2, è ïóñòü S1 = TrH2

S12,

2Ñì., íàïðèìåð, G. Lindblad, �Quantum entropy and quantum measurements,� Lect.

Notes Phys. 378, Quantum Aspects of Optical Communication, Ed. by C. Benjaballah, O.
Hirota, S. Reynaud, 1991, 71-80.
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S2 = TrH1 S12 � ÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ. Òîãäà S1 è S2 èìåþò îäíè è òå æå
íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λj. Áîëåå òîãî,

|ψ〉 =
∑
j

√
λj |ej1〉 ⊗ |e

j
2〉, (2.7)

ãäå {ej1,2} � îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðîâ S1 è S2

ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü {ej1} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â
H1 èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà S1, òîãäà ñîãëàñíî (2.3) èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå

|ψ〉 =
∑
j

|ej1〉 ⊗ |h
j
2〉, (2.8)

ñ íåêîòîðûìè âåêòîðàìè |hj2〉 ∈ H2. Âû÷èñëåíèå ÷àñòè÷íîãî ñëåäà îïåðàòî-
ðà |ψ〉〈ψ| ïî H2 äàåò∑

j,k

〈hj2|hk2〉|ek1〉〈e
j
1| = S1 =

∑
j

λj |ej1〉〈e
j
1|, (2.9)

è ïîýòîìó 〈hj2|hk2〉 = λjδjk. Òàêèì îáðàçîì, ïîëàãàÿ |ej2〉 = 1√
λj
|hj2〉 ïðè

λj > 0, ïîëó÷àåì îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó, êîòîðóþ ìîæíî äîïîëíèòü
äî áàçèñà â H2, ñîñòîÿùåãî èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà S2.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå îáðàùåíèå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ:
Ò å î ð åì à 7 [Î÷èùåíèå ñîñòîÿíèé]. Ïóñòü S1 � ñîñòîÿíèå â H1, òîãäà

íàéäóòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H2 òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è H1,
è ÷èñòîå ñîñòîÿíèå |ψ〉 ∈ H1 ⊗H2, òàêèå, ÷òî S1 = TrH2

|ψ〉〈ψ|.
Äëÿ ëþáîãî ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ′〉 ∈ H1 ⊗H2, îáëàäàþùåãî ýòèì æå

ñâîéñòâîì, íàéäåòñÿ óíèòàðíûé îïåðàòîð U2 â H2, òàêîé, ÷òî |ψ′〉 =
(I1 ⊗ U2)|ψ〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèàãîíàëèçóåì S1 è îïðåäåëèì |ψ〉 ïî ôîðìóëå (2.7) ñ
ïðîèçâîëüíûì áàçèñîì {ej2} â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H2, èçîìîðôíîì
H1. Ëþáîé äðóãîé âåêòîð |ψ′〉 èìååò ðàçëîæåíèå (2.7) ñ äðóãèì áàçèñîì â
H2. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ëþáûå äâà áàçèñà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñâÿçàíû óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò ðàâåíñòâî íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Èñ-
ïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè (1.28), ïîëó÷àåì

Ñë å ä ñ ò â è å. Ýíòðîïèè ÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé S1 è S2 ðàâíû ìåæäó ñî-
áîé:

H(S1) = H(S2) = −
∑
j

λj log λj . (2.10)
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Ýíòðîïèÿ ÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñöåïëåííîñòè ÷èñòîãî
ñîñòîÿíèÿ S12 = |ψ〉〈ψ| ñîñòàâíîé ñèñòåìû: îíà ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S12 íåñöåïëåíî, à ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå log d òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S12 ìàêñèìàëüíî ñöåïëåíî.

Ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå SAB íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìûì èëè íåñöåïëåííûì,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ñìåñüþ ñîñòîÿíèé-ïðîèçâåäåíèé, à âñå ñîñòîÿíèÿ, íå ñâî-
äÿùèåñÿ ê òàêîâûì � ñöåïëåííûìè. Ñöåïëåííîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñòî
êâàíòîâîå ñâîéñòâî, ëèøü îò÷àñòè ðîäñòâåííîå êëàññè÷åñêîé êîððåëèðîâàí-
íîñòè.

Áîëüøîé ðàçäåë êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè ïîñâÿùåí êîëè÷åñòâåí-
íîé òåîðèè ñöåïëåííîñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîåîáðàçíóþ êîìáè-
íàòîðíóþ ãåîìåòðèþ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ìåðà ñöåïëåííîñòè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ SAB ñî-
ñòàâíîé ñèñòåìû AB îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî êàê ýíòðîïèÿ ÷àñòè÷íîãî ñî-
ñòîÿíèÿ TrBSAB , òîãäà êàê äëÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé èìååòñÿ öåëûé ðÿä
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê, âàæíåéøåé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ñöåïëåííîñòü ôîðìèðîâàíèÿ

EF (SAB) = min
∑
i

piH(TrBPψi),

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì àíñàìáëÿì ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé, ïðåä-
ñòàâëÿþùèì ñîñòîÿíèå SAB :

SAB =
∑
i

piPψi .

Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà õàðàêòåðèñòèêà ñâÿçàíà ñ êîëè÷åñòâîì ìàêñèìàëü-
íî ñöåïëåííûõ ïàð q-áèòîâ (ò. í. e-áèòîâ), êîòîðîå íåîáõîäèìî äëÿ ñîçäà-
íèÿ ñîñòîÿíèÿ SAB ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíûõ îïåðàöèé (çàòðàãèâàþùèõ
òîëüêî A ëèáî B) è îáìåíà êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèåé ìåæäó A è B.

Äâîéñòâåííûì îáðàçîì, â ñîñòàâíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ ñóùåñòâóþò
ñöåïëåííûå è íåñöåïëåííûå íàáëþäàåìûå (èçìåðåíèÿ). Åñëè êâàíòîâûå ñè-
ñòåìû A è B íàõîäÿòñÿ â íåñöåïëåííîì ñîñòîÿíèè, òî ìàêñèìàëüíûå øåí-
íîíîâñêèå êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè IA, IB , IAB , ïîëó÷àåìûå èç
ñöåïëåííûõ èçìåðåíèé íàä ñîñòàâíîé ñèñòåìîé AB óäîâëåòâîðÿþò â îáùåì
ñëó÷àå ñîîòíîøåíèþ IAB > IA + IB . Ýòîò íåêëàññè÷åñêèé ôåíîìåí ñòðîãîé
ñóïåðàääèòèâíîñòè èíôîðìàöèè îáíàðóæèâàåòñÿ è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â
òåîðèè ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé êâàíòîâîãî êàíàëà ñâÿçè (ðàçäåë 5.3).

2.4 Äâà q-áèòà

Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå äâóõ q-áèòîâ îáðàçîâàí ÷åòûðü-
ìÿ âåêòîðàìè-ïðîèçâåäåíèÿìè

|00〉 = |0〉1⊗|0〉2, |01〉 = |0〉1⊗|1〉2, |10〉 = |1〉1⊗|0〉2, |11〉 = |1〉1⊗|1〉2. (2.11)
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Ñëåäóÿ ïðèíÿòîé â êâàíòîâîé èíôîðìàòèêå òåðìèíîëîãèè ìû áóäåì íà-
çûâàòü ýòîò áàçèñ, êàê è åãî î÷åâèäíîå îáîáùåíèå íà ñëó÷àé n q-áèòîâ, âû-
÷èñëèòåëüíûì. Ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ
q-áèòîâ èìååò âèä

|ψ〉 = a|00〉+ b|01〉+ c|10〉+ d|11〉,

ãäå
|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = 1.

Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð ïëîòíîñòè

|ψ〉〈ψ| = (a|00〉+ b|01〉+ c|10〉+ d|11〉)
(
ā〈00|+ b̄〈01|+ c̄〈10|+ d̄〈11|

)
.

×àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ïåðâîãî q-áèòà

S1 = Tr2|ψ〉〈ψ|

=
(
|a|2 + |b|2

)
|0〉〈0|+

(
ac̄+ bd̄

)
|0〉〈1|+

(
āc+ b̄d

)
|1〉〈0|+

(
|c|2 + |d|2

)
|1〉〈1|.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ïëîòíîñòè íàõîäÿòñÿ èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

det (S1 − λI) = det

[
|a|2 + |b|2 − λ ac̄+ bd̄

āc+ b̄d |c|2 + |d|2 − λ

]
= λ2 − λ+ C2/4 = 0,

ãäå C = 2 |ad− bc| , òàê ÷òî 0 ≤ C ≤ 1. Îòñþäà

λ± =
1±
√

1− C2

2
.

Ýíòðîïèÿ ÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ (2.10) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàþùåé ôóíêöèåé C.

Âåëè÷èíà C íàçûâàåòñÿ �ñîãëàñîâàííîñòüþ� (concurrence) è òàêæå ìîæåò
ñëóæèòü ìåðîé ñöåïëåííîñòè äëÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ q-áèòîâ. Ïðè C =
0 ïîëó÷àåòñÿ íåñöåïëåííîå ñîñòîÿíèå, |ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉, à ïðè C = 1 �
ìàêñèìàëüíî ñöåïëåííîå ñîñòîÿíèå, äëÿ êîòîðîãî λ± = 1

2 .
Ç àä à ÷ à 45. ßâëÿåòñÿ ëè âåêòîð |ψ〉 = 1

2 (|00〉 − |01〉 − |10〉+ |11〉) ñöåï-
ëåííûì?

Ç à ä à ÷ à 46. Ïðîâåðüòå, ÷òî ÷åòûðå ìàêñèìàëüíî ñöåïëåííûõ âåêòîðà

|β00〉 =
1√
2

(|00〉+ |11〉) , (2.12)

|β01〉 =
1√
2

(|01〉+ |10〉) , (2.13)

|β10〉 =
1√
2

(|00〉 − |11〉) , (2.14)

|β11〉 =
1√
2

(|01〉 − |10〉) (2.15)



48 ÃËÀÂÀ 2. ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ñèñòåìå èç äâóõ q-áèòîâ. Ýòîò áàçèñ
íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Áåëëà.

Ç à ä à ÷ à 47. Ïîêàæèòå, ÷òî òðè íàáëþäàåìûå σγ ⊗ σγ ; γ = x, y, z, ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè. Âñå âåêòîðû áàçèñà Áåëëà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè äëÿ êàæäîé èç ýòèõ òðåõ íàáëþäàåìûõ.

2.5 Ïàðàäîêñ ÝÏÐ. Íåðàâåíñòâî Áåëëà

Êâàíòîâàÿ ñöåïëåííîñòü îòðàæàåò íåîáû÷íûå êîððåëÿöèè ñîñòàâíûõ êâàí-
òîâûõ ñèñòåì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ òåíçîðíûì (à íå äåêàðòîâûì, êàê â
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå) ïðîèçâåäåíèåì ïîäñèñòåì. Îáû÷íî ñöåïëåííîñòü
âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå êâàíòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîäñèñòåì.

Êëþ÷åâîé ïðèìåð íåîáû÷íîãî (ñ êëàññè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) ïîâåäåíèÿ
ñîñòàâíîé êâàíòîâîé ñèñòåìû ðàññìîòðåëè Ýéíøòåéí, Ïîäîëüñêèé è Ðîçåí
(ÝÏÐ) â 1935 ã. Â ñîâðåìåííîé ôîðìå, èñïîëüçóþùåé ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâî-
áîäû, åãî ïðåäñòàâèë Áîì â 1950-õ, à çíà÷èòåëüíîå ïðîÿñíåíèå âíåñ Áåëë
â ðàáîòàõ 1960-õ ãîäîâ. Ðàññìîòðèì ñîñòàâíóþ ñèñòåìó èç äâóõ q-áèòîâ,
íàïðèìåð, äâå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ
ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì H ñ dimH = 2. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ÷àñòèöû
âçàèìîäåéñòâóþò òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå ñîñòîÿíèå èõ ñïèíîâ,
íàçûâàåìîå ñèíãëåòíûì, îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì

|β11〉 =
1√
2

[
|0〉 ⊗ |1〉 − |1〉 ⊗ |0〉

]
,

ãäå âåêòîðû

|0〉 =

[
1

0

]
, |1〉 =

[
0

1

]
îïèñûâàþò ñîñòîÿíèÿ êàæäîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì, íàïðàâëåííûì, ñîîòâåò-
ñòâåííî, â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè z. Â êðàòêîé
çàïèñè

|β11〉 =
1√
2

[
|01〉 − |10〉

]
.

Êàæäàÿ èç êîìïîíåíò îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñ ðàçíîíàïðàâëåííûìè ñïèíà-
ìè, à |β11〉 � èõ ñóïåðïîçèöèÿ, êîòîðóþ íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçíûì ÷àñòèöàì. Ñèí-
ãëåòíîå ñîñòîÿíèå � êàíîíè÷åñêèé ïðèìåð ÷èñòîãî ñöåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ
äâóõ êâàíòîâûõ ñèñòåì, ò.å. ñîñòîÿíèÿ, íå ïðåäñòàâèìîãî â âèäå òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöû ðàçëåòàþòñÿ íà íåêîòîðîå ìàêðîñêîïè÷å-
ñêîå ðàññòîÿíèå, ïðè ýòîì èõ ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå � ñèíãëåò � ñîõðàíÿåòñÿ.
Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì â äâóõ óäàëåííûõ äðóã îò äðóãà ëàáî-
ðàòîðèÿõ A è B íàä ýòèìè ðàçëåòåâøèìèñÿ ÷àñòèöàìè ïðîèçâîäÿòñÿ îäíî-
âðåìåííûå èçìåðåíèÿ: íàáëþäàåìîé (1.35) ïðîåêöèè ñïèíà X(~a) äëÿ îäíîé
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÷àñòèöû è X(~b) äëÿ äðóãîé. Îïåðàòîðû X = X(~a) ⊗ I, Y = I ⊗ X(~b) êîì-
ìóòèðóþò, ñëåäîâàòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèå íàáëþäàåìûå ñîâìåñòèìû è èõ
êîâàðèàöèÿ äàåòñÿ âûðàæåíèåì (1.49).

Ç à ä à ÷ à 48. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ,

〈0|X(~a)|0〉 = az, 〈1|X(~a)|0〉 = ax + iay, 〈1|X(~a)|1〉 = −az, (2.16)

âûòåêàþùèå èç (1.35), ïîêàæèòå, ÷òî â ñèíãëåòíîì ñîñòîÿíèè ñðåäíåå çíà-
÷åíèå è äèñïåðñèÿ êàæäîé íàáëþäàåìîé ðàâíû

MX = MY = 0, DX = DY = 1,

òàê ÷òî X = X(~a) ⊗ I, Y = I ⊗ X(~b) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ±1 ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè 1/2, à êîâàðèàöèÿ ìåæäó ñïèíàìè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

MXY = 〈β11|X(~a)⊗X(~b)|β11〉 = −~a ·~b. (2.17)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ~b = ~a, òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí -1, è
ñëåäîâàòåëüíî ìåæäó èñõîäàìè a, b èçìåðåíèé èìååòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ
ñâÿçü: a = −b. Èç ôîðìóë (2.16) è ñîîòíîøåíèÿ X(~a)2 = I ñëåäóåò

〈β11|[X(~a)⊗ I + I ⊗X(~a)]2|β11〉 = 0,

îòêóäà
[X(~a)⊗ I + I ⊗X(~a)]|β11〉 = 0,

èëè
[X(~a)⊗X(~a)]|β11〉 = −|β11〉.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè A è B èçìåðÿþò ïðîåêöèþ ñïèíà â îäíîì è òîì æå
íàïðàâëåíèè ~a, òî ðåçóëüòàòû èõ èçìåðåíèé áóäóò ñëó÷àéíû, íî ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1 ïðîòèâîïîëîæíû, êàêîâî áû íè áûëî íàïðàâëåíèå ~a.

Åñëè áû ñïèíû îïèñûâàëèñü êëàññè÷åñêèìè âåêòîðíûìè âåëè÷èíàìè,
êîòîðûå ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþò ñîñòîÿíèå ÷àñòèö, òî ýòî îçíà÷àëî áû,
÷òî ïðè èçìåðåíèè ñïèíà ïåðâîé ÷àñòèöû â ïðîèçâîëüíî âûáðàííîì íàïðàâ-
ëåíèè ~a ñïèí âòîðîé ÷àñòèöû �ìîìåíòàëüíî� ïðèíèìàåò ïðîòèâîïîëîæíîå
íàïðàâëåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü ìåæäó ñëåäóþùèìè àëüòåðíàòè-
âàìè:

1) â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ïîäîáíî êëàññè÷åñêîé, ñîñòîÿíèå îïèñûâàåò
�ðåàëüíûå� âíóòðåííèå ñâîéñòâà ñèñòåìû. Ïðè ýòîì, ÷òîáû îáúÿñíèòü, êàê
âòîðàÿ ÷àñòèöà �óçíàåò� î âûáîðå íàïðàâëåíèÿ èçìåðÿåìîãî ñïèíà äëÿ ïåð-
âîé ÷àñòèöû, ïðèõîäèòñÿ äîïóñòèòü ìãíîâåííîå äàëüíîäåéñòâèå, ïðîòèâî-
ðå÷àùåå ôèçè÷åñêîìó �ïðèíöèïó ëîêàëüíîñòè�;

2) âåêòîð ñîñòîÿíèÿ � ýòî ëèøü âûðàæåíèå èíôîðìàöèîííîãî ñîäåðæà-
íèÿ ïðîöåäóðû ïðèãîòîâëåíèÿ ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåå ïðîøëîå âçàèìîäåé-
ñòâèå ïîäñèñòåì. Â ýòîì ñëó÷àå íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñ ëîêàëüíîñòüþ íå
âîçíèêàåò, íî ïðèõîäèòñÿ îòêàçàòüñÿ îò ïîëíîòû ìåõàíèñòè÷åñêîãî îïèñà-
íèÿ ñîñòîÿíèÿ êàê �ñîâîêóïíîñòè âíóòðåííèõ ñâîéñòâ� ñèñòåìû.
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Âíèìàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå ýòîãî ìûñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèâîäèò ê
áîëåå ãëóáîêîìó âûâîäó, íà êîòîðûé îáðàòèë âíèìàíèå Áåëë: åñëè ïûòàòü-
ñÿ îïèñûâàòü êîððåëÿöèè èçìåðåíèé ñïèíîâ äâóõ ÷àñòèö êëàññè÷åñêè è â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ëîêàëüíîñòè, òî îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì äî-
ñòè÷ü òàêîãî õàðàêòåðà è óðîâíÿ êîððåëèðîâàííîñòè, êîòîðûé ñîîòâåòñòâó-
åò ïðåäñêàçàíèÿì êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Êîâàðèàöèÿ (2.17) íå ìîæåò áûòü
ñìîäåëèðîâàíà íèêàêîé êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ ñîñòàâíîé ñèñòåìû, óäîâëå-
òâîðÿþùåé ïðèíöèïó ëîêàëüíîñòè. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþ-
ùåãî íåðàâåíñòâà Êëàóçåðà�Õîðíà�Øèìîíè�Õîëüòà:

Ïóñòü Xj , Yk (j, k = 1, 2) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà ïðîèçâîëüíîì âå-
ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω, òàêèå ÷òî |Xj | ≤ 1, |Yk| ≤ 1. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà Ω êîððåëÿöèè ýòèõ âåëè÷èí óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|MX1Y1 + MX1Y2 + MX2Y1 −MX2Y2| ≤ 2, (2.18)

ãäå M � ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ óñðåäíåíèåì ýëåìåíòàðíîãî íåðàâåíñòâà

−2 ≤ X1Y1 +X1Y2 +X2Y1 −X2Y2 ≤ 2,

êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü âûòåêàåò èç öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé

|X1Y1 +X1Y2 +X2Y1 −X2Y2| ≤ |Y1 + Y2|+ |Y1 − Y2|

=
√

2(Y 2
1 + Y 2

2 + |Y 2
1 − Y 2

2 |)

=
√

4 max(Y 2
1 , Y

2
2 ) ≤ 2.

Ïðèíöèï ëîêàëüíîñòè, èëè, ëó÷øå ñêàçàòü, ðàçäåëèìîñòè â äàííîé ìî-
äåëè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ íàáëþäàåìàÿ äëÿ âòîðîé ñèñòåìû
îïèñûâàåòñÿ îäíîé è òîé æå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (Y1 â ñëó÷àå ïåðâîé è
òðåòüåé êîððåëÿöèé, Y2 â äðóãèõ äâóõ ñëó÷àÿõ) íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêàÿ
âåëè÷èíà � X1 èëè X2 èçìåðÿåòñÿ âî ïåðâîé ñèñòåìå. Ýòî óñëîâèå êàæåòñÿ
íàñòîëüêî åñòåñòâåííûì, ÷òî îíî äàæå òðóäíî óëîâèìî. Îäíàêî èìåííî îíî
çàïðåùàåò ìãíîâåííîå âëèÿíèå âûáîðà èçìåðåíèÿ, ïðîâîäÿùåãîñÿ â îäíîé
ñèñòåìå, íà ïðåäñòàâëåíèå èçìåðåíèé â äðóãîé, ïðîñòðàíñòâåííî óäàëåííîé,
ñèñòåìå. Åñëè îò íåãî îòêàçàòüñÿ, òî èíòåðåñóþùèå íàñ ÷åòûðå ôèçè÷åñêèå
êîððåëÿöèè ìîãóò áûòü ëþáûìè âåëè÷èíàìè èç îòðåçêà [−1, 1] è ãðàíèöà â
íåðàâåíñòâå (2.18) óâåëè÷èâàåòñÿ äî 4.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ñèñòåìå èç äâóõ q-áèòîâ è ðàññìîòðèì ÷åòûðå ðàç-
ëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòà, êîãäà â ïåðâîì q-áèòå èçìåðÿåòñÿ íàáëþäàåìàÿ ñïè-
íà X̂j = X(~aj) (j = 1, 2), à âî âòîðîì Ŷk = X(~bk) (k = 1, 2), ãäå íàïðàâëåíèÿ

~aj ,~bk (j, k = 1, 2) îáðàçóþò êîíôèãóðàöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå.
Ïðè ýòîì ñèñòåìà ïðèãîòàâëèâàåòñÿ â îäíîì è òîì æå ñèíãëåòíîì ñîñòî-

ÿíèè. Â êàæäîì èç 4-õ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäñ÷èòûâàþòñÿ êîððåëÿöèè ìåæäó
ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé â ïåðâîì è âòîðîì q-áèòàõ.
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Ðèñ. 2.1: Âûáîð âåêòîðîâ ~aj è ~bk

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå âå-
ðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñôîðìóëèðîâàííîìó âûøå ïðèí-
öèïó ëîêàëüíîñòè (ðàçäåëèìîñòè). Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàé-
äåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, P ) è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX1, X2, Y1, Y2

íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ ±1 (êàê è ñïèíîâûå ïåðåìåí-

íûå X̂1, X̂2, Ŷ1, Ŷ2), è òàêèå ÷òî

MPXjYk = MSX̂j Ŷk = −~aj ·~bk j, k = 1, 2,

Ïîäñòàíîâêà òàêèõ çíà÷åíèé êîððåëÿöèé (èç ôîðìóëû (2.17)) â ëåâóþ ÷àñòü
ôîðìóëû (2.18) äàåò çíà÷åíèå 2

√
2, íàðóøàþùåå íåðàâåíñòâî. Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî ëèáî êâàíòîâàÿ òåîðèÿ äàåò íåïðàâèëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðåàëü-
íûõ êîððåëÿöèé, ëèáî äëÿ äàííîé ñîñòàâíîé ñèñòåìû íå ñóùåñòâóåò êëàññè-
÷åñêîãî âåðîÿòíîñòíîãî îïèñàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ëîêàëüíîñòè.
Ïîñëå ïåðâîãî ýêñïåðèìåíòà (Àñïå, 1981�1982) áûë ïðîäåëàí öåëûé ðÿä àíà-
ëîãè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçìåðåíèþ ÝÏÐ-êîððåëÿöèé, ðåçóëüòàòû êîòî-
ðûõ ñ îïðåäåëåííîñòüþ ñâèäåòåëüñòâóþò â ïîëüçó êâàíòîâîé òåîðèè3.

Åùå áîëåå íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè â ïëàíå ñöåïëåííîñòè îáëàäàåò ñî-
ñòîÿíèå Ãðèíáåðãåðà-Õîðíà-Öàéëèíãåðà (GHZ), êîòîðîå çàäàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì âåêòîðîì â ïðîñòðàíñòâå òðåõ q-áèòîâ

|ψ〉 =
1√
2

(|000〉+ |111〉) . (2.19)

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå êâàíòîâûå íàáëþäàåìûå

Â1 = σy ⊗ σy ⊗ σx;

Â2 = σy ⊗ σx ⊗ σy;

Â3 = σx ⊗ σy ⊗ σy;

B̂ = σx ⊗ σx ⊗ σx
3Âïå÷àòëÿþùèé ýêñïåðèìåíò îïèñàí â íåäàâíåé ðàáîòå R. Hanson et al., Experimental

loophole-free violation of a Bell inequality using entangled electron spins separated by 1.3 km,
arXiv:1508.05949.
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Ç àä à ÷ à 49. Ïîêàæèòå, ÷òî

Âj |ψ〉 = −|ψ〉; j = 1, 2, 3, B̂|ψ〉 = |ψ〉. (2.20)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå ñïèíîâûõ ïåðå-
ìåííûõ â âèäå ôóíêöèé Xj(ω), Yj(ω); j = 1, 2, 3, íà ãèïîòåòè÷åñêîì ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå Ω, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ ±1, òàê ÷òî X2

j = Y 2
j = 1.

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé àíàëîã íàáëþäàåìûõ Âj :

A1 = Y1Y2X3;

A2 = Y1X2Y3;

A3 = X1Y2Y3;

B = X1X2X3

Ïóñòü ω ∈ Ω � ëþáàÿ ôàçîâàÿ òî÷êà (êëàññè÷åñêîå ÷èñòîå ñîñòîÿíèå), äëÿ
êîòîðîé

Aj(ω) = −1; j = 1, 2, 3.

Ïîñêîëüêó òîæäåñòâåííî B = A1A2A3, èìååì B(ω) = −1, â ïðîòèâîïîëîæ-
íîñòü êâàíòîâûì ñîîòíîøåíèÿì (2.20).

Ç à ä à ÷ à 50. Äîêàæèòå ôîðìóëó äëÿ ÷àñòè÷íîãî ñëåäà GHZ-ñîñòîÿíèÿ

Tr3 |ψ〉〈ψ| =
1

2
(|00〉〈00| + |11〉〈11|) .

2.6 Êâàíòîâàÿ ïñåâäîòåëåïàòè÷åñêàÿ èãðà

Êâàíòîâûå êîððåëÿöèè (ñöåïëåííîñòü) � íîâûé èíôîðìàöèîííûé ðåñóðñ, íå
ñâîäèìûé ê êëàññè÷åñêèì êîððåëÿöèÿì. �Êâàíòîâîå ïðåâîñõîäñòâî� â ãðî-
òåñêíîé ôîðìå äåìîíñòðèðóåò èãðà Ìåðìèíà-Ïåðåñà: èãðîêè A è B èãðàþò
ïðîòèâ êðóïüå C. Êðóïüå íàóãàä âûáèðàåò êëåòêó (i, j) â ìàòðèöå 3 × 3 è
ñîîáùàåò íîìåð ñòðîêè i èãðîêó A, à íîìåð ñòîëáöà j � èãðîêó B. A äîë-
æåí ðàññòàâèòü ±1 â ñâîåé ñòðîêå, òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî = 1; B � ±1
â ñâîåì ñòîëáöå, òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî = −1. AB âûèãðûâàþò, åñëè
âûáðàííûå èìè ýëåìåíòû â êëåòêå i, j ñîâïàäóò. A è B ìîãóò âûðàáîòàòü
îáùóþ ñòðàòåãèþ äî íà÷àëà èãðû, íî ïîñëå èì íå ðàçðåøåíî îáùàòüñÿ: A
íå çíàåò j, B íå çíàåò i. Íàïðèìåð: C −→ A: ñòðîêà 2, C −→ B: ñòîëáåö 3

A :

 . . . . . . . . .
1 −1 −1
. . . . . . . . .

 B :

 . . . . . . −1
. . . . . . 1
. . . . . . 1


AB ïðîèãðûâàþò.

Êëàññè÷åñêàÿ ñòðàòåãèÿ: Èãðîêè A è B ìîãëè áû çàðàíåå âûáðàòü ôèê-
ñèðîâàííóþ 3 × 3−ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè ±1, îäíàêî ìàòðèöû, óäîâëåòâî-
ðÿþùåé ñôîðìóëèðîâàííûì îãðàíè÷åíèÿì, íå ñóùåñòâóåò. Èç îãðàíè÷åíèÿ
íà A (ñîîòâ. B) ïðîèçâåäåíèå âñåõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ äîëæíî ðàâíÿòüñÿ
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1 (ñîîòâ. −1). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íàèëó÷øàÿ ñòðàòåãèÿ ñîñòîèò â âûáî-
ðå ìàòðèöû, â êîòîðîé ëèøü îäèí ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ðàçíûì äëÿ A è B. Â
ýòîì ñëó÷àå îíè âûèãðûâàþò â 8 èç 9 ñëó÷àåâ. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü
óñïåõà âñåãäà áóäåò < 1.

Êâàíòîâàÿ ñòðàòåãèÿ: Îäíàêî åñëè A è B ìîãóò çàðàíåå ñîçäàòü ñöåï-
ëåííîå ñîñòîÿíèå è çàðàíåå âûáðàòü ôèêñèðîâàííóþ ñõåìó êâàíòîâûõ èç-
ìåðåíèé, êàæäûé â ñâîåé ëàáîðàòîðèè, òî ñóùåñòâóåò ñïîñîá îáåñïå÷èòü
âûèãðûø ñ âåðîÿòíîñòüþ 1!

Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå Áåëëà S = |β00〉AB〈β00|,

|β00〉AB =
1√
2

(|0〉A ⊗ |0〉B + |1〉A ⊗ |1〉B) =
1√
2

(|00〉+ |11〉) . (2.21)

Çàðàíåå ïðèãîòîâëÿåìîå ñöåïëåííîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì äâóõ ñîñòîÿíèé Áåëëà äëÿ äâóõ ïàð q-áèòîâ: A1B1 è A2B2 :

|β0000〉 = |β00〉A1B1 ⊗ |β00〉A2B2 .

q-áèòû A1 è A2 ïîñûëàþòñÿ èãðîêó A, à q-áèòû B1 è B2 � èãðîêó B äî
îáúÿâëåíèÿ C.

A è B òàêæå óñëîâëèâàþòñÿ, ÷òî ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íîìåðîâ i è j, îíè
ïðîèçâîäÿò èçìåðåíèÿ ñïèíîâ, êàæäûé â ñâîèõ q-áèòàõ, â ñîîòâåòñòâèè ñ
òàáëèöåé  σ0 ⊗ σz σz ⊗ σ0 σz ⊗ σz

σx ⊗ σ0 σ0 ⊗ σx σx ⊗ σx
−σx ⊗ σz −σz ⊗ σx σy ⊗ σy


è çàïèñûâàþò ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå êëåòêè.

Îáîçíà÷àÿ Xij íàáëþäàåìóþ íà ïåðåñå÷åíèè i−é ñòðîêè è j−ãî ñòîëáöà,
èìååì:

1. Xij = X∗ij èX
2
ij = σ0⊗σ0 ≡ I, òàê ÷òîXij èìåþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

±1;

2. â êàæäîé ñòðîêå i îïåðàòîðû Xij ; j = 1, 2, 3 êîììóòèðóþò, ò.å. ÿâëÿþò-
ñÿ ñîâìåñòèìûìè íàáëþäàåìûìè, áîëåå òîãî Xi1Xi2Xi3 = I. Ïîýòîìó
äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, 3, óêàçàííîãî C, èãðîê A ìîæåò ñîâìåñòíî èç-
ìåðèòü íàáëþäàåìûå Xij ; j = 1, 2, 3, ïîëó÷èâ ðåçóëüòàòû +1 èëè −1,
ïîä÷èíÿþùèåñÿ îãðàíè÷åíèþ äëÿ A. Òîãäà A ïîìåùàåò ýòè ðåçóëüòà-
òû â ñòðîêó i. Àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå ïðèìåíèìî ê èãðîêó B è ëþáîìó
óêàçàííîìó ñòîëáöó j.

3. ÷óäåñíûì îáðàçîì, íîìåðà, ïîìåùåííûå A è B íà ïåðåñå÷åíèè i−é
ñòðîêè è j−ãî ñòîëáöà îáÿçàòåëüíî ñîâïàäóò! Ýòî ñëåäóåò èç ðàâåí-
ñòâà (

XA
ij ⊗XB

ij

)
|β0000〉 = |β0000〉; i, j = 1, 2, 3,

ãäå XA
ij (ñîîòâ. X

B
ij ) � îïåðàòîð Xij â ñèñòåìå A = A1A2 (ñîîòâ. B =

B1B2). Ýòî ðàâåíñòâî ãîâîðèò, ÷òî åñëè âñÿ ñèñòåìà A1A2B1B2 ïðè-
ãîòîâëåíà â ñîñòîÿíèè |β0000〉, òî ïðîèçâåäåíèå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé
A è B â ëþáîé êëåòêå ij áóäåò ðàâíî 1, ò.å. ðåçóëüòàòû ñîâïàäóò.
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Ç àä à ÷ à 51. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ 1-3.
Êâàíòîâàÿ ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïðàâèëàì èãðû. Èìåííî èñ-

ïîëüçîâàíèå êâàíòîâûõ èíôîðìàöèîííûõ ïðîòîêîëîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
ðåçóëüòàò, íåäîñòèæèìûé êëàññè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàñ-
ñè÷åñêîãî íàáëþäàòåëÿ äåëî îáñòîèò òàê, êàê áóäòî ìåæäó A è B ñóùåñòâó-
åò íåìàòåðèàëüíàÿ ñâÿçü. Èãðû òèïà îïèñàííîé âûøå, áûëè ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ðåàëèçîâàíû è ïðîäåìîíñòðèðîâàëè �êâàíòîâîå ïðåâîñõîäñòâî�.

2.7 Êîððåëÿöèîííûå íåðàâåíñòâà è îïåðàòîð-

íûå àëãåáðû

Åñëè áû ÷åòûðå êîððåëÿöèè â (2.18) ïðèíèìàëè ïðîèçâîëüíûå, íå çàâèñÿ-
ùèå äðóã îò äðóãà çíà÷åíèÿ, òî ãðàíèöó 2 â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñëå-
äîâàëî áû çàìåíèòü íà 4. Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâàÿ ëîêàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åíèåì, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ìåíüøåìó çíà÷åíèþ.

Êâàíòîâûå êîððåëÿöèîííûå íåðàâåíñòâà. Ïóñòü Xj , Yk (j, k = 1, 2) âå-
ùåñòâåííûå êâàíòîâûå íàáëþäàåìûå, ò.÷. X2

j = I, Y 2
k = I, XjYk = YkXj .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ S èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Öèðåëü-
ñîíà

|MSX1Y1 + MSX1Y2 + MSX2Y1 −MSX2Y2| ≤ 2
√

2. (2.22)

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òîæäåñòâà

(X1Y1 +X1Y2 +X2Y1 −X2Y2)
2

= 4I − [X1, X2][Y1, Y2], (2.23)

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ‖[X1, X2]‖ ≤ 2, òàê ÷òî íîðìà âûðàæåíèÿ (2.23) íå ïðå-
âîñõîäèò 8.

Ç à ä à ÷ à 52. Äîêàæèòå òîæäåñòâî (2.23).
Äëÿ ñèñòåìû èç äâóõ q-áèòîâ AB ðàâåíñòâî â (2.22) äîñòèãàåòñÿ äëÿ

íàáëþäàåìûõ
Xj = σ(~aj)⊗ IB , Yk = IA ⊗ σ(~bk)

è ñîñòîÿíèÿ Áåëëà (2.21).
Àäåêâàòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ îïèñàíèÿ âñåâîçìîæíûõ

êîððåëÿöèîííûõ íåðàâåíñòâ îêàçûâàåòñÿ ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷èâøàÿ òàêæå íàçâàíèå �êâàíòîâûé ôóíêöèîíàëüíûé àíà-
ëèç�. Â ÷àñòíîñòè, çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçà Êîííà î êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñè-
ìèðóåìîñòè â II1-ôàêòîðàõ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíîé �ãèïîòåçå Öèðåëüñî-
íà� î ñîâïàäåíèè ìíîæåñòâ êîððåëÿöèé ìåæäó ïîäñèñòåìàìè ñîñòàâíîé ñè-
ñòåìû, ðåàëèçóåìûõ â òåíçîðíîé è àëãåáðàè÷åñêîé (ëîêàëüíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ)
ìîäåëÿõ ñîñòàâíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì (â îòëè÷èå îò íåñîâïàäåíèÿ ìíîæåñòâ
êëàññè÷åñêè- è êâàíòîâî-ðåàëèçóåìûõ êîððåëÿöèé, êîòîðîå äåìîíñòðèðóåò-
ñÿ íåðàâåíñòâàìè òèïà (2.18))4.

4M. Junge, M. Navascues, C. Palazuelos, D. Perez-Garcia, V. B. Scholz, R. F. Werner,
Connes' embedding problem and Tsirelson's problem, J. Math. Phys. 52, 012102 (2011)



Ãëàâà 3

Êâàíòîâûå

èíôîðìàöèîííûå ïðîòîêîëû

3.1 Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå êàê èíôîðìàöèîííûé

ðåñóðñ

Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ïðèãîòàâëèâàåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèìè óñòðîéñòâàìè.
Èçìåíÿÿ ïàðàìåòðû óñòðîéñòâà, ìû èçìåíÿåì ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ, è òà-
êèì îáðàçîì ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü �çàïèñûâàòü� êëàññè÷åñêóþ èíôîðìà-
öèþ â êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè. Ïðîñòåéøèé êâàíòîâûé êàíàë ñâÿçè ìàòåìàòè-
÷åñêè çàäàåòñÿ ñåìåéñòâîì (âûõîäíûõ èëè ñèãíàëüíûõ) ñîñòîÿíèé Sx, ãäå
ïàðàìåòð x ïðîáåãàåò âõîäíîé àëôàâèò. Îòîáðàæåíèå x→ Sx â ñæàòîé ôîð-
ìå ñîäåðæèò îïèñàíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà, ïîðîæäàþùåãî ñîñòîÿíèå Sx.
Íàïðèìåð, ïóñòü x = 0, 1, ïðè÷åì S1 êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ïîëÿ èçëó÷åíèÿ
ëàçåðà, à S0 âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì êàíàë ñ äâóìÿ
÷èñòûìè íåîðòîãîíàëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçâëå÷ü êëàññè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþñÿ â
êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè èçìåðåíèå. Â ïðèâåäåííîì
âûøå ïðèìåðå òàêóþ ðîëü èãðàåò ëþáîé ïðèåìíèê ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ
ñ âîçìîæíîé ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêîé ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèÿ. Åñëè èçìå-
ðåíèå çàäàåòñÿ áàçèñîì |ey〉, òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü èñõîä y,
ïðè óñëîâèè, ÷òî áûë ïîñëàí ñèãíàë x, äàåòñÿ ôîðìóëîé

P (y|x) = 〈ey|Sxey〉. (3.1)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èçìåðåíèÿ ìû ïîëó÷àåì îáû÷íûé êà-
íàë ñâÿçè. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòàâèòü âîïðîñ î ìàêñèìàëüíîì êîëè÷å-
ñòâå êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïåðåäàíî ïî äàííîìó
êâàíòîâîìó êàíàëó ñâÿçè è î åãî ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè. Ýòîò âîïðîñ áóäåò
äåòàëüíî ðàññìîòðåí â ãëàâå 5. Îòìåòèì çäåñü ëèøü îäèí ôàêò, èìåþùèé
ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå (ñì. (5.26)):

55



56 ÃËÀÂÀ 3. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÒÎÊÎËÛ

A B

C

|β00〉

Ðèñ. 3.1: Ñâåðõïëîòíîå êîäèðîâàíèå

Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ëþáîãî êâàíòîâîãî êàíàëà îãðàíè÷åíà ñâåð-
õó âåëè÷èíîé log dimH, ïðè÷åì ýòà âåëè÷èíà äîñòèãàåòñÿ äëÿ �èäåàëüíî-
ãî� êàíàëà, ñèãíàëüíûå ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî îáðàçîâàíû âåêòîðàìè î.í.á.
â ïðîñòðàíñòâå H, à èçìåðåíèå çàäàåòñÿ ýòèì æå î.í.á. Òàêèì îáðàçîì,
ðàçìåðíîñòü ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ìàêñèìàëüíîãî èí-
ôîðìàöèîííîãî ðåñóðñà êâàíòîâîé ñèñòåìû.

3.2 Ñâåðõïëîòíîå êîäèðîâàíèå

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé âîïðîñ. Íåëîêàëüíûé, ñ êëàññè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ, õàðàêòåð ÝÏÐ-êîððåëÿöèé íàâîäèò íà ìûñëü ïîïûòàòüñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü èõ äëÿ ìãíîâåííîé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Ïîêàæåì, ÷òî ýòîãî
íåâîçìîæíî äîñòè÷ü, íàõîäÿñü â ðàìêàõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè (ñ òî÷êè çðå-
íèÿ êîòîðîé ÝÏÐ-êîððåëÿöèè íå ïðîòèâîðå÷àò ëîêàëüíîñòè). Ðàññìîòðèì
äâå êâàíòîâûå ñèñòåìû A è B, â ïðîñòðàíñòâàõ HA è HB ñîîòâåòñòâåííî,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ñöåïëåííîì ñîñòîÿíèè SAB . Â ñëó÷àå, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåì èíòåðåñ, ñèñòåìû ïðîñòðàíñòâåííî ðàçäåëåíû, õîòÿ ôîðìàëüíî ýòî íè
â ÷åì íå âûðàæàåòñÿ. Ñèñòåìà A ïîëó÷àåò êëàññè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ, ñî-
äåðæàùóþñÿ â çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà x, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà
äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ óíèòàðíûõ îïåðàöèé Ux â ïðîñòðàíñòâå HA.
Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèå ñèñòåìû AB ïåðåõîäèò â Sx = (Ux⊗ IB)SAB(Ux⊗ IB)∗,
òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â êâàíòîâîì ñî-
ñòîÿíèè ñîñòàâíîé ñèñòåìû. Â ñâîþ î÷åðåäü, íàä ñèñòåìîé B ìîæåò áûòü
ïðîèçâåäåíî ïðîèçâîëüíîå èçìåðåíèå, îïèñûâàåìîå î.í.á. |ey〉 â HB . Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü (3.1) íå çàâèñèò îò x,
à çíà÷èò êîëè÷åñòâî ïåðåäàâàåìîé èíôîðìàöèè â ñàìîì äåëå ðàâíî íóëþ.

Õîòÿ ÝÏÐ-êîððåëÿöèè, ò.å. êâàíòîâàÿ ñöåïëåííîñòü, ñàìè ïî ñåáå íå ïîç-
âîëÿþò ïåðåäàâàòü èíôîðìàöèþ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàëè÷èå òàêèõ êîððåëÿ-
öèé ìåæäó ñèñòåìàìè ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êëàñ-
ñè÷åñêîé èíôîðìàöèè, ïåðåäàâàåìîé îòA êB, âäâîå, åñëè ìåæäó ñèñòåìàìè
èìååòñÿ èäåàëüíûé êâàíòîâûé êàíàë ñâÿçè, ò. å. âîçìîæíîñòü áåçîøèáî÷íî
ïåðåäàòü ëþáîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå. Òàêèì îáðàçîì, ñöåïëåííîñòü êâàíòî-
âîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíîé ñèñòåìû âûñòóïàåò êàê �êàòàëèçàòîð� ïðè ïåðåäà-
÷å êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè ÷åðåç êâàíòîâûé êàíàë ñâÿçè, è ñ ýòîé òî÷êè
çðåíèÿ, òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáîãî ðîäà èíôîðìàöèîííûé ðåñóðñ.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìû A è B, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé q-
áèò, ìåæäó êîòîðûìè èìååòñÿ èäåàëüíûé êâàíòîâûé êàíàë ñâÿçè. Èç òîãî
÷òî áûëî ñêàçàíî âûøå, âûòåêàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êëàññè÷å-
ñêîé èíôîðìàöèè, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïåðåäàíî îò A ê B, ðàâíî log 2 = 1
áèò, è ïîëó÷àåòñÿ ïðè êîäèðîâàíèè áèòà â äâà îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà, íà-
ïðèìåð,

0→ |0〉 =

[
1

0

]
, 1→ |1〉 =

[
0

1

]
.

Ïðîòîêîë �ñâåðõïëîòíîãî êîäèðîâàíèÿ,� ïðåäëîæåííûé Áåííåòîì è Âèñ-
íåðîì â 1992 ã., èìååò â ñâîåé îñíîâå ïðîñòîé ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêò: áàçèñ
Áåëëà (2.12)-(2.15) â ñèñòåìå èç äâóõ q-áèòîâ AB ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç
îäíîãî âåêòîðà |β00〉 äåéñòâèåì �ëîêàëüíûõ� óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ, ò. å.
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íåòðèâèàëüíî òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå q-áèòà A, à
èìåííî

|β10〉 = (σz ⊗ I)|β00〉, |β01〉 = (σx ⊗ I)|β00〉, |β11〉 = i(σy ⊗ I)|β00〉.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè AB èçíà÷àëüíî íàõîäèòñÿ â ñöåïëåííîì ñîñòîÿíèè
|β00〉, ó÷àñòíèê A ìîæåò çàêîäèðîâàòü 2 áèòà êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè â
4 ñîñòîÿíèÿ áàçèñà Áåëëà, ïðîèçâîäÿ òîëüêî ëîêàëüíûå îïåðàöèè, à çàòåì
(ôèçè÷åñêè) ïîñëàòü ñâîé q-áèò ó÷àñòíèêó B ïî èäåàëüíîìó êâàíòîâîìó
êàíàëó. Òîãäà, ïðîèçâîäÿ èçìåðåíèå â áàçèñå Áåëëà, ó÷àñòíèê B ïîëó÷àåò
2 áèòà êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè. Äîïîëíèòåëüíûì ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî
ïðîòîêîëà ÿâëÿåòñÿ åãî çàùèùåííîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âîçìîæíîìó ïåðå-
õâàòó òðåòüåé ñòîðîíîé q-áèòà, ïîñëàííîãî îò A ê B: ïîëó÷åííîå ÷àñòè÷íîå
ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì (çàäà÷à 43), ò.å. ïåðåõâàò÷èê íå ïîëó÷àåò
íèêàêîé èíôîðìàöèè.

Êîíñòðóêöèè ïðîòîêîëîâ ñâåðõïëîòíîãî êîäèðîâàíèÿ è òåëåïîðòàöèè
äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ðàç-
ìåðíîñòè.

3.3 Òåëåïîðòàöèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ

Äî ñèõ ïîð ãîâîðèëîñü î ïåðåäà÷å êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè ÷åðåç êâàíòî-
âûé êàíàë ñâÿçè. Òàêàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü �çàïèñàíà� â êâàíòîâîì
ñîñòîÿíèè è ïåðåäàíà ÷åðåç ôèçè÷åñêèé êàíàë. Îäíàêî êâàíòîâîå ñîñòîÿ-
íèå è ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèîííûì ðåñóðñîì ïîñòîëüêó, ïîñêîëü-
êó èìååò ñòàòèñòè÷åñêóþ íåîïðåäåëåííîñòü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíôîðìàöèÿ,
ñîäåðæàùàÿñÿ â íåèçâåñòíîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè, èìååò êà÷åñòâåííûå îò-
ëè÷èÿ îò êëàññè÷åñêîé, è ïîýòîìó çàñëóæèâàåò ñïåöèàëüíîãî òåðìèíà êâàí-
òîâàÿ èíôîðìàöèÿ. Íàèáîëåå ÿðêèì îòëè÷èåì êâàíòîâîé èíôîðìàöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü êîïèðîâàíèÿ (no cloning). Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññè÷å-
ñêàÿ èíôîðìàöèè ìîæåò âîñïðîèçâîäèòüñÿ â ëþáîì êîëè÷åñòâå. Íî ôèçè-
÷åñêèé ïðèáîð, êîòîðûé áû âûïîëíÿë àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ êâàíòîâîé
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A BC

|ψ〉

D

|β00〉

Ðèñ. 3.2: Òåëåïîðòàöèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé

èíôîðìàöèè, ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè, òàê êàê ïðå-
îáðàçîâàíèå

|ψ〉 → |ψ〉 ⊗ · · · ⊗ |ψ〉︸ ︷︷ ︸
n

ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì, è íå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî óíèòàðíûì îïåðàòî-
ðîì. Êîíå÷íî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü êàæäûé ðàç ñïåöèàëüíûì ïðèáîðîì äëÿ
äàííîãî êîíêðåòíîãî ñîñòîÿíèÿ (è äàæå äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà îðòî-
ãîíàëüíûõ ñîñòîÿíèé), íî íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî ïðèáîðà, êîòîðûé
áû ðàçìíîæàë ïðîèçâîëüíîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå.

Êàêèì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïåðåäàíî êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå? Î÷åâèäíî,
÷òî ìîæíî ïðîñòî ôèçè÷åñêè ïåðåñëàòü ñàìó ñèñòåìó. Ãîðàçäî áîëåå èíòå-
ðåñíûé è íåòðèâèàëüíûé ñïîñîá � òåëåïîðòàöèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ,
ïðè êîòîðîé ñàìà ñèñòåìà ôèçè÷åñêè íå ïåðåäàåòñÿ, à ïåðåäàåòñÿ ëèøü
êëàññè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ1. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííûì äîïîëíèòåëüíûì ðå-
ñóðñîì, êîòîðûé âíîâü èãðàåò ðîëü �êàòàëèçàòîðà,� ÿâëÿåòñÿ ÝÏÐ-êîððåëÿöèÿ
ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì êàíàëà ñâÿçè. Çàìåòèì, ÷òî ñâåñòè ïåðåäà÷ó ïðî-
èçâîëüíîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ê òîëüêî ïåðåäà÷å êëàññè÷åñêîé èíôîð-
ìàöèè, íå èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíîãî êâàíòîâîãî ðåñóðñà, íåâîçìîæíî: ïî-
ñêîëüêó êëàññè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ êîïèðóåìà, ýòî îçíà÷àëî áû âîçìîæ-
íîñòü êîïèðîâàíèÿ è êâàíòîâîé èíôîðìàöèè.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå êâàíòîâûå ñèñòåìû A è B, îïèñûâàþùèå, ñîîòâåò-
ñòâåííî, âõîä è âûõîä êàíàëà ñâÿçè. Íà âõîä A ïîñòóïàåò ïðîèçâîëüíîå
ñîñòîÿíèå |ψ〉; ìîæíî îïèñàòü ïðîöåäóðó, ïðè êîòîðîé èñõîäíîå ñîñòîÿíèå
B ïåðåéäåò â |ψ〉, à âõîäíîå |ψ〉 ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàçðóøèòñÿ (èíà÷å ìû
èìåëè áû êîïèðîâàíèå).

Â ïðîñòåéøåé (è îñíîâíîé) âåðñèè ñèñòåìûA èB ÿâëÿþòñÿ äâóõóðîâíåâûìè
(q-áèòàìè).

1. Ïåðåä íà÷àëîì ïåðåäà÷è ñèñòåìà AB ïðèãîòîâëÿåòñÿ â ìàêñèìàëüíî
ñöåïëåííîì ñîñòîÿíèè ñ âåêòîðîì

|β00〉 =
1√
2

(|00〉+ |11〉) .

1C. H. Bennett, G. Brassard, C. Cr�epeau, R. Jozsa, A. Peres, W. K. Wootters, �Teleporting
an unknown quantum state via dual classical and Einstein-Podolsky-Rosen channel,� Phys.

Rev. Lett., vol 70, 1895-1899 1993.
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2. C ïåðåäàåò A ïðîèçâîëüíîå ÷èñòîå ñîñòîÿíèå

|ψ〉 = a|0〉+ b|1〉.

Ñîâîêóïíîñòü òðåõ ñèñòåì CAB îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ

(a|0〉+ b|1〉)⊗ 1√
2

(|00〉+ |11〉) =
1√
2

[a|000〉+ b|100〉+ a|011〉+ b|111〉] .

3. Çàòåì

(a) A ïðîèçâîäèò íåêîòîðîå îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîÿíèÿ cè-
ñòåìû CA;

(b) A ïðîèçâîäèò èçìåðåíèå (ñ 4 èñõîäàìè, ÷òî ñîñòàâëÿåò 2 áèòà
êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè). Ïðåîáðàçîâàíèå è èçìåðåíèå áóäóò
îïèñàíû íèæå.

4. A ïîñûëàåò ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ B ïî êëàññè÷åñêîìó êàíàëó ñâÿçè.

5. Â çàâèñèìîñòè îò ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ B ïðîèçâîäèò
íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå è ïîëó÷àåò ýòî ïðîèçâîëüíîå |ψ〉.

Ïðîèçâîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðíûìè ïðèìåðàìè ëî-
ãè÷åñêèõ îïåðàöèé, èñïîëüçóåìûõ â êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ. Íà 3-ì øàãå
íàä ñèñòåìîé CA ïðîèçâîäèòñÿ îïåðàöèÿ CNOT (êîíòðîëèðóìîå �íåò�):

|00〉 → |00〉, |01〉 → |01〉, |10〉 → |11〉, |11〉 → |10〉, (3.2)

ïðè êîòîðîé ñîñòîÿíèå ïåðâîãî q-áèòà ñîõðàíÿåòñÿ, à ñîñòîÿíèå âòîðîãî q-
áèòà íå èçìåíÿåòñÿ, ëèáî èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå, â çàâèñèìîñòè
îò ñîñòîÿíèÿ ïåðâîãî q-áèòà. Ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûé áàçèñ ïåðåõîäèò â
ñåáÿ, ñëåäîâàòåëüíî, â 4-õ ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå CA ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ
ñîîòâåòñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð (ïåðåñòàíîâêè âåêòîðîâ áàçèñà). Çàòåì
ê q-áèòó C ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ Àäàìàðà H ñ óíèòàðíîé ìàòðèöåé

H =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
.

Òîãäà

|0〉 → 1√
2

(|0〉+ |1〉) = |+〉, |1〉 → 1√
2

(|0〉 − |1〉) = |−〉, (3.3)

ò.å. áàçèñ ïîâîðà÷èâàåòñÿ (ñ èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè) íà óãîë π/4.
Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå âñåé ñèñòåìû CAB åñòü

1√
2

(a|000〉+ b|100〉+ a|011〉+ b|111〉) .
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Ïîñëå äåéñòâèÿ CNOT íà CA ïîëó÷àåì

1√
2

(a|000〉+ b|110〉+ a|011〉+ b|101〉) .

Ïîòîì H äåéñòâóåò íà C

1

2
[a(|000〉+ |100〉) + b(|010〉 − |110〉) + a(|011〉+ |111〉) + b(|001〉 − |101〉)] .

Âûäåëÿÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû CA, ïîëó÷àåì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû CAB:

1

2
[|00〉(a|0〉+ b|1〉) + |01〉(a|1〉+ b|0〉) + |10〉(a|0〉 − b|1〉) + |11〉(a|1〉 − b|0〉)] .

Òåïåðü ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå â ñèñòåìå CA, ïðîåöèðóþùåå ýòîò âåê-
òîð íà îäèí èç 4-õ áàçèñíûõ âåêòîðîâ |00〉, |01〉, |10〉, |11〉 ñîãëàñíî ôîðìóëå
(1.59), â êîòîðîé Ex = |x〉〈x| ⊗ IB , px = 1/4; x = 00, 01, 10, 11. Èñõîä èçìå-
ðåíèÿ x ïîñûëàåòñÿ îò A ê B ïî êëàññè÷åñêîìó (èäåàëüíîìó) êàíàëó ñâÿçè.

Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ îäíî èç ÷åòûðåõ ðàâíîâåðîÿòíûõ àïîñòåðèîðíûõ
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû CAB ñ âåêòîðîì

|00〉(a|0〉+ b|1〉), |01〉(a|1〉+ b|0〉), |10〉(a|0〉 − b|1〉), |11〉(a|1〉 − b|0〉).

Â çàâèñèìîñòè îò ïîëó÷åííîãî çíà÷åíèÿ x = 00, 01, 10, 11, ó÷àñòíèê B ïðè-
ìåíÿåò ê ñâîåìó ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóþùèé óíèòàðíûé îïåðàòîð Ïàóëè

σ00 = I, σ01 =

[
0 1
1 0

]
, σ10 =

[
1 0
0 −1

]
, iσ11 =

[
0 1
−1 0

]
,

âî âñåõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ ïðåîáðàçóþùèé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû B

a|0〉+ b|1〉, a|1〉+ b|0〉, a|0〉 − b|1〉, a|1〉 − b|0〉

â âåêòîð |ψ〉 = a|0〉 + b|1〉, êîòîðûé îïèñûâàë ñîñòîÿíèå ñèñòåìû C äî íà-
÷àëà ïðîòîêîëà. Ïðè ýòîì ïðîòèâîðå÷èÿ ñ íåâîçìîæíîñòüþ êîïèðîâàíèÿ
êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ íå âîçíèêàåò, òàê êàê ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå C â êîíöå
ïðîòîêîëà åñòü |0〉〈0| èëè |1〉〈1|, â çàâèñèìîñòè îò èñõîäà èçìåðåíèÿ. Åñ-
ëè æå èñõîä íå ó÷èòûâàåòñÿ, òî ïîëó÷àåòñÿ õàîòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Áîëåå
ïîäðîáíî:

Ç à ä à ÷ à 53. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñèñòåìû CAB ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðî-
òîêîëà òåëåïîðòàöèè èìååò âèä

SCAB =
1

2
IC ⊗

1

2
IA ⊗ |ψ〉〈ψ|.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðóøàåòñÿ êàê èñõîäíîå ñîñòîÿíèå C, òàê è ñöåïëåííîñòü
ìåæäó A è B.

Âîçìîæíîñòü òåëåïîðòàöèè ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè ôîòîíà áûëà ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíà ýêñïåðèìåíòàëüíî Öàéëèíãåðîì â 1997 ã. Ñ òåõ ïîð áûëè
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|x〉

|y〉

Uf

|x〉

|y ⊕ f(x)〉

Ðèñ. 3.3: Êâàíòîâûé "îðàêóë"

ïðîâåäåíû äåñÿòêè ýêñïåðèìåíòîâ, âêëþ÷àÿ òåëåïîðòàöèþ ñîñòîÿíèé ìàñ-
ñèâíûõ ÷àñòèö (âïåðâûå â 2004 ã.)2.

Ç à ä à ÷ à 54. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ q-áèòîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðèìå-
íåíèå îïåðàöèè Àäàìàðà ê ïåðâîìó q-áèòó, çà êîòîðûì ñëåäóåò îïåðàöèÿ
CNOT, ïåðåâîäèò âû÷èñëèòåëüíûé áàçèñ â áàçèñ Áåëëà. Ïîñëåäîâàòåëüíîå
ïðèìåíåíèå ýòèõ îïåðàöèé â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïåðåâîäèò áàçèñ Áåëëà â âû-
÷èñëèòåëüíûé áàçèñ. Òàêèì îáðàçîì, èçìåðåíèå â áàçèñå Áåëëà (íàïðèìåð,
â ïðîòîêîëå ñâåðõïëîòíîãî êîäèðîâàíèÿ) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èçìåðåíèþ
â âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå.

3.4 Êâàíòîâûå àëãîðèòìû

Èäåÿ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà áûëà ïðåäëîæåíà Ôåéíìàíîì â 1981 ã. äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Âîïðîñ: íå ìîæåò ëè êâàíòîâîå
óñòðîéñòâî ðåøàòü êàêèå-ëèáî çàäà÷è áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì êëàññè÷åñêèé
êîìïüþòåð, áûë âïåðâûå çàòðîíóò â êíèãå Þ.È. Ìàíèíà �Âû÷èñëèìîå è
íåâû÷èñëèìîå�, 1980 ã.) Ïðîñòåéøèå, íî äîâîëüíî èñêóññòâåííûå ïðèìåðû
òàêèõ çàäà÷ ðàññìîòðåëè Äîé÷ è Äæîçà. Èõ óñîâåðøåíñòâîâàíèåì ÿâëÿåò-
ñÿ àëãîðèòì Ñàéìîíà, êîòîðûé ëåæèò â îñíîâå è àëãîðèòìà Øîðà, ýôôåê-
òèâíî ðåøàþùåãî âàæíóþ è ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíóþ (ïî êðàéíåé ìåðå, ñ
òî÷êè çðåíèÿ êðèïòîãðàôèè) çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ áîëüøîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

3.4.1 Àëãîðèòì Äîé÷à

Îáîçíà÷èì B = {0, 1}. Ïóñòü f : B → B � íåêîòîðàÿ áóëåâà (äâîè÷íàÿ)
ôóíêöèÿ. Îíà ëèáî ïîñòîÿííà: f = const, åñëè f(0) = f(1), ëèáî íåïî-
ñòîÿííà: f 6= const, åñëè f(0) 6= f(1). Î÷åâèäíûé êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì,
ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç ýòèõ äâóõ âîçìîæíîñòåé èìååò ìåñòî,
ïðåäïîëàãàåò âû÷èñëåíèå îáîèõ åå çíà÷åíèé: f(0) è f(1).

Äîé÷ ïðåäëîæèë àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, èñ-
ïîëüçóÿ ëèøü îäèí àêò êâàíòîâîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f . Ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâî äâóõ q-áèòîâ, îñíîâíîãî è âñïîìîãàòåëüíîãî, â êîòîðîì çàäàí

2http://en.wikipedia.org/wiki/Quantum teleportation.
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óíèòàðíûé îïåðàòîð Uf , äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

|x〉 ⊗ |y〉 Uf−→ |x〉 ⊗ |y ⊕ f(x)〉.

Åñëè âñïîìîãàòåëüíûé q-áèò ïðèãîòîâëåí â ñîñòîÿíèè ñ âåêòîðîì |0〉, òî

|x〉 ⊗ |0〉 Uf−→ |x〉 ⊗ |f(x)〉.

Â ýòîì ñìûñëå îïåðàòîð Uf çàäàåò êâàíòîâîå âû÷èñëåíèå ôóíêöèè f . Îò-
ìåòèì ñâîéñòâî îïåðàòîðà Uf , êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàíî â äàëüíåéøåì:

Uf (|x〉 ⊗ |−〉) = (−1)
f(x)

(|x〉 ⊗ |−〉) , (3.4)

ò.å. âåêòîðû |x〉⊗|−〉, x = 0, 1, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà

Uf ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè (−1)
f(x)

. Çäåñü |−〉 = 1√
2

(|0〉 − |1〉) .
Äîêàçàòåëüñòâî.

Uf

(
|x〉 ⊗ 1√

2
(|0〉 − |1〉)

)
= |x〉 ⊗ 1√

2
(|f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉)

= |x〉 ⊗

{
1√
2
(|0〉 − |1〉), f(x) = 0

1√
2
(|1〉 − |0〉), f(x) = 1

Äàäèì ïîøàãîâîå îïèñàíèå êâàíòîâîãî àëãîðèòìà.

1. Îñíîâíîé q-áèò ïðèãîòàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ âåêòîðîì |0〉, âñïîìî-
ãàòåëüíûé � â ñîñòîÿíèè ñ âåêòîðîì |1〉.

2. Ê îáîèì q-áèòàì ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ Àäàìàðà

H =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñîñòîÿíèÿ q-áèòîâ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëàì

H|0〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉) = |+〉, H|1〉 =
1√
2

(|0〉 − |1〉) = |−〉.

3. Ê ïîëó÷åííîìó ñîñòîÿíèþ ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð Uf . Èñïîëüçóÿ ñâîé-
ñòâî (3.4), ïîëó÷àåì

Uf (H ⊗H) (|0〉 ⊗ |1〉) =
1

2
Uf (|0〉+ |1〉)⊗ (|0〉 − |1〉)

=
1

2

(
(−1)

f(0) |0〉+ (−1)
f(1) |1〉

)
⊗ (|0〉 − |1〉) .

4. Ê ïîëó÷åííîìó ñîñòîÿíèþ ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð H ⊗ I:

(H ⊗ I)Uf (H ⊗H) (|0〉 ⊗ |1〉)

=
1

2

([
(−1)

f(0)
+ (−1)

f(1)
]
|0〉+

[
(−1)

f(0) − (−1)
f(1)
]
|1〉
)
⊗ |−〉.
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5. Ïðîèçâîäÿ èçìåðåíèå íàä îñíîâíûì q-áèòîì â âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå
{|0〉, |1〉}, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïîëó÷àåì èñõîä 0 , åñëè f(0) = f(1) èëè
èñõîä 1 , åñëè f(0) 6= f(1).

Çà ñ÷åò ÷åãî äîñòèãàåòñÿ òàêîå ðàäèêàëüíîå óñêîðåíèå? Î÷åâèäíî, çà
ñ÷åò òîãî, ÷òî îäíîêðàòíîå ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà Uf äàåò ñîñòîÿíèå, êîòî-
ðîå â ëàòåíòíîé ôîðìå ñîäåðæèò âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f , è èç êîòîðîãî
èíòåðåñóþùàÿ íàñ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü èçâëå÷åíà ïîñðåäñòâîì êâàí-
òîâîãî èçìåðåíèÿ. Òàêîé ýôôåêò íàçûâàþò �êâàíòîâûì ïàðàëëåëèçìîì�.
Âàæíî, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ïàðàëëåëèçìà â êëàññè÷å-
ñêîì êîìïüþòèíãå, ðå÷ü îòíþäü íå èäåò îá îäíîâðåìåííîì âû÷èñëåíèè âñåõ
çíà÷åíèé ôóíêöèè.

3.4.2 Àëãîðèòì Ñàéìîíà

Îáîçíà÷èì B = {0, 1}, Bn = B×n. Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå f : Bn → Bn.
Ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ �ïåðèîäè÷åñêèì�, òî åñòü f(x) =
f(y) ⇔ y = x ⊕ ξ, ãäå ξ ∈ Bn � äâîè÷íûé (áóëåâ) âåêòîð, ξ 6= 0. Çäåñü
⊕ îáîçíà÷àåò ïîêîìïîíåíòíîå ñëîæåíèå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ ïî ìîäóëþ 2
(ëîãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ �XOR�).

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïåðèîä ξ çà íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî øàãîâ (ïðè-
íèìàÿ çà øàã êàæäûé àêò âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f). Êëàññè÷åñêîå ðåøå-
íèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïåðåáîðó è òðåáóåò ÷èñëî øàãîâ, ðàñòóùåå ýêñïî-
íåíöèàëüíî ñ n. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå 2n − 1 âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé ξ ðàâíîâåðîÿòíû. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ s çíà÷åíèé ôóíê-
öèè f(xj); j = 1, . . . , s, ñðàâíèâàÿ ýòè çíà÷åíèÿ âî âñåâîçìîæíûõ ïàðàõ òî-
÷åê, ìû ìîæåì îáíàðóæèòü, ÷òî f(xj) = f(xk) è òîãäà íàéòè ξ = xj ⊕ xk.
Â õóäøåì ñëó÷àå âñå çíà÷åíèÿ f(xj) ðàçëè÷íû è òîãäà ìû ìîæåì èñêëþ-
÷èòü s(s− 1)/2 çíà÷åíèé ξ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî (s+ 1)-å âû÷èñëåíèå äàñò
íóæíûé ðåçóëüòàò, íå ïðåâîñõîäèò

s

2n − 1− s(s− 1)/2
≤ s

2n − s2
,

ïîñêîëüêó f(x(s+1)) äîëæíî ñîâïàñòü ñ îäíèì èç s çíà÷åíèé f(xj); j =
1, . . . , s. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ m + 1 àêòîâ âû÷èñëåíèÿ f äëÿ
íàõîæäåíèÿ ξ îöåíèâàåòñÿ êàê

p ≤
m∑
s=1

s

2n − s2
≤ m2

2n −m2
,

îòêóäà m ≥
√
p/(1− p) 2n/2.

Â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå çàäà÷è, òðåáóþùèå äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîå ÷èñëî íåêèõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, ïðèíÿòî ñ÷èòàòü
�òðóäíûìè�, ñì. ïîäðîáíåå [5]. Íà ïðàêòèêå ðåøåíèå òàêîãî ðîäà çàäà÷ óæå
ïðè n ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòåí ìîæåò ïîòðåáîâàòü íåðåàëüíî áîëüøîãî
âðåìåíè äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîâðåìåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, çàäà÷è, èìåþùèå ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü, ò.å. òðåáóþùèå
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|0〉

|0〉

H⊗n

Uf

H⊗n

Ðèñ. 3.4: Àëãîðèòì Ñàéìîíà

÷èñëà øàãîâ, ðàñòóùåãî êàê ñòåïåíü n, îáû÷íî ïîääàþòñÿ ïðàêòè÷åñêèì âû-
÷èñëåíèÿì, è âñÿêèé íîâûé àëãîðèòì, îáëàäàþùèé òàêèì ñâîéñòâîì, ïðåä-
ñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ.

Êâàíòîâûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà òðåáóåò âñåãî O(n) øàãîâ,
åñëè ñ÷èòàòü çà øàã êâàíòîâîå âû÷èñëåíèå ôóíêöèè f . Ïðè ýòîì ðåøåíèå
íîñèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð. Äëÿ îïèñàíèÿ êâàíòîâîãî àëãîðèòìà íàì
ïîíàäîáèòñÿ n-ìåðíîå îáîáùåíèå îïåðàöèè Àäàìàðà

Hn = H ⊗ · · · ⊗H︸ ︷︷ ︸
n

= H⊗n.

Ðàññìîòðèì êâàíòîâûé ðåãèñòð � ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó èç n q-áèòîâ; èí-
ôîðìàöèÿ áóäåò çàäàâàòüñÿ ñîñòîÿíèåì ýòîé ñèñòåìû. Åñëè x � íàáîð íóëåé
èëè åäèíèö äëèíû n, òî âåêòîðû |x〉 îáðàçóþò î.í.á., íàçûâàåìûé âû÷èñëè-
òåëüíûì áàçèñîì. Äåéñòâèå Hn â ýòîì áàçèñå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Hn|x〉 =
1√
2n

∑
y∈Bn

(−1)x·y|y〉,

ãäå x · y � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x ∈ Bn, y ∈ Bn ïî ìîäóëþ 2.
Îïåðàòîð Hn óíèòàðíûé, ýðìèòîâ è H

2
n = I.

Àëãîðèòì Ñàéìîíà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1. Ñíà÷àëà êâàíòîâûé ðåãèñòð ïðèãîòîâëÿåòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè |0〉 =
|00 . . . 〉, çàòåì ê êàæäîìó q-áèòó ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ Àäàìàðà:

|00 . . . 〉 Hn−→ 1√
2n

∑
y∈Bn

|y〉.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ âñåâîçìîæíûõ áàçèñíûõ ñîñòî-
ÿíèé ñ îäèíàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2. Çàòåì ê ýòîé ñóïåðïîçèöèè ïðèìåíÿåòñÿ óíèòàðíûé îïåðàòîð, îáðà-
òèìî âû÷èñëÿþùèé ôóíêöèþ f :(∑

x

|x〉

)
⊗ |z〉 Uf−→

∑
x

|x〉 ⊗ |z ⊕ f(x)〉.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàêîé óíèòàðíûé îïåðàòîð äàí �ñâûøå� (ïîýòîìó
åãî ïðèíÿòî íàçûâàòü �îðàêóëîì�). Îòìåòèì, ÷òî â àëãîðèòìå Øîðà
ñîîòâåòñòâóþùåå âû÷èñëåíèå îïèñûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî. Â ïðèíöèïå,
îí ìîæåò áûòü ñîñòàâëåí èç íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ îäíî- è äâóõ-
êóáèòíûõ îïåðàöèé, åñëè èçâåñòíî, êàê ñàìî îòîáðàæåíèå f ñîñòàâ-
ëåíî èç ýëåìåíòàðíûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé. Çäåñü |z〉 cîñòîÿíèå âñïî-
ìîãàòåëüíîãî ðåãèñòðà, êîòîðûé ââåäåí, ÷òîáû ñäåëàòü îïåðàöèþ âû-
÷èñëåíèÿ ôóíêöèè îáðàòèìîé. Åñëè èñõîäíî ýòîò ðåãèñòð íàõîäèòñÿ
â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè |00 . . . 〉, òî(∑

x

|x〉

)
⊗ |00 . . . 〉 Uf−→

∑
x

|x〉 ⊗ |f(x)〉.

3. Âíîâü ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ Àäàìàðà, ïîëó÷àåì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

1

2n

∑
y∈Bn

∑
x∈Bn

(−1)x·y|y〉 ⊗ |f(x)〉.

4. Ïîñêîëüêó ξ 6= 0, îòîáðàæåíèå f ïðèíèìàåò 2n−1 ðàçíûõ çíà÷åíèé
(Êàæäîå çíà÷åíèå âñòðå÷àåòñÿ äâà ðàçà, êàê f(x) è êàê f(x ⊕ ξ). Ïî-
ýòîìó âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1

2n

∑
y∈Bn

∑
f(x)ðàçíûå

[(−1)x·y + (−1)(x+ξ)·y]|y〉 ⊗ |f(x)〉.

Êîýôôèöèåíò â ñóïåðïîçèöèè ðàâåí 2(−1)x·y, åñëè y · ξ = 0 (mod 2), è
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàåò âèä

1

2n−1

∑
y·ξ=0

∑
f(x)ðàçíûå

(−1)x·y|y〉 ⊗ |f(x)〉.

Èçìåðÿÿ îñíîâíîé ðåãèñòð â âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå, ïîëó÷àåì îäíî
èç 2n−1 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé y, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ y · ξ = 0,
êàæäîå ñ âåðîÿòíîñòüþ 2−(n−1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñëó÷àéíûé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé
âåêòîð y(ω) èç äâîè÷íîé �ãèïåðïëîñêîñòè � y · ξ = 0. Åñëè ïîâòîðèòü
ýòó ïðîöåäóðó n − 1 ðàç, òî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ïîëó÷åí-
íûå âåêòîðû áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû (mod 2), ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè
âåêòîð ξ 3.

Ë åììà 2. Ïóñòü y1(ω), . . . , yn−1(ω) âåðîÿòíîñòíî íåçàâèñèìûå, ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû èç ãèïåðïëîñêîñòè y · ξ = 0.
Òîãäà

P{y1(ω), . . . , yn−1(ω) ëèíåéíî íåçàâèñèìû} ≥ 1

4
.

3Ìíîæåñòâî Bn ñ îïåðàöèÿìè ïîêîìïîíåíòíîãî äâîè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà
êîýôôèöèåíòû èç B îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì B [6].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîð y(ω) ïðèíèìàåò 2n−1 ðàâíîâåðîÿòíûõ çíà÷å-
íèé. Åñëè y1(ω), . . . , yk−1(ω) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî èìååòñÿ 2k−1 èõ ðàç-
ëè÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ óñëîâ-
íûõ âåðîÿòíîñòåé

P{yk(ω) ëèíåéíî íåçàâèñèì îò y1(ω), . . . , yk−1(ω)|y1(ω), . . . , yk−1(ω)ëèíåéíî íåçàâèñèìû}=

=
2n−1 − 2k−1

2n−1
= 1− 1

2n−k
.

Òîãäà

P{y1(ω), . . . , yk(ω) ëèíåéíî íåçàâèñèìû}

= P{yk(ω) ëèíåéíî íåçàâèñèì îò y1(ω), . . . , yk−1(ω);

y1(ω), . . . , yk−1(ω) ëèíåéíî íåçàâèñèìû}

=

(
1− 1

2n−k

)
P{y1(ω), . . . , yk−1(ω) ëèíåéíî íåçàâèñèìû}.

Ñëåäîâàòåëüíî

P{y1(ω), . . . , yn−1(ω) ëèíåéíî íåçàâèñèìû}

=

(
1− 1

2

)
. . .

(
1− 1

2n−1

)
≥ 1

2
·
(

1− 1

4

)(
1− 1

8

)
. . .

≥ 1

2
·
(

1− 1

4
− 1

8
− . . .

)
=

1

4
,

ãäå ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî (1 − a)(1 − b) ≥ 1 − a − b ïðè
a, b ≥ 0.

5) Ïîâòîðÿåì âñþ ïðîöåäóðó m ðàç, ãäå (1 − 1/4)m ≤ ε, òàê ÷òî m ≥
c log 1

ε . Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1− ε ïîëó÷èì ïî êðàéíåé ìåðå n− 1
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ áóëåâûõ âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ ξ, à çíà÷èò, è
ñàì âåêòîð ξ.

Êâàíòîâûé àëãîðèòì äàåò âåðîÿòíîñòíûé îòâåò è òðåáóåò ëèøüO(n log 1
ε )

ïðèìåíåíèé îïåðàòîðà Uf âìåñòî O
(

2n/2
√

1
ε

)
âû÷èñëåíèé çíà÷åíèÿ f äëÿ

êëàññè÷åñêîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà4. Âíîâü, òàêîå ðàäèêàëüíîå óñêî-
ðåíèå äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ �êâàíòîâîìó ïàðàëëåëèçìó� ïðè äåéñòâèè îïå-
ðàòîðà Uf .

4Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà èìååò
ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü O(n2,376) (Coppersmith, Winograd).
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3.4.3 Çàìå÷àíèÿ îá àëãîðèòìå Øîðà

Àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Øîðîì â 1994 ã., ýôôåêòèâíî ðåøàåò çàäà÷ó íà-
õîæäåíèÿ ìíîæèòåëÿ áîëüøîãî ñîñòàâíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ∼ 2n. Çà-
äà÷à ôàêòîðèçàöèè � ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè � îäíà èç ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ïðîáëåì ìàòåìàòèêè, èìåþùàÿ äàëåêî íå òîëüêî àêàäåìè÷åñêèé èíòå-
ðåñ: òðóäíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ëåæèò â îñíîâå íàäåæíîñòè êðèïòî-
ãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì, øèðîêî èñïîëüçóåìîé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ øèô-
ðîâàíèÿ äàííûõ â èíòåðíåòå. Íàèëó÷øèé èç èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ

àëãîðèòìîâ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü O(2cn
1/3 log2/3 n). Åñòü (íî

íå äîêàçàíî) ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íå
ñóùåñòâóåò.

Êâàíòîâûé àëãîðèòì Øîðà èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü íå âûøå
O(n3). Àëãîðèòì èñïîëüçóåò ñâåäåíèå çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè ê íàõîæäåíèþ
ïåðèîäà ôóíêöèè f(x) = ax(modN), ãäå a âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïåðèîä r ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì è
÷èñëî ar/2 ± 1 èìååò îáùèé ìíîæèòåëü ñ N , êîòîðûé íàõîäèòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà. Àëãîðèòì Øîðà âêëþ÷àåò äåòàëü-
íîå îïèñàíèå ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè Uf . Íàõîæäåíèå ïåðèîäà
f(x) èñïîëüçóåò êâàíòîâóþ ìîäèôèêàöèþ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
(ðîëü êîòîðîãî â áîëåå ïðîñòîé çàäà÷å Ñàéìîíà âûïîëíÿëî ïðåîáðàçîâà-
íèå Àäàìàðà Hn). Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà Øîðà ïîñòàâèëà áû ïîä óãðîçó
ìåòîäû øèôðîâàíèÿ äàííûõ ñ îòêðûòûì êëþ÷îì, ÷òî ÿâèëîñü ïðè÷èíîé
ïîâûøåííîãî èíòåðåñà ê èäåå êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
áûëè ïðåäëîæåíû è ðåàëèçîâàíû êâàíòîâûå ìåòîäû ðàñïðåäåëåíèÿ ñåêðåò-
íîãî êëþ÷à (ñì. ï. 3.6), èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ïðèíöèïèàëü-
íî äîñòè÷ü ïîëíîé çàùèùåííîñòè êàíàëîâ ñâÿçè îò íåñàíêöèîíèðîâàííîãî
ïðîñëóøèâàíèÿ.

Ïîäðîáíåå îá àëãîðèòìå Øîðà è êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ ñì. â [8, 4].

3.4.4 Àëãîðèòì Ãðîâåðà

Ýòîò àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó ïîèñêà. Áîëåå òî÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
çàäàíà áóëåâà ôóíêöèÿ F : Bn → B, òàêàÿ ÷òî F (x0) = 1, F (x) = 0,
x 6= x0. Òðåáóåòñÿ íàéòè x0, ïðè÷åì âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F â
ëþáîé çàäàííîé òî÷êå ïðèíèìàåòñÿ çà îäèí øàã. Êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì
ñâîäèòñÿ ê ïåðåáîðó çíà÷åíèé x è ïðîâåðêè äëÿ íèõ ðàâåíñòâà F (x) = 1,
÷òî â íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíîì ñëó÷àå òðåáóåò N ∼ 2n øàãîâ. Êâàíòîâûé
àëãîðèòì Ãðîâåðà ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó çà ∼

√
N = 2n/2 øàãîâ, ïðè

ýòîì ðåøåíèå íîñèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà áàçèñ
|x〉, x ∈ Bn, çàäàí �êâàíòîâûé îðàêóë� � óíèòàðíûé îïåðàòîð UF , òàêîé ÷òî

UF |x〉 = |x〉, x 6= x0, UF |x0〉 = −|x0〉. (3.5)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

|x̄0〉 =
1√
N − 1

∑
x 6=x0

|x〉, θ0 = arcsin
1√
N
≈ 1√

N
.

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1. Ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ Àäàìàðà Hn

|0〉 Hn−→ 1√
N

∑
x

|x〉 = |ψ (θ0)〉,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

|ψ(θ)〉 = sin θ|x0〉+ cos θ|x̄0〉.

Ýòà îïåðàöèÿ ïåðåâîäèò âåêòîð |0〉 â âåêòîð |ψ (θ0)〉, ëåæàùèé â ïëîñ-
êîñòè, íàòÿíóòîé íà áàçèñ |x0〉, |x̄0〉.

2. Ê ïîëó÷åííîìó ñîñòîÿíèþ ïðèìåíÿåòñÿ óíèòàðíûé îïåðàòîð
U = HnJHnUF , ãäå J � îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëàì

J |0〉 = |0〉, J |x〉 = −|x〉 x 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì,
J = 2|0〉〈0| − I

è
HnJHn = 2Hn|0〉〈0|Hn − I = 2|ψ(θ0)〉〈ψ(θ0)| − I. (3.6)

3. Îïåðàöèÿ U ïîâòîðÿåòñÿ m ðàç, ãäå m = [(π/4)
√
N ].

Ë åììà 3. Äëÿ ëþáîãî óãëà θ

U |ψ(θ)〉 = |ψ(θ + ϕ)〉,

ãäå

sinϕ = 2

√
N − 1

N
, cosϕ = 1− 2

N
,

ò. å. U îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò íà óãîë ϕ = 2θ0 â ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé
íà áàçèñ |x̄0〉, |x0〉 â íàïðàâëåíèè îò |x̄0〉 ê |x0〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (3.5), (3.6), ïîëó÷àåì

U |x0〉 = −HnJHn|x0〉 = −2|ψ(θ0)〉〈ψ(θ0)|x0〉+ |x0〉

=

(
1− 2

N

)
|x0〉 − 2

√
N − 1

N
|x̄0〉

è àíàëîãè÷íî

U |x̄0〉 = 2

√
N − 1

N
|x0〉+

(
1− 2

N

)
|x̄0〉.
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|x̄0〉

|x0〉

|ψ(θ0)〉

|ψ(θm)〉

θ0

ϕ

Ðèñ. 3.5: Àëãîðèòì Ãðîâåðà

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ m = [(π/4)
√
N ] ðàç îïåðàòîðà U

Um|ψ(θ0)〉 = |ψ(θm)〉,

ãäå

θm = θ0 +mϕ =
π
√
N

4

2√
N

+O

(
1√
N

)
= π/2 +O

(
1√
N

)
.

Ïðè ýòîì êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå |ψ(θm)〉 ñòàíîâèòñÿ î÷åíü áëèçêèì ê èñêîìîìó:

‖|ψ(θm)〉 − |x0〉‖ =
√

2− 2 sin θm = O

(
1√
N

)
,

ïðè÷åì òåì áëèæå, ÷åì áîëüøå N .
Åñëè â çàâåðøåíèå ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå â âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå,

òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò x0 î÷åíü áëèçêà ê åäèíèöå, à èìåííî

|〈x0|ψ(θm)〉|2 = sin2 θm = 1−O(1/N).

Äîêàçàíî, ÷òî ýòîò àëãîðèòì îïòèìàëåí, â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîðÿäîê
∼
√
N = 2n/2 íåëüçÿ óëó÷øèòü. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî íåâîç-

ìîæíî äîñòè÷ü ýêñïîíåíöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ â ðåøåíèè äðóãèõ òðóäíûõ
(NP-ïîëíûõ) çàäà÷, èñïîëüçóÿ �êâàíòîâûé ïåðåáîð� âîçìîæíûõ ðåøåíèé.

3.4.5 Çàìå÷àíèÿ î ìîäåëèðîâàíèè óíèòàðíûõ îïåðàöèé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàí íåêîòîðûé óíèòàðíûé îïåðàòîð íà n q-áèòàõ. Æå-
ëàòåëüíî ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (�ñõåìû�) èç íåêîòî-
ðûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàòðàãèâàëà áû
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ìèíèìàëüíîå ÷èñëî q-áèòîâ. Êðîìå òîãî, æåëàòåëüíî, ÷òîáû ñõåìà ñîäåð-
æàëà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Òàêîãî ðîäà âîïðîñ âîçíèêàåò â ñâÿçè
ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå ïðè ìîäåëèðîâàíèè
óíèòàðíîé äèíàìèêè êâàíòîâûõ ñèñòåì. Åãî ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå äàíî
â [8]. Çäåñü ìû ëèøü êðàòêî ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå âûâîäû.

1. Ïðîèçâîëüíûé óíèòàðíûé îïåðàòîð íà n q-áèòàõ ìîæåò áûòü ðåàëèçî-
âàí ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé ñõåìû, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç îäíî-q-áèòíûõ
îïåðàöèé è (âîçìîæíî, íåñêîëüêèõ) äâóõ-q-áèòíûõ îïåðàöèé CNOT
(êîíòðîëèðóåìîå �íåò�) (3.2).

2. Ïðîèçâîëüíûé óíèòàðíûé îïåðàòîð íà n q-áèòàõ ìîæåò áûòü ñ ïðîèç-
âîëüíîé òî÷íîñòüþ ðåàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé ñõåìû, ñîñòîÿùåé
òîëüêî èç (âîçìîæíî, íåñêîëüêèõ) ïðèìåíåíèé îäíîêóáèòíîé îïåðà-
öèè H (îïåðàöèÿ Àäàìàðà (3.3)), îäíîêóáèòíîé îïåðàöèè

T : |0〉 → |0〉, |1〉 → eiπ/4|1〉,

è äâóõ-q-áèòíîé îïåðàöèè CNOT. Èçâåñòíû è äðóãèå êîíå÷íûå óíè-
âåðñàëüíûå íàáîðû ìàëî-q-áèòíûõ îïåðàöèé.

3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêîå êâàíòîâîå âû÷èñëåíèå, èñïîëüçóþùåå îïå-
ðàöèþ Àäàìàðà (3.3), ôàçîâóþ îïåðàöèþ

S = T 2 : |0〉 → |0〉, |1〉 → i|1〉,

è îïåðàöèþ CNOT, à òàêæå ïðèãîòîâëåíèå ñîñòîÿíèé è èçìåðåíèå â
âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå, ýôôåêòèâíî ìîäåëèðóåòñÿ êëàññè÷åñêèì âû-
÷èñëåíèåì (òåîðåìà Ãîòòåñìàíà-Íèëëà, ï. 10.5.4 [8]).

4. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî íàáîðà îïåðà-
öèé ñóùåñòâóþò óíèòàðíûå îïåðàòîðû íà n q-áèòàõ, äëÿ ε- àïïðîêñè-
ìàöèè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íå ìåíåå ïîðÿäêà 2n log 1

ε/ log n îïåðàöèé èç
ýòîãî íàáîðà. Â ýòîì ñìûñëå òàêèå îïåðàöèè íå ìîãóò áûòü ðåàëèçî-
âàíû ýôôåêòèâíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óíèòàðíûå äèíàìèêè ñ �ëîêàëü-
íûìè� ãàìèëüòîíèàíàìè, îïèñûâàåìûìè �ðàçðåæåííûìè� ìàòðèöàìè,
äîïóñêàþò ýôôåêòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå [8].

3.5 Êâàíòîâûå êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

3.5.1 Ïîñòàíîâêà âîïðîñà

Ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè ïî êàíàëó ñ øóìîì, à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè
êâàíòîâûõ îïåðàöèé, æåëàòåëüíî èìåòü êîä, êîòîðûé áûë áû óñòîé÷èâ îò-
íîñèòåëüíî îøèáîê. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü
òàêîãî êîäèðîâàíèÿ ïðè ñêîðîñòÿõ ïåðåäà÷è, ìåíüøèõ ïðîïóñêíîé ñïîñîá-
íîñòè, âûòåêàåò èç òåîðåìû Øåííîíà. Îäíàêî ýòà òåîðåìà íå äàåò êîí-
ñòðóêòèâíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïîìåõîóñòîé÷èâîãî êîäà, è ïðàêòè÷åñêî-
ìó ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ïîñâÿùåíà çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèé
ïî òåîðèè èíôîðìàöèè, ñîñòàâëÿþùàÿ òåîðèþ êîäèðîâàíèÿ.
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Ñàìûé ïðÿìîé ñïîñîá çàñòðàõîâàòüñÿ îò îøèáîê ñîñòîèò â ïîâòîðåíèè
ñîîáùåíèé (÷òî, êîíå÷íî, ñíèæàåò ñêîðîñòü ïåðåäà÷è). Ïóñòü â àëôàâèòå
åñòü âñåãî äâà ñèìâîëà 0, 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü èçìåíåíèÿ îäíî-
ãî áèòà â ïðîöåññå ïåðåäà÷è ðàâíà ìàëîé âåëè÷èíå p, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü èç-
ìåíåíèÿ äâóõ áèòîâ p2 ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Ðàññìîòðèì êîä 0→ 00, 1→ 11.
Õîòÿ ýòîò êîä è ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü è èñïðàâèòü íåêîòîðûå îøèáêè, îí
èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê: íàïðèìåð, â ñèòóàöèè 00→ 01, 11→ 01 ìû
íå ìîæåì ñêàçàòü, êàêîå ñîîáùåíèå áûëî çàêîäèðîâàíî. Íî îò ýòîãî íåäî-
ñòàòêà ëåãêî èçáàâèòüñÿ, åñëè äîáàâèòü åùå îäèí ðàçðÿä: 0→ 000, 1→ 111.
Òàêîé êîä áóäåò óæå ïîìåõîóñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêå â ëþáîì
îäíîì áèòå, â òîì ñìûñëå, ÷òî èñïîð÷åííûå ñëîâà, ïîëó÷àþùèåñÿ èç 000 è
111, íèêîãäà íå ñîâïàäàþò è ïîýòîìó áåçîøèáî÷íî ðàçëè÷èìû.

Â êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå áåçîøèáî÷íàÿ ðàçëè÷èìîñòü ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé
(à ìû çäåñü áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ íèìè) ðàâíîñèëüíà îðòîãîíàëüíî-
ñòè âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé. Ïðÿìîëèíåéíîå îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåöåïòà
ïîâòîðåíèÿ ñîîáùåíèé íà êâàíòîâûé ñëó÷àé íàòàëêèâàåòñÿ íà òðóäíîñòü
� êâàíòîâóþ èíôîðìàöèþ íåâîçìîæíî ðàçìíîæèòü. Ïî ñàìîìó ñóùåñòâó
êâàíòîâîé èíôîðìàöèè, ïðè ïåðåäà÷å ÷åðåç êàíàë ñ îøèáêàìè áåçîøèáî÷-
íî äîëæíû ïðèíèìàòüñÿ íå òîëüêî áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ, íî è âñåâîçìîæíûå
èõ ñóïåðïîçèöèè |ψ〉. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîëèíåéíîå îáîáùåíèå êîäà ïî-
âòîðåíèÿ

|ψ〉 → |ψ〉 ⊗ |ψ〉 ⊗ |ψ〉

ÿâëÿåòñÿ íåîñóùåñòâèìûì. Íà ïåðâûé âçãëÿä, çàäà÷à êàæåòñÿ íåðàçðåøè-
ìîé, òåì íå ìåíåå â ðàáîòàõ Øîðà è Ñòèíà íåçàâèñèìî áûëè ïîñòðîåíû
ïåðâûå ïðèìåðû êâàíòîâûõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè. Ìíîãèå àâòîðû
ñäåëàëè âêëàä â ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå òåîðèè, ôðàãìåíòû êîòîðîé ïðåä-
ñòàâëåíû â ýòîì ðàçäåëå, ñì. îáçîð â [8].

Ñëåäóÿ êëàññè÷åñêîé àíàëîãèè, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êîä

| 0〉 → | 000〉, | 1〉 → | 111〉. (3.7)

Ðåàëèçóþùèé åãî óíèòàðíûé îïåðàòîð ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñ ïîìîùüþ
äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ q-áèòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè |0〉:

|ψ̃〉 = (CNOT13 · CNOT12)(|ψ〉 ⊗ |0〉 ⊗ |0〉),

ãäå CNOT12 îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ CNOT íàä ïåðâûì è âòîðûì q-áèòàìè.
Ïðîèçâîëüíîå ÷èñòîå ñîñòîÿíèå |ψ〉 = a| 0〉 + b| 1〉 ñèãíàëüíîãî q-áèòà ïðè
òàêîì ñïîñîáå êîäèðîâàíèÿ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå òðåõ êîäîâûõ q-áèòîâ
|ψ̃〉 = a| 000〉 + b| 111〉. Êàê ïîêàçàíî íèæå, òàêîé êîä ïîçâîëÿåò èñïðàâèòü
�ïåðåâîðîò áèòà�, ò. å. ïåðåõîä | 0〉 ↔ | 1〉 â ëþáîì îäíîì q-áèòå. Ýòî îçíà-
÷àåò ñëåäóþùåå: ëþáûå äâà îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà êîäà îñòàþòñÿ îðòîãî-
íàëüíûìè, åñëè íå áîëåå ÷åì â îäíîé èç êîäîâûõ ïîçèöèé 1,2,3 ïðîèñõîäèò
ïåðåâîðîò áèòà.

Â îáùåì ñëó÷àå îáíàðóæåíèå è èñïðàâëåíèå îøèáêè ìîæíî îñóùåñòâèòü
ïóòåì èçìåðåíèÿ ñïåöèàëüíîãî íàáîðà ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ, èñõîäû êî-
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|ψ〉

|0〉

|0〉

⊕

⊕

Ðèñ. 3.6: Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ äëÿ òðåõ-q-áèòîâîãî êîäà, èñïðàâëÿþùåãî
êëàññè÷åñêèå îøèáêè

òîðûõ îáðàçóþò ñèíäðîì îøèáêè, óêàçûâàþùèé íà êîäîâóþ ïîçèöèþ, â êî-
òîðîé ïðîèçîøëà îøèáêà, è ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
óíèòàðíîãî èñïðàâëÿþùåãî îïåðàòîðà. Äëÿ êîäà (3.7) âîçìîæíûì íàáîðîì
ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ êîììóòèðóþùàÿ ïàðà

σz ⊗ σz ⊗ I, I ⊗ σz ⊗ σz. (3.8)

Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êàæäîãî èç ýòèõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ±1, ïðè-
÷åì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 1 (−1) äëÿ ïåðâîãî îïåðàòîðà îòâå÷àåò ñîâïàäå-
íèþ (íåñîâïàäåíèþ) 1-ãî è 2-ãî áèòîâ, à äëÿ âòîðîãî � 2-ãî è 3-ãî áèòîâ. Ïðè
ýòîì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïàðîé îáùèõ ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèíäðîìîì îøèáêè è èñïðàâëÿþùèì îïåðàòîðîì èìååò
âèä

(1, 1) |000〉, |111〉 íåò îøèáêè I ⊗ I ⊗ I
(−1, 1) |100〉, |011〉 îøèáêà â 1-é ïîçèöèè σx ⊗ I ⊗ I
(−1,−1) |010〉, |101〉 îøèáêà âî 2-é ïîçèöèè I ⊗ σx ⊗ I
(1,−1) |001〉, |110〉 îøèáêà â 3-é ïîçèöèè I ⊗ I ⊗ σx

Îäíàêî êîä (3.7) íå èñïðàâëÿåò �ïåðåâîðîò ôàçû� òèïà | 0〉 ↔ | 0〉, | 1〉 ↔
−| 1〉. Â ñàìîì äåëå, â ðåçóëüòàòå òàêîé ôàçîâîé îøèáêè â îäíîì áèòå ïîëó-
÷èì a| 000〉 − b| 111〉 âìåñòî a| 000〉 + b| 111〉, è ýòè âåêòîðû, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå îðòîãîíàëüíû, ò. å. íå ðàçëè÷èìû áåçîøèáî÷íî.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà

H =
1√
2

[
1 1
1 -1

]
, | 0〉 → 1√

2
(| 0〉+| 1〉) = |+〉, | 1〉 → 1√

2
(| 0〉−| 1〉) = |−〉

îòîáðàæàåò ïåðåâîðîò ôàçû â ïåðåâîðîò áèòà è íàîáîðîò, à èìåííî

H σxH = σz, H σzH = σ.

Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì êîä (3.7), ïîëó÷èì íîâûé êîä

| 0〉 → 1

23/2
(| 0〉+ | 1〉)(| 0〉+ | 1〉)(| 0〉+ | 1〉) = |+ ++〉,

| 1〉 → 1

23/2
(| 0〉 − | 1〉)(| 0〉 − | 1〉)(| 0〉 − | 1〉) = | − −−〉, (3.9)
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êîòîðûé èñïðàâëÿåò ïåðåâîðîò ôàçû â ëþáîì îäíîì q-áèòå (íî íå èñïðàâ-
ëÿåò ïåðåâîðîò áèòà). Ïðè ýòîì ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû

σx ⊗ σx ⊗ I, I ⊗ σx ⊗ σx, (3.10)

à òàáëèöà îáíàðóæåíèÿ è èñïðàâëåíèÿ îøèáîê ïðèíèìàåò âèä

(1, 1) |+ ++〉, | − −−〉 íåò îøèáêè I ⊗ I ⊗ I
(−1, 1) | −++〉, |+−−〉 îøèáêà â 1-é ïîçèöèè σz ⊗ I ⊗ I
(−1,−1) |+−+〉, | −+−〉 îøèáêà âî 2-é ïîçèöèè I ⊗ σz ⊗ I
(1,−1) |+ +−〉, | − −+〉 îøèáêà â 3-é ïîçèöèè I ⊗ I ⊗ σz

Ç àä à ÷ à 55. Ïîñòðîéòå ñõåìó êîäèðîâàíèÿ äëÿ òðåõ-q-áèòîâîãî êîäà,
èñïðàâëÿþùåãî ôàçîâûå îøèáêè.

Êîä Øîðà, êîòîðûé èñïðàâëÿåò êàê ïåðåâîðîò áèòà, òàê è ïåðåâîðîò ôà-
çû â îäíîì q-áèòå, ïîëó÷àåòñÿ êîìáèíèðîâàíèåì êîäîâ (3.7), (3.9) è òðåáóåò
äåâÿòü q-áèòîâ

| 0〉 → 1

23/2
(| 000〉+ | 111〉)(| 000〉+ | 111〉)(| 000〉+ | 111〉)

| 1〉 → 1

23/2
(| 000〉 − | 111〉)(| 000〉 − | 111〉)(| 000〉 − | 111〉) (3.11)

Ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû òàêæå ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàöèåé ïðîâåðî÷íûõ îïåðà-
òîðîâ äëÿ êîäîâ (3.7), (3.9), ñì. (3.15). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå −iσy = σxσz,
ïîëó÷àåì, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ïîçâîëÿþò îáíàðóæèòü è êîìáèíàöèþ áèòî-
âîé è ôàçîâîé îøèáêè, à èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ìàòðèöû Ïàóëè (âêëþ÷àÿ
åäèíè÷íóþ) îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå âñåõ 2 × 2-ìàòðèö, ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî ýòîò êîä ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü è èñïðàâèòü ëþáóþ îøèáêó,
âîçíèêàþùóþ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà â îäíîì
(ëþáîì) èç q-áèòîâ. Ïðîâåðêà ýòîãî ôàêòà ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà ñ ïî-
ìîùüþ êðèòåðèÿ, êîòîðûé áóäåò ïîëó÷åí äàëåå.

Ç à ä à ÷ à 56. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ (ïîñòðîéòå ñõåìû) äëÿ óíèòàðíûõ
îïåðàòîðîâ, ðåàëèçóþùèõ êîä (3.9) è êîäØîðà, èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå
q-áèòû, îïåðàöèè Àäàìàðà è CNOT.

3.5.2 Îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà

Ïóñòü M, N ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, ïåðâîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì âåêòîðîâ êîäèðóåìûõ ñîñòîÿíèé, à âòîðîå � êîäèðóþùèì ïðî-
ñòðàíñòâîì. Êîäîì íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå V : M → N ,
ïåðåâîäÿùåå ñîñòîÿíèÿ S â êîäèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ V SV ∗ â ïðîñòðàíñòâå
N . Íà ñàìîì äåëå êîä ìîæíî çàäàâàòü ïîäïðîñòðàíñòâîì L = VM⊂ N , íå
ââîäÿ ÿâíîM, V .

Ñèñòåìà N ìîæåò áûòü ïîäâåðæåíà îøèáêàì, ýôôåêò êîòîðûõ îïèñû-
âàåòñÿ îïåðàòîðàìè êëàññà E = Lin(B1, . . . , Bp), ãäå Bj � ôèêñèðîâàííûå
îïåðàòîðû ýëåìåíòàðíûõ îøèáîê. Êîä L èñïðàâëÿåò îøèáêè êëàññà E , åñëè
äëÿ ëþáûõ φ, ψ ∈ L, òàêèõ ÷òî 〈φ|ψ〉 = 0, èìååò ìåñòî 〈φ|B∗iBj |ψ〉 = 0, äëÿ
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|ψ〉

|0〉

|0〉

H

|0〉 ⊕

|0〉 ⊕

⊕ H

|0〉 ⊕

|0〉 ⊕

⊕ H

|0〉 ⊕

|0〉 ⊕

Ðèñ. 3.7: Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ äëÿ äåâÿòè-q-áèòîâîãî êîäà Øîðà

âñåõ i, j = 1, . . . p. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè ýòîãî óñëîâèÿ ïî B∗i , Bj ,
àíàëîãè÷íîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðîâ îøèáîê èç
êëàññà E = Lin(B1, . . . , Bp).

Ñìûñë ýòîãî óñëîâèÿ â òîì, ÷òî îøèáêè íå íàðóøàþò îðòîãîíàëüíîñòè
âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé êîäà.

Ðàâíîñèëüíîå óñëîâèå5 ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ êàêîãî-ëèáî îðòîíîðìè-
ðîâàííîãî áàçèñà {| k〉} â L âûïîëíÿåòñÿ

〈k|B∗iBj | k〉 = 〈l|B∗iBj | l〉 äëÿ âñåõ k, l, (3.12)

〈k|B∗iBj | l〉 = 0, äëÿ k 6= l; (3.13)

Â ñàìîì äåëå, ðàçëàãàÿ âåêòîðû φ, ψ ïî áàçèñó {| k〉}, ïîëó÷àåì

〈φ|B∗iBj |ψ〉 = 〈k|B∗iBj | k〉〈φ|ψ〉,

îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå èñïðàâëåíèÿ îøèáîê. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ïîëó-
÷àåì, ðàññìàòðèâàÿ ïàðû îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ | k〉, | l〉 è | k〉+| l〉, | k〉−| l〉
ïðè k 6= l.

Ç à ä à ÷ à 57. Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (3.12), (3.13) äëÿ êîäà

(3.7) è îïåðàòîðîâ ýëåìåíòàðíûõ îøèáîê I, σ
(1)
x , σ

(2)
x , σ

(3)
x , ïðåäñòàâëÿþùèõ

ïåðåâîðîò îäíîãî èç òðåõ áèòîâ.
Ïðèì å ð . Õðàíåíèå êâàíòîâîé èíôîðìàöèè â ïàìÿòè êâàíòîâîãî êîì-

ïüþòåðà. Ïóñòü N = H⊗n2 � êâàíòîâûé ðåãèñòð, â êîòîðîì ïðåäïîëàãàåò-

5Ñð. E. Knill, R. La�amme, �Theory of quantum error-correcting codes,� Phys. Rev. A 55,
900-911 1997.
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ñÿ õðàíèòü èíôîðìàöèþ èç M. Ðàññìîòðèì îøèáêè, ïðè êîòîðûõ èçìå-
íåíèþ ìîæåò ïîäâåðãíóòüñÿ íå áîëåå m q-áèòîâ ðåãèñòðà. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ìíîæåñòâî E(n,m) ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îïåðàòîðîâ V =
V1 ⊗ · · · ⊗ Vn, ãäå êîëè÷åñòâî Vk 6= I íå ïðåâûøàåò m, ïðè÷åì îøèáêà â
k-ì q-áèòå Vk ìîæåò çàäàâàòüñÿ ïðîèçâîëüíûì îïåðàòîðîì. Îïåðàòîðàìè
ýëåìåíòàðíûõ îøèáîê â êàæäîì q-áèòå ñëóæàò ìàòðèöû Ïàóëè

I = σ0 =

[
1 0
0 1

]
, σx =

[
0 1
1 0

]
, σy =

[
0 −i
i 0

]
, σz =

[
1 0
0 −1

]
,

ïðè÷åì σx îïèñûâàåò ïåðåâîðîò áèòà, σz ïåðåâîðîò ôàçû, à σy = iσxσz � èõ
êîìáèíàöèþ. Âìåñòå ñ åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì σ0 = I, êîòîðûé ñîîòâåòñòâó-
åò îòñóòñòâèþ îøèáêè, îíè îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäàåìûõ
q-áèòà.

ÏðèìåðØîðà äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíîñòü èñïðàâëåíèÿ îøèáîê èç E(n, 1),
åñëè n ≥ 9 (ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå n äëÿ êîäà, èñïðàâ-
ëÿþùåãî îäíó îøèáêó, ðàâíî 5). Âîçìîæíîñòü èñïðàâëåíèÿ òîëüêî îäíîé
îøèáêè ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, ñåðüåçíûì îãðàíè÷åíèåì. Îäíàêî óäàëîñü ïîêà-
çàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè èç E(n,m), ãäå m ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàçìåðîâ ðåãèñòðà n.
Áîëåå òîãî, áûëà ïðåäëîæåíà ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà êâàíòîâîãî êîìïüþ-
òåðà, èñïðàâëÿþùåãî îøèáêè íå òîëüêî â êâàíòîâîé ïàìÿòè, íî è â ñà-
ìîé ñõåìå, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè, ïðè óñëîâèè, ÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè
â êàæäîì ýëåìåíòå ñõåìû íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ
(fault-tolerant quantum computing) [4], [8], ðàçäåë 10.6. Ðàçëè÷íûå îöåíêè
äàþò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå îò 10−6 äî 10−4, ÷òî â ïðèíöèïå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
äîñòèæèìîé âåëè÷èíîé.

Ç à ä à ÷ à 58. Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (3.12), (3.13) äëÿ êîäà

Øîðà è îïåðàòîðîâ ýëåìåíòàðíûõ îøèáîê σ
(1)
γ , σ

(2)
γ , σ

(3)
γ ; γ = 0, x, y, z.

3.5.3 Ñèìïëåêòè÷åñêèå êîäû

Ðàññìîòðèì ïîëå B = {0, 1} ñ îáû÷íûìè áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâèëà óìíîæåíèÿ (1.29) äëÿ ìàòðèö Ïàóëè
ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé
Âåéëÿ íà àääèòèâíîé ãðóïïå B2 èç 4-õ ýëåìåíòîâ 0 = (0, 0), x = (1, 0), y =
(1, 1), z = (0, 1) ñ òàáëèöåé ñëîæåíèÿ

+ 0 x y z

0 0 x y z
x x 0 z y
y y z 0 x
z z y x 0
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Èìåííî, ââîäÿ êîñîñèììåòðè÷íóþ ôîðìó ∆ ñ çíà÷åíèÿìè

∆ 0 x y z

0 0 0 0 0
x 0 0 1 −1
y 0 −1 0 1
z 0 1 −1 0

èìååì êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ [5]

σγσγ′ = i∆(γ,γ′)σγ+γ′ = (−1)∆(γ,γ′)σγ′σγ , γ, γ′ ∈ B2. (3.14)

Äëÿ ñèñòåìû èç n q-áèòîâ ðàññìîòðèì 2n−ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî B2n íàä ïîëåì B, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ f = (γ1, . . . , γn). Ââåäåì ýð-
ìèòîâû îïåðàòîðû σ(f) = σ1

γ1 ⊗ · · · ⊗ σ
n
γn ∈ B

2n, óäîâëåòâîðÿþùèå êàíîíè-
÷åñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

σ(f)σ(g) = i∆(f,g)σf+g = (−1)∆(f,g)σ(g)σ(f), f, g ∈ B2n,

ãäå ∆(f, g) = ∆(γ1, γ
′
1) + · · ·+ ∆(γn, γ

′
n), åñëè g = (γ′1, . . . , γ

′
n). Ôîðìà ∆(f, g)

îïðåäåëÿåò â B2n ñòðóêòóðó ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, îòêóäà è ïðî-
èñõîäèò íàçâàíèå �ñèìïëåêòè÷åñêèé êîä�.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû σ(g), σ(f) êîììóòèðóþò (àíòèêîììóòèðóþò)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆(f, g) = 0(mod2), (ñîîòâåòñòâåííî ∆(f, g) 6=
0(mod2)). Ïóñòü g1, . . . , gn−k ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû èç B2n òàêèå,
÷òî ∆(gi, gj) = 0(mod2) äëÿ âñåõ i, j. Òîãäà ýðìèòîâû îïåðàòîðû σ(g1), . . . , σ(gn−k)
êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëÿþò ñîâìåñòíî èçìå-
ðèìûå íàáëþäàåìûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ ±1. Ñèìïëåêòè÷åñêèì êîäîì
ñ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðàìè σ(g1), . . . , σ(gn−k) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî

L =
{
ψ ∈ (C2)⊗n : σ(gj)ψ = ψ; j = 1, . . . , n− k

}
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî dim L = 2k.
Ïóñòü E êëàññ îøèáîê, ïîðîæäàåìûé ýëåìåíòàðíûìè îøèáêàìè âèäà

σ(f), f ∈ E, ãäå E � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî B2n. Â ñëó÷àå E = E(n,m)
èìååì E = E(n,m) =

{
g ∈ B2n : wt(g) ≤ m

}
, ãäå âåñ wt(g) ðàâåí ÷èñëó

íåíóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà g. Èç êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíî-
øåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîäîâîãî âåêòîðà |ψ〉 ∈ L è ýëåìåíòàðíîé
îøèáêè σ(f), âåêòîð σ(f)|ψ〉 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ïðîâåðî÷íûõ
îïåðàòîðîâ σ(gj); j = 1, . . . , n− k, ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè (−1)∆(gj ,f) :

σ(gj)[σ(f)|ψ〉] = (−1)∆(gj ,f)σ(f)σ(gj)|ψ〉 = (−1)∆(gj ,f)[σ(f)|ψ〉].

Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ çíà÷åíèé îáðàçóåò ñèíäðîì îøèáêè. Îøèáêè σ(f1), σ(f2)
íåðàçëè÷èìû, åñëè èõ ñèíäðîìû ñîâïàäàþò, ò. å. ∆(gj , f1) = ∆(gj , f2)(mod2).
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(Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó äâîè÷íîé ïðèðîäû îïåðàöèé â B2n, f1−f2 ñîâïàäàåò
ñ f1 + f2. )

Îáîçíà÷èì G (n − k)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà B2n, ïî-
ðîæäåííîå âåêòîðàìè g1, . . . , gn−k. Îòìåòèì, ÷òî ∆(f, g) = 0(mod2), f, g ∈
G, ïîýòîìó G ⊂ G⊥, ãäå

G⊥ =
{
f ∈ B2n : ∆(f, g) = 0(mod2), g ∈ G

}
.

Òàêèì îáðàçîì, îøèáêè σ(f1), σ(f2) íåðàçëè÷èìû, åñëè f1−f2 ∈ G⊥. Îøèá-
êè ýêâèâàëåíòíû, åñëè f1 − f2 ∈ G. Ïîñêîëüêó G ⊂ G⊥, ýêâèâàëåíòíûå
îøèáêè íåðàçëè÷èìû, íî îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Ò å î ð åì à 86. Ñèìïëåêòè÷åñêèé êîä L èñïðàâëÿåò îøèáêè êëàññà E,
åñëè ëþáûå äâå íåðàçëè÷èìûå îøèáêè σ(f1), σ(f2) ýêâèâàëåíòíû.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû ìîæåò áûòü êîìïàêòíî çàïèñàíî êàê

(E − E) ∩ (G⊥ \G) = ∅.

Ïîñêîëüêó E(n,m) − E(n,m) = E(n, 2m), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè d =
min

{
wt(g) : g ∈ G⊥ \G

}
≥ 3, òî äàííûé êîä èñïðàâëÿåò ëþáûå îøèáêè â

m =
[
d−1

2

]
èç n q-áèòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ èñïðàâëåíèÿ îøèáîê.
Ïóñòü ψ,ϕ � îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû èç L, è f1, f2 ∈ E. Åñëè îøèáêè
σ(f1), σ(f2) ðàçëè÷èìû, òî âåêòîðû σ(f1)ψ, σ(f2)ϕ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè êîììóòèðóþùèõ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ ñ ðàçëè÷íûìè íàáî-
ðàìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè îðòîãîíàëüíû. Åñëè æå
îíè íåðàçëè÷èìû, òî, ïî óñëîâèþ, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ f1−f2 ∈ G, è â ýòîì
ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì

〈σ(f1)ψ|σ(f2)ϕ〉 = i∆(f1,f2)〈ψ|σ(f1 − f2)ϕ〉 = i∆(f1,f2)〈ψ|ϕ〉 = 0,

ïîñêîëüêó σ(f1−f2) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Ïî-
ñëåäíåå âûòåêàåò èç êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé è òîãî
ôàêòà, ÷òî f1 − f2 ðàçëàãàåòñÿ ïî áàçèñó g1, . . . , gn−k.

Ïðîöåäóðà èñïðàâëåíèÿ ýëåìåíòàðíîé îøèáêè ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ:
ñíà÷àëà ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ, â ðåçóëüòàòå ÷å-
ãî íàõîäèòñÿ ñèíäðîì îøèáêè; ïîñëå ýòîãî îøèáêà îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè; ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð îøèáêè, ïîëó÷àåì èñõîäíîå
ñîñòîÿíèå. Ïî ïîâîäó èñïðàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé îøèáêè èç E ñì. ðàçäåë
10.5.5 â [8].

Ç à ä à ÷ à 59. Óáåäèòåñü, ÷òî êîä Øîðà ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì êî-

6Ñð. A. R. Calderbank, E. M. Rains, P. W. Shor, N. J. A. Sloane, �Quantum error correction
and orthogonal geometry,� Phys. Rev. Lett. 78, 404-408 1997.
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äîì ñ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè σ(gj); j = 1, . . . , 9, ãäå

g1 = (z z 0 0 0 0 0 0 0)
g2 = (0 z z 0 0 0 0 0 0)
g3 = (0 0 0 z z 0 0 0 0)
g4 = (0 0 0 0 z z 0 0 0)
g5 = (0 0 0 0 0 0 z z 0)
g6 = (0 0 0 0 0 0 0 z z)
g7 = (x x x x x x 0 0 0)
g8 = (0 0 0 x x x x x x)

(3.15)

Ïåðâûå øåñòü îïåðàòîðîâ îáíàðóæèâàþò ïîçèöèþ, â êîòîðîé ïðîèçîøåë
ïåðåâîðîò áèòà, à ïîñëåäíèå äâà � áëîê, â êîòîðîì ïðîèçîøåë ïåðåâîðîò
ôàçû (ò.å. èçìåíåíèå çíàêà).

3.6 Êâàíòîâàÿ êðèïòîãðàôèÿ: ïðîòîêîëû ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñåêðåòíîãî êëþ÷à

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü äâà óäàëåííûõ äðóã îò äðóãà ó÷àñòíèêà A è B,
êîòîðûì íóæåí îáùèé äâîè÷íûé êëþ÷, ò.å. äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
κ = (κ1, . . . , κm) äëèíû m. Ýòîò êëþ÷ ó÷àñòíèêè õîòåëè áû èñïîëüçîâàòü
äëÿ êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ ñâîèõ ñîîáùåíèé, òàêæå ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ñîáîé äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû m, ïóòåì ïîáóêâåííîãî
ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè XOR: yk = xk⊕κk, xk = yk⊕κk. Çäåñü x = (x1, . . . , xm)
� êîäèðóåìîå ñîîáùåíèå, à y = (y1, . . . , ym) � çàêîäèðîâàííîå ñîîáùåíèå,
êîòîðîå A ïåðåñûëàåò B äëÿ ïîñëåäóþùåãî äåêîäèðîâàíèÿ. Òàêîé ñïîñîá
êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ íîñèò íàçâàíèå øèôð Âåðíàìà.

Ïîñêîëüêó êëþ÷ äîëæåí áûòü ñåêðåòíûì, âàæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåò-
ñÿ íàõîæäåíèå ñïîñîáà åãî ïåðåäà÷è (ðàñïðåäåëåíèÿ) îáîèì ó÷àñòíèêàì,
ïðè êîòîðîì êëþ÷ íå ìîæåò áûòü ïåðåõâà÷åí èëè ïîâðåæäåí. Êâàíòîâàÿ
êðèïòîãðàôèÿ ïðåäëàãàåò òàêèå ñïîñîáû (ïðîòîêîëû), íàäåæíîñòü êîòîðûõ
ìîæåò áûòü â ïðèíöèïå ñêîëü óãîäíî âûñîêà è îáåñïå÷èâàåòñÿ çàêîíîìåðíî-
ñòÿìè êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè, òàêèìè êàê íåâîçìîæíîñòü êëîíèðîâàíèÿ
êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ è äîïîëíèòåëüíîñòü ìåæäó êâàíòîâûì èçìåðåíèåì è
âîçìóùåíèåì ñîñòîÿíèÿ.

Âñå èçëàãàåìûå íèæå ïðîòîêîëû èñïîëüçóþò òîò ôàêò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ
|0〉, |1〉 âîçìóùàþòñÿ ïðè èçìåðåíèè â áàçèñå {|+〉, |−〉}, òî÷íåå, ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1/2 ïåðåõîäÿò â ñîñòîÿíèÿ |+〉 èëè |−〉, è íàîáîðîò, ñîñòîÿíèÿ |+〉, |−〉
ïðè èçìåðåíèè â áàçèñå {|0〉, |1〉} ïåðåõîäÿò â ñîñòîÿíèÿ ýòîãî áàçèñà.

3.6.1 Ïðîòîêîë BB84

Äàäèì ïîøàãîâîå îïèñàíèå ïðîòîêîëà, ïðåäëîæåííîãî Áåííåòîì è Áðàññà-
ðîì â 1984ã.
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1. Ó÷àñòíèê A ãåíåðèðóåò äâå ñëó÷àéíûå äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
a = (a1, . . . , aN ), b = (b1, . . . , bN ) äëèíû N = (4 + δ)n, n� 1: (ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî áèòû ak, bl íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå { 1

2 ,
1
2}).

2. Ó÷àñòíèê A ñîçäàåò ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ñ âåêòîðîì

|ψ〉 = ⊗Nk=1|ψakbk〉,

ãäå

|ψ00〉 = |0〉, |ψ10〉 = |1〉,

|ψ01〉 = |+〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉) , |ψ11〉 = |−〉 =
1√
2

(|0〉 − |1〉) .(3.16)

Òàêèì îáðàçîì, bk = 0 îçíà÷àåò âûáîð îäíîãî èç ñîñòîÿíèé áàçèñà
{|0〉, |1〉}, à bk = 1 � âûáîð îäíîãî èç ñîñòîÿíèé áàçèñà {|+〉, |−〉}. Çíà-
÷åíèå ak = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ñîñòîÿíèþ áàçèñà, ak = 1 � âòî-
ðîìó ñîñòîÿíèþ.

3. Ó÷àñòíèê A ïîñûëàåò ýòî ñîñòîÿíèå ó÷àñòíèêó B ïî îòêðûòîìó êâàí-
òîâîìó êàíàëó. Åñëè êàíàë èäåàëåí, ò.å. øóì ëèáî ïîñòîðîííåå âìå-
øàòåëüñòâî îòñóòñòâóþò, òî B ïîëó÷àåò ñîñòîÿíèå |ψ〉〈ψ|, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå � âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå E(|ψ〉〈ψ|), ãäå E îáîçíà÷àåò äåéñòâèå
êàíàëà.

Ó÷àñòíèêB ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b′ = (b′1, . . . , b
′
N )

è íà k-ì øàãå ïðîèçâîäèò èçìåðåíèå â áàçèñå {|0〉, |1〉}, åñëè b′k = 0, èëè
â áàçèñå {|+〉, |−〉}, åñëè b′k = 1. Ðåçóëüòàòû åãî èçìåðåíèé îáðàçóþò
äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a′ = (a′1, . . . , a

′
N ).

4. Ó÷àñòíèê A ïîñûëàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b ó÷àñòíèêó B ïî îòêðûòî-
ìó êëàññè÷åñêîìó êàíàëó, êîòîðûé ñðàâíèâàåò b ñ b′ è ñîîáùàåò A íî-
ìåðà òåõ áèòîâ, äëÿ êîòîðûõ bk = b′k. Åñëè êàíàë èäåàëåí, òî äëÿ ýòèõ
áèòîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ak = a′k, ïîñêîëüêó èç-
ìåðåíèå ïðîâîäèëîñü â áàçèñå, ñîäåðæàùåì ïîñëàííîå ñîñòîÿíèå. Ïðè
ýòîì ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ êîëè÷åñòâî òàêèõ áèòîâ äîëæíî áûòü
≈ N/2 = (2 + δ/2)n & 2n (ñì. íèæå ñîîòíîøåíèå (3.17)). Ýòè ñîâïà-
äàþùèå áèòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a è a′ ó÷àñòíèêè A è B îñòàâëÿþò
ñåáå â êà÷åñòâå ïðîñåÿííîãî êëþ÷à. Åñëè æå êîëè÷åñòâî òàêèõ áèòîâ
ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò 2n, òî ýòî ãîâîðèò î âîçìîæíîñòè ïîñòî-
ðîííåãî âìåøàòåëüñòâà â ïåðåäà÷ó ïî êâàíòîâîìó êàíàëó, ïîýòîìó A è
B ïðåêðàùàþò ýòîò ðàóíä ïðîòîêîëà è ïûòàþòñÿ óñòðàíèòü âîçìîæ-
íîñòü âìåøàòåëüñòâà.

5. A è B âûïîëíÿþò òåñòû, ÷òîáû îïðåäåëèòü âåëè÷èíó âîçìóùåíèÿ èç-
çà âîçìîæíîãî øóìà èëè ïîäñëóøèâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî A íàóãàä âûáè-
ðàåò n áèòîâ ïðîñåÿííîãî êëþ÷à è ñîîáùàåò èõ çíà÷åíèÿ (âìåñòå ñ èõ
íîìåðàìè) ó÷àñòíèêó B ïî îòêðûòîìó êàíàëó. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü
≤ νn îøèáîê â ýòèõ n êîíòðîëüíûõ áèòàõ è ïðè ýòîì ≥ (ν+ε)n îøèáîê
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a 0 1 0 0 0 1 0 1
b 0 0 1 0 0 1 1 1
b′ 0 0 1 1 1 0 1 1

b = b′ y y y n n n y y
key 0 1 0 0 1

Ðèñ. 3.8: Ïðèìåð ðåàëèçàöèè ïðîòîêîëà BB84 (N=8)

â îñòàëüíûõ áèòàõ èìååò ïîðÿäîê exp[−O(ε2n)] (ñì. Óïðàæíåíèå 12.27
â [8]). Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ n ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äîëÿ íåñîâïàäåíèé
â ýòèõ îñòàâøèõñÿ ñåêðåòíûìè áèòàõ ïðàêòè÷åñêè ðàâíà ν. Åñëè A è B
îáíàðóæèâàþò, ÷òî ν ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå νt, òî
îíè ðåøàþò, ÷òî áûëî âìåøàòåëüñòâî è òàêæå ïðåêðàùàþò ýòîò ðàóíä
ïðîòîêîëà. Âåëè÷èíà νt çàâèñèò îò òîãî, ÷òî èçâåñòíî î âîçìîæíîñòÿõ
ïåðåõâàò÷èêà E. Â ëèòåðàòóðå ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ νt = 0.11÷0.25, â
çàâèñèìîñòè îò âèäà àòàê ïåðåõâàò÷èêà è èñïîëüçóåìûõ ñðåäñòâ ïðî-
òèâîäåéñòâèÿ. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. â [3].

6. Åñëè æå óñòàíîâëåíî, ÷òî δ < δt, òî A è B âûïîëíÿþò �ñîãëàñîâà-
íèå èíôîðìàöèè�, ÷òîáû óñòðàíèòü íåñîâïàäàþùèå áèòû è �óñèëåíèå
êîíôèäåíöèàëüíîñòè� ïî îñòàâøèìñÿ ≈ n áèòàì, ÷òîáû ñâåñòè íà íåò
èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ ìîãëà ïåðåõâàòèòü E â õîäå ïðåäûäóùèõ îò-
êðûòûõ îïåðàöèé. Ïðè çòîì âåñüìà ïîëåçíîé îêàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ
êâàíòîâàÿ îöåíêà êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè ïåðåõâàò÷èêà E, âûòåêà-
þùàÿ èç íåðàâåíñòâà (5.29), ñì. ãëàâó 5. Ïîñëåäíèå îïåðàöèè îòíîñÿò-
ñÿ ê îáëàñòè êëàññè÷åñêîé èíôîðìàòèêè; èõ îïèñàíèå ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â [8]. Â èòîãå A è B ïîëó÷àþò m . n áèòîâ ñîâìåñòíîãî
ñåêðåòíîãî êëþ÷à.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ìàëûõ δ

P {2n ≤ (#k : bk = b′k) ≤ (2 + δ)n} ≥ 1− 2 exp

[
−1

8
n
(
δ2 + o(δ2)

)]
. (3.17)

Ââîäÿ áèò íåñîâïàäåíèÿ νk = bk ⊕ b′k, èìååì P {νk = 0} = P {νk = 1} =
1
2 , Mνk = 1

2 . Èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåðîÿòíîñòü ðàâíà (N = (4 + δ)n)

P

{
2n ≤

N∑
k=1

νk ≤ (2 + δ)n

}
= 1− 2P

{
N∑
k=1

νk < 2n

}
,

â ñèëó ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû îòíîñèòåëüíî åå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ N/2 = (2 + δ/2)n, ïðè ýòîì

P

{
N∑
k=1

νk < 2n

}
= P

{
1

N

N∑
k=1

(
νk −

1

2

)
< −ε

}
,
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ãäå ε = 1
2 −

2n
(4+δ)n = 1

8 (δ + o(δ)) . Çàìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà,

èñïîëüçóåìîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, âûòåêàåò

P

{∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
k=1

(
νk −

1

2

)∣∣∣∣∣ > ε

}
≤ Dνk
Nε2

=
1

4Nε2
→ 0

ïðè N → ∞. Èíòåðåñóþùàÿ íàñ ãîðàçäî áîëåå òî÷íàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
îöåíêà (3.17) âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà ×åðíîâà :

P

{
1

N

N∑
k=1

(
νk −

1

2

)
≤ −ε

}
= P

{
1

N

N∑
k=1

(
νk −

1

2

)
≥ ε

}
≤ exp

[
−2N(ε2 + o(ε2))

]
.

(3.18)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s > 0, òîãäà

P

{
1

N

N∑
k=1

(
νk −

1

2

)
≥ ε

}
= P

{
es

∑N
k=1(νk− 1

2 ) ≥ esNε
}
≤ e−sNεMes

∑N
k=1(νk− 1

2 )

= e−sNε
[
Mes(νk−

1
2 )
]N

= e−sNε
[
cosh

s

2

]N
= e−N(sε−ln cosh s2 ).

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ s

ln cosh
s

2
=
s2

8
+ o(s2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

max
s>0

(sε− s2

8
) = 2ε2,

ïðè÷åì ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ äëÿ s = 4ε. Îòñþäà ïîëó÷àåì (3.18), à ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî N = (4 + δ)n, èìååì (3.17).

3.6.2 Ïðîòîêîë B92

Ýòîò ïðîòîêîë, ïðåäëîæåííûé Áåííåòîì â 1992ã., ÿâëÿåòñÿ óñîâåðøåíñòâî-
âàíèåì ïðåäûäóùåãî.

1. Ó÷àñòíèê A ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíóþ äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a =
(a1, . . . , aN ) è íà k-ì øàãå ñîçäàåò ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ñ âåêòîðîì |ψ0〉 =
|0〉, åñëè ak = 0 èëè |ψ1〉 = |+〉 = 1√

2
(|0〉+ |1〉), åñëè ak = 1.

2. Ó÷àñòíèê A ïîñûëàåò ñîñòîÿíèå, çàäàâàåìîå âåêòîðîì

|ψ〉 = ⊗Nk=1|ψak〉,

ó÷àñòíèêó B ïî îòêðûòîìó êâàíòîâîìó êàíàëó.

Ó÷àñòíèêB ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a′ = (a′1, . . . , a
′
N )

è íà k-ì øàãå ïðîèçâîäèò èçìåðåíèå â áàçèñå {|0〉, |1〉}, åñëè a′k = 0,
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èëè â áàçèñå {|+〉, |−〉}, åñëè a′k = 1. Èñõîä �ïëþñ� êîäèðóåòñÿ êàê 0,
à �ìèíóñ� êàê 1. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé B îáðàçóþò
äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b = (b1, . . . , bN ). Çàìåòèì, ÷òî ak = a′k
âëå÷åò bk = 0, ïîýòîìó èç bk = 1 ñëåäóåò ak 6= a′k, ò.å. ak = 1− a′k.

3. Ó÷àñòíèê B ïîñûëàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b ó÷àñòíèêó A ïî îòêðûòî-
ìó êëàññè÷åñêîìó êàíàëó. A (ñîîòâåòñòâåííî B) îñòàâëÿåò òîëüêî òå
áèòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a (ñîîòâåòñòâåííî a′), äëÿ êîòîðûõ bk = 1.
Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ñåêðåòíûå áèòû ak = 1 − a′k ñîñòàâëÿþò
ïðîñåÿííûé êëþ÷.

4. Ñëåäóþùèå øàãè àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì øàãàì ïðîòîêîëàBB84.

Ç à ä à ÷ à 60. Ïîêàæèòå, ÷òî P{bk = 1} = 1/4. Ïîýòîìó äëÿ ñîçäàíèÿ ïðî-
ñåÿííîãî êëþ÷à òîé æå äëèíû ïîòðåáóåòñÿ ïðèìåðíî âäâîå áîëüøå áèòîâ,
÷åì â ïðîòîêîëå BB84.

3.6.3 Ïðîòîêîë E91

Ïðîòîêîë, ïðåäëîæåííûé Ýêåðòîì â 1991ã., ïðåäïîëàãàåò ðàñïðåäåëåíèå
ñöåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåæäó ó÷àñòíèêàìè A è B.

Ó÷àñòíèêè A è B ïîëó÷àþò �ïîëîâèíêè� ñöåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ

|ψ〉 = ⊗Nk=1|ψk〉

ãäå

|ψk〉 =
1√
2

(|00〉+ |11〉) =
1√
2

(|+ +〉+ | − −〉) , (3.19)

ãäå ïåðâûé q-áèò ïîñûëàåòñÿ ó÷àñòíèêó A, à âòîðîé � B.

Ç à ä à ÷ à 61. Ïðîâåðüòå âòîðîå ðàâåíñòâî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ (3.16).

Ó÷àñòíèê A ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíóþ äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a =
(a1, . . . , aN ). Íà k-ì øàãå A ïðîâîäèò èçìåðåíèå â áàçèñå {|0〉, |1〉}, åñëè
ak = 0, èëè â áàçèñå {|+〉, |−〉}, åñëè ak = 1, è ïîëó÷àåò ðåçóëüòàòû a′ =
(a′1, . . . , a

′
N ). ÑîîòâåòñòâåííîB ãåíåðèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b = (b1, . . . , bN ),

èçìåðÿåò â áàçèñå, âûáðàííîì ïî bk è ïîëó÷àåò ðåçóëüòàòû b′ = (b′1, . . . , b
′
N ).

Èç ðàâåíñòâà (3.19) ñëåäóåò, ÷òî íà åñëè íà k-ì øàãå A è B ïðîâîäÿò èç-
ìåðåíèÿ â îäèíàêîâûõ áàçèñàõ: {|0〉, |1〉} ëèáî {|+〉, |−〉}, òî îíè ïîëó÷àþò
ñîâïàäàþùèå ðåçóëüòàòû, P {a′k = b′k} = 1.

Èñïîëüçóÿ îòêðûòûé êëàññè÷åñêèé êàíàë, A è B ñðàâíèâàþò a è b è
îñòàâëÿþò â êà÷åñòâå ïðîñåÿííîãî êëþ÷à òîëüêî òå áèòû a′ (ñîîòâåòñòâåí-
íî b′), äëÿ êîòîðûõ ak = bk, ò.å. A è B èñïîëüçîâàëè äëÿ k-ãî èçìåðåíèÿ
îäèíàêîâûå áàçèñû. Â ýòîì ïðîòîêîëå áèòû ïðîñåÿííîãî êëþ÷à a′k = b′k íå
ïðîñòî îòáèðàþòñÿ, íî ñîçäàþòñÿ â õîäå èçìåðåíèé.

Îïèñàííûå âûøå ïðîòîêîëû ðåàëèçîâàíû â ýêñïåðèìåíòå; áîëåå òîãî,
äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñîçäàíû êîììåð÷åñêèå îáðàçöû îáîðóäîâàíèÿ [8].
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3.7 Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ôèçèêå 2012 ã.

Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî ôèçèêå 2012 ãîäà ïîëó÷èëè Äýâèä Óàéíëåíä (Íà-
öèîíàëüíûé Èíñòèòóò Ñòàíäàðòîâ è Òåõíîëîãèé ÑØÀ (NIST)) è Ñåðæ
Àðîø (Êîëëåæ äå Ôðàíñ è Âûñøàÿ Íîðìàëüíàÿ Øêîëà, Ôðàíöèÿ) çà íî-
âàòîðñêèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èçìåðÿòü è ìà-
íèïóëèðîâàòü èíäèâèäóàëüíûìè êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè.

Ä. Óàéíëåíä ïîëó÷èë ìåæäóíàðîäíîå ïðèçíàíèå áëàãîäàðÿ èññëåäîâà-
íèÿì èîííûõ ëîâóøåê, â êîòîðûõ îòäåëüíûå ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûå àòî-
ìû óäåðæèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ëàçåðíîãî îõëàæäåíèÿ ïðè òåìïåðàòóðå, áëèç-
êîé ê àáñîëþòíîìó íóëþ. Åãî äîñòèæåíèÿ âêëþ÷àþò ñîçäàíèå ñöåïëåííûõ
ñîñòîÿíèé ñíà÷àëà äâóõ, à ïîòîì è ÷åòûðåõ èîíîâ, ÷òî äåìîíñòðèðóåò ïðèí-
öèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé (â ñîîáùåíèè Íîáåëåâ-
ñêîãî êîìèòåòà ãîâîðèòñÿ î ïåðñïåêòèâå ñîçäàíèÿ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà);
äåìîíñòðàöèþ êâàíòîâîé òåëåïîðòàöèè ñîñòîÿíèé ìàññèâíûõ ÷àñòèö (îä-
íîâðåìåííî ñ ãðóïïîé Öàéëèíãåðà); ñîçäàíèå àòîìíûõ ÷àñîâ, â ñîòíè ðàç
ïðåâîñõîäÿùèõ ïî òî÷íîñòè ñóùåñòâóþùèå ñòàíäàðòû âðåìåíè. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî ýòè ýêñïåðèìåíòû îñíîâûâàþòñÿ íà ýïîõàëüíûõ îòêðûòèÿõ òåî-
ðåòèêîâ, ïðåäëîæèâøèõ ýôôåêòèâíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû è ïðîòîêîëû
ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.

Â ïàðèæñêîé ëàáîðàòîðèè ïîä ðóêîâîäñòâîì Ñ. Àðîø ôèçèêè ðàáîòàþò
ñ ìèêðîâîëíîâûìè ôîòîíàìè, êîòîðûå óäåðæèâàþòñÿ â ïîëîñòè, îáðàçîâàí-
íîé ìèíèàòþðíûìè, ïî÷òè èäåàëüíî îòðàæàþùèìè ñâåðõïðîâîäÿùèìè çåð-
êàëàìè. Äëÿ èçìåðåíèé è óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿìè ôîòîíîâ èñïîëüçóþòñÿ
ñâåðõìàññèâíûå ðèäáåðãîâñêèå àòîìû, êîòîðûå ñ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì
ìîæíî ñ÷èòàòü ìàêðî÷àñòèöàìè. Â ðåçóëüòàòå èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ôîòî-
íàìè âîçíèêàþò íåâîçìîæíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè ñóïåð-
ïîçèöèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, â ñâîå âðåìÿ ãðîòåñêíî îïèñàííûå
Øðåäèíãåðîì íà ïðèìåðå ñóïåðïîçèöèè æèâîãî ëèáî ìåðòâîãî êîòà. Èçîù-
ðåííàÿ òåõíèêà ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëÿåò â ðåàëüíîì âðåìåíè îòñëåæèâàòü
ïðîöåññ äåêîãåðåíòèçàöèè � ïåðåõîäà ïîäîáíûõ �ðàçäâîåííûõ� ñîñòîÿíèé â
îäíî èç êëàññè÷åñêèõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñîçäàíèå êâàíòîâîé ñöåïëåííîñòè, ðàñïðåäåëåííîé â
ïðîñòðàíñòâå íà ìàêðîñêîïè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ, îñòàåòñÿ òðóäíîé ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîé çàäà÷åé, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíû �øòó÷íûå� ðåøåíèÿ, ïîäîáíûå
îïèñàííûì âûøå. Øèðîêîå ïðèìåíåíèå êâàíòîâûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõ-
íîëîãèé ïðåäïîëàãàåò íàó÷íî-òåõíè÷åñêóþ ðåâîëþöèþ, ìàñøòàáû êîòîðîé
ñåé÷àñ äàæå òðóäíî ïðåäñòàâèòü7.

7J. Preskill, Quantum computing and the entanglement frontier, arXiv:1203.5813.
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×àñòü II
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Ãëàâà 4

Êâàíòîâûå èçìåðåíèÿ è

ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû

4.1 Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïîíÿòèÿ

�íàáëþäàåìàÿ�

Â ïåðâîé ÷àñòè ïîä÷åðêèâàëîñü, ÷òî âî âñÿêîì ôèçè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå
ïðèñóòñòâóþò äâå îñíîâíûå ñòàäèè: ïðèãîòîâëåíèå ñîñòîÿíèÿ S è èçìåðåíèå
M (íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí). Äàæå åñëè ïðèãîòîâëÿåòñÿ ÷èñòîå êâàíòîâîå ñî-
ñòîÿíèå, â êîòîðîì íåò êëàññè÷åñêîé ñòîõàñòè÷íîñòè, ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ
âñå ðàâíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé
µMS (x) çàâèñèò îò ïðèãîòîâëåíèÿ àíñàìáëÿ S è îò èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà
M . Åñëè èçìåðÿåòñÿ âåùåñòâåííàÿ íàáëþäàåìàÿX, òî ðàñïðåäåëåíèå µMS (x)
äàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì ïîñòóëàòîì Áîðíà-ôîí Íåéìàíà (1.20).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ñìåøèâàíèå àíñàìáëåé ïðèâîäèò ê ñìåøèâàíèþ
ðàñïðåäåëåíèé ñ òåìè æå âåñàìè, ò.å. åñëè S =

∑
j

pjSj , òî

µMS (x) =
∑
j

pjµ
M
Sj (x). (4.1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòè èñõîäîâ èçìåðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè
ôóíêöèÿìè ñîñòîÿíèÿ. Ýòî åñòåñòâåííîå è íà ïåðâûé âçãëÿä ñëàáîå îãðà-
íè÷åíèå îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû, îïèðàÿñü íà âûïóêëóþ
ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ëîãè÷åñêè âûâåñòè ìàòåìàòè-
÷åñêîå îïèñàíèå (îáîáùåííûõ) êâàíòîâûõ íàáëþäàåìûõ è ñîîòâåòñòâóþùåå
îáîáùåíèå �ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîñòóëàòà�. Â äàëüíåéøåì óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî èñõîäîâ èçìåðåíèÿ X � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (íå
îáÿçàòåëüíî ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë).

Ò å î ð åì à 9. Ïóñòü S → µS îòîáðàæåíèå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé â âå-
ðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå èñõîäîâ

87
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X . Åñëè îòîáðàæåíèå àôôèííî, òî åñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì (4.1), òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû1 â H, ò.å. ñåìåéñòâî ýð-
ìèòîâûõ îïåðàòîðîâ {Mx;x ∈ X} òàêîå, ÷òî

Mx ≥ 0,
∑
x∈X

Mx = I (4.2)

äëÿ êîòîðîãî

µS(x) = TrSMx. (4.3)

Îáðàòíî, äëÿ âñÿêîãî ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû â H ñîîòíîøåíèå (4.3) îïðå-
äåëÿåò àôôèííîå îòîáðàæåíèå S → µS êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé â âåðîÿò-
íîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà X .

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ïî÷òè î÷åâèäíî: íåîòðèöàòåëüíîñòü ÷èñåë µS(x)
âûòåêàåò èç ïåðâîãî óñëîâèÿ â (4.2) è (1.18), âåðîÿòíîñòíàÿ íîðìèðîâêà � èç
âòîðîãî óñëîâèÿ â (4.2), à àôôèííîñòü � èç ëèíåéíîñòè ñëåäà â (4.3). Äîêà-
çàòåëüñòâî ïðÿìîãî óòâåðæäåíèÿ äàíî â [12]. Îíî îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ôàêòàõ: îïåðàòîðû ïëîòíîñòè ëèíåéíî ïîðîæäàþò ïðîñòðàí-
ñòâî L âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â H (ñð. Ëåììó 1 â ðàçäåëå 1.3 ÷. I); è
âñÿêàÿ àôôèííàÿ ôóíêöèÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé
S îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî êîìïëåêñíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè íà L.

Ðàçëîæåíèå åäèíèöû íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè

M2
x = Mx; MxMy = 0, x 6= y, x, y ∈ X .

Ç àä à ÷ à 62. Âòîðîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî. Òàêèì îá-
ðàçîì, îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâîì: âñå
îïåðàòîðû Mx � ïðîåêòîðû.

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî ïðè ðàññìîòðåíèè ñòàíäàðòíîé ñòàòèñòè÷åñêîé
ìîäåëè êâàíòîâîé ìåõàíèêè, (ñì. ðàçäåë 1.3), ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå

X =
∑
x∈X

xEx,

ãäå X = specX ⊂ R, çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýðìè-
òîâûìè îïåðàòîðàìè X (âåùåñòâåííûìè íàáëþäàåìûìè â ñòàíäàðòíîé ñòà-
òèñòè÷åñêîé ìîäåëè) è îðòîãîíàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè åäèíèöû E = {Ex}
â ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû H.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ ïîíÿòèÿõ, ìîæíî áûëî áû íàçâàòü îáîáùåííîé
êâàíòîâîé íàáëþäàåìîé ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì ìíîæå-
ñòâå X ðàçëîæåíèå åäèíèöûM = {Mx;x ∈ X} â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñèñòåìû H. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé òàêîé íàáëþäàåìîé â ñîñòîÿíèè S
äàåòñÿ îáîáùåíèåì (4.3) ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîñòóëàòà Áîðíà-ôîí Íåéìàíà.

1Äðóãîå íàçâàíèå: âåðîÿòíîñòíàÿ (ïîëîæèòåëüíàÿ) îïåðàòîðíî-çíà÷íàÿ ìåðà
(POVM).



4.2. ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÍÀÁËÞÄÀÅÌÛÅ 89

×òîáû óòî÷íèòü èñïîëüçóåìóþ òåðìèíîëîãèþ, à òàêæå ïîÿñíèòü ñòàòè-
ñòè÷åñêèé ñìûñë íåîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé åäèíèöû, ðàññìîòðèì î.í.á.
{|ω〉} â H è îïåðàòîðû, äèàãîíàëüíûå â ýòîì áàçèñå. Îïåðàòîð ïëîòíîñòè

S =
∑
ω

sω|ω〉〈ω|, sω ≥ 0,
∑

sω = 1

çàäàåò êëàññè÷åñêîå ñîñòîÿíèå � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà �ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå� Ω = {ω}. Äèàãîíàëüíûé ýðìèòîâ îïåðàòîð X =

∑
ω
xω|ω〉〈ω|

ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

X =
∑
x

xEx, Ex =
∑

ω:xω=x

|ω〉〈ω|.

Êëàññè÷åñêèì íàáëþäàåìûìX ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû xω íà Ω.
Ïðîåêòîðàì Ex îòâå÷àþò èíäèêàòîðû ïîäìíîæåñòâ Ω, íà êîòîðûõ xω = x,
a îðòîãîíàëüíîìó ðàçëîæåíèþ åäèíèöû � ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Ω.

Ðàññìîòðèì òåïåðü (äèàãîíàëüíîå) íåîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíè-
öû ñ ýëåìåíòàìè Mx =

∑
ω
M(x|ω)|ω〉〈ω|. Òîãäà ñîáñòâåííûå ÷èñëà óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì 0 ≤M(x|ω) ≤ 1 è∑
x

M(x|ω) = 1, ω ∈ Ω, (4.4)

ò.å. îïðåäåëÿþò ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè èç Ω â X . Òàêèì îáðàçîì, â êëàññè-
÷åñêîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû îïèñûâàþò ðàíäîìèçîâàííûå (�íå÷åò-
êèå�) íàáëþäàåìûå, çàäàþùèå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé èñõîäîâ x â êàæ-
äîé òî÷êå ω ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé åäè-
íèöû, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ M2

x = Mx è ñîîòâåòñòâóþùèõ îáû÷íûì
ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì, ýòè âåðîÿòíîñòè ïðèíèìàþò òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 èëè
1.

Â ñîâðåìåííûõ òåêñòàõ ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû íàçûâàþòñÿ ïðîñòî íàáëþ-
äàåìûìè, òîãäà êàê îðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû � ÷åòêèìè íàáëþ-
äàåìûìè. Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî ïðèäåðæèâàòüñÿ èìåííî òàêîé
òåðìèíîëîãèè.

4.2 Ñìåñè íàáëþäàåìûõ. Ýêñòðåìàëüíûå íà-

áëþäàåìûå

Ïóñòü {M j} � ñåìåéñòâî íàáëþäàåìûõ ñ îäíèì è òåì æå ìíîæåñòâîì èñõî-
äîâ X . Äëÿ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé {pj} ìîæíî åñòåñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëèòü ñìåñü M = {Mx;x ∈ X} ýòèõ íàáëþäàåìûõ ïî ôîðìóëå

Mx =
∑
j

pjM
j
x; x ∈ X .
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâîMX âñåõ íàáëþäàåìûõ ñ çàäàííûì ïðîñòðàí-
ñòâîì èñõîäîâ X ñòàíîâèòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Àíàëîãè÷íî ñìåñÿì
ñîñòîÿíèé, ñìåñè íàáëþäàåìûõ îïèñûâàþò èçìåðåíèÿ ñ ôëóêòóèðóþùèìè
êëàññè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Êðàéíèå òî÷êè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà îáîá-
ùåííûõ íàáëþäàåìûõ MX áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûìè íàáëþäàåìû-
ìè. Ïîäîáíî ÷èñòûì ñîñòîÿíèÿì, îíè îïèñûâàþò ñòàòèñòèêó �÷èñòûõ� èç-
ìåðåíèé, ñâîáîäíóþ îò êëàññè÷åñêîé ñëó÷àéíîñòè.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îïèñûâàåò íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó òà-
êèìè íàáëþäàåìûìè áåç êëàññè÷åñêîé ñëó÷àéíîñòè è ÷åòêèìè íàáëþäàåìû-
ìè.

Ò å î ð åì à 10. Âñÿêàÿ ÷åòêàÿ íàáëþäàåìàÿM ∈MX ýêñòðåìàëüíà. Îá-
ðàòíî, âñÿêàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ íàáëþäàåìàÿ M ∈MX ñ êîììóòèðóþùèìè
êîìïîíåíòàìè, [Mx,Mx′ ] ≡ 0, ÿâëÿåòñÿ ÷åòêîé íàáëþäàåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ÷åòêàÿ íàáëþäàåìàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
M = pM1 + (1− p)M2, 0 < p < 1. Òîãäà, àíàëîãè÷íî (1.26)

pM1
x(I −M1

x) + (1− p)M2
x(I −M2

x) + p(1− p)(M1
x −M2

x)2 = 0. (4.5)

îòêóäà M1
x ≡M2

x ≡Mx, è M � êðàéíÿÿ òî÷êà.

Ïóñòü òåïåðü [Mx,Mx′ ] ≡ 0, òîãäà ïî òåîðåìå 4 ï. 1.8 îïåðàòîðû Mx

îäíîâðåìåííî äèàãîíàëèçóåìû, è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Mx = diag[M(x|ω)].
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè M ýêñòðåìàëüíàÿ íàáëþäàåìàÿ, òî M(x|ω) = 0 èëè
1 äëÿ âñåõ x, ω, ò.å. M � ÷åòêàÿ íàáëþäàåìàÿ. Ïóñòü 0 < M(x0|ω0) < 1,
òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ (4.4) íàéäåòñÿ x1 6= x0, òàêîé ÷òî 0 < M(x1|ω0) < 1.
Îïðåäåëèì äâå íîâûå íàáëþäàåìûåM±, ïîëàãàÿM±(x0|ω0) = M(x0|ω0)±ε,
M±(x1|ω0) = M(x1|ω0)∓ ε è îñòàâëÿÿ ïðî÷èå M(x|ω) áåç èçìåíåíèÿ. Òîãäà
M = 1/2M+ + 1/2M−, ò.å. M íå ýêñòðåìàëüíà.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëü-
íûå íàáëþäàåìûå ñîâïàäàþò ñ ÷åòêèìè, ÷òî äàåò èì ïîíÿòíóþ õàðàêòåðèçà-
öèþ êàê íàáëþäàåìûõ áåç ñëó÷àéíîñòè â ïðîöåäóðå èçìåðåíèÿ. Â êâàíòîâîé
ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè âñå íå òàê ïðîñòî. Ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê êâàíòî-
âûõ íàáëþäàåìûõ èñ÷åðïûâàåòñÿ ÷åòêèìè íàáëþäàåìûìè òîëüêî â ñëó÷àå
äâóõ èñõîäîâ èçìåðåíèÿ (îíè èãðàþò îñîáóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ àêñèîìàòè-
÷åñêèõ ïîäõîäàõ; ìû áóäåì íàçûâàòü èõòåñòàìè). Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû,
òàê êàê ëþáîé òåñò èìååò êîììóòèðóþùèå êîìïîíåíòû {M0,M1 = I−M0}.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýêñòðåìàëüíûé òåñò âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîåêòî-
ðîì P = M0.

Îäíàêî â ñëó÷àå áîëåå ÷åì äâóõ èñõîäîâ, |X | > 2, âñåãäà ñóùåñòâó-
þò íå÷åòêèå ýêñòðåìàëüíûå êâàíòîâûå íàáëþäàåìûå! Íàèáîëåå èíòåðåñíûé
êëàññ áóäåò ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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4.3 Ïåðåïîëíåííûå ñèñòåìû âåêòîðîâ

Ñèñòåìà âåêòîðîâ {|ψj〉; j = 1, . . . , n} ⊂ H íàçûâàåòñÿ ïåðåïîëíåííîé, åñëè
n∑
j=1

|ψj〉〈ψj | = I. (4.6)

Äðóãèìè ñëîâàìè
n∑
j=1

|〈ψ|ψj〉|2 = 〈ψ|ψ〉, ψ ∈ H.

Ñ íåîáõîäèìîñòüþ n ≥ d, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî íàé-
äåòñÿ ψ 6= 0, îðòîãîíàëüíûé âñåì ψj , ÷òî íåâîçìîæíî ââèäó ïðåäûäóùåãî
ðàâåíñòâà.

Î÷åâèäíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ âñÿêèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Â îá-
ùåì ñëó÷àå âåêòîðû ψj ìîãóò áûòü íåíîðìèðîâàííûìè è ëèíåéíî çàâèñè-
ìûìè. Òåì íå ìåíåå èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷-
íîå) âåêòîðîâ è îïåðàòîðîâ ÷åðåç ïåðåïîëíåííóþ ñèñòåìó, èìåííî

|ψ〉 =
∑
j

|ψj〉〈ψj |ψ〉,

A =
∑
j

|ψj〉〈ψj |A|ψk〉〈ψk| =
∑
j,k

|ψj〉〈ψk|〈ψj |A|ψk〉.

Ç àä à ÷ à 63. Ñèñòåìà {|ψj〉} ÿâëÿåòñÿ ïåðåïîëíåííîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà
1) ñèñòåìà ïîëíà, ò.å. {|ψj〉; j = 1, . . . , n}⊥={0};
2) ìàòðèöà P = [〈ψj |ψk〉]j,k=1,...,n èäåìïîòåíòíà, ò.å. P = P 2.

Ïóñòü {|φj〉} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî îðòîíîðìèðîâàí-
íàÿ) ñèñòåìà âåêòîðîâ. Òîãäà â ñèëó 1) åå îïåðàòîð Ãðàìà

G =
∑
j

|φj〉〈φj |

íåâûðîæäåí. Ïðè ýòîì ñèñòåìà âåêòîðîâ |ψj〉 = G−1/2|φj〉 ÿâëÿåòñÿ ïåðå-
ïîëíåííîé.

Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ ïåðåïîëíåííàÿ ñèñòåìà â ïîäïðîñòðàíñòâå ãèëü-
áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà âîçíèêàåò ïðè ïðîåöèðîâàíèè îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñà ïðîñòðàíñòâà íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

V : |ψ〉 → [〈ψj |ψ〉]j=1,...,n =

 〈ψ1|ψ〉
...

〈ψn|ψ〉

 ,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì ïðîñòðàíñòâà H â H̃ = Cn. Â
ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà |ψ〉 ∈ H

‖V ψ‖2 =

n∑
j=1

〈ψ|ψj〉〈ψj |ψ〉 = ‖ψ‖2 .
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Ýòî îòîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü H ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì VH ⊆ H̃.
Èñõîäíîé ïåðåïîëíåííîé ñèñòåìå {|ψk〉} ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà {V |ψk〉} ⊆
VH. Ìàòðèöà P = [〈ψj |ψk〉]j,k=1,...,n çàäàåò ïðîåêöèþ ïðîñòðàíñòâà H̃ = Cn
íà VH. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Cn:

|ek〉 = [δjk]j=1,...,n ; k = 1, . . . , n.

Ïðîåöèðóÿ âåêòîðû ýòîãî áàçèñà íà VH, ïîëó÷àåì ïåðåïîëíåííóþ ñèñòåìó

V |ψk〉 = P |ek〉, k = 1, . . . , n,

èçîìåòðè÷íóþ èñõîäíîé.
Â äàëüíåéøåì áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà, ïðèíàäëåæàùàÿ Ì.À. Íàéìàðêó,

êîòîðàÿ îáîáùàåò ýòîò ðåçóëüòàò íà ïðîèçâîëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñ êàæäîé ïåðåïîëíåííîé ñèñòåìîé {|ψx〉} ñâÿçàíî ðàçëî-

æåíèå åäèíèöû, ò.å. íàáëþäàåìàÿ

Mx = |ψx〉〈ψx|. (4.7)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé ïîëíîé ñèñòåìû {|φx〉} íàáîð îïåðàòîðîâ

Mx = G−1/2|φx〉〈φx|G−1/2 (4.8)

çàäàåò íàáëþäàåìóþ2, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå �èçìåðÿþùóþ� ñîñòîÿíèÿ
|φx〉〈φx|.

Ò å î ð åì à 11. Íàáëþäàåìàÿ (4.7) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îïåðàòîðû Mx ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � êðàéíÿÿ òî÷êà, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî∑
x

cx|ψx〉〈ψx| = 0. (4.9)

Âçÿâ äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0, îïðåäåëèì

M±x =(1± εcx)Mx ≥ 0, x ∈ X .

ÒîãäàM± = {M±x } ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè è, ïî ïîñòðîåíèþ,M = 1
2M

++
1
2M

−. Íî M � êðàéíÿÿ òî÷êà, çíà÷èò, M+
x = M−x = Mx. Èòàê, èç (4.9)

ñëåäóåò cx = 0, ò. å. êîìïîíåíòû M ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Îáðàòíî, ïóñòü

|ψx〉〈ψx| = pM1
x + (1− p)M2

x , 0 < p < 1,

� ðàçëîæåíèå M â ñìåñü, òîãäà

|ψx〉〈ψx|
〈ψx|ψx〉

= p′S1
x + (1− p′)S2

x, 0 < p′ < 1,

2À. Ñ. Õîëåâî, Îá àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîì ðàçëè÷åíèè ãèïîòåç â êâàíòîâîé ñòà-
òèñòèêå. ÒÂÏ, 1978, ò.23, N2, 429-432. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòî íàçûâàåòñÿ square-

root measurement.
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ãäå Sjx =
Mj
x

TrMj
x
, j = 1, 2 -îïåðàòîðû ïëîòíîñòè. Ïîñêîëüêó â ëåâîé ÷àñòè ñòî-

èò ÷èñòîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé âûïóêëîãî ìíîæå-

ñòâà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, òî â ñèëó Òåîðåìû 3 ï. 1.6 ÷àñòè I, Sjx = |ψx〉〈ψx|
〈ψx|ψx〉 ,

îòêóäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî M1
x = λx|ψx〉〈ψx| ñ λx =

TrM1
x

〈ψx|ψx〉 . Òîãäà∑
x λx|ψx〉〈ψx| = I, ò. å. ∑

x

(λx − 1)|ψx〉〈ψx| = 0.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè, λx = 1, è M1
x = Mx äëÿ âñåõ x, ñëåäîâà-

òåëüíî, M � êðàéíÿÿ òî÷êà.

4.4 Ïåðåïîëíåííûå ñèñòåìû äëÿ q-áèòà

Òå î ð åì à 12. Ïóñòü ~aj ; j = 1, . . . ,m ñèñòåìà åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ â R3,
òàêàÿ ÷òî

∑m
j=1 ~aj = 0. Òîãäà âåêòîðû

√
2/m|~aj〉; j = 1, . . . ,m îáðàçóþò

ïåðåïîëíåííóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå q-áèòà H, òàê ÷òî

2

m

m∑
j=1

|~aj〉〈~aj | = I. (4.10)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàáëþäàåìàÿ ýêñòðåìàëüíà, åñëè âåêòîðû ~aj −~a1; j =
2, . . . ,m ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå, ò.å. ñîîòíîøåíèå (4.10), íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (1.36). Òàêæå èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì,
÷òî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü îïåðàòîðîâ |~aj〉〈~aj |, ðàâíîñèëüíàÿ, â ñèëó òåîðå-
ìû 11, íåýêñòðåìàëüíîñòè íàáëþäàåìîé, îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ âåùåñòâåí-
íûå ÷èñëà cj , íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå ÷òî

0 =

m∑
j=1

cj |~aj〉〈~aj | =
1

2

 m∑
j=1

cjI + σ · (
m∑
j=1

cj~aj)

 .
Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

m∑
j=1

cj = 0,

m∑
j=1

cj~aj = 0

èëè
m∑
j=2

cj(~aj − ~a1) = 0.
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Ïðèìåðû ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ â R3, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðåïîëíåííûå
ñèñòåìû è íàáëþäàåìûå ïðèâåäåíû íèæå.

m = 2 : ~a1,2 = (0, 0,±1). Â ýòîì ñëó÷àå èìååì î.í.á. |~a1〉 = |0〉, |~a2〉 = |1〉
è îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû

M1 =

[
1 0
0 0

]
, M2 =

[
0 0
0 1

]
.

m = 3 : ðàâíîóãîëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ òðåõ âåêòîðîâ â âåùåñòâåííîé
ïëîñêîñòè ~a1 = (0, 0, 1),~a2,3 = (±

√
3/2, 0,−1/2) (ëîãîòèï �Ìåðñåäåñ-Áåíö�).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåïîëíåííàÿ ñèñòåìà â H√
2

3
|~a1〉 =

√
2

3

[
1
0

]
,

√
2

3
|~a2,3〉 =

√
2

3

[
1/2

±
√

3/2

]
è íåîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû

M1 =
2

3

[
1 0
0 0

]
, M2,3 =

2

3

[
1/4 ±

√
3/4

±
√

3/4 3/4

]
. (4.11)

m = 4 : êîíôèãóðàöèÿ òåòðàýäðà ~a1 = (0, 0, 1),~a2 = (
√

8/3, 0,−1/3),~a3,4 =
(−
√

2/3,±
√

6/3,−1/3). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåïîëíåííàÿ ñèñòåìà â H√
1

2
|~a1〉 =

√
1

2

[
1
0

]
,

√
1

2
|~a2〉 =

√
1

2

[
1/
√

3√
2/
√

3

]
,

√
1

2
|~a3,4〉 =

√
1

2

[
1/
√

3√
2/
√

3
(
−1/2± i

√
3/2
) ]

è íåîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû

M1 =
1

2

[
1 0
0 0

]
, M2 =

1

2

[
1/3

√
2/3√

2/3 2/3

]
,

M3,4 =
1

2

[
1/3

√
2/3

(
−1/2∓ i

√
3/2
)

√
2/3

(
−1/2± i

√
3/2
)

2/3

]
.

Â ñëó÷àÿõ m = 3, 4 ïîëó÷àåì íå÷åòêèå ýêñòðåìàëüíûå íàáëþäàåìûå.
Òàêîãî ðîäà íàáëþäàåìûå íå èìåþò àíàëîãà â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

4.5 Òîìîãðàôèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå m = 4 = d2, ïîýòîìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûå îïåðàòî-
ðû Mj ; j = 1, 2, 3, 4 îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ
(êîòîðîå èìååò âåùåñòâåííóþ ðàçìåðíîñòü 4). Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòè

µS(j) = TrSMj
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îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå S. Â îáùåì ñëó÷àå, íàáëþäàåìàÿ â H,
dimH = d, îáëàäàþùàÿ òàêèì ñâîéñòâîì, íàçûâàåòñÿ èíôîðìàöèîííî-ïîëíîé.
Ýêñòðåìàëüíàÿ íàáëþäàåìàÿ âèäà

Mj = d−1|ψj〉〈ψj |; j = 1, . . . , d2,

ãäå |ψj〉 � åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé èíôîðìàöèîííî-
ïîëíîé (SIC-POVM), åñëè

TrMjMk = c, j 6= k,

ïðè÷åì êîíñòàíòà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé [d2(d+1)]−1. Â ñàìîì äåëå, ó÷èòûâàÿ,
÷òî TrM2

j = 1/d2, èìååì

d = Tr I2 =

d2∑
j,k=1

TrMjMk =

d2∑
j=1

TrM2
j +

∑
j 6=k

TrMjMk = 1 + d2(d2 − 1)c.

Ñóùåñòâîâàíèå SIC-POVM ïîêàçàíî àíàëèòè÷åñêè, ëèáî ÷èñëåííî, äëÿ
d ≤ 67. Èìååòñÿ ãèïîòåçà, ÷òî îíè ñóùåñòâóþò âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ 3.

Ç à ä à ÷ à 64. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ñîñòîÿíèå S âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî
ôîðìóëå

S =

d2∑
j=1

[d(d+ 1)µS(j)− 1]Mj .

Â ñèëó èíôîðìàöèîííîé ïîëíîòû, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
TrSMk = TrS′Mk, ãäå S

′ � îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.
Âîññòàíîâëåíèå ñîñòîÿíèÿ ïî ñòàòèñòèêå èçìåðåíèé (îäíîãî èëè öåëîãî

ðÿäà) íàçûâàþò òîìîãðàôèåé êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Íàïðèìåð, ôîðìóëà
(1.30) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîñòîÿíèå q-áèòà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñðåäíèì çíà-
÷åíèÿì êîìïîíåíò ñïèíà ax = TrSσx, ay = TrSσy, az = TrSσz. Òåì áîëåå,
ýòî ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âåðîÿòíîñòè äëÿ 3-õ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ
îïåðàòîðîâ σx, σy, σz. Ýòè áàçèñû îáëàäàþò ñâîéñòâîì:

|〈ej |hk〉|2 =
1

d
(4.12)

(ãäå d = 2) äëÿ âñåõ j, k. Â îáùåì ñëó÷àå, áàçèñû â H, dimH = d, îáëàäàþ-
ùèå ñâîéñòâîì (4.12), íàçûâàþòñÿ ðàâíîíàêëîíåííûìè (mutually unbiased).
Ýòî ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî çíàìåíèòûì ôèçèêîì Äæ. Øâèíãåðîì â 1960 ã.
Äîêàçàíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàâíîíàêëîíåííûõ áàçèñîâ â Cd íå ïðåâîñõîäèò
d+1. Ñóùåñòâîâàíèå d+1 ðàâíîíàêëîíåííûõ áàçèñîâ äîêàçàíî äëÿ ðàçìåð-
íîñòåé âèäà pm, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî; äëÿ äðóãèõ ðàçìåðíîñòåé (óæå äëÿ
d = 6) ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâîM(d) ðàâíîíàêëîíåííûõ áàçèñîâ íåèçâåñò-
íî, õîòÿ èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå îöåíêè 4. Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî M(6) = 3.

Èçìåðåíèÿ â ðàâíîíàêëîíåííûõ áàçèñàõ óäîáíû äëÿ òîìîãðàôèè êâàí-
òîâûõ ñîñòîÿíèé; îíè òàêæå íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ â êâàíòîâîé êðèïòîãðà-
ôèè è ïðè ïîñòðîåíèè êâàíòîâûõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè.

3https://en.wikipedia.org/wiki/SIC-POVM
4https://en.wikipedia.org/wiki/Mutually_unbiased_bases
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4.6 Òåîðåìà Íàéìàðêà

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë íåîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé åäèíèöû ïðîÿñíÿåò
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð åì à 13. Ïóñòü {Mx}x∈X � ðàçëîæåíèå åäèíèöû â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå H, dimH = d, |X | = n. Ñóùåñòâóåò ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî H̃, dim H̃ ≤ n · d, èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð V : H → H̃ è
îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû {Ex} â H̃, òàêèå, ÷òî

Mx = V ∗ExV. (4.13)

Èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð� ýòî îïåðàòîð, ñîõðàíÿþùèé ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå, ñëåäîâàòåëüíî âñå óãëû, ðàññòîÿíèÿ è îáúåì. Äëÿ ëþáûõ |φ〉, |ψ〉 ∈
H âûïîëíÿåòñÿ 〈φ|V ∗V |ψ〉 = 〈φ|ψ〉, ò.å. V ∗V = I. Èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå

V ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü H ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì VH ïðîñòðàíñòâà H̃ è
ñ÷èòàòü, ÷òî H ⊂ H̃. Òîãäà Mx ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòî êàê îãðàíè÷å-
íèå Ex íà H :

Ex =

[
Mx . . .
. . . . . .

]
Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå îáùåãî ðàçëîæåíèÿ åäè-

íèöû â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ðàññìîòðèì âåêòîðíóþ ñóììó Hn n êîïèé
ïðîñòðàíñòâà H, ñîñòîÿùóþ èç âåêòîðîâ

|Ψ〉 =

 |ψ1〉
...
|ψn〉

 , ψj ∈ H,

â êîòîðîé îïðåäåëèì ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôîðìóëîé

〈Ψ|Ψ′〉 =
∑
x

〈ψx|Mx|ψ′x〉.

Îíî îòëè÷àåòñÿ îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü âûðîæäåíà. Îáîçíà÷èì H0 = {Ψ ∈ Hn :
〈Ψ|Ψ〉 = 0} è ðàññìîòðèì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Hn/H0. Â íåì îïðåäåëåíî

íàñòîÿùåå ñêàëÿðíîå îïðåäåëåíèå. Ýòî è áóäåò H̃. (Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåð-
íîñòü n · d ïðîñòðàíñòâà Hn ìîãëà ëèøü óìåíüøèòüñÿ ïðè ôàêòîðèçàöèè).
Îïðåäåëèì

V |ψ〉 =

 |ψ〉...
|ψ〉

 ≡ |Ψ〉.
Ýòîò îïåðàòîð ñîõðàíÿåò ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

〈V ψ|V ψ〉 =
∑
x

〈ψ|Mx|ψ′〉 = 〈ψ|ψ〉,
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ïîñêîëüêó
∑
Mx = I. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïîñëå ôàêòîðèçàöèè ïîëó÷àåò-

ñÿ èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð V èç H â H̃.
Òåïåðü ââåäåì îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû, ïîëàãàÿ â Hn

Ey|Ψ〉 =

 0
|ψy〉
0

 ,
ãäå 0 îáîçíà÷àåò íóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîðà. Ïðè ýòîì 〈ψ|V ∗EyV |ψ〉 =
〈ψ|My|ψ〉, îòêóäà ñëåäóåò (4.13).

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò óòâåðæäåíèå ï. 4.3 î òîì, ÷òî âñÿêàÿ ïåðåïîë-
íåííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà. Äàëåå ñ åå
ïîìîùüþ áóäåò ïðîÿñíåí ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë íå÷åòêèõ íàáëþäàåìûõ.

Ðàññìîòðèì âàæíîå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Íàéìàðêà, äàþùåå ñòàòèñòè-
÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðîèçâîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû è óñòàíàâëèâà-
þùåå ñîãëàñîâàííîñòü îáîáùåííîãî è ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèé êâàíòîâîé
íàáëþäàåìîé.

Ñë å ä ñ ò â è å. Ïóñòü {Mj} � ðàçëîæåíèå åäèíèöû â H, òîãäà íàéäåòñÿ
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H0, åäèíè÷íûé âåêòîð ψ0 ∈ H0 è îðòîãîíàëü-
íîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû {Ej} â H⊗H0, òàêèå, ÷òî

Mj = TrH0(I ⊗ |ψ0〉〈ψ0|)Ej . (4.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Íàéìàðêà, Mj = V ∗ẼjV, ãäå V :

H → H̃ � èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå. Îòîæäåñòâèì H ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì
H̃. Ðàñøèðÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî, ïðîñòðàíñòâî H̃, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî dim H̃ =
dimH · d0, è çíà÷èò

H̃ = H⊕ · · · ⊕ H = H⊗H0,

ãäå H0 = Cd0 , ïðè÷åì H îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì â ïðÿìîé
ñóììå, èëè ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì H⊗ |ψ0〉, ãäå

|ψ0〉 =


1
0
...
0

 , |φ⊗ ψ0〉 =


|φ〉
0
...
0

 .
Îáîçíà÷àÿ Ej ïîäõîäÿùèå ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðîâ Ẽj , èìååì äëÿ ψ ∈ H:

〈ψ|Mj |ψ〉 = 〈ψ ⊗ ψ0|Ej |ψ ⊗ ψ0〉 = 〈ψ|TrH0
(I ⊗ |ψ0〉〈ψ0|)Ej |ψ〉,

ò.å. ñîîòíîøåíèå (4.14).
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�C
-

�B
-k

MSj

Ðèñ. 4.1: Ðàçëè÷åíèå ñîñòîÿíèé

Èòàê, âñÿêóþ íàáëþäàåìóþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü â âèäå ÷åòêîé íàáëþ-
äàåìîé â ñîñòàâíîé ñèñòåìå çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû
(êâàíòîâîãî ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíîñòè), íàõîäÿùåéñÿ â ôèêñèðîâàííîì ÷è-
ñòîì ñîñòîÿíèè S0 = |ψ0〉〈ψ0|. Òàêîé ñïîñîá ðåàëèçàöèè åñòåñòâåííî íàçâàòü
êâàíòîâîé ðàíäîìèçàöèåé.

Â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ðàíäîìèçàöèÿ, ò. å. èñïîëüçîâàíèå âíåøíå-
ãî ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíîñòè ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé, õîòÿ è ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïîëåçíûì ïðèåìîì (íàïðèìåð, â òåîðèè èãð), íèêîãäà íå óâåëè÷èâàåò èí-
ôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè íàáëþäàåìîé ñèñòåìû. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî â
êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå ýòî óæå íå òàê: ïàðàäîêñàëüíûì îáðàçîì, êâàíòîâàÿ
ðàíäîìèçàöèÿ ïîçâîëÿåò èçâëåêàòü áîëüøå èíôîðìàöèè î íàáëþäàåìîé ñè-
ñòåìå, íåæåëè ñîäåðæèòñÿ â ÷åòêèõ íàáëþäàåìûõ, íå èñïîëüçóþùèõ âñïî-
ìîãàòåëüíîé ñèñòåìû.

4.7 Îïòèìàëüíîå ðàçëè÷åíèå êâàíòîâûõ ñîñòî-

ÿíèé

4.7.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ïîçâîëèò â
äàëüíåéøåì ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ êâàíòîâûõ êàíàëîâ ñâÿçè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a priori êâàíòîâàÿ ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îä-
íîì èç ñîñòîÿíèé Sj , j = 1, . . . , n. Íàä ñèñòåìîé ìîæíî ïðîèçâîäèòü ïðîèç-
âîëüíîå èçìåðåíèå. Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå èçìåðåíèå, ïîçâîëÿþùåå
íàèëó÷øèì îáðàçîì âûÿñíèòü, â êàêîì èç ýòèõ ñîñòîÿíèé äåéñòâèòåëüíî íà-
õîäèòñÿ äàííàÿ ñèñòåìà. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è õàðàêòåðíà äëÿ òåîðèè
ñâÿçè, ãäå j � ýòî ñèãíàë, ïåðåäàâàåìûé êâàíòîâûì íîñèòåëåì èíôîðìàöèè.
Îíà îñíîâûâàåòñÿ íà àíàëîãèè ñ çàäà÷åé ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç â ìàòåìàòè-
÷åñêîé ñòàòèñòèêå [11].

Èçìåðåíèå (�ïðèåìíèê�) áóäåò îïèñûâàòüñÿ íàáëþäàåìîé, ò. å. ðàçëîæå-
íèåì åäèíèöû M = {Mk}. Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü ðåøåíèå k, ïðè óñëîâèè,
÷òî áûë ïîñëàí ñèãíàë j, ïðè ýòîì ðàâíà pM (k|j) = TrSjMk. Åñëè áûë ïî-
ñëàí ñèãíàë j, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûëî ïðèíÿòî ïðàâèëüíîå ðåøåíèå,
åñòü pM (j|j). Ïðèìåì äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî çíà÷åíèå j èìååò
àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü πj (íàïðèìåð, â ñëó÷àå ðàâíîâåðîÿòíûõ ñèãíàëîâ



4.7. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÐÀÇËÈ×ÅÍÈÅ ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ 99

πj = 1/n.) Òîãäà ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ

P{M} =

n∑
j=1

πjpM (j),

è çàäà÷à ñîñòîèò â åå ìàêñèìèçàöèè.

4.7.2 Ðàçëè÷åíèå ïî ìàêñèìóìó

ïðàâäîïîäîáèÿ

Áóäåì ìàêñèìèçèðîâàòü âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ

P{M} =
n∑
j=1

πj TrSjMj = Tr(

n∑
j=1

πjSj︸︷︷︸
Wj

Mj).

Ìíîæåñòâî íàáëþäàåìûõ, ïî êîòîðûì âåäåòñÿ îïòèìèçàöèÿ

Mn =

{
M = {Mk}k=1,...,n : Mk ≥ 0,

n∑
k=1

Mk = I

}

� âûïóêëîå. Ñìåñü (âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ) íàáëþäàåìûõ îïèñûâàåò ñòà-
òèñòèêó èçìåðåíèÿ, ïðîèçâîäèìîãî ïðèáîðîì ñ ôëóêòóèðóþùèìè ïàðàìåò-
ðàìè. Ôóíêöèÿ P{M} àôôèííà, ò.å.

P
{∑

pλM
λ
}

=
∑

pλP{Mλ}.

Îïòèìèçàöèÿ àôôèííîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå �
òèïè÷íàÿ çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èç îáùèõ ôàêòîâ òåîðèè
âûòåêàåò, ÷òî ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ P{M} äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà â íåêîòîðîé êðàéíåé òî÷êå ìíîæåñòâàMn. Îäíàêî îïòèìàëüíàÿ
íàáëþäàåìàÿ, êàê ïðàâèëî, íååäèíñòâåííà è â ýòîì ñëó÷àå íå âñå îïòèìàëü-
íûå íàáëþäàåìûå îáÿçàíû áûòü ýêñòðåìàëüíûìè.

Ò å î ð åì à 14. Íàáëþäàåìàÿ M0 îïòèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà íàéäåòñÿ ýðìèòîâ îïåðàòîð Λ0 òàêîé, ÷òî

1) (Λ0 −Wk)M0
k = 0;

2) Λ0 ≥Wk.

Ïðè ýòîì

Λ0 =

n∑
k=1

WkM
0
k =

n∑
k=1

M0
kWk (4.15)

è

max{P{M} : M ∈Mn} = Tr Λ0. (4.16)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû.
Ïóñòü íàáëþäàåìàÿ M0 óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì, M ∈Mn � ïðî-

èçâîëüíàÿ íàáëþäàåìàÿ, òîãäà

P{M} = Tr
∑
k

WkMk

2)

≤ Tr
∑
k

Λ0Mk

= Tr Λ0 1)
= Tr

∑
k

WkM
0
k = P{M0}.

Çäåñü áûë èñïîëüçîâàí ïðîñòîé ôàêò, âûòåêàþùèé èç (1.18): Äëÿ B ≥ 0 è
A1, A2, òàêèõ ÷òî A1 ≤ A2, èìååò ìåñòî TrA1B ≤ TrA2B, ïðè÷åì ðàâåíñòâî
èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1B = A2B.

Òåïåðü äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.
Ïîëîæèì Mk = X2

k , ãäå Xk ýðìèòîâû îïåðàòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ

∑
kX

2
k = I. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ëàãðàíæà, ñâîäèì çàäà÷ó ìàêñèìè-

çàöèè P{M} íà ìíîæåñòâå Mn ê íàõîæäåíèþ ìàêñèìóìà ôóíêöèè

Tr
∑
k

WkX
2
k − Tr Λ(

∑
k

X2
k − I), (4.17)

ãäå Λ ýðìèòîâ îïåðàòîð, ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ
Xk. Ïóñòü X

0
k îïòèìàëüíûé íàáîð, ïîëîæèì Xk = X0

k + εYk, è ðàññìîòðèì
(4.17) êàê ôóíêöèþ îò ε. Ðàññìàòðèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ε è ε2, ïîëó÷àåì
óñëîâèÿ

Tr[(Wk − Λ)X0
k +X0

k(Wk − Λ)]Yk = 0,

Tr(Wk − Λ)Y 2
k ≤ 0

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýðìèòîâûõ Yk, ò.å.

(Wk − Λ)X0
k +X0

k(Wk − Λ) = 0, Λ−Wk ≥ 0.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî åñòü óñëîâèå 2) òåîðåìû. Ïîëàãàÿ M0
k = (X0

k)2, ïîëó-
÷àåì èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ Tr(Λ − Wk)M0

k = 0, ÷òî âìåñòå ñî âòîðûì
íåðàâåíñòâîì âëå÷åò óñëîâèå 1).

Ñîîòíîøåíèÿ (4.15), (4.16) ñëåäóþò èç óñëîâèé 1), 2).
Ç à ä à ÷ à 65. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè

max{P{M} : M ∈Mn} = min{Tr Λ : Λ ≥Wk, k = 1, . . . , n}, (4.18)

ïðè ýòîì îïåðàòîðíûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà Λ0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è â ïðàâîé ÷àñòè (4.18).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñìûñë è ïîëåçíîñòü ýòèõ óñëîâèé íà íåñêîëüêèõ ïðè-
ìåðàõ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîðû ïëîòíî-
ñòè ñîñòîÿíèé êîììóòèðóþò.
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Ðèñ. 4.2: Ðàçëè÷åíèå äâóõ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé.

Ïðèì å ð 1. Ðàçëè÷åíèå êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé.Ïóñòü îïåðàòîðûWk =
πkSk êîììóòèðóþò, òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {|ω〉}, â êî-
òîðîì îíè âñå äèàãîíàëèçóþòñÿ

Wk =
∑
ω

Wk(ω)|ω〉〈ω|.

Òîãäà ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëàìè

Λ0 =
∑
ω

max
k

Wk(ω)|ω〉〈ω|,

ãäå Λ0(ω) = max
k

Wk(ω) � âåðõíÿÿ îãèáàþùàÿ ôóíêöèéWk(ω) = πkSk(ω); k =

1, . . . , n;

M0
k =

∑
ω

1Ωk(ω)|ω〉〈ω|;

ãäå 1Ωk îáîçíà÷àåò èíäèêàòîð ïîäìíîæåñòâà Ωk, è Ωk ⊂ {ω : Λ0(ω) =
Wk(ω)} îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Ω = {ω}. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ.

Ýòî ñâîäèòñÿ ê ïðèíöèïó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â êëàññè÷åñêîé
ñòàòèñòèêå: k-å ðåøåíèå íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü äëÿ òåõ ω, äëÿ êîòîðûõ
πkSk(ω) ìàêñèìàëüíî. Òàêèì îáðàçîì, â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå îïòèìàëüíàÿ
íàáëþäàåìàÿ âñåãäà ìîæåò áûòü âûáðàíà íåðàíäîìèçîâàííîé. Ýòî ïðÿìî
ñâÿçàíî ñ òåì ôàêòîì, ÷òî â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå êðàéíèå òî÷êè ìíî-
æåñòâà Mn îòâå÷àþò îðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèÿì åäèíèöû (ñì. òåîðåìó
10).

Ïðèì å ð 2. Ðàçëè÷åíèå äâóõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Ïðîèçâîëüíàÿ íà-
áëþäàåìàÿ ñ äâóìÿ çíà÷åíèÿìè èìååò âèä M = {M0,M1}, M0,1 ≥ 0, M1 =
I −M0, ïðè÷åì ÷åòêèå íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì M2

0 = M0,
êîòîðîå â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò êðàéíèì òî÷êàì �íåêîììóòàòèâíîãî îò-
ðåçêà� {0 ≤ M0 ≤ I}. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ñîñòîÿíèé äî-
ñòàòî÷íî ÷åòêèõ íàáëþäàåìûõ.

Ç à ä à ÷ à 66. Äîêàæèòå, ÷òî êðàéíèìè òî÷êàìè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà
{0 ≤ X ≤ I} ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðû è òîëüêî îíè.
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Ïðèâåäåì ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ñîñòîÿíèé. Ïóñòü S0, S1

ïðîèçâîëüíûå îïåðàòîðû ïëîòíîñòè. Îïåðàòîð

Λ = π0S0M0 + π1S1M1 = π1S1 + (π0S0 − π1S1)M0

ýðìèòîâ, ïîýòîìó [M0, π0S0 − π1S1] = 0. Íåðàâåíñòâî Λ ≥ π1S1 âëå÷åò
(π0S0 − π1S1)M0 ≥ 0, a èç Λ ≥ π0S0 âûòåêàåò

(π0S0 − π1S1)M0 ≥ (π0S0 − π1S1).

Î÷åâèäíûì ðåøåíèåì ýòèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ M0 = 1(0,∞)(π0S0 −
π1S1), ò. å. ïðîåêòîð íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà π0S0 −
π1S1, îòâå÷àþùèé ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Ïî ïîñòðîå-
íèþ, óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ. Ïðè ýòîì

maxP{M} = Tr[π1S1 + (π0S0 − π1S1)+] =
1

2
[1 + ‖π0S0 − π1S1‖1],

ãäå ‖T‖1 = Tr |T | � ÿäåðíàÿ íîðìà îïåðàòîðà T . Çäåñü |T | = T+ + T−,
ãäå T+(T−) ïîëîæèòåëüíàÿ (îòðèöàòåëüíàÿ) ÷àñòü ýðìèòîâà îïåðàòîðà T =
T+ − T−, ò. å. êîìïîíåíòà åãî ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, îòâå÷àþùàÿ ïî-
ëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé) ÷àñòè ñïåêòðà.

Ïóñòü S0 = |ψ0〉〈ψ0|, S1 = |ψ1〉〈ψ1|. Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìóì äàåòñÿ îðòî-
íîðìèðîâàííûì áàçèñîì {|e0〉, |e1〉}, òàê ÷òî M0 = |e0〉〈e0|, M1 = |e1〉〈e1|.
Âåêòîð |e0〉 îòâå÷àåò ïîëîæèòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ0 îïåðàòîðà
π0|ψ0〉〈ψ0| − π1|ψ1〉〈ψ1|, ïðè÷åì maxP{M} = π1 + λ0. Äèàãîíàëèçóÿ îïå-
ðàòîð π0|ψ0〉〈ψ0| − π1|ψ1〉〈ψ1|, ìîæíî äàòü ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è (ñì. [11],
ãë. IV), äëÿ êîòîðîãî

λ0 =
1

2

(
π0 − π1 +

√
1− 4π0π1 | 〈ψ1|ψ0〉| 2

)
,

ñëåäîâàòåëüíî

maxP{M0} =
1

2

(
1 +

√
1− 4π0π1 | 〈ψ1|ψ0〉| 2

)
.

Ïóñòü òåïåðü π0 = π1 = 1/2 , òîãäà îïòèìàëüíûé áàçèñ ðàñïîëîæåí ñèì-
ìåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê |ψ0〉, |ψ1〉 (ðèñ. 4.2) è

maxP{M0} =
1

2

(
1 +

√
1− | 〈ψ1|ψ0〉| 2

)
. (4.19)

Ïðèì å ð 3 . Ðàññìîòðèì òðè ÷èñòûõ ñîñòîÿíèÿ q-áèòà Sj = |~aj〉〈~aj |; j =
1, 2, 3, ãäå

|~a1〉 =

[
1
0

]
, |~a2,3〉 =

[
1/2

±
√

3/2

]
(4.20)

âåêòîðû ñîñòîÿíèé â H = C2, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâíîóãîëüíîé êîíôèãóðà-
öèè ~a1 = (0, 0, 1), ~a2,3 = (±

√
3/2, 0,−1/2) (�Ìåðñåäåñ-Áåíö�) â R3.
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Ðèñ. 4.3: Âåêòîðû òðåõ ñîñòîÿíèé

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå íåîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöûM0
j =

2
3Sj ; j = 1, 2, 3, â H, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.11), è ïîêàæåì,
÷òî â ñëó÷àå ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîñòîÿíèé, πj = 1/3, ðàçëîæåíèå åäèíèöû
{M0

j } äàåò îïòèìàëüíóþ íàáëþäàåìóþ. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ òåîðåìû 14. Ïî-

ñêîëüêó S2
j = Sj , òî

Λ0 =

3∑
j=1

1

3
Sj

2

3
Sj =

2

9

3∑
j=1

Sj =
1

3
I,

òàê ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2): I/3 = Λ0 ≥ Sj/3 è(
Λ0 − 1

3
Sj

)
2

3
Sj =

1

3
(I − Sj)Sj = 0

� óñëîâèå 1) òàêæå âûïîëíåíî.
Èòàê, maxP{M} = Tr Λ0 = 2/3. Íàéäåì òåïåðü ìàêñèìóì ïî âñåâîç-

ìîæíûì ÷åòêèì íàáëþäàåìûì ñ òðåìÿ çíà÷åíèÿìè. Íåòðèâèàëüíîå îðòî-
ãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû ñ òðåìÿ êîìïîíåíòàìè â äâóìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå èìååò âèä M1 = |e1〉〈e1|, M2 = |e2〉〈e2|, M3 = 0, ãäå |e1〉, |e2〉,
� ïðîèçâîëüíûé áàçèñ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïòèìàëüíîìó
ðàçëè÷åíèþ òîëüêî äâóõ ñîñòîÿíèé S1, S2, äëÿ êîòîðûõ 〈~a1|~a2〉 = 1/2. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ðåøåíèå èç ïðèìåðà 2, ïîëó÷àåì

max
M−÷åòêèå

P{M} =
1 +
√

3/2

3
<

2

3
= max
M∈M

P{M}.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå â êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå íåîðòîãîíàëüíûõ
ðàçëîæåíèé åäèíèöû â êà÷åñòâå íàáëþäàåìûõ (ò.å. èñïîëüçîâàíèå êâàíòî-
âîé ðàíäîìèçàöèè � äîïîëíèòåëüíîé íåçàâèñèìîé êâàíòîâîé ñèñòåìû â
ôèêñèðîâàííîì ñîñòîÿíèè) ìîæåò ïðèâîäèòü ê âûèãðûøó ïðè ðàçëè÷åíèè
ñîñòîÿíèé èñõîäíîé ñèñòåìû! Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå íè-
êàêàÿ ðàíäîìèçàöèÿ íå ìîæåò óëó÷øèòü êà÷åñòâî ïðîöåäóðû ðàçëè÷åíèÿ
ñîñòîÿíèé.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êâàíòîâîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóþò êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà íàáëþäàåìûõ M3 (ñðåäè êî-
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òîðûõ è íàõîäèòñÿ íàèáîëåå èíôîðìàòèâíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ íàáëþäàåìàÿ),
êîòîðûå íå îïèñûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè åäèíèöû.

4.7.3 �Áåçîøèáî÷íîå� ðàçëè÷åíèå ñîñòîÿíèé

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé S0 = |ψ0〉〈ψ0|, S1 =
|ψ1〉〈ψ1|. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ðàâíîâåðîÿòíû. Ðàññìàòðè-
âàåìîå íàìè îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ êâàíòîâîé íàáëþäàåìîé ïîçâîëÿåò ââåñòè
ñòàòèñòè÷åñêóþ ïðîöåäóðóM , îáëàäàþùóþ èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì: âåðîÿò-
íîñòè îøèáî÷íûõ ðåøåíèé ðàâíû íóëþ, pM (1|0) = pM (0|1) = 0. Ïðè ýòîì,
îäíàêî, ïðèõîäèòñÿ äîïóñòèòü òðåòèé èñõîä èçìåðåíèÿ ?, îçíà÷àþùèé óêëî-
íåíèå îò îïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ. Èìåííî, ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå åäèíèöû
ñ òðåìÿ èñõîäàìè 0, 1, ?, çàäàííîå ñîîòíîøåíèÿìè

M0 =
I − |ψ1〉〈ψ1|
1 + | 〈ψ1|ψ0〉|

, M1 =
I − |ψ0〉〈ψ0|
1 + | 〈ψ1|ψ0〉|

, M? = I −M0 −M1.

Î÷åâèäíî, ÷òî M0 ≥ 0, M1 ≥ 0.
Ç à ä à ÷ à 67. Ïîêàæèòå, ÷òî M? ≥ 0. Èñïîëüçóéòå òîò ôàêò, ÷òî ìè-

íèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà |ψ0〉〈ψ0| + |ψ1〉〈ψ1| ðàâíî 1 −
| 〈ψ1|ψ0〉|.

Èìååì

pM (0|1) = 〈ψ1|M0|ψ1〉 = 0, pM (1|0) = 〈ψ0|M1|ψ0〉 = 0. (4.21)

Ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè ýòîì ðàâíà

1

2
〈ψ0|M0|ψ0〉+

1

2
〈ψ1|M1|ψ1〉 = 1− | 〈ψ1|ψ0〉| ,

÷òî ñòðîãî ìåíüøå âåëè÷èíû (4.19) äëÿ îïòèìàëüíîé íàáëþäàåìîé, åñëè
0 < | 〈ψ1|ψ0〉| < 1. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ñâîéñòâî �áåçîøèáî÷íîñòè� (4.21)
äîëæíî áûëî áû ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíîñòè ïðàâèëüíîãî ðåøå-
íèÿ, ÷òî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èëî áû îïòèìàëüíîñòè. Ðàçðåøåíèå ïàðàäîêñà
â òîì, ÷òî ïîëíûå âåðîÿòíîñòè îøèáîê äîëæíû âêëþ÷àòü â ñåáÿ è âåðî-
ÿòíîñòè íåîïðåäåëåííîãî èñõîäà ?, òàê ÷òî â ñðåäíåì �áåçîøèáî÷íàÿ� íà-
áëþäàåìàÿ {M0,M1,M?} ïðîèãðûâàåò îïòèìàëüíîé. Òåì íå ìåíåå ñâîéñòâî
(4.21) îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì è èñïîëüçóåòñÿ â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ.

4.7.4 �Ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ� è äðóãèå ìåðû áëèçîñòè äâóõ

ñîñòîÿíèé

Â êà÷åñòâå ìåðû áëèçîñòè äâóõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé S0, S1 åñòåñòâåííî
èñïîëüçîâàòü ñëåäîâóþ íîðìó

‖S0 − S1‖1 =
∑
j

|tj |,
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ãäå tj �ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà T = S0 − S1. Îäíàêî íàõîæäåíèå
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîñòûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (ñì. íèæå),
îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò òðóäíóþ çàäà÷ó, è ïîýòîìó áîëåå óäîáíûìè îêàçûâà-
þòñÿ äðóãèå ìåðû ñîâïàäåíèÿ. Íèæå ìû äàäèì èõ îïèñàíèå è ðàññìîòðèì
âçàèìîñâÿçè ìåæäó íèìè.

Ç à ä à ÷ à 68. Äëÿ äâóõ ñîñòîÿíèé q-áèòà (ñì. (1.30))

‖S(~a1)− S(~a0)‖1 = |~a1 − ~a0|.

Â îáùåì ñëó÷àå âîïðîñ óïðîùàåòñÿ, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñîñòîÿíèé �
÷èñòîå.

Ë åììà 4. Ïóñòü ψ � åäèíè÷íûé âåêòîð è S � ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå.
Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

2 [1− 〈ψ|S|ψ〉] 6 ‖|ψ〉〈ψ| − S‖ 1 6 2
√

1− 〈ψ|S|ψ〉. (4.22)

Åñëè S = |φ〉〈φ| � òàêæå ÷èñòîå ñîñòîÿíèå, òî âòîðîå íåðàâåíñòâî ïðå-
âðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ò.å.

‖ |ψ〉〈ψ| − |φ〉〈φ| ‖ 1 = 2
√

1− | 〈ψ|φ〉| 2. (4.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (4.23) ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèþ
(4.19)). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäîâîé íîðìû äîñòàòî÷íî íàéòè ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà |ψ〉〈ψ| − |φ〉〈φ|, êîòîðûé èìååò ðàíã 2.

Îáîçíà÷àÿ tj ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà T = |ψ〉〈ψ| − S, èìååì

‖|ψ〉〈ψ| − S‖ 1 = 2
∑
j:tj>0

tj ≥ 2〈ψ|T |ψ〉 = 2 [1− 〈ψ|S|ψ〉] ,

ò.å. ïîëó÷àåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî.
Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð ïëîòíîñòè; ðàññìîòðèì åãî ñïåêòðàëü-

íîå ðàçëîæåíèå S =
∑
λj |ej〉〈ej |. Èñïîëüçóÿ âûïóêëîñòü íîðìû, âîãíóòîñòü

ôóíêöèè
√

è ñîîòíîøåíèå (4.23), ïîëó÷àåì

‖|ψ〉〈ψ| − S‖ 1 ≤
∑
j

λj‖|ψ〉〈ψ| − |ej〉〈ej |‖ 1

= 2
∑
j

λj

√
1− 〈ψ|ej〉〈ej |ψ〉 ≤ 2

√
1− 〈ψ|S|ψ〉.

Äëÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ〉〈ψ| è ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ S âåëè÷èíà

F (|ψ〉〈ψ|, S) =
√
〈ψ|S|ψ〉 (4.24)

íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ñîâïàäåíèÿ (�delity) (ñîñòîÿíèé |ψ〉〈ψ| è S). Î÷åâèä-
íî, ÷òî F ≤ 1, ïðè÷åì èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî èìååò
ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S = |ψ〉〈ψ|.
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Ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèé S0, S1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì

F (S0; S1) = Tr

√√
S0S1

√
S0.

Åñëè S0 = |ψ〉〈ψ|, òî
√
S0 = |ψ〉〈ψ| è ìû ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ (4.24).

Íåðàâåíñòâà (4.22) îáîáùàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [8], ï. 9.2.3)

2[1− F (S0; S1)] ≤ ‖S0 − S1‖1 ≤ 2
√

1− F (S0; S1)2.

Ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëåäîâîé íîðìîé áîëåå ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ íîðìà Ãèëüáåðòà-
Øìèäòà

‖S0 − S1‖2 =
√

Tr(S0 − S1)2,

âû÷èñëåíèå êîòîðîé íå òðåáóåò çíàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë tj . Ñîîòíîøåíèå
ìåæäó íåþ è ñëåäîâîé íîðìîé èìååò âèä

‖S0 − S1‖2 ≤ ‖S0 − S1‖1 ≤
√
d‖S0 − S1‖2,

÷òî âûòåêàåò èç âûðàæåíèÿ

‖S0 − S1‖2 =

√∑
j

t2j

è íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.



Ãëàâà 5

Êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûå

êàíàëû ñâÿçè

5.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè èí-

ôîðìàöèè

5.1.1 Ýíòðîïèÿ è ñæàòèå äàííûõ

Ïóñòü X äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â êîíå÷-
íîì ìíîæåñòâå X = {1, . . . , |X |}, è èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
p = {px}, òàê ÷òî çíà÷åíèå x ∈ X ïîÿâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ px. Ýíòðîïèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

H(X) = −
∑
x∈X

px log px, (5.1)

ñ ñîãëàøåíèåì 0 log 0 = 0 (äàëåå log, êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àåò äâîè÷íûé
ëîãàðèôì).

Ç à ä à ÷ à 69. Ïóñòü X = {0, 1}, òîãäà âñÿêîå ðàñïðåäåëåíèå íà X èìååò
âèä {p, 1−p}; 0 ≤ p ≤ 1 (ñëó÷àéíûé áèò). Äîêàæèòå, ÷òî äâîè÷íàÿ ýíòðîïèÿ

h(p) = −p log p− (1− p) log(1− p), (5.2)

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé âîãíóòîé ôóíêöèåé p, êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â 0
ïðè p = 0, 1 è ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 1, ïðè p = 1/2.
Ïîñòðîéòå ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè.

Ç à ä à ÷ à 70. Èñïîëüçóÿ âîãíóòîñòü ôóíêöèè log x, ïîêàæèòå, ÷òî 0 ≤
H(X) ≤ log |X |, ïðè÷åì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ íà âûðîæäåí-
íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, à ìàêñèìàëüíîå � íà ðàâíîìåðíîì.

Îáû÷íî H(X) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìåðà íåîïðåäåëåííîñòè, èçìåí÷è-
âîñòè èëè èíôîðìàöèîííîãî ñîäåðæàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ïîÿñíèì
ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé èñòî÷íèê, êîòîðûé ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì p. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w = (x1, . . . , xn) áóêâ àëôàâèòà X íà-
çûâàåòñÿ ñëîâîì äëèíû n. Îáùåå êîëè÷åñòâî òàêèõ ñëîâ |X |n = 2n log |X |.
Ïîýòîìó ìîæíî çàêîäèðîâàòü âñå ýòè ñëîâà, èñïîëüçóÿ äâîè÷íûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè äëèíû n log |X |, ò.e. n log |X | áèò. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ òî îá-
ñòîÿòåëüñòâî, ÷òî p â îáùåì ñëó÷àå íå-ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ìîæíî
ïðåäëîæèòü ëó÷øèé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ. Âîçìîæíîñòü ñæàòèÿ äàííûõ òåñ-
íî ñâÿçàíà ñî ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîé ðàâíîðàñïðåäåëåííîñòè, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë:

Ò å î ð åì à 15. Åñëè X1, . . . , Xn, . . . íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì p = {px}, òî

− 1

n

n∑
i=1

log pXi −→ H(X) ïî âåðîÿòíîñòè. (5.3)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ δ, ε > 0 íàéäåòñÿ n0, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ
n ≥ n0 èìååò ìåñòî

P

{∣∣∣− 1

n

n∑
i=1

log pXi −H(X)
∣∣∣ < δ

}
> 1− ε. (5.4)

Çàìå÷àÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñëîâà w = (x1, . . . , xn) ðàâíà

pw = px1
· . . . · pxn = 2−n

(
− 1
n

∑n
i=1 log pxi

)
(5.5)

ìû òåïåðü ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (5.4) ÷òîáû ââåñòè ïîíÿòèåòè-
ïè÷íîãî ñëîâà: cëîâî w, èìåþùåå âåðîÿòíîñòü pw, íàçûâàåòñÿ δ-òèïè÷íûì,
åñëè

2−n(H(X)+δ) < pw < 2−n(H(X)−δ). (5.6)

Ïîñêîëüêó ýòè íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâàì ïîä çíàêîì âåðîÿò-
íîñòè â ñîîòíîøåíèè (5.4), òî ëåâàÿ ÷àñòü â ýòîì ñîîòíîøåíèè ðàâíà âåðî-
ÿòíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ δ-òèïè÷íûõ ñëîâ.

Îòñþäà âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òèïè÷íûõ
ñëîâ:

1. Ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2n(H(X)+δ) òèïè÷íûõ ñëîâ.

2. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå,
(1− ε)2n(H(X)−δ) òèïè÷íûõ ñëîâ.

3. Ìíîæåñòâî íå-òèïè÷íûõ ñëîâ èìååò âåðîÿòíîñòü ≤ ε.

Òåïåðü ìîæíî îñóùåñòâèòü ýôôåêòèâíîå ñæàòèå äàííûõ, èñïîëüçóÿ âñå
äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n(H(X) + δ), ÷òîáû çàêîäèðîâàòü âñå
δ-òèïè÷íûå ñëîâà, è îòáðàñûâàÿ íå-òèïè÷íûå (èëè êîäèðóÿ èõ îäíèì è òåì
æå äîáàâî÷íûì ñèìâîëîì). Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè òàêîì êîäèðîâàíèè
áóäåò ìåíüøå èëè ðàâíà ε.
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Ç à ä à ÷ à 71. Äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ëþáîé êîä, èñïîëüçó-
þùèé äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n(H(X) − δ), èìååò àñèìïòî-
òè÷åñêè íåèñ÷åçàþùóþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè, ñòðåìÿùóþñÿ ê åäèíèöå ïðè
n→∞.

Ïîcêîëüêó ýôôåêòèâíîå êîäèðîâàíèå òðåáóåò àñèìïòîòè÷åñêè
N ∼ 2nH(X) ñëîâ, ýíòðîïèÿ H(X) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ìå-
ðà êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè (â áèòàõ íà ïåðåäàâàåìûé ñèìâîë) â ñëó÷àéíîì
èñòî÷íèêå. ßñíî, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ px = 1/|X | ýíòðîïèÿ
H(X) = Hmax(X) = log |X | è ñæàòèå íåâîçìîæíî.

5.1.2 Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü

êàíàëà ñ øóìîì

Êàíàë ñâÿçè ñ øóìîì îïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäîâ p(y|x) èç âõîä-
íîãî àëôàâèòà X â âûõîäíîé àëôàâèò Y, ò. å. óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè òî-
ãî, ÷òî ïðèíÿò ñèìâîë y ∈ Y, ïðè óñëîâèè, ÷òî áûë ïîñëàí ñèìâîë x ∈ X . Ñî-
îòâåòñòâóþùåå óìåíüøåíèå èíôîðìàöèîííîãî ñîäåðæàíèÿ èñòî÷íèêà îïè-
ñûâàåòñÿ øåííîíîâñêèì êîëè÷åñòâîì èíôîðìàöèè:

I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ), (5.7)

ãäå H(X) = −
∑
x px log px ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà (âõîäà), à H(X|Y ) óñëîâ-

íàÿ ýíòðîïèÿ âõîäà îòíîñèòåëüíî âûõîäà Y , êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïîòåðþ
èíôîðìàöèè â êàíàëå ñâÿçè:

H(X|Y ) =
∑
y pyH(X|Y = y) = −

∑
y py

∑
x

px,y
py

log
px,y
py

=

= −
∑
x,y px,y log px,y +

∑
y py log py = H(X,Y )−H(Y ).

Çäåñü H(X,Y ) ñîâìåñòíàÿ ýíòðîïèÿ ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X,Y ), ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ px,y = p(y|x)px. Ïîäñòàâëÿÿ
ýòó ôîðìóëó â îïðåäåëåíèå øåííîíîâñêîãî êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè (5.7),
ìû âèäèì, ÷òî îíî ñèììåòðè÷íî ïî X è Y , è ïîýòîìó ìîæåò áûòü òàêæå
íàçâàíî âçàèìíîé èíôîðìàöèåé

I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = H(Y )−H(Y |X), (5.8)

ãäå â ïîñëåäíåé ôîðìóëå óæå H(Y ) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà, êàê èí-
ôîðìàöèîííîå ñîäåðæàíèå âûõîäà, à H(Y |X) êàê åãî áåñïîëåçíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ, îáóñëîâëåííàÿ øóìîì.

Ç àä à ÷ à 72. Ïîêàæèòå, ÷òî âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ âñåãäà íåîòðèöà-
òåëüíà: òîò ôàêò, ÷òî H(X) ≥ H(X|Y ) âûòåêàåò èç âîãíóòîñòè ôóíêöèè
−x log x.

Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò ñâîéñòâî ñóáàääèòèâíîñòè ýíòðîïèè: H(X,Y ) ≤
H(X) + H(Y ). Äàëåå, I(X;Y ) = 0 (ò.å. H(X,Y ) = H(X) + H(Y )) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà X è Y íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: px,y = px ·py.
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Ðèñ. 5.1: Äâîè÷íûé ñèììåòðè÷íûé êàíàë

Øåííîíîâñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê

C = max
{px}

I(X;Y ), (5.9)

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ðàñïðåäåëåíèÿì íà âõîäå {px}.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâîè÷íûé ñèììåòðè÷íûé êàíàë. Â ýòîì

ñëó÷àå X è Y ñîñòîÿò èç äâóõ áóêâ 0, 1, êîòîðûå ïåðåäàþòñÿ áåç îøèáêè ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ p. Èñïîëüçóÿ äâîè÷íóþ ýíòðîïèþ (5.2), âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ
ìîæíî çàïèñàòü êàê I(X;Y ) = H(Y ) −H(Y |X) = H(Y ) − h(p). Ìàêñèìóì
ýòîé âåëè÷èíû, ðàâíûé

C = 1− h(p), (5.10)

äîñòèãàåòñÿ íà ðàâíîìåðíîì âõîäíîì ðàñïðåäåëåíèè: p0 = p1 = 1/2.
Åñëè ïîñûëàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ x1, x2, . . . , è p(y|x) äåéñòâóåò

íåçàâèñèìî íà êàæäóþ ïîñëàííóþ áóêâó, òî òàêîé ñîñòàâíîé êàíàë íàçûâà-
åòñÿ êàíàëîì áåç ïàìÿòè. Ïðèìåíÿÿ áëî÷íîå êîäèðîâàíèå äëÿ êàíàëà áåç
ïàìÿòè, êîãäà êàíàë èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñûëêè n áóêâ, èìååì

xn =


x1 −→ y1

x2 −→ y2

...
...

xn −→ yn

 = yn

ãäå p(yn|xn) = p(y1|x1) · . . . · p(yn|xn).
Ïóñòü Y n îáîçíà÷àåò âûõîä äèñêðåòíîãî êàíàëà áåç ïàìÿòè ñî âõîäîì

Xn. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Cn = max
Xn

I(Xn;Y n)

ñóïåðàääèòèâíà: Cn+m ≥ Cn + Cm. Íà ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî àääèòèâ-
íîñòü:

Ë åììà 5.
Cn = nC1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî

I(Xn;Y n) ≤
n∑
i=1

I(Xi;Yi). (5.11)
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Èìååò ìåñòî öåïíîå ïðàâèëî äëÿ óñëîâíîé ýíòðîïèè:

H(X1, . . . , Xn) =

n∑
i=1

H(Xi|X1, . . . , Xi−1), (5.12)

êîòîðîå ëåãêî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó:

H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X). (5.13)

Òîãäà âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ

I(Xn;Y n) = H(Y n)−H(Y n|Xn) =

= H(Y n)−
n∑
i=1

H(Yi|Y1, . . . , Yi−1, X
n) =

= H(Y n)−
n∑
i=1

H(Yi|Xi),

ïîñêîëüêó äëÿ êàíàëà áåç ïàìÿòè Yi çàâèñèò òîëüêî îò Xi è, òàêèì îáðàçîì,

I(Xn;Y n) ≤
n∑
i=1

(H(Yi)−H(Yi|Xi)) =

n∑
i=1

I(Xi;Yi).

Áåðÿ ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ (5.11), ïîëó÷àåì àääèòèâíîñòü Cn = nC.

Î ï ð å ä å ë å í è å . Êîäîì (W,V ) ðàçìåðà N äëÿ êàíàëà p(y|x)
íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü N ñëîâ w(1), . . . , w(N) äëèíû n âìåñòå ñ
ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà Yn íà N + 1 íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ
V (0), V (1), . . . , V (N) ⊂ Yn. Ïîäìíîæåñòâà V (1), . . . , V (N) èíòåðïðåòèðóþòñÿ
êàê îáëañòè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ: åñëè íà âûõîäå ïðèíÿòî çíà÷åíèå yn ∈
V (j); j = 1, . . . , N , òî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå, ÷òî áûëî ïîñëàíî ñëîâî w(j);
åñëè æå ïðèíÿòî yn ∈ V (0), òî íèêàêîãî îïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ íå ïðè-
íèìàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè òàêîãî êîäà
åñòü

Pe(W,V ) = max
1≤j≤N

(
1− p(V (j)|w(j))

)
, (5.14)

ãäå p(V (j)|w(j)) = P(Y n ∈ V (j)|Xn = w(j)). Ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè
ðàâíà

P e(W,V ) =
1

N

N∑
i=1

(
1− p(V (j)|w(j))

)
≤ Pe(W,V ), (5.15)

è, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà, ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èíôîðìàöèè
îíà àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ìàêñèìàëüíîé âåðîÿòíîñòè îøèáêè Pe(W,V ).

Ë åììà 6. Ïóñòü êîä ðàçìåðà 2N èìååò ñðåäíþþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè
P e(W,V ) < ε. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîäêîä ðàçìåðà N , èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþ
âåðîÿòíîñòü îøèáêè Pe(W,V ) < 2ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè 2N ñëîâ èìååòñÿ ïî êðàéíåé
ìåðå N + 1 ñëîâî ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè p(V (j)|w(j)) ≥ 2ε, òàê ÷òî ïî-
ñòðîèòü òðåáóåìûé N -ïîäêîä íåâîçìîæíî. Òîãäà ñðåäíÿÿ îøèáêà 2N -êîäà
îãðàíè÷åíà ñíèçó âåëè÷èíîé P e(W,V ) ≥ 1

2N 2ε(N+1) > ε, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ.

Ò å î ð åì à 16 (Òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ äëÿ êàíàëà áåç ïàìÿòè). Ïóñòü

pe(n,N) = min
W,V

P e(W,V )

ìèíèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ îøèáêà äëÿ âñåâîçìîæíûõ êîäîâ ðàçìåðà N ñî ñëî-
âàìè äëèíû n. Òîãäà ïðè n→∞

pe(n, 2
nR)

 → 0 åñëè R < C (ïðÿìàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ);
6→ 0 åñëè R > C (ñëàáîå îáðàùåíèå);
→ 1 åñëè R > C (ñèëüíîå îáðàùåíèå).

Âåëè÷èíà R = logN
n íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è è ðàâíà ÷èñëó ïå-

ðåäàâàåìûõ áèòîâ íà ñèìâîë äëÿ äàííîãî êîäà. Òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ ðàñ-
êðûâàåò, òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèîíàëüíûé ñìûñë øåííîíîâñêîé ïðîïóñê-
íîé ñïîñîáíîñòè êàê ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè àñèìïòîòè÷åñêè áåçîøèáî÷íîé
ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ÷åðåç äàííûé êàíàë ñâÿçè áåç ïàìÿòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëàáîãî îáðàùåíèÿ.

Ëåììà 7 (Íåðàâåíñòâî Ôàíî). Ïóñòü X,Y ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è X̂ =

X̂(Y ) îöåíêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè pe = P (X̂(Y ) 6=
X), òîãäà

H(X|Y ) ≤ h(pe) + pe log(|X | − 1) ≤ 1 + pe log |X |. (5.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E èíäèêàòîð îøèáêè îöåíèâàíèÿ,

E =

{
0, åñëè X̂(Y ) = X
1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(5.17)

Àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèþ H(E|X) = H(E,X)−H(X) ïîëó÷àåì

H(E|X,Y ) = H(E,X|Y )−H(X|Y ) = 0, (5.18)

ïîñêîëüêó E ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé (X, X̂), è ïîýòîìó èìååò îïðåäåëåííîå çíà-
÷åíèå ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ (X,Y ). Ïîýòîìó

H(X|Y ) = H(E,X|Y ) = H(E|Y ) +H(X|E, Y ) ≤
≤ H(E) + (1− pe)H(X|E = 0, Y ) + peH(X|E = 1, Y ) ≤
≤ h(pe) + pe log(|X | − 1) ≤ 1 + pe log |X |,
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ãäå áûë èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî H(X|E = 0, Y ) òàêæå ðàâíà íóëþ, ïî-
ñêîëüêó E = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ìû çíàåì X, åñëè èçâåñòíî Y .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîä ðàçìåðàN ñî ñëîâàìè w(1), . . . , w(N)

äëèíû n è ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Yn íà N + 1 îáëàñòü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
V (0), V (1), . . . , V (N) ⊂ Yn. Îáîçíà÷èì Z ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïðèíèìàþ-
ùóþ çíà÷åíèÿ 1, . . . , N ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè 1

N è ïóñòü Ẑ(Y n) îöåíêà

äëÿ Z, òàêàÿ ÷òî Ẑ(Y n) = j, åñëè Y n ∈ V (j). Òîãäà ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó
Ôàíî

nC = Cn ≥ I(Z;Y n) = H(Z)−H(Z|Y n) ≥
≥ logN − 1− P{Ẑ(Y n) 6= Z}︸ ︷︷ ︸

=P e(W,V )

logN.

Ïîäñòàâëÿÿ N = 2nR, îïòèìèçèðóÿ ïî W,V è äåëÿ íà nR, ïîëó÷àåì

C

R
≥ (1− pe(n, 2nR))− 1

nR
,

è â ïðåäåëå n→∞ ïðè R > C:

lim inf
n→∞

pe(n, 2
nR) ≥ 1− C

R
> 0.

Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðÿìîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ, âîñõîäÿ-
ùàÿ ê ðàáîòå Øåííîíà1, ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ñëó÷àéíîãî êîäèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì N ñëîâ w(1), . . . , w(N), âûáèðàåìûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì íåçàâè-
ñèìî ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé P{w(j) = (x1, . . . , xn)} = px1

· . . . · pxn ,
ãäå îäíîáóêâåííîå ðàñïðåäåëåíèå {px} âûáðàíî òàê, ÷òî îíî ìàêñèìèçèðó-
åò I(X;Y ). Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ïðèìåðíî 2nH(X) (2nH(Y )) òèïè÷íûõ ñëîâ
íà âõîäå (íà âûõîäå), è â ñðåäíåì 2nH(Y |X) òèïè÷íûõ ñëîâ íà âûõîäå äëÿ
êàæäîãî âõîäíîãî ñëîâà w.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îøèáêà ðàçëè÷åíèÿ ñëîâ íà âûõîäå ñòðåìèëàñü ê íóëþ,
íàäî, ÷òîáû ìíîæåñòâà òèïè÷íûõ ñëîâ íà âûõîäå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì
ñëîâàì íà âõîäå, àñèìïòîòè÷åñêè íå ïåðåñåêàëèñü, ïîýòîìó ðàçìåð êîäà íå
äîëæåí ïðåâîñõîäèòü

N ≈ 2nH(Y )

2nH(Y |X)
= 2n(H(Y )−H(Y |X)) = 2nI(X;Y ). (5.19)

Òàêèì îáðàçîì, N ≈ 2nC . Êîíå÷íî, ýòî ðàññóæäåíèå â âûñøåé ñòåïåíè
ýâðèñòè÷íî; ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî, ðåàëèçóþùåå ýòó èäåþ, ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â [14], [15].

1Ê. Øåííîí, Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåäà÷è ýëåêòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, â êí. �Òåîðèÿ
ïåðåäà÷è ýëåêòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ïðè íàëè÷èè ïîìåõ�, Ì.: ÈË, 1953, 7-87.
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5.2 Ñæàòèå êâàíòîâîé èíôîðìàöèè

Âûøå óæå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî êâàíòîâàÿ èíôîðìàöèÿ � ýòî íîâûé âèä èí-
ôîðìàöèè, êîòîðûé ìîæíî ïåðåäàâàòü, íî íåëüçÿ ðàçìíîæàòü. Ïóñòü èìå-
åòñÿ êâàíòîâûé èñòî÷íèê, ïðîèçâîäÿùèé ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ |ψ1〉, . . . , |ψa〉
ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, . . . , pa (àíàëîã êëàññè÷åñêîãî àëôàâèòà). Ìîãóò ïîñû-
ëàòüñÿ äëèííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ (ñëîâà), ò.å. êàæäîå ñëîâî çàäà-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ w = (x1, . . . , xn), xj ∈ {1, . . . , a}.

Èñòî÷íèê ïîñûëàåò ñèãíàë |ψw〉 = |ψx1〉 ⊗ · · · ⊗ |ψxn〉 ñ âåðîÿòíîñòüþ
pw = px1

· · · · · pxn . Êîäèðîâàíèå � ýòî ñîïîñòàâëåíèå ÷èñòîìó ñîñòîÿíèþ
|ψw〉〈ψw| îïåðàòîðà ïëîòíîñòè Sw â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Hd ⊂ H⊗n.
Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû êîäèðóþùèå ñîñòîÿíèÿ íå ñëèøêîì ñèëüíî
îòëè÷àëèñü îò èñõîäíûõ, è â òî æå âðåìÿ íàõîäèëèñü â ïîäïðîñòðàíñòâå
ïî âîçìîæíîñòè ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè d. Òî÷íîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ
èñõîäíûõ ñîñòîÿíèé êîäèðóþùèìè èçìåðÿåòñÿ óñðåäíåííîé ñòåïåíüþ ñîâ-
ïàäåíèÿ (ñð. (4.24))

Fn =
∑
w

pw〈ψw|Sw|ψw〉;

÷åì áëèæå îíà ê åäèíèöå, òåì òî÷íåå âîñïðîèçâåäåíèå.
Äëÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè S =

∑
sj |ej〉〈ej | ðàññìîòðèì ýíòðîïèþ ôîí

Íåéìàíà:

H(S) = −
∑
j

sj log sj = −TrS logS. (5.20)

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà êâàíòîâîé ýíòðîïèè:

1) 0 ≤ H(S) ≤ log d, ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ÷èñòûõ ñîñòîÿíèÿõ
(è òîëüêî íà íèõ), à ìàêñèìóì � íà õàîòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè S = I/d.

2) H(USU∗) = H(S), ãäå U óíèòàðíûé îïåðàòîð (ñîõðàíåíèå ýíòðîïèè
ïðè îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ).

3) H(S1 ⊗ S2) = H(S1) +H(S2) (àääèòèâíîñòü).

Ç à ä à ÷ à 73. Äîêàæèòå ñâîéñòâà 1)-3), èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîé-
ñòâà êëàññè÷åñêîé ýíòðîïèè Øåííîíà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî, ïîäîáíî ýíòðîïèè Øåííîíà â
êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, êâàíòîâàÿ ýíòðîïèÿ îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíóþ ñòå-
ïåíü ñæàòèÿ êâàíòîâûõ äàííûõ, ò.å. êîëè÷åñòâî êâàíòîâîé èíôîðìàöèè.

Ò å î ð åì à 172.Îáîçíà÷èì Sp =
∑a
x=1 px|ψx〉〈ψx|. Òîãäà

1) Äëÿ ëþáûõ ε, δ > 0 è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñóùåñòâóåò ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Hd ⊂ H⊗n ðàçìåðíîñòè d 6 2n(H(Sp)+δ) è òàêèå êîäè-
ðóþùèå ñîñòîÿíèÿ Sw â Hd, ÷òî Fn > 1− ε;

2R. Jozsa, B. Schumacher, �A new proof of the quantum noiseless coding theorem,� J.

Modern Optics 41, no. 12, 2343-2349 1994.
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2) äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Hd ñ d 6 2n(H(Sp)−δ) è ëþáîãî âûáîðà Sw
â Hd èìååò ìåñòî Fn < ε äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Ç àì å ÷ à í è å . Ýòî óòâåðæäåíèå ðàñêðûâàåò èíôîðìàöèîííûé ñìûñë
êâàíòîâîé ýíòðîïèè, ïîäîáíî òîìó êàê èäåÿ ñæàòèÿ äàííûõ ðàñêðûâàëà
ñìûñë êëàññè÷åñêîé ýíòðîïèè. Äëÿ ñìåñè ÷èñòûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé

a∑
x=1

px|ψx〉〈ψx| = Sp

ýíòðîïèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè Sp ÿâëÿåòñÿ ìåðîé êâàíòîâîé èíôîðìàöèè,

ñîäåðæàùåéñÿ â àíñàìáëå, ïîñêîëüêó 2nH(Sp) åñòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
ðàçìåðíîñòè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. (Íàïîìíèì êëàññè÷åñêèé ðåçóëü-
òàò: ïóñòü èìååòñÿ èñòî÷íèê, ïîñûëàþùèé ñèìâîëû 1, . . . , a ñ âåðîÿòíîñòÿìè
p1, . . . , pa, òîãäà êîëè÷åñòâî ñëîâ, àñèìïòîòè÷åñêè áåçîøèáî÷íî ïåðåñûëàå-
ìûõ èñòî÷íèêîì, åñòü N ∼ 2nH(p), ãäå H(p) = −

∑
x px log px).

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Â îäíîáóêâåííîì ïðîñòðàíñòâå H ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæå-

íèå îïåðàòîðà

Sp =
∑
j

λj |ej〉〈ej |. (5.21)

Ïóñòü J = (j1, . . . , jn), λJ = λj1 . . . λjn , |eJ〉 = |ej1〉 ⊗ · · · ⊗ |ejn〉, òîãäà ñïåê-
òðàëüíîå ðàçëîæåíèå òåíçîðíîé ñòåïåíè îïåðàòîðà Sp èìååò âèä

S
⊗n
p =

∑
J

λJ |eJ〉〈eJ |.

Âûäåëèì â ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé J ïîäìíîæåñòâî

Jn,δ =
{
J : 2−n(H(Sp)+δ) < λJ < 2−n(H(Sp)−δ)

}
,

è îáîçíà÷èì E ïðîåêòîð íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âåê-
òîðîâ |eJ〉, J ∈ Jn,δ. Ïîäïðîñòðàíñòâî EH⊗n íàçûâàåòñÿ òèïè÷íûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì. Îöåíèì åãî ðàçìåðíîñòü:

dimEH⊗n = TrE 6 Tr
Sp

2−n(H(Sp)+δ)
6 2n(H(Sp)+δ). (5.22)

Âîçüìåì ïîäïðîñòðàíñòâî Hd = EH⊗n, à êîäèðîâàíèå çàäàäèì ïðàâè-
ëîì

Sw =
E|ψw〉〈ψw|E
〈ψw|E|ψw〉

.

Òîãäà òî÷íîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ

Fn =
∑
w

pw〈ψw|Sw|ψw〉 =
∑
w

pw〈ψw|E|ψw〉
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= TrE(
∑
w

pw|ψw〉〈ψw|) = TrES⊗np =
∑

J∈Jn,δ

λJ . (5.23)

Ïóñòü λJ = {λj1 . . . λjn} � êëàññè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Òîãäà
ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíà âåðîÿòíîñòè

P{2−n(H(Sp)+δ)) < λJ < 2−n(H(Sp)−δ))} =

= P{H(Sp)− δ < −
1

n

n∑
k=1

log λjk < H(Sp) + δ}

= P{

∣∣∣∣∣− 1

n

n∑
k=1

log λjk −H(Sp)

∣∣∣∣∣ < δ}, (5.24)

ãäå E{− log λ(·)} = −
∑a
x=1 λx log λx = H(Sp). Ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷è-

ñåë Fn −→ 1 ïðè n→∞.

2) Ïóñòü Sw ïðîèçâîëüíûå îïåðàòîðû ïëîòíîñòè â ïðîèçâîëüíîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå Hd ðàçìåðíîñòè d, è ïóñòü Pd ïðîåêòîð íà Hd. Òîãäà Sw 6 Pd
è

Fn =
∑
w

pw〈ψw|Sw|ψw〉 6 TrPd
∑

pw|ψw〉〈ψw| = TrPdS
⊗n
p

Âûáåðåì òåïåðü E êàê ïðîåêòîð íà òèïè÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷à-
þùåå δ/2. Ôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïðàâàÿ ÷àñòü
îöåíèâàåòñÿ êàê

TrS
⊗n
p EPd + TrS

⊗n
p (1− E)Pd 6 TrPd‖S

⊗n
p E‖+ TrS

⊗n
p (1− E) 6

6 d2−n(H(Sp)−δ/2) +
ε

2
6 2−nδ/2 +

ε

2
< ε. (5.25)

�

5.3 Ôîðìóëèðîâêà è îáñóæäåíèå

êâàíòîâîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ

Òåîðåìà Øåííîíà äàåò îñíîâó äëÿ ââåäåíèÿ òàêîãî ïîíÿòèÿ, êàê ïðîïóñê-
íàÿ ñïîñîáíîñòü êëàññè÷åñêîãî êàíàëà ñ øóìîì (ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü
àñèìïòîòè÷åñêè áåçîøèáî÷íîé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ÷åðåç êàíàë). Íàïîì-
íèì, ÷òî êëàññè÷åñêèé êàíàë çàäàåòñÿ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ p(y|x) èç
âõîäíîãî àëôàâèòà X â âûõîäíîé àëôàâèò Y. Ýêâèâàëåíòíî, åãî ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå x → Px, ïåðåâîäÿùåå áóêâû âõîäíîãî àëôà-
âèòà x â ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé Px(y) = p(y|x) íà âûõîäíîé àëôàâèòå
Y. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé Px çàäàåò êëàññè÷åñêîå ñòàòèñòè÷åñêîå ñî-
ñòîÿíèå íà âûõîäíîì àëôàâèòå, êîòîðîå îïèñûâàåò ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ
øóìà íà êëàññè÷åñêèé ñèãíàë x.
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Ýòî åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê ìîäåëè êëàññè÷åñêè-êâàíòîâîãî êàíàëà êàê
îòîáðàæåíèÿ x → Sx âõîäíîãî àëôàâèòà X â êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ Sx â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïèñûâàþùåì âûõîä êàíàëà. Íàïðèìåð, äâî-
è÷íûé îïòè÷åñêèé êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûé êàíàë ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí
ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x = 0, òî ïîëå èçëó÷åíèÿ íàõîäèòñÿ â âàêóóìíîì
ñîñòîÿíèè; åñëè x = 1, òî ëàçåð ãåíåðèðóåò êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå. Ðîëü
êâàíòîâîé ñòåïåíè ñâîáîäû íà âûõîäå êàíàëà ìîæåò òàêæå èãðàòü ïîëÿðè-
çàöèÿ èëè íàïðàâëåíèå ñïèíà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïåðåäà÷ó ñëîâà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ w =
{x1, . . . , xn}, êîòîðîìó ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå Sw :

w =


x1

...

...
xn


−→ Sx1

⊗
··
⊗

−→ Sxn

 = Sw â H⊗n = H⊗ · · · ⊗ H

Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî w êîäèðóåòñÿ â òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîñòî-
ÿíèé Sxj , ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ êàíàëà áåç ïàìÿòè â êëàññè÷åñêîì
ñëó÷àå.

Íà âûõîäå êàíàëà �ïðèåìíèê� ïðîèçâîäèò èçìåðåíèå íåêîòîðîé íàáëþ-

äàåìîé M = {M (n)
ŵ } â ïðîñòðàíñòâå H

⊗n (ïîëó÷èâ èñõîä èçìåðåíèÿ ŵ, ñ÷è-
òàåì, ÷òî áûëî ïîñëàíî ŵ). Â èòîãå ïðèåìíèê âûäàåò îòâåò î ïðèíÿòîì ðå-
øåíèè ŵ; òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå åäèíèöû â ïðîñòðàíñòâå H⊗n îïèñû-
âàåò ñòàòèñòèêó âñåé ðåøàþùåé ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ôèçè-
÷åñêîå èçìåðåíèå è ïîñëåäóþùóþ êëàññè÷åñêóþ îáðàáîòêó åãî ðåçóëüòàòîâ.
Âûáîð íàáëþäàåìîéM ôîðìàëüíî àíàëîãè÷åí âûáîðó ðåøàþùåé ïðîöåäó-
ðû â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, íî êàê ìû óâèäèì, èãðàåò çäåñü ãîðàçäî áîëåå
âàæíóþ ðîëü. Ïîñëå òîãî, êàê M âûáðàíà, ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêèé êà-

íàë pM (y|x) = TrSxMy â îäíîáóêâåííîì ñëó÷àå, è pM(n)(ŵ|w) = TrSwM
(n)
ŵ

� â n-áóêâåííîì.
Îïðåäåëèì øåííîíîâñêóþ âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ ìåæäó âõîäîì è âû-

õîäîì. Åñëè åñòü àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé p íà X è âûáðàíà
ïðîöåäóðà èçìåðåíèÿ M íà âûõîäå, òî øåííîíîâñêàÿ èíôîðìàöèÿ ìåæäó
âõîäîì è âûõîäîì äàåòñÿ ôîðìóëîé

I1(p,M) =
∑
x

px
∑
y

pM (y|x)
[
log pM (y|x)− log

∑
z

pM (y|z)pz
]
,

à ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, äîïóñòèìîå çàêîíàìè êâàíòîâîé
ìåõàíèêè, ðàâíî

max
p,M

I1(p,M) = C1.

Àíàëîãè÷íî, åñëè äëÿ n-é ñòåïåíè êàíàëà çàäàíî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
p(n) íà ñëîâàõ äëèíû n è èçìåðåíèåM (n) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH⊗n,
òî ñîîòâåòñòâóþùèå èíôîðìàöèîííûå êîëè÷åñòâà ðàâíû

In(p,M)



118 ÃËÀÂÀ 5. ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈ-ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÊÀÍÀËÛ ÑÂßÇÈ

=
∑
w

pw
∑
ŵ

p
M(n)

(ŵ|w)
[
log p

M(n)
(ŵ|w)− log

∑
w′

p
M(n)

(ŵ|w′)pw′
]
,

max
p(n),M(n)

In(p(n),M (n)) = Cn.

Èìååò ìåñòî óäèâèòåëüíûé ôàêò: åñëè äëÿ êëàññè÷åñêîãî êàíàëà áåç ïà-
ìÿòè âñåãäà Cn = nC1, òî â êâàíòîâîì ñëó÷àå óæå äëÿ d = 2 (äâîè÷íûé êà-
íàë) âîçìîæíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî Cn > nC1 (ñòðîãàÿ ñóïåðàääèòèâíîñòü
êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè â êâàíòîâîì êàíàëå). Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî
äëÿ n-é ñòåïåíè êâàíòîâîãî êàíàëà ñóùåñòâóþò êîëëåêòèâíûå (ñöåïëåííûå)
íàáëþäàåìûå, êîòîðûå íè â êàêîì ñìûñëå íå ñâîäÿòñÿ ê ðàçäåëèìûì íà-
áëþäàåìûì, äàæå ñ ïîñëåäóþùåé êëàññè÷åñêîé îáðàáîòêîé ðåçóëüòàòîâ èõ
èçìåðåíèé.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî åñòü äâîéñòâåííîå ïðîÿâëåíèå êîððåëÿöèé Ýéíøòåéíà�
Ïîäîëüñêîãî�Ðîçåíà. Ïîñëåäíèå âîçíèêàþò, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñöåï-
ëåííîå (ò. å. íåðàçäåëèìîå) ñîñòîÿíèå ñîñòàâíîé êâàíòîâîé ñèñòåìû, à èç-
ìåðåíèÿ ðàçäåëèìû. Ñòðîãàÿ ñóïåðàääèòèâíîñòü èíôîðìàöèè èìååò ìåñòî
äëÿ ðàçäåëèìûõ ñîñòîÿíèé è îáóñëîâëåíà ñóùåñòâîâàíèåì êîëëåêòèâíûõ
(ñöåïëåííûõ) èçìåðåíèé.

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ, èç êîòîðîé, â ÷àñòíî-
ñòè, áóäåò ñëåäîâàòü ñâîéñòâî ñóïåðàääèòèâíîñòè.

Îïð å ä å ë å í è å . Êîäîì (W,M) äëèíû n è ðàçìåðà N íàçûâàåòñÿ íàáîð
ñëîâ W = {w(1), . . . , w(N)} âìåñòå ñ ðàçëîæåíèåì åäèíèöû M = {Mj} â
H⊗n ñ èñõîäàìè j = 0, 1, . . . , N ; èñõîä 0 îçíà÷àåò óêëîíåíèå îò ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèÿ.

Ñðåäíÿÿ îøèáêà êîäà ðàâíà

P e(W,M) =
1

N

N∑
j=1

[1− p
M

(j|w(j))︸ ︷︷ ︸
âåðîÿòíîñòü

ïðàâèëüíîãî

ðåøåíèÿ

] =
1

N

N∑
j=1

[1− TrSwjMj ]

Îáîçíà÷èì min
W,M

P e(W,M) = pe(n,N) ìèíèìàëüíóþ ñðåäíþþ îøèáêó ïî

âñåì êîäàì ðàçìåðà N , èñïîëüçóþùèì ñëîâà äëèíû n.
Îáîçíà÷èì

Cχ = max
p

{
H

(∑
x

pxSx

)
−
∑
x

pxH(Sx)

}
,

ãäå H(S) � ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà (5.20).
Ò å î ð åì à 18 (Êâàíòîâàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ3). Ïðè n→∞

3A.S. Holevo, The capacity of quantum channel with general signal states. IEEE Trans.
Inform. Theory, 1998, v. 44, N1, 269-273; Arxiv quant-ph/9611023, 1996, à òàêæå B.
Schumacher, M. D. Westmoreland, Sending classical information via noisy quantum channel,
Phys. Rev. A. 56, 131-138 1997.
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Ðèñ. 5.2: Èíôîðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè äâîè÷íîãî êàíàëà êàê ôóíêöèè
ε = |〈ψ0|ψ1〉|

1) pe(n, 2
nR)→ 0, åñëè R < Cχ (ïðÿìàÿ òåîðåìà);

2) pe(n, 2
nR) 9 0, åñëè R > Cχ (ñëàáîå îáðàùåíèå);

(ñèëüíîå îáðàùåíèå: pe(n, 2nR)→ 1, n→∞).

Ýòà òåîðåìà îïðàâäûâàåò íàçâàíèå êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü
äëÿ âåëè÷èíû Cχ. Â ñàìîì äåëå, îïðåäåëèì C∞ êàê limn Cn/n, ãäå Cn =
max In(p,M). Èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ (òåîðåìà 16) âûòåêà-
åò, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 18 âûïîëíÿåòñÿ ñ çàìåíîé Cχ íà C∞. Òàêèì
îáðàçîì, óòâåðæäåíèå òåîðåìû 18 ñîñòîèò â òîì, ÷òî C∞ = Cχ.

Åñëè ñîñòîÿíèÿ Sx = |ψx〉〈ψx| ÷èñòûå, òî

Cχ = max
p

H

(∑
x

px|ψx〉〈ψx|

)
.

Èç ñâîéñòâà 1) ýíòðîïèè ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà

Cχ ≤ log d. (5.26)

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ðàçíûõ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíî äëÿ ïåðåäà÷è íåîãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè. Ãðó-
áî ãîâîðÿ, ÷åì ãóùå ðàñïîëîæåíû âåêòîðû, òåì òðóäíåå ñòàíîâèòñÿ èõ ðàç-
ëè÷èòü. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà è ìàêñèìóì èíôîðìàöèè äîñòèãàþòñÿ, åñëè âû-
õîäíûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè |ex〉〈ex|, x = 1, . . . , d, è px = 1

d .
Çàìåòèì, ÷òî òàêèå âûõîäíûå ñîñòîÿíèÿ, êàê ïðàâèëî, íå ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû íà âûõîäå ðåàëüíîãî êàíàëà ñâÿçè. Çàìå÷àòåëüíî, îäíàêî, ÷òî êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, îðòîãîíàëüíîñòü âûõîäíûõ ñîñòîÿíèé íå
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî äîñòèæåíèÿ ïðîïóñêíîé ñïî-
ñîáíîñòè èäåàëüíîãî êàíàëà.

Ïðèì å ð 1 . Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ (4.20) èç òðåõ ðàâíîâåðîÿòíûõ
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�ðàâíîóãîëüíûõ� âåêòîðîâ ψ1, ψ2, ψ3. Òîãäà

3∑
x=1

px|ψx〉〈ψx| =
1

2
I

è, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü òàêîãî êà-
íàëà èìååò òî æå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå Cχ = 1 áèò, ÷òî è äëÿ îðòîãîíàëü-
íûõ ñîñòîÿíèé. Çàìåòèì, ÷òî ýòî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâà-
íèþ îïòèìàëüíîãî êîäà, âêëþ÷àþùåãî êîëëåêòèâíîå èçìåðåíèå. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ìîæíî ïîêàçàòü4, ÷òî âåëè÷èíà

C1 = 1− h

(
1 +
√

3/2

2

)
≈ 0, 645 < 1 = Cχ

äîñòèãàåòñÿ äëÿ íå-ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p1 = p2 = 1/2, p3 = 0 è
ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî èçìåðåíèÿ äëÿ äâóõ ðàâíîâåðîÿòíûõ ñî-
ñòîÿíèé S1, S2 (ñì. ïðèìåð 3 â ðàçäåëå 4.7).

Ïðèì å ð 2 . Äâîè÷íûé êàíàë ñ äâóìÿ ÷èñòûìè ñîñòîÿíèÿìè ψ0, ψ1 (ñì.
ðèñ. 4.2). Â ýòîì ñëó÷àå

Cχ = h
(1 + ε

2

)
, (5.27)

ãäå ε = |〈ψ0|ψ1〉|. Â ñàìîì äåëå, ýíòðîïèÿH(S̄π) ìàêñèìèçèðóåòñÿ ðàâíîìåð-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì π0 = π1 = 1

2 , ïîñêîëüêó â ñèëó âîãíóòîñòè ýíòðîïèè
(ñì. äàëåå (5.30)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

H
(1

2
|ψ0〉〈ψ0|+

1

2
|ψ1〉〈ψ1|

)
= H

(S + S′

2

)
≥ 1

2

(
H(S) +H(S′)

)
,

ãäå

S = π0|ψ0〉〈ψ0|+ π1|ψ1〉〈ψ1|, S′ = π1|ψ0〉〈ψ0|+ π0|ψ1〉〈ψ1|

è H(S′) = H(S) â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà ìåæäó
âåêòîðàìè. Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 67 ïîëó÷àåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè 1

2 |ψ0〉〈ψ0|+ 1
2 |ψ1〉〈ψ1| ðàâíû 1±ε

2 , îòêóäà ñëåäóåò
ñîîòíîøåíèå (5.27).

Øåííîíîâñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü c-q-êàíàëà ñ äâóìÿ ÷èñòûìè ñî-
ñòîÿíèÿìè ðàâíà

C1 = max
π,M
I(π,M) = 1− h

(1 +
√

1− ε2
2

)
, (5.28)

ãäå ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (π0 = π1 = 1
2 )

è ÷åòêîé íàáëþäàåìîé M , çàäàâàåìîé îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì, ðàñïî-
ëîæåííûì ñèììåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðàì |ψ0〉, |ψ1〉 (ñì. ðèñ. 4.2).

4M. Sasaki, S. M. Barnett, R. Jozsa, M. Osaki, O. Hirota, �Accessible information and
optimal strategies for real symmetric quantum sources�, Phys. Rev. A 59, 3325, 1999.
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Çäåñü ε = |〈ψ0|ψ1〉| = cosα, ãäå α� óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè âåêòî-
ðîâ. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èíôîðìàöèîííî-îïòèìàëüíàÿ íàáëþäàåìàÿ
ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííîé ñîãëàñíî êðèòåðèþ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ,
à C1 � ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ (5.10) ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññè÷åñêîãî
äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè

p = sin2
(π

4
− α

2

)
=

1− sinα

2
.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè C1, C îò ε ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.2.

5.4 Êâàíòîâàÿ ãðàíèöà êëàññè÷åñêîé

èíôîðìàöèè

è äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîé òåîðåìû

Òå î ð åì à 19 (Êâàíòîâàÿ ãðàíèöà êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè).Äëÿ ëþáîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ p è ëþáîé íàáëþäàåìîé M

I1(p,M) ≤ H
(∑

pxSx

)
−
∑

pxH(Sx), (5.29)

ïðè÷åì èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, åñëè ñðåäè îïåðàòîðîâ piSi
åñòü íåêîììóòèðóþùèå.

Ç àä à ÷ à 74. Åñëè âñå îïåðàòîðû pxSx êîììóòèðóþò, òî ðàâåíñòâî äî-
ñòèãàåòñÿ äëÿ íàáëþäàåìîé M = {|ek〉〈ek|}, ãäå {ek} � î.í.á. èç îáùèõ ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðîâ pxSx.

Ïðèâåäåì çäåñü ïåðâîå, ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû5, îïèðàþ-
ùååñÿ íà èññëåäîâàíèå ñâîéñòâà âûïóêëîñòè êâàíòîâîé ýíòðîïèè. Âïîñëåä-
ñòâèè áûëî óñòàíîâëåíî áîëåå îáùåå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè îòíîñèòåëüíîé
ýíòðîïèè (äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî, îäíàêî, íå ìåíåå ñëîæíî, íî áîëåå ôîð-
ìàëüíî), èç êîòîðîãî âûòåêàåò è íåðàâåíñòâî (5.29).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà (5.29) ÿâëÿåòñÿ
âîãíóòîñòü êâàíòîâîé ýíòðîïèè êàê ôóíêöèè îïåðàòîðîâ ïëîòíîñòè:

H
(∑

pxSx

)
−
∑

pxH(Sx) ≥ 0. (5.30)

Äîêàçàòåëüñòâî (ñõåìà). Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì òåîðåìó â ñëó÷àå äâóõ
ñîñòîÿíèé S0, S1. Îáîçíà÷èì St = (1− t)S0 + tS1,

χ(t) = H(St)− (1− t)H(S0)− tH(S1), t ∈ [0, 1]. (5.31)

Ïóñòü M = {My} � ïðîèçâîëüíàÿ íàáëþäàåìàÿ, Pt(y) = TrStMy = (1 −
t)P0(y) + tP1(y) � åå ðàñïðåäåëåíèå â ñîñòîÿíèè St è

JM (t) = I1(p,M),

5À. Ñ. Õîëåâî, Íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè, ïåðåäàâàåìîãî êâàí-
òîâûì êàíàëîì ñâÿçè. Ïðîáë. ïåðåäà÷è èíôîðì., 1973, ò.9, N3, 3-11.
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ãäå p = {1− t, t}. Çàìåòèì, ÷òî

χ(0) = χ(1) = 0; IM (0) = IM (1) = 0.

Ìû äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ χ(t) �áîëåå âîãíóòà�, ÷åì IM (t):

χ(t)′′ ≤ IM (t)′′, t ∈ [0, 1]. (5.32)

Îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò

χ(t) ≥ IM (t), t ∈ [0, 1]. (5.33)

Ïîëîæèì D = S1 − S0 è ïóñòü

St =
∑
k

skEk

� ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà St. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåì-
ìû6 îïèðàåòñÿ íà èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè äëÿ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé.

Ë åììà 8.

χ′′(t) = −
∑
k,j

(TrEkDEjD)f(sk, sj), t > 0, (5.34)

ãäå

f(a, b) =
log a− log b

a− b
, a 6= b; f(a, a) = a−1. (5.35)

Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî

f(a, b) ≥ 2

a+ b
, 0 < a, b,

â êîòîðîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b, ïîëó-
÷àåì

χ′′(t) ≤ −
∑
k,j

TrEkDEjD
2

sk + sj
, (5.36)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà TrEkDEjD = 0
äëÿ k 6= j. Íî ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî [D,St] = 0, ò.å. [S0, S1] = 0,
â ñèëó òîæäåñòâà

Tr[D,St]
∗[D,St] =

∑
k,j

(sk − sj)2 TrEkDEjD.

Ç àä à ÷ à 75. Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð

Lt =
∑
k,j

EkDEj
2

sk + sj

6ibid.
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

St ◦ Lt ≡
1

2
[StLt + LtSt] = D,

ïðè÷åì ∑
k,j

TrEkDEjD
2

sk + sj
= TrDLt = TrStL

2
t . (5.37)

Îïåðàòîð Lt ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì àíàëîãîì ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðî-
èçâîäíîé ñåìåéñòâà St, à (5.37)� àíàëîãîì èíôîðìàöèîííîãî êîëè÷åñòâà
Ôèøåðà â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

Èç (5.36), (5.37) âûòåêàåò, ÷òî

χ′′(t) ≤ −TrStL
2
t , (5.38)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [S0, S1] = 0. Â
÷àñòíîñòè χ′′(t) ≤ 0, òàê ÷òî χ(t) � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [0, 1].

Ïóñòü òåïåðüM = {My} � ïðîèçâîëüíàÿ íàáëþäàåìàÿ, Pt(y) = TrStMy =
(1 − t)P0(y) + tP1(y) � åå ðàñïðåäåëåíèå â ñîñòîÿíèè St. Ïîëîæèì òàêæå
D(y) = P1(y)−P0(y) = TrDMy. Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê äèàãî-
íàëüíîé ìàòðèöå diag[Pt(y)] â ðîëè ñîñòîÿíèÿ St è ó÷èòûâàÿ êîììóòàòèâ-
íîñòü äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, ïîëó÷àåì âìåñòî (5.38)

I ′′M (t) = −
∑
y

D(y)2

Pt(y)
. (5.39)

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (5.32). Èìååì

D(y) = Tr
√
MySt ◦ Lt

√
My

= <Tr
√
MyStLt

√
My

= <Tr
√
My

√
St
√
StLt

√
My

= <TrA∗B,

ãäå A =
√
St
√
My, B =

√
StLt

√
My. Â ñèëó íåêîììóòàòèâíîãî íåðàâåí-

ñòâà Êîøè- Áóíÿêîâñêîãî (1.52) ïîëó÷àåì D(y) ≤ TrStMy · TrLtStLtMy.
Ïîäñòàâëÿÿ â (5.39), èìååì

I ′′M (t) ≥ −
∑
y

TrLtStLtMy = −TrStL
2
t ≥ χ′′(t),

ïðè÷åì ïðè [S0, S1] 6= 0 èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.
Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ñîñòîÿíèé. Ñëó-

÷àé íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé Sx;x = 0, 1, . . . , k, ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ äâóõ ñî-
ñòîÿíèé ïóòåì ïðåäñòàâëåíèÿ èõ âûïóêëîé êîìáèíàöèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì
p = {px;x = 0, 1, . . . , k} â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíûõ âûïóêëûõ
êîìáèíàöèé7.

7ibid.
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Òåïåðü äîêàæåì ñëàáîå îáðàùåíèå òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ, èñïîëüçóÿ êëàñ-
ñè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ôàíî è êâàíòîâóþ ãðàíèöó èíôîðìàöèè. Âîçüìåì
N = 2nR, R > Cχ, è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð êîäîâûõ ñëîâ W =
{w(1),..., w(N)} íà âõîäå, à íà âûõîäå � ïðîèçâîëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû
M = {Mj ; j = 0, 1, . . . , N}. Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷è-
íó X ñî çíà÷åíèÿìè 1, . . . , N (íîìåð ïîñëàííîãî ñëîâà), êîòîðûå èìåþò
ðàâíûå âåðîÿòíîñòè 1/N. Íà âûõîäå ïîñëå èçìåðåíèÿ ïîëó÷èì êëàññè÷å-
ñêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y ñî çíà÷åíèÿìè 0, 1, . . . , N. Âçàèìíàÿ èíôîð-
ìàöèÿ ðàâíà I(X;Y ) = H(X) − H(X|Y ), ãäå H(X) = logN = nR � ýí-
òðîïèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ îöåíèâàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ íåðàâåíñòâà Ôàíî: H(X|Y ) ≤ 1 + P(X 6= Y ) logN . Òàêèì îáðàçîì,
max I(X,Y ) ≥ nR(1−pe(n, 2nR))−1 (ýòî ïîâòîðåíèå äîêàçàòåëüñòâà ñëàáîãî
îáðàùåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Øåííîíà).

Èç (5.29) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

I(X;Y ) ≤ max
p

[
H

(∑
w

pwSw)−
∑
w

pwH(Sw)

)]
= C(n)

χ .

Ëåììà 9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C(n)
χ àääèòèâíà: C(n)

χ = nCχ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé n = 2, êîãäà H =
H1 ⊗H2, i→ S1

i , j → S2
j . Íàäî äîêàçàòü, ÷òî

max
pij

H
∑

ij

pijS
1
i ⊗ S2

j

−∑
ij

pijH(S1
i ⊗ S2

j )

 = max
p1i

[ ] + max
p2j

[ ].

Î÷åâèäíî, ÷òî max
pij
≥ max

pij=pipj
, òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè êâàíòî-

âîé ýíòðîïèè

H

∑
i

p1
iS

1
i ⊗

∑
j

p2
jS

2
j

 = H

(∑
i

p1
iS

1
i

)
+H

∑
j

p2
jS

2
j

 ,

îòêóäà C
(n)
χ ≥ nCχ.

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà ñóáàääèòèâíîñòè êâàíòîâîé
ýíòðîïèè (ñì. äàëåå (6.16)), èç êîòîðîãî âûòåêàåò

H
(∑

pijS
1
i ⊗ S2

j

)
≤ H

(∑
p1
iS

1
i

)
+H

(∑
p2
iS

2
i

)
,

ãäå p1
i =

∑
j

pij , p
2
j =

∑
i

pij � ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îêîí÷àòåëüíî, nCχ ≥ nR[1− pe(n, 2nR)]− 1, ò.å. pe(n, 2
nR) ≥ 1−Cχ/R−

1/nR, è åñëè R > Cχ, òî íå ìîæåò áûòü pe(n, 2
nR) → 0 ïðè n → ∞. Ýòî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëàáîãî îáðàùåíèÿ.
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5.5 Äîêàçàòåëüñòâî ïðÿìîé òåîðåìû

äëÿ êàíàëà ñ ÷èñòûìè ñîñòîÿíèÿìè

Äîêàçàòåëüñòâî ïðÿìîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ äàäèì â ñëó÷àå
÷èñòûõ ñîñòîÿíèé Sx = |ψx〉〈ψx|8, êîãäà

Cχ = max
p

H

(∑
x

pxSx

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïðîñòî óæå â ýòîì ñëó÷àå, òîãäà êàê êëàññè÷åñêèé àíà-
ëîã ýòîé ïðîáëåìû òðèâèàëåí, ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûå ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ ñ
íåîáõîäèìîñòüþ îðòîãîíàëüíû. Äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå ñì. â [14].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R < Cχ. Äîêàæåì, ÷òî pe(n, 2
nR)→ 0. Ðàññìîò-

ðèì ñðåäíþþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè êîäà

1

N

N∑
j=1

(
1− 〈ψw(j) |Mjψw(j)〉

)
= P e(W,M),

êîòîðàÿ çàâèñèò îò âûáîðà ñëîâ W è íàáëþäàåìîé M. Äëÿ åå ìèíèìèçà-
öèè æåëàòåëüíî âûáðàòü Mj êàê ìîæíî áëèæå ê |ψw(j)〉〈ψw(j) |, ïðè ýòîì
ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì äåéñòâóþò Mj , äîëæíà áûòü ïî
âîçìîæíîñòè ìèíèìàëüíîé.

Ñ ýòîé öåëüþ ïðîèçâåäåì ñæàòèå êâàíòîâûõ äàííûõ, ñëåäóÿ ïðîöåäóðå,
îïèñàííîé â ðàçäåëå 5.2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ïëîòíîñòè

a∑
x=1

px|ψx〉〈ψx| = Sp,

â êîòîðîì ðàñïðåäåëåíèå p âûáðàíî òàê, ÷òî îíî ìàêñèìèçèðóåò ýíòðîïèþ,
ò.å. H (

∑
x pxSx) = Cχ. Ôèêñèðóåì ε, ïîëîæèì 2δ = Cχ − R > 0 è îáî-

çíà÷èì E ïðîåêòîð íà òèïè÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî Hn,δ = EH⊗n îïåðàòîðà

ïëîòíîñòè S
⊗n
p .

Ïîëîæèì
|ψ̃w(j)〉 = E|ψw(j)〉 ∈ Hn,δ (5.40)

è ïóñòü G =
N∑
j=1

|ψ̃w(j)〉〈ψ̃w(j) | � îïåðàòîð Ãðàìà ñèñòåìû (5.40). Îïåðàòîð

Ãðàìà âñåãäà ìîæíî îáðàòèòü íà ïîäïðîñòðàíñòâå Hn,δ. Îáîçíà÷èì G−1/2

êîðåíü èç îáîáùåííîãî îáðàòíîãî ê G, ðàâíîãî 0 íà îðòîãîíàëüíîì äîïîë-
íåíèè ê Hn,δ. Äëÿ äàííîãî íàáîðà êîäîâûõ ñëîâ W ââåäåì íàáëþäàåìóþ
M , îáîáùàþùóþ �square-root measurement� (4.8):

M0 = I − E, Mj = G−1/2|ψ̃w(j)〉〈ψ̃w(j) |G−1/2, j = 1, . . . , N.

8P. Hausladen, R. Jozsa, B. Schumacher, M. Westmoreland, W. Wootters, �Classical
information capacity of a quantum channel,� Phys. Rev. A 54, no. 3, 1869-1876 1996.
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Òîãäà ñðåäíÿÿ îøèáêà êîäà (W,M) ðàâíà

P e(W ;M) =
1

N

N∑
j=1

(1− |〈ψ̃w(j) |G−1/2|ψ̃w(j)〉|2).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî 1− α2 = (1− α)(1 + α) ≤ 2(1− α), ïîëó÷èì

P e(W ;M) ≤ 2

N

N∑
j=1

(1− 〈ψ̃w(j) |G−1/2|ψ̃w(j)〉)

=
1

N

N∑
j=1

(2 TrSw(j) − 2 TrSw(j)G−1/2). (5.41)

Ïîëó÷èì òåïåðü óäîáíóþ îöåíêó äëÿG−1/2, àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ ïðè
G ' E. Èìååì

−2x−1/2 ≤ −3 + x, x ≥ 0,

(ïðè÷åì ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ëåâîé
÷àñòè ïðè x = 1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

−2G−1/2 ≤ −3E +G.

Ïîäñòàâëÿÿ â (5.41), ïîëó÷àåì

P e(W ;M) ≤ 1

N

N∑
j=1

(2 TrSw(j) − 3 TrSw(j)E + TrSw(j)G).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

G = E

N∑
j=1

Sw(j)E

è
TrSw(j)E = TrESw(j)E ≥ Tr[ESw(j)E]2,

ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó

P e(W ;M) ≤ 1

N

N∑
j=1

[2 TrSw(j)(I − E) +
∑
k 6=j

TrESw(j)ESw(k)E]. (5.42)

Òåïåðü ïðèìåíèì ìåòîä ñëó÷àéíûõ êîäîâ. Íàäî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
êîäà, äëÿ êîòîðîãî âåðîÿòíîñòü îøèáêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èäåÿ ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü ñëó÷àéíîå ðàñïðåäåëåíèå íà âñåâîçìîæíûõ ñëîâàõ,
òîãäà ìèíèìàëüíàÿ îøèáêà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñðåäíèì ïî àíñàìáëþ ñëó-
÷àéíûõ ñëîâ.

Ïóñòü ñëîâà w(1), . . . , w(N) � íåçàâèñèìû, è êàæäîå èç íèõ èìååò ðàñ-
ïðåäåëåíèå

P (w = (i1, . . . , in)) = pi1 · . . . · pin
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(áóêâû áåðóòñÿ òàêæå íåçàâèñèìî ñ îäèíàêîâûì ðàñïðåäåëåíèåì p íà àëôà-
âèòå). Óñðåäíåíèå ïî òàêîìó ñëó÷àéíîìó àíñàìáëþ ñëîâ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
��. Îòìåòèì, ÷òî

�Sw(j)�=�|ψw(j)〉〈ψw(j) |�= S
⊗n
p .

Òîãäà, èñïîëüçóÿ îäèíàêîâóþ ðàñïðåäåëåííîñòü, à òàêæå íåçàâèñèìîñòü ñëîâ
w(j), w(k), ïîëó÷àåì

�P e(W,M)�≤ 2 TrS
⊗n
p (I − E) + (N − 1) Tr(ES

⊗n
p E)2

≤ 2 TrS
⊗n
p (I − E) + (N − 1)‖S⊗np E‖.

Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì òèïè÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n

TrS
⊗n
p (I − E) ≤ ε, ‖S⊗np E‖ ≤ 2−n(Cχ−δ).

Òàê êàê N = 2nR ≤ 2n(Cχ−2δ), è àáñîëþòíûé ìèíèìóì íå ïðåâîñõîäèò
ñðåäíåãî ïî àíñàìáëþ, òî

pe(n, 2
nR) ≤�P e(W,M)�≤ 2ε+ 2−nδ ≤ 3ε

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Èòàê, pe(n, 2
nR)→ 0 ïðè R < Cχ.
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Ãëàâà 6

ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÊÀÍÀËÛ

6.1 Âïîëíå ïîëîæèòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïîíÿòèå êâàíòîâîãî êàíàëà áóäåò ðàññìîòðåíî ñ îáùåé òî÷êè
çðåíèÿ. Ýòî ïîçâîëèò èññëåäîâàòü áîëåå ðåàëèñòè÷íûå ìîäåëè, äëÿ êîòîðûõ
âîçíèêàþò è áîëåå èíòåðåñíûå âîïðîñû.

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêèé êàíàë çàäàåòñÿ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ
p(y|x) èç âõîäíîãî àëôàâèòà X â âûõîäíîé àëôàâèò Y. Ýêâèâàëåíòíûì
îáðàçîì, îí çàäàåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì

p′y =
∑
x

p(y|x)px, (6.1)

êîòîðîå ïåðåâîäèò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (êëàññè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ)
P = {px} íà âõîäíîì àëôàâèòå â ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P ′ = {p′y} íà
âûõîäíîì àëôàâèòå.

Êàêîâû ìèíèìàëüíûå òðåáîâàíèÿ ê òåîðåòè÷åñêîìó îïèñàíèþ êâàíòî-
âîãî êàíàëà ñâÿçè? Âñÿêèé êàíàë äîëæåí ïðåîáðàçîâûâàòü ñîñòîÿíèÿ íà
âõîäå â ñîñòîÿíèÿ íà âûõîäå. Íåîáõîäèìîå òðåáîâàíèå äëÿ ñîãëàñîâàííîñòè
ñî ñòàòèñòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñìåñè âõîäíûõ ñî-
ñòîÿíèé ïåðåõîäèëè â àíàëîãè÷íûå ñìåñè âûõîäíûõ ñîñòîÿíèé, ò.å. êàíàë
äîëæåí çàäàâàòüñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèåì:

Φ[
∑
j

pjSj ] =
∑
j

pjΦ[Sj ], pj ≥ 0,
∑
j

pj = 1. (6.2)

Ïóñòü Φ � îòîáðàæåíèå àëãåáðû îïåðàòîðîâ B(H) íà âõîäå â àëãåáðó
îïåðàòîðîâ B(H′) íà âûõîäå, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) Φ[
∑
cjTj ] =

∑
cjΦ[Tj ] (ëèíåéíîñòü);

2) T ≥ 0⇒ Φ[T ] ≥ 0 (ïîëîæèòåëüíîñòü);
3) Tr Φ[T ] = TrT (ñîõðàíåíèå ñëåäà).

129
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Òîãäà åãî îãðàíè÷åíèå íà ìíîæåñòâî S(H) ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿ-
íèÿ è îáëàäàåò ñâîéñòâîì (6.2), áîëåå òîãî, òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü
âñÿêîå àôôèííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé [14].

Îäíàêî äëÿ ñîäåðæàòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êâàíòîâîãî êàíàëà òðåáóåòñÿ
ñëåäóþùåå êëþ÷åâîå ñâîéñòâî, óñèëèâàþùåå ïîëîæèòåëüíîñòü:

Îïð å ä å ë å í è å . Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Φ àëãåáðû B(H) íàçûâàåòñÿ
âïîëíå ïîëîæèòåëüíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: Äëÿ ëþáîé áëî÷íîé
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû

[Xij ]i,j=1,...,m ≥ 0,

èìååò ìåñòî
[Φ[Xij ]]i,j=1,...,m ≥ 0.

Äàäèì äðóãóþ ôîðìóëèðîâêó, èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçì (ñì. ï. 2.2)

H⊗ Cm ≈ H⊕ . . .⊕H︸ ︷︷ ︸
m

, X ≈ [Xij ]i,j=1,...,m ,

ãäå Xij � îïåðàòîðû â H.
Òîãäà óñëîâèå ïîëíîé ïîëîæèòåëüíîñòè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â

âèäå:
Äëÿ ëþáîãî m = 1, 2, . . . îòîáðàæåíèå Φ⊗ Idm, ãäå Idm � òîæäåñòâåííîå

îòîáðàæåíèå àëãåáðû âñåõ m×m-ìàòðèö, ïîëîæèòåëüíî.
Çäåñü ìû èñïîëüçóåì åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ îòîáðàæåíèé:

(Φ(1) ⊗ Φ(2))(X(1) ⊗X(2)) = Φ(1)(X(1))⊗ Φ(2)(X(2))

íà ýëåìåíòàõ X(1) ⊗X(2), ïîðîæäàþùèõ àëãåáðó B(H(1) ⊗H(2)).

Î ï ð å ä å ë å í è å . Êâàíòîâûì êàíàëîì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå, âïîëíå ïî-
ëîæèòåëüíîå, ñîõðàíÿþùåå ñëåä îòîáðàæåíèå Φ èç B(H) â B(H′).

Ç à ä à ÷ à 76. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå êàíàëîâ Φ(2)◦
Φ(1), ãäå ◦ îçíà÷àåò êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé, îïðåäåëÿåò êàíàë.

Ñâîéñòâî ïîëíîé ïîëîæèòåëüíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàëëåëüíîå èñïîëü-
çîâàíèå êàíàëà Φ è òîæäåñòâåííîãî êàíàëà Idm òàêæå çàäàåò êàíàë. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êàíàëîâ ÿâëÿåòñÿ êàíàëîì, ïîñêîëüêó
åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå äâóõ êàíàëîâ âè-
äà Φ⊗ Id:

Φ(1) ⊗ Φ(2) = [Id(1)⊗Φ(2)] ◦ [Φ(1) ⊗ Id(2)].

Â òåîðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé êàíàëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåèäåàëü-
íûå âåíòèëè (ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè, ïîäâåðæåííûå ñëó÷àéíûì èñêàæåíè-
ÿì). Â ïðèíöèïå ëþáàÿ êâàíòîâàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñîåäèíåíèé ýëåìåíòàðíûõ âåíòèëåé è,
êàê òàêîâàÿ, ñàìà îïðåäåëÿåò êâàíòîâûé êàíàë.

Ïðèì å ð 1. Ýâîëþöèÿ îòêðûòîé êâàíòîâîé ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâó-
þùåé ñ îêðóæåíèåì. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû, HE �
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ïðîñòðàíñòâî îêðóæåíèÿ E. Ýâîëþöèÿ ñîñòàâíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îáðà-
òèìîé è îïèñûâàåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì U.

&%
'$

&%
'$

⊗

H HE

�
U

Ðèñ. 6.1: Îòêðûòàÿ êâàíòîâàÿ ñèñòåìà

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñèñòåìà è îêðóæåíèå íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè S⊗SE ,
çàòåì âçàèìîäåéñòâèå �ïîäêðó÷èâàåò� ýòî ñîñòîÿíèå. Óñðåäíÿÿ ïî îêðóæå-
íèþ, ïîëó÷àåì íåîáðàòèìóþ ýâîëþöèþ ñàìîé ñèñòåìû

Φ[S] = TrHE U(S ⊗ SE)U∗. (6.3)

Ç à ä à ÷ à 77. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå (6.3) ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì êà-
íàëîì. Óêàçàíèå:

Φ(1) ⊗ Id(2)[S12] = TrHE (U (1) ⊗ I(2))(S12 ⊗ SE)(U (1) ⊗ I(2))∗.

Ç àä à ÷ à 78. Íå âñå ïîëîæèòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ âïîëíå ïîëîæèòåëü-
íû. Ôèêñèðóåì áàçèñ â H, òîãäà âñÿêèé îïåðàòîð X çàäàåòñÿ ìàòðèöåé [xij ].
Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå òðàíñïîíèðîâàíèÿ Φ[X] = X>, êîòîðîå ñîâïà-
äàåò ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì íà ýðìèòîâûõ ìàòðèöàõ. Äîêàæèòå, ÷òî
óñëîâèå ïîëíîé ïîëîæèòåëüíîñòè íàðóøàåòñÿ óæå ïðè m = 2.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî ôèçè÷åñêèé ñìûñë òðàíñïîíèðîâàíèÿ � îáðàùåíèå âðå-
ìåíè (ï. 1.11), ìû âèäèì, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ ïîëíîé ïîëîæèòåëüíîñòè
â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê, ÷òî â îäíîé ñèñòåìå ïðîèñ-
õîäèò îáðàùåíèå âðåìåíè, òîãäà êàê â äðóãîé � íåò, òàêèì îáðàçîì ïîëó-
÷àåòñÿ íåôèçè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòàâíîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, ïîçâîëÿþùèõ óñòàíîâèòü ñâÿçü îïðå-
äåëåíèÿ êâàíòîâîãî êàíàëà ñ òåìè �ïîëóêëàññè÷åñêèìè� êàíàëàìè, êîòîðûå
ðàññìàòðèâàëèñü â ÷. II.

Î ïð å ä å ë å í è å . Êàíàë Φ íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûì (c-q),
åñëè

Φ[S] =
∑
j

Sj〈ej |S|ej〉, (6.4)

ãäå Sj � ñîñòîÿíèÿ â B(H′), ej � î.í.á. â H.

Åñëè S � ñîñòîÿíèå íà âõîäå, òî 〈ej |S|ej〉 = pj � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé íà íàáîðå ñîñòîÿíèé Sj è Φ[S] =

∑
j

pjSj . Åñëè pj = δkj , òî ïîëó÷èì

íà âûõîäå ñîñòîÿíèå Sk, à â îáùåì ñëó÷àå � ñìåñü. Òàêîé êàíàë ïåðåâîäèò
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êëàññè÷åñêîå ñîñòîÿíèå [pi] â êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå (ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ýòî òàêæå êàê îòîáðàæåíèå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö â ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû
ïëîòíîñòè. Ôàêòè÷åñêè, èìåííî òàêèå êàíàëû ðàññìàòðèâàëèñü â ðàçäåëå
5.3, ãäå äëÿ íèõ áûëà äîêàçàíà òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å . Êàíàë Φ íàçûâàåòñÿ êâàíòîâî-êëàññè÷åñêèì (q-c),
åñëè

Φ[S] =
∑
j

(TrSMj)|ej〉〈ej | (6.5)

ãäå {ej} � î.í.á. â H′, {Mj} � íàáëþäàåìàÿ â B(H). Ïðè ïðîèçâîëüíîì
âõîäíîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêèé âûõîä (äèàãîíàëü-
íóþ ìàòðèöó ïëîòíîñòè). Ýòî îïðåäåëåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó êà-
íàëàìè è êâàíòîâûìè èçìåðåíèÿìè.

Ç à ä à ÷ à 79. Äîêàæèòå ïîëíóþ ïîëîæèòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé (6.4),
(6.5), ïîëó÷èâ äëÿ íèõ ïðåäñòàâëåíèå Êðàóñà (ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë).

6.2 Êâàíòîâûå êàíàëû è îòêðûòûå ñèñòåìû

Ñâîéñòâî ïîëíîé ïîëîæèòåëüíîñòè áûëî ââåäåíî Ñòàéíñïðèíãîì (â áîëåå
îáùåì êîíòåêñòå îïåðàòîðíûõ àëãåáð), êîòîðûé äîêàçàë òåîðåìó, îáîáùà-
þùóþ òåîðåìó Íàéìàðêà. Â íàøåì ñëó÷àå òåîðåìà Ñòàéíñïðèíãà ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ:

Ò å î ð åì à 20 (Ïðåäñòàâëåíèå Êðàóñà). Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Φ : B(H)→
B(H′) ÿâëÿåòñÿ êàíàëîì, ò.å. âïîëíå ïîëîæèòåëüíûì è ñîõðàíÿþùèì
ñëåä òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Φ[S] =

D∑
j=1

VjSV
∗
j , (6.6)

ãäå D ≤ dd′, à Vj îïåðàòîðû èç H â H′, òàêèå ÷òî

D∑
j=1

V ∗j Vj = I. (6.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ej} î.í.á. â H. Ðàññìîòðèì �ìàêñèìàëüíî ñöåï-
ëåííûé� âåêòîð

|ψ12〉 =

d∑
j=1

|ej〉 ⊗ |ej〉

â ïðîñòðàíñòâå H⊗H. Â ñèëó òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ âïîëíå ïîëîæèòåëü-
íî, îïåðàòîð

S12 = (Φ⊗ Id) [|ψ12〉〈ψ12|] =

d∑
j,k=1

Φ[|ej〉〈ek|]⊗ |ej〉〈ek| (6.8)
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ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì âH′⊗H. Èñïîëüçóÿ åãî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå,
ïîëó÷àåì

S12 =

D∑
l=1

|Ψl〉〈Ψl|,

ãäå D ≤ dd′, à âåêòîðû |Ψl〉 ∈ H′⊗H ÿâëÿþòñÿ (íåíóëåâûìè) ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè ýòîãî îïåðàòîðà.

Îïðåäåëèì ëèíåéíûå îïåðàòîðû Vl : H → H′ ñîîòíîøåíèåì

〈ψ′|Vl|ej〉 = 〈ψ′ ⊗ ej |Ψl〉, ψ′ ∈ H′.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà â H,

X =

d∑
j,k=1

|ej〉〈ej |X|ek〉〈ek|,

ïîëó÷àåì

〈ψ′|Φ[X]|ψ′〉 =

d∑
j,k=1

〈ej |X|ek〉〈ψ′|Φ[|ej〉〈ek|]|ψ′〉 =

d∑
j,k=1

〈ej |X|ek〉〈ψ′⊗ej |S12|ψ′⊗ek〉

=

d∑
j,k=1

〈ej |X|ek〉
D∑
l=1

〈ψ′⊗ej |Ψl〉〈Ψl|ψ′⊗ek〉 =

d∑
j,k=1

D∑
l=1

〈ψ′|Vl|ej〉〈ej |X|ek〉〈ek|V ∗l |ψ′〉,

òî åñòü

Φ[X] =

D∑
l=1

VlXV
∗
l .

Èñïîëüçóÿ ñîõðàíåíèå ñëåäà, ïîëó÷àåì

TrX = TrΦ[X] = TrX

D∑
l=1

V ∗l Vl

äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X, îòêóäà ñëåäóåò (6.7).
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî îòîáðàæåíèå (6.6) ÿâëÿåòñÿ êàíàëîì,

íåñëîæíî è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå ïðîñòîãî óïðàæíåíèÿ.

Îïåðàòîð (6.8), íàçûâàåìûé îïåðàòîðîì ×îÿ-ßìèëêîâñêîãî, ïîçâîëÿåò
îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü êàíàë Φ:

Ç à ä à ÷ à 80. Äîêàæèòå ôîðìóëó îáðàùåíèÿ

Φ[S] = Tr2 S12(I1 ⊗ S>), (6.9)

ãäå S> � îïåðàòîð, èìåþùèé â áàçèñå {ej} ìàòðèöó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ê
ìàòðèöå îïåðàòîðà S.
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Ñë å ä ñ ò â è å. Âñÿêèé êàíàë Φ, äåéñòâóþùèé â àëãåáðå B(H), ìîæ-
íî ïðîäîëæèòü äî óíèòàðíîé ýâîëþöèè (6.3) ñîñòàâíîé ñèñòåìû â H ⊗
HE , ãäå âòîðàÿ ñèñòåìà E (�îêðóæåíèå�) íàõîäèòñÿ â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè
|ψE〉〈ψE |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî îêðóæåíèÿ HE = CD è ðàññìîò-
ðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

K = H⊗HE ≈ H⊕ . . .⊕H︸ ︷︷ ︸
D

,

îïèñûâàþùåå ñèñòåìó+îêðóæåíèå. Ââåäåì îïåðàòîð V : H → K, äåéñòâóþ-
ùèé ïî ïðàâèëó

V =

 V1

...
VD

 . (6.10)

Èç (6.7) ñëåäóåò, ÷òî V ∗V = I, ò.å. V � èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð. Íî ýòî
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû V îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ
ñèñòåìó. Äîïîëíÿÿ ýòó ñèñòåìó äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â ïðîñòðàí-
ñòâå K (÷òî âñåãäà âîçìîæíî), ïîëó÷àåì óíèòàðíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå:

U =

 V1 . . . . . .
...

...
...

VD . . . . . .

 . (6.11)

Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé âåêòîð â HE = CD:

|ψE〉 =

 1
0
0

 ,
ãäå 0 îáîçíà÷àåò âåêòîð ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, òîãäà íà÷àëüíîå ñîñòî-
ÿíèå îêðóæåíèÿ

|ψE〉〈ψE | =

 1 0 0

0
. . . 0

0 0 0

 ,
òàê ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû+îêðóæåíèÿ åñòü

S ⊗ |ψE〉〈ψE | =

 S 0 0
0 0 0
0 0 0

 .
Îïåðàòîð óíèòàðíîé ýâîëþöèè ïðåîáðàçóåò åãî â

U (S ⊗ |ψE〉〈ψE |)U∗ =

 V1SV
∗
1 . . . . . .

...
. . .

...
. . . . . . VDSV

∗
D

 .
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Áåðÿ ÷àñòè÷íûé ñëåä ïî îêðóæåíèþ, ïîëó÷àåì

TrEU (S ⊗ |ψE〉〈ψE |)U∗ =

D∑
l=1

VlSV
∗
l = Φ[S].

Íàéäåì åùå, êàê èçìåíèòñÿ ñîñòîÿíèå îêðóæåíèÿ â ðåçóëüòàòå âçàèìî-
äåéñòâèÿ ñ ñèñòåìîé. Áåðÿ ÷àñòè÷íûé ñëåä ïî ñèñòåìå, ïîëó÷àåì

S′E = TrH U (S ⊗ |ψE〉〈ψE |)U∗ = TrH V SV
∗ = [TrVkSV

∗
l ]k,l=1,...,D , (6.12)

ãäå V � îïåðàòîð (6.10), à ÷àñòè÷íûé ñëåä âû÷èñëåí ïî ïðàâèëó (2.5).

6.3 Êâàíòîâàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ

Îïð å ä å ë å í è å . Ïóñòü S, T � îïåðàòîðû ïëîòíîñòè. Åñëè îïåðàòîð T
íåâûðîæäåí, òî êâàíòîâàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

H(S;T ) = −H(S)− TrS log T = TrS(logS − log T ). (6.13)

Ñëó÷àé, êîãäà supp S ⊆ supp T (supp S îáîçíà÷àåò íîñèòåëü S), ñâî-
äèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ ñóæåíèÿ îïåðàòîðîâ S, T íà
supp T , ãäå T íåâûðîæäåí. Åñëè æå supp S * supp T , òî ïîëàãàåì H(S;T ) =
+∞.

Ç àä à ÷ à 81. Ïóñòü λj , µk � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à |ej〉, |hk〉 � ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðîâ ïëîòíîñòè S, T , òîãäà

H(S;T ) =
∑
j,k

|〈ej |hk〉|2 (λj log λj − λj logµk). (6.14)

Ò å î ð åì à 21.

H(S;T ) ≥ log e
2

Tr(S − T )2 ≥ 0, (6.15)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S = T .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ äëÿ ôóíêöèè η(λ) = λ log λ ôîðìóëó

η(λ)− η(µ) = (λ− µ)η′(µ) +
1

2
(λ− µ)2η′′(ξ),

ãäå 0 ≤ λ < ξ < µ, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

λ log λ− λ logµ ≥ (λ− µ) log e +
log e

2
(µ− λ)2;

ïîäñòàíîâêà ýòîãî íåðàâåíñòâà â (6.14) ïðèâîäèò ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó.
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Ñë å ä ñ ò â è å. [Ñóáàääèòèâíîñòü êâàíòîâîé ýíòðîïèè] Ïóñòü S12 � îïå-
ðàòîð ïëîòíîñòè â H1 ⊗ H2 ñ ÷àñòè÷íûìè ñëåäàìè S1 = TrH2 S12 è S2 =
TrH1

S12. Òîãäà
H(S1) +H(S2) ≥ H(S12), (6.16)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S12 = S1 ⊗ S2.
Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâàH(S1)+H(S2)−H(S12) = H(S12;S1⊗

S2) è íåðàâåíñòâà (6.15).
Ïîäîáíî ýíòðîïèè, îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:
Ç à ä à ÷ à 82.

1. Èçîìåòðè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü:H(V SV ∗;V S′V ∗) = H(S;S′) äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî îïåðàòîðà V , èçîìåòðè÷íîãî íà íîñèòåëÿõ îïåðàòîðîâ S, S′;

2. Àääèòèâíîñòü: H(S1 ⊗ S2;S′1 ⊗ S′2) = H(S1;S′1) +H(S2;S′2).

6.4 Ìîíîòîííîñòü îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè

Òå î ð åì à 22. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðîâ ïëîòíîñòè S, T â H1 è ïðî-
èçâîëüíîãî êàíàëà Φ èç H1 â H2

H(S;T ) ≥ H(Φ[S]; Φ[T ]). (6.17)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî âàæíîãî ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî âïåðâûå Ëèíäá-
ëàäîì, ïðèâåäåíî â êíèãå [14]. Èç íåãî âûòåêàþò âàæíûå ñëåäñòâèÿ.

Ñë å ä ñ ò â è å. [îáîáùåííàÿ H-òåîðåìà] Ïóñòü Φ � áèñòîõàñòè÷åñêèé (óíè-
òàëüíûé) êàíàë â H = H1 = H2. Òîãäà

H(Φ[S]) ≥ H(S). (6.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (6.13) ñëåäóåò, ÷òî

H(S) = log d−H(S;S), (6.19)

ãäå S = 1
dI � õàîòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, à çíà÷èò, è

H(Φ[S]) = log d−H(Φ[S];S),

â ñèëó òîãî, ÷òî Φ[S] = S. Òåïåðü óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
èç òåîðåìû î ìîíîòîííîñòè 6.4.

Ïîêàæåì, êàê èç òåîðåìû 6.4 ìîæíî ïîëó÷èòü âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ
øåííîíîâñêîé èíôîðìàöèè (5.29). Ââîäÿ ñðåäíåå ñîñòîÿíèå S̄π =

∑
πxSx,

èìååì âàæíîå ñîîòíîøåíèå

χ(π) ≡ H(S̄π)−
∑

πxH(Sx) =
∑
x

πxH(Sx; S̄π) (6.20)
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ {ey} â H è ðàññìîòðèì q-c êàíàë Ψ[S] =∑
y

TrSMy|ey〉〈ey|, îòâå÷àþùèé èçìåðåíèþ íàáëþäàåìîé M = {My}, òîãäà

Ψ[Sx] =
∑
y

pM (y|x)|ey〉〈ey|; Ψ[S̄π] =
∑
y

(∑
x

πxpM (y|x)

)
|ey〉〈ey|,

ãäå pM (y|x) = TrSxMy, � îïåðàòîðû ïëîòíîñòè, äèàãîíàëüíûå â áàçèñå {ey}.
Ïîýòîìó êâàíòîâàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ íà âûõîäå êàíàëà Ψ ïðåâðàùà-
åòñÿ â êëàññè÷åñêóþ, è ñîîòíîøåíèå (6.20) âëå÷åò∑

x

πxH(Ψ[Sx]; Ψ[S̄π]) = I1(π,M).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 6.4 î ìîíîòîííîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè ê êàíàëó Ψ
è åùå ðàç èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (6.20), ïîëó÷àåì èñêîìîå íåðàâåíñòâî.

6.5 Q-áèòíûå êàíàëû

Âñÿêèé êàíàë Φ â ïðîñòðàíñòâå C2 ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé q-áèòà è ïîýòîìó îïðåäåëÿåò àôôèííîå îòîáðàæåíèå
â ïðîñòðàíñòâå R3

~a→ T~a+~b,

ãäå T � íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ 3 × 3-ìàòðèöà, ~b = [bγ ]γ=x,y,z� âåêòîð â
R3, ïðè êîòîðîì åäèíè÷íûé øàð îòîáðàæàåòñÿ â ñåáÿ, è êîòîðîå óäîâëåòâî-
ðÿþò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì, âûòåêàþùèì èç óñëîâèÿ
ïîëíîé ïîëîæèòåëüíîñòè. Ïðè ýòîì èìååì

Φ[S(~a)] = S(T~a+~b). (6.21)

Îáðàçîì øàðà Áëîõà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ íåêèé ýëëèïñîèä,
ëåæàùèé âíóòðè øàðà.

Ìîæíî äîêàçàòü1, ÷òî ñ ïîìîùüþ âðàùåíèé â R3, êîòîðûì ñîîòâåòñòâó-
þò óíèòàðíûå ýâîëþöèè â C2, êàíàë Φ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (6.21), â
êîòîðîì ìàòðèöà T äèàãîíàëüíà:

T = diag[λγ ]γ=x,y,z.

Ðàçóìååòñÿ, ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü íàëàãàåò íåòðèâèàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ
íà ïàðàìåòðû λγ , bγ

2. Íàèáîëåå ïðîçðà÷åí ñëó÷àé, êîãäà ~b = 0, ò. å. îòîá-
ðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñæàòèå åäèíè÷íîãî øàðà âäîëü îñåé x, y, z ñ
êîýôôèöèåíòàìè |λx|, |λy|, |λz| (ñî÷åòàþùååñÿ ñ îòðàæåíèåì â ñëó÷àå îòðè-
öàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ), ïðè ýòîì öåíòð øàðà îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Ýòî

1M. B. Ruskai, S. Szarek, E. Werner, �A characterization of completely-positive trace-
preserving maps onM2,� quant-ph/0005004.

2ibid.
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èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàíàë Φ áèñòîõàñòè÷åñêèé, ò. å.
ïåðåâîäèò õàîòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå â õàîòè÷åñêîå.

Ç à ä à ÷ à 83. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

Φ[S] =
∑

γ=0,x,y,z

µγσγSσγ , (6.22)

ãäå

µ0 =
1

4
(1 + λx + λy + λz) , µx =

1

4
(1 + λx − λy − λz) , (6.23)

µy =
1

4
(1− λx + λy − λz) , µz =

1

4
(1− λx − λy + λz) ,

è ÷òî íåîòðèöàòåëüíîñòü ýòèõ ÷èñåë íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà äëÿ ïîëíîé
ïîëîæèòåëüíîñòè îòîáðàæåíèÿ Φ.

Ï ð èì å ð 1. Êàíàë ñ îøèáêîé. Ðàññìîòðèì êàíàë, â êîòîðîì ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1 − p ñîñòîÿíèå q-áèòà ïåðåäàåòñÿ áåç ïîìåõ, à ñ âåðîÿòíîñòüþ p
ïðîèñõîäèò îøèáêà � �ïåðåâîðîò áèòà�, ñì. ï. 1.11. Óðàâíåíèå êàíàëà

Φ[S] = (1− p)S + pσxSσx.

Èç óðàâíåíèé (6.23) íàõîäèì λx = 1, λy = λz = 1 − 2p, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ðàâíîìåðíîìó ñæàòèþ øàðà Áëîõà â |1−2p| ðàç â ïëîñêîñòè yz. Àíàëîãè÷íî,
óðàâíåíèå

Φ[S] = (1− p)S + pσySσy,

îïèñûâàþùåå ñëó÷àéíûé �ïåðåâîðîò ôàçû�, ñîîòâåòñòâóåò ñæàòèþ øàðà
Áëîõà â |1− 2p| ðàç â ïëîñêîñòè xz.

Ï ð èì å ð 2. Äåïîëÿðèçóþùèé êàíàë. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

σ0Sσ0 + σxSσx + σySσy + σzSσz = (2 TrS)I.

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî äåïîëÿðèçóþùèé êàíàë

Φ[S] = (1− p)S +
p

2
I TrS (6.24)

äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå Êðàóñà

Φ[S] =

(
1− 3p

4

)
S +

p

4
(σxSσx + σySσy + σzSσz) .

Èç óðàâíåíèé (6.23) íàõîäèì λx = λy = λz = 1 − p, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàâ-
íîìåðíîìó ñæàòèþ øàðà Áëîõà â |1 − p| ðàç. Ïðè p ≤ 1 ôîðìóëà (6.24)
îïèñûâàåò ñìåñü (ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1 − p è p) èäåàëüíîãî êàíàëà è �ïîë-
íîñòüþ äåïîëÿðèçóþùåãî� êàíàëà, êîòîðûé îòîáðàæàåò ëþáîå ñîñòîÿíèå â
õàîòè÷åñêîå. Îäíàêî îòîáðàæåíèå Φ îñòàåòñÿ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûì è ïðè
1 < p ≤ 4/3.

Ï ð èì å ð 3. Êàíàë ñ çàòóõàíèåì àìïëèòóäû. Êàíàë çàäàåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèåì Êðàóñà

Φ[S] = V0SV
∗
0 + V1SV

∗
1 ,



6.6. ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ 139

ãäå

V0 =

[
1 0
0
√

1− p

]
, V1 =

[
0
√
p

0 0

]
.

Òàêîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò ïðè îïèñàíèè ñëó÷àéíîãî ïåðåõîäà q-áèòà ñ óðîâ-
íÿ |1〉 íà óðîâåíü |0〉 (ìàòðèöà V1), ñîïðîâîæäàþùåãîñÿ óìåíüøåíèåì àì-
ïëèòóäû ñîñòîÿíèÿ |1〉 â

√
1− p ðàç (ìàòðèöà V0) [8].

Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû ïëîòíîñòè èìååò âèä (6.21), ãäå

T =

 √1− p 0 0
0

√
1− p 0

0 0 1− p

 , ~b =

 0
0
p

 ,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñæàòèþ øàðà Áëîõà è ïåðåìåùåíèþ îáðàçîâàâøåãîñÿ ýë-
ëèïñîèäà âäîëü îñè z ê ñåâåðíîìó ïîëþñó, ïðè êîòîðîì ýëëèïñîèä êàñàåòñÿ
åäèíè÷íîé ñôåðû (â òî÷êå ñåâåðíîãî ïîëþñà).

6.6 Ïðîöåññû êâàíòîâûõ èçìåðåíèé

Âàæíåéøèé ïðèìåð íåîáðàòèìîé ýâîëþöèè � èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ êâàí-
òîâîé ñèñòåìû â ðåçóëüòàòå ïðîèçâîäèìîãî íàä íåé èçìåðåíèÿ. Ðàññìîòðèì
îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû E = {Ex},

ExEx′ = δxx′Ex,
∑
x

Ex = I,

äðóãèìè ñëîâàìè, ÷åòêóþ íàáëþäàåìóþ â ïðîñòðàíñòâå H. Ñîãëàñíî ïðî-
åêöèîííîìó ïîñòóëàòó ôîí Íåéìàíà - Ëþäåðñà èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïðè
èäåàëüíîì (íåñåëåêòèâíîì) èçìåðåíèè ýòîé íàáëþäàåìîé îïèñûâàåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì (1.58):

S′ =
∑
x

ExSEx = Φ[S].

Èäåàëüíîå êâàíòîâîå èçìåðåíèå óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå âîñïðîèçâîäè-
ìîñòè: ïðè ïîâòîðíîì èçìåðåíèè èñõîä ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ðàâåí èñõîäó ïåð-
âîãî èçìåðåíèÿ (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íèêàêèõ èçìåíåíèé ìåæäó èçìåðå-
íèÿìè íå ïðîèçîøëî). Áîëüøèíñòâî ðåàëüíûõ ïðîöåäóð èçìåðåíèÿ íå óäî-
âëåòâîðÿþò ýòîìó îãðàíè÷åíèþ, è ìû ïåðåõîäèì ê îïèñàíèþ òàêèõ íåèäå-
àëüíûõ èçìåðåíèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ êîñâåííîãî èçìåðåíèÿ: ñèñòåìà H â íà-
÷àëüíîì ñîñòîÿíèè S âçàèìîäåéñòâóåò ñ íåêîòîðîé ïðîáíîé ñèñòåìîé HE ,
íàä êîòîðîé çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ èäåàëüíîå èçìåðåíèå ÷åòêîé íàáëþäàåìîé
E0. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòóëàòîì ôîí Íåéìàíà-Ëþäåðñà, âåðîÿòíîñòü
èñõîäà x ðàâíà

px = TrU(S ⊗ SE)U∗(I ⊗ E0
x),

à àïîñòåðèîðíîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè Sx, óäîâëå-
òâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèþ

pxSx = TrHE U(S ⊗ SE)U∗(I ⊗ E0
x) ≡ Φx[S]. (6.25)
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Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîñëå èçìåðåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî
êàê

Φ[S] =
∑
x

pxSx =
∑
x

Φx[S].

Îòîáðàæåíèÿ Φx ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûìè, ïðè÷åì èõ ñóììà Φ
ñîõðàíÿåò ñëåä. Ëþáîå òàêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {Φx} íàçûâàåòñÿ èí-
ñòðóìåíòîì. Èíñòðóìåíò îïèñûâàåò ñòàòèñòèêó è àïîñòåðèîðíûå ñîñòîÿ-
íèÿ íåèäåàëüíîãî èçìåðåíèÿ, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå íå îáÿçàíî óäîâëå-
òâîðÿòü ãèïîòåçå âîñïðîèçâîäèìîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî
px = TrSMx, ãäå Mx = Φ∗x [I]

� ðàçëîæåíèå åäèíèöû, îïèñûâàþùåå íàáëþäàåìóþ, ñâÿçàííóþ ñ äàííûì
êîñâåííûì èçìåðåíèåì. Îáðàòíî, ïî äàííîé íàáëþäàåìîé M = {Mx} ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ñâÿçàííûå ñ íåé (íå-åäèíñòâåííûé) èíñòðóìåíò è êîñâåííîå
èçìåðåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Mx = V ∗x Vx; ïîñòðîèì
ïî íåìó óíèòàðíûé îïåðàòîð (6.11) â ïðîñòðàíñòâå H⊗HE , òîãäà ñåìåéñòâî
âïîëíå ïîëîæèòåëüíûõ îòîáðàæåíèé

Φx[S] = TrHE U(S ⊗ |ψE〉〈ψE |)U∗(I ⊗ |ex〉〈ex|), (6.26)

ãäå |ex〉 � áàçèñíûé âåêòîð-ñòîëáåö ñ åäèíèöåé íà x−ì ìåñòå, òàê ÷òî |ψE〉 =
|e1〉, îáðàçóåò èíñòðóìåíò. Ïðè ýòîì

Mx = TrHE (I ⊗ |ψE〉〈ψE |)U∗ (I ⊗ |ex〉〈ex|)U = Φ∗x[I]. (6.27)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ êîñâåííîãî èçìåðåíèÿ íàáëþäàåìîéM ðåàëèçóåòñÿ
ïðîáíîé ñèñòåìîé HE â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè |ψE〉〈ψE |, óíèòàðíûì îïåðà-
òîðîì U â ïðîñòðàíñòâå H⊗HE , è ÷åòêîé íàáëþäàåìîé {|ex〉〈ex|} â HE .

6.7 ÏÐÎÏÓÑÊÍÛÅÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒÈÊÂÀÍ-

ÒÎÂÎÃÎ ÊÀÍÀËÀ

6.7.1 Ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè ïî êâàíòîâîìó êàíàëó

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì áåãëûé îáçîð òåîðèè ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé
êâàíòîâûõ êàíàëîâ ñâÿçè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì êëàññè÷åñêîé øåí-
íîíîâñêîé òåîðèè. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ôîðìóëèðîâêàìè îñíîâíûõ òåîðåì êî-
äèðîâàíèÿ, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ âûõîäÿò çà ðàìêè íàñòîÿùåãî êóðñà.
Ïðè æåëàíèè èõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèÿõ [14], [16].

Â òåîðèè èíôîðìàöèè öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàåò ïîíÿòèå êàíàëà ñâÿçè
è åãî ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè, äàþùåé ïðåäåëüíóþ ñêîðîñòü áåçîøèáî÷íîé
ïåðåäà÷è. Ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ïðèäàåò ýòèì ïîíÿòèÿì óíèâåðñàëüíóþ
çíà÷èìîñòü: íàïðèìåð, ïàìÿòü êîìïüþòåðà (êëàññè÷åñêîãî èëè êâàíòîâî-
ãî) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êàíàë èç ïðîøëîãî â áóäóùåå, à ïðîïóñê-
íàÿ ñïîñîáíîñòü äàåò êîëè÷åñòâåííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðåäåëüíîé åìêîñòè
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ïàìÿòè ïðè èñïðàâëåíèè îøèáîê. Âàæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ êâàíòîâûõ êàíà-
ëîâ ñâÿçè îáóñëîâëèâàåòñÿ òåì, ÷òî âñÿêèé ôèçè÷åñêèé êàíàë â êîíå÷íîì
ñ÷åòå ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì, è òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ôóíäàìåíòàëü-
íûå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè. Ñóùåñòâåííî, ÷òî â êâàíòîâîì
ñëó÷àå ïîíÿòèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ðàçâåòâëÿåòñÿ, ïîðîæäàÿ öåëûé
ñïåêòð èíôîðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê êàíàëà, çàâèñÿùèõ îò âèäà ïåðå-
äàâàåìîé èíôîðìàöèè (êâàíòîâîé èëè êëàññè÷åñêîé), à òàêæå îò äîïîëíè-
òåëüíûõ ðåñóðñîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïåðåäà÷å.

Òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ äàþò ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîá-
íîñòåé ÷åðåç ýíòðîïèéíûå ïàðàìåòðû êàíàëà. Îäíèì èç ãëàâíûõ äîñòèæå-
íèé êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ îòêðûòèå öåëîãî íàáîðà âàæ-
íåéøèõ ýíòðîïèéíûõ õàðàêòåðèñòèê.

6.7.2 Êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êâàíòîâî-

ãî êàíàëà

Â îáùåì ñëó÷àå êàê âûõîä, òàê è âõîä êàíàëà ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûìè; òàêîé
êàíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêðûòóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó, âçàèìîäåéñòâóþ-
ùóþ ñ îêðóæåíèåì, êîòîðîå ïðèâíîñèò ïîìåõè â ïåðåäàâàåìîå ñîñòîÿíèå.
Ðàññìîòðèì (âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáðàòèìóþ) ýâîëþöèþ îòêðûòîé ñèñòåìû,
âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ îêðóæåíèåì. Îáîçíà÷èìH ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
ñèñòåìû, HE � ïðîñòðàíñòâî îêðóæåíèÿ, è ïóñòü SE � íà÷àëüíîå ÷èñòîå ñî-
ñòîÿíèå îêðóæåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàòèìàÿ ýâîëþöèÿ, îïèñûâàþùàÿ
âçàèìîäåéñòâèå ñèñòåìû ñ îêðóæåíèåì, çàäàåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì U .
Òîãäà ýâîëþöèÿ ñèñòåìû äàåòñÿ ôîðìóëîé

Φ[S] = TrHE U (S ⊗ SE)U∗. (6.28)

Ñ òî÷êè çðåíèå òåîðèè èíôîðìàöèè êàíàë ñâÿçè âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì S → Φ[S], ïåðåâîäÿùèì ñîñòîÿíèÿ íà âõîäå â ñîñòîÿíèÿ íà
âûõîäå. Îòîáðàæåíèå Φ äàåò ñæàòîå ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ðåçóëüòàòà
âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû íà âõîäå ñ åå îêðóæåíèåì (øóìîì). Íàïðèìåð,
äåïîëÿðèçóþùèé êàíàë (6.24) îïèñûâàåò ñìåñü èäåàëüíîãî êàíàëà è ïîëíî-
ñòüþ äåïîëÿðèçóþùåãî êàíàëà.

Ïðè ïåðåäà÷å êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè (ò. å. ñîîáùåíèÿ w = (x1, . . . , xn))
ïî êâàíòîâîìó êàíàëó ñâÿçè îíà çàïèñûâàåòñÿ â êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ïî-
ñðåäñòâîì çàäàíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïðèáîðà, ïðèãîòàâëèâàþùåãî ñî-
ñòîÿíèå Sw. Ïðèåìíèê ïðîèçâîäèò êâàíòîâîå èçìåðåíèå íàä ñîñòîÿíèåì
íà âûõîäå êàíàëà ñâÿçè, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ w′ =
(y1, . . . , yn). Ïðîöåññ ïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè îïèñûâàåòñÿ äèà-
ãðàììîé

w
êîäèðîâàíèå−→ Sw

êàíàë−→ S′w
äåêîäèðîâàíèå−→ w′ (6.29)

Ïðèìåíåíèå êâàíòîâîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ (òåîðåìà 20 â ðàçäåëå 5.3)
äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êëàññè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êà-
íàëà Φ

C(Φ) = lim
n→∞

1

n
Cχ(Φ⊗n), (6.30)
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ãäå

Cχ(Φ) = max
pi,Si

{
H

(∑
i

piΦ [Si]

)
−
∑
i

piH (Φ [Si])

}
(6.31)

êâàíòîâûé àíàëîã øåííîíîâñêîé ôîðìóëû (5.9). Åñëè ýòà âåëè÷èíà îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè, Cχ(Φ⊗n) = nCχ(Φ), òî

C(Φ) = Cχ(Φ).

Àääèòèâíîñòü âåëè÷èíû Cχ(Φ) îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñöåïëåííûõ
êîäîâûõ ñîñòîÿíèé íå ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî ïåðåäàâàåìîé êëàñ-
ñè÷åñêîé èíôîðìàöèè. Äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, ñóùå-
ñòâóþò ëè âîîáùå êàíàëû, íå îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè.
Ëèøü íåäàâíî óäàëîñü ïîêàçàòü3, ÷òî òàêèå êàíàëû ñóùåñòâóþò, ïî êðàé-
íåé ìåðå â î÷åíü âûñîêèõ ðàçìåðíîñòÿõ, õîòÿ êîíñòðóêòèâíîãî ïðèìåðà äî
ñèõ ïîð íåò.

Äëÿ q-áèòíûõ áèñòîõàñòè÷åñêèõ êàíàëîâ, à òàêæå äëÿ äåïîëÿðèçóþùåãî
êàíàëà, äîêàçàòåëüñòâî àääèòèâíîñòè äàíî â ðàáîòàõ4.

Âû÷èñëèì âåëè÷èíó Cχ(Φ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî q-áèòíîãî áèñòîõàñòè÷å-
ñêîãî êàíàëà.

Ë åììà 10. Ïóñòü Φ áèñòîõàñòè÷åñêèé êàíàë â C2, òîãäà

Cχ(Φ) = 1− min
S∈S(H)

H(Φ(S)). (6.32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî ≤ â (6.32) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî êàíàëà

Cχ(Φ) ≤ log dimH− min
S∈S(H)

H(Φ(S)), (6.33)

òàê ÷òî îñòàåòñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ≥. Ïîñêîëüêó ýíòðîïèÿ � âîãíóòàÿ
ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ, ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ÷èñòîì ñîñòîÿíèè S. Áåðÿ ðàâ-
íîâåðîÿòíî ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ S0 = S, S1 = I − S, ïîëó÷àåì

Cχ(Φ) ≥ H(
1

2
Φ(I))− 1

2
[H(Φ(S)) +H(Φ(I − S))].

Ïîñêîëüêó êàíàë áèñòîõàñòè÷åñêèé, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà H( 1
2I) −

1
2 [H(Φ(S)) + H(I − Φ(S))], à â ñèëó äâóìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ýòî ðàâíî
ïðàâîé ÷àñòè â (6.32).

Ïðè âû÷èñëåíèè minS∈S(H)H(Φ(S)), â ñèëó óíèòàðíîé èíâàðèàíòíîñòè
ýíòðîïèè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé Φ âèäà (6.22). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

3M. B. Hastings, `A counterexample to additivity of minimum output entropy, Nature
Physics, 5 2009, 255 - 257.

4C. King, Additivity for unital qubit channels, J. Math. Phys., 43 (2002), 4641-4653. C.
King, The capacity of the quantum depolarizing channel, IEEE Trans. Inform. Theory, 49
(2003), 221-229.
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ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè (1.30) â H2 ðàâíû (1± |~a|)/2, à
çíà÷èò, ýíòðîïèÿ ðàâíà

H(S) = h

(
1− |~a|

2

)
. (6.34)

Ïîñêîëüêó åäèíè÷íûé øàð îòîáðàæàåòñÿ êàíàëîì Λ â ýëëèïñîèä ñ ïîëóîñÿ-
ìè |λγ |, γ = x, y, z, ìèíèìóì ýíòðîïèè äîñòèãàåòñÿ íà êîíöå ñàìîé äëèííîé
ïîëóîñè, ñîîòâåòñòâóþùåì îïåðàòîðó ïëîòíîñòè ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿ-
ìè (1±maxγ |λγ |)/2. Îòñþäà ïîëó÷àåì

Cχ(Φ) = 1− h
(

1−maxγ |λγ |
2

)
. (6.35)

6.7.3 Âûèãðûø îò ñöåïëåííîñòè ìåæäó âõîäîì è âû-

õîäîì

Íåêëàññè÷åñêèé ôåíîìåí ñóïåðàääèòèâíîñòè èíôîðìàöèè â êâàíòîâîì êà-
íàëå ñâÿçè èìååò â ñâîåé îñíîâå ñöåïëåííûå êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâà-
íèÿ. Åùå áîëåå âïå÷àòëÿþùèé âûèãðûø ïðèíîñèò ââåäåíèå ñöåïëåííîñòè
ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì êàê äîïîëíèòåëüíîãî èíôîðìàöèîííîãî ðåñóð-
ñà. Êëàññè÷åñêàÿ ïðîïócêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà Φ ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà
ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ñöåïëåííîñòè ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì êàíàëà, ïðè
òîì, ÷òî íàëè÷èå îäíîé òîëüêî ñöåïëåííîñòè íå ïîçâîëÿåò ïåðåäàâàòü èí-
ôîðìàöèþ. Çäåñü, êàê è â ðÿäå äðóãèõ ñëó÷àåâ, ñöåïëåííîñòü èãðàåò ðîëü
�êàòàëèçàòîðà�, âûÿâëÿþùåãî ñêðûòûå ðåñóðñû êâàíòîâîé ñèñòåìû. Åñëè Φ
� èäåàëüíûé êàíàë, ò. å. êàíàë áåç øóìà, òî âûèãðûø â ïðîïóñêíîé ñïîñîá-
íîñòè, äîñòàâëÿåìûé ñâåðõïëîòíûì êîäèðîâàíèåì, äâóêðàòåí (ñì. ï. 3.2).
×åì áîëåå êàíàë îòëè÷àåòñÿ îò èäåàëüíîãî, òåì âûèãðûø áîëüøå, è â ïðå-
äåëå êàíàëîâ ñ î÷åíü áîëüøèì øóìîì ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.
Äëÿ êëàññè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîãî
ñîñòîÿíèÿ èìååòñÿ ïðîñòàÿ ôîðìóëà5

Cea(Φ) = max
S

I(S,Φ), (6.36)

ãäå I(S,Φ) êâàíòîâàÿ âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ ìåæäó ïåðåäàò÷èêîì è ïðè-
åìíèêîì, çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

I(S,Φ) = {H(S) +H(Φ[S])−H(S; Φ)} . (6.37)

Çäåñü H(S), H(Φ[S]), � ýíòðîïèè, ñîîòâåòñòâåííî, âõîäíîãî è âûõîäíîãî ñî-
ñòîÿíèé, à H(S; Φ) � òàê íàçûâàåìàÿ îáìåííàÿ ýíòðîïèÿ, ðàâíàÿ ïðèðàùå-
íèþ ýíòðîïèè îêðóæåíèÿ. Ïîñêîëüêó íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå îêðóæåíèÿ SE
ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷èñòûì, òî H(S; Φ) = H(S′E), ãäå S′E � êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå
îêðóæåíèÿ (6.12). Òàêèì îáðàçîì,

H(S; Φ) = H
(

[TrVkSV
∗
l ]k,l=1,...,D

)
. (6.38)

5C. H. Bennett, P. W. Shor, J. A. Smolin, A. V. Thapliyal, Entanglement-assisted capacity
and the reverse Shannon theorem, IEEE Trans. Inform. Theory; e-print quant-ph/0106052.
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Äëÿ q-áèòíîãî óíèòàëüíîãî êàíàëà Φ = Λ îáìåííàÿ ýíòðîïèÿ H(S̄,Φ),
ãäå S̄ � õàîòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ Êðàóñà (6.22). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèö Ïàóëè, ïîëó÷àåì

H(S̄,Φ) = −
∑

γ=0,x,y,z

µγ logµγ .

Îòñþäà

Cea(Φ) = I(S̄,Φ) = 2 log 2 +
∑

γ=0,x,y,z

µγ logµγ ,

ãäå èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî ìàêñèìóì âçàèìíîé èíôîðìàöèè â äàííîì
ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ íà õàîòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè.

Ñðàâíèì ýòî ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ C(Φ) = Cχ(Φ), äàâàåìîé ôîð-
ìóëîé (6.35), äëÿ äåïîëÿðèçóþùåãî êàíàëà (6.24). Äëÿ ýòîãî êàíàëà λx =
λy = λz = 1− p, µx = µy = µz = p/4, µ0 = (1− 3p/4), îòêóäà

C(Φ) = 1 + (p/2) log(p/2) + (1− p/2) log(1− p/2);

Cea(Φ) = 2 + (1− 3p/4) log(1− 3p/4) + (3p/4) log(p/4).

Ïðè p = 0 ïîëó÷àåì C = 1, Cea = 2, òîãäà êàê ïðè p = 4/3 � C = 5/3 −
log 3, Cea = 2− log 3, òàê ÷òî Cea/C ≈ 5.08.

Ç à ä à ÷ à 84. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðåäåëå ñèëüíîãî øóìà p → 1, êîãäà
îáå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, Cea/C → 3 (èñïîëüçîâàòü
ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ).

6.7.4 Êâàíòîâàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü

Ïðåîáðàçîâàíèå êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ S → Φ[S] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïåðåäà÷ó êâàíòîâîé èíôîðìàöèè. Îòêðûòèå êâàíòîâûõ êîäîâ, èñïðàâëÿþ-
ùèõ îøèáêè (ðàçäåë 3.5) ïîñòàâèëî âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêè (ïðè n→∞)
áåçîøèáî÷íîé ïåðåäà÷å êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé êàíàëîì Φ⊗n. Ïðè ýòîì êâàí-
òîâàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Q(Φ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíîå êîëè-
÷åñòâî ïåðåäàâàåìîé êâàíòîâîé èíôîðìàöèè è ñâÿçàíà ñ ðàçìåðíîñòüþ ïîä-
ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ âõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà (≈ 2nQ(Φ)), îòâå÷àþùèå êî-
òîðûì ñîñòîÿíèÿ ïåðåäàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè áåçîøèáî÷íî. Äëÿ íåå èìååò-
ñÿ âûðàæåíèå ÷åðåç êîãåðåíòíóþ èíôîðìàöèþ Ic(S,Φ) = H(Φ[S])−H(S; Φ),
à èìåííî

Q(Φ) = lim
n→∞

1

n
max
S(n)

Ic(S
(n),Φ⊗n). (6.39)

Äîêàçàòåëüñòâî6 îñíîâàíî íà ãëóáîêîé àíàëîãèè ìåæäó êâàíòîâûì êàíàëîì
è êëàññè÷åñêèì êàíàëîì ñ ïåðåõâàòîì, ïðè÷åì â êâàíòîâîì ñëó÷àå ðîëü ïå-
ðåõâàò÷èêà èíôîðìàöèè èãðàåò îêðóæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Âå-
ëè÷èíà Q(Φ) òåñíî ñâÿçàíà ñ êðèïòîãðàôè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êàíà-
ëà, òàêèìè êàê ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äëÿ ñåêðåòíîé ïåðåäà÷è êëàññè÷å-

6I. Devetak, The private classical information capacity and quantum information capacity

of a quantum channel, e-print no. quant-ph/0304127, 2003.
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ñêîé èíôîðìàöèè è ñêîðîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî êëþ÷à. Èç ñîîòíî-
øåíèÿ (6.39) âûòåêàåò ïîëåçíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ êâàíòîâîé ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè: Q(Φ) ≥ maxS Ic(S,Φ).

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êâàíòîâîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äå-
ïîëÿðèçóþùåãî êàíàëà äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, õîòÿ èìåþòñÿ äîñòàòî÷íî
áëèçêèå íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè7. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êóáèòíîãî êàíàëà
Q(Φ) = 0 ïðè p ≥ 1/4.

6.7.5 Ìíîãîîáðàçèå ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíôîðìàöèè õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îáðàòíàÿ ñâÿçü
íå óâåëè÷èâàåò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü êàíàëà è øåííîíîâñêàÿ ïðîïóñê-
íàÿ ñïîñîáíîñòü îñòàåòñÿ îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé. Â êâàíòîâîì ñëó÷àå
àíàëîãè÷íûé ôàêò óñòàíîâëåí äëÿ Cea(Φ), à îòíîñèòåëüíî Q(Φ) èçâåñòíî
ñëåäóþùåå: êâàíòîâàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü íå ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà ñ
ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî êëàññè÷åñêîãî êàíàëà îò âõîäà ê âûõîäó, ñêîëü
íè âåëèêà áûëà áû åãî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü. Îäíàêî îíà ìîæåò óâåëè-
÷èòüñÿ, åñëè åñòü âîçìîæíîñòü ïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè â îáðàò-
íîì íàïðàâëåíèè. Òàêàÿ ïåðåäà÷à ïîçâîëÿåò ñîçäàòü ìàêñèìàëüíóþ ñöåï-
ëåííîñòü ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ
òåëåïîðòàöèè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Äàæå êàíàë ñ íóëåâîé êâàíòîâîé ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ, äîïîëíåííûé êëàññè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïåðåäà÷è êâàíòîâîé èíôîðìàöèè, ñì. [8].

Òðè ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè (6.30), (6.36), (6.39) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
Q(Φ) ≤ C(Φ) ≤ Cea(Φ) è îáðàçóþò îñíîâó äëÿ îïðåäåëåíèÿ è èçó÷åíèÿ âñå-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé êâàíòîâîãî êàíàëà ñâÿçè, êîòî-
ðîå âîçíèêàåò ïðè ïðèìåíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, òàêèõ êàê îáðàò-
íàÿ èëè ïðÿìàÿ ñâÿçü, êîððåëèðîâàííîñòü èëè ñöåïëåííîñòü. Òàê, â êâàíòî-
âîé òåîðèè èíôîðìàöèè èçó÷àþòñÿ êëàññè÷åñêàÿ è êâàíòîâàÿ ïðîïóñêíûå
ñïîñîáíîñòè ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (îáîçíà÷àåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, C←, Q←), à
òàêæå êëàññè÷åñêàÿ è êâàíòîâàÿ ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ñ äîïîëíèòåëü-
íûì íåçàâèñèìûì êëàññè÷åñêèì äâóñòîðîííèì êàíàëîì (ñîîòâåòñòâåííî,
C↔, Q↔). Äëÿ êâàíòîâîãî êàíàëà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ èåðàðõèÿ

Cχ ≤ C← ≤ C↔ ≤ Cea
VI VI VI VI
Q ≤ Q← ≤ Q↔ ≤ Qea

,

ãäå ≤ ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê �ìåíüøå èëè ðàâíî äëÿ âñåõ êàíàëîâ è ñòðî-
ãî ìåíüøå äëÿ íåêîòîðûõ�8. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî Cea = 2Qea è äëÿ ðÿäà
îñòàëüíûõ ïàð âîçìîæíû íåðàâåíñòâà êàê â òó, òàê è â äðóãóþ ñòîðîíû.

7Arxiv:1911.01977
8C. H. Bennett, I. Devetak, P. W. Shor and J. A. Smolin, Inequalities and separations

among assisted capacities of quantum channels, arXiv:quant-ph/0406086 (2004).
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Ãëàâà 7

Çàêëþ÷åíèå. Äðóãèå

íàïðàâëåíèÿ

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ êâàíòîâûõ êàíàëîâ ñ
ïàìÿòüþ è ñèñòåì ñ ìíîãèìè ïîëüçîâàòåëÿìè. Áîëüøîé ðàçäåë êâàíòî-
âîé òåîðèè èíôîðìàöèè ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ñèñòåì ñ �íåïðåðûâíûìè
ïåðåìåííûìè�, îñíîâàííûõ íà ïðèíöèïàõ êâàíòîâîé îïòèêè. Ìíîãèå ýêñ-
ïåðèìåíòû ïî êâàíòîâîé îáðàáîòêå èíôîðìàöèè ðåàëèçîâàíû èìåííî â òà-
êèõ ñèñòåìàõ. Îñîáåííî âàæíûìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêèå ñîñòîÿíèÿ,
âêëþ÷àþùèå êîãåðåíòíûå è ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ, ðåàëèçóåìûå â ëàçåðàõ è
íåëèíåéíûõ êâàíòîâûõ îïòè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ, è ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ
ïðåîáðàçîâàòåëåé êâàíòîâîé èíôîðìàöèè � ãàóññîâñêèå êàíàëû. Äëÿ íèõ
ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ñöåïëåííîñòè ñîñòîÿíèé, ïðîïóñêíûõ
ñïîñîáíîñòåé è äðóãèõ èíôîðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê1.

Â çàêëþ÷åíèå ïåðå÷èñëèì ðÿä äðóãèõ íàïðàâëåíèé, íåêîòîðûå èç íèõ
áûëè âêðàòöå ðàññìîòðåíû â íàñòîÿùåì êóðñå:

� Êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ñöåïëåííîñòè. Ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ñöåï-
ëåííîñòü;

� Àëãîðèòìû ñæàòèÿ êâàíòîâîé èíôîðìàöèè;

� Áûñòðûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû è êâàíòîâîå ìîäåëèðîâàíèå. Àäèàáà-
òè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ. Ñëîæíîñòü êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé;

� Êâàíòîâûå êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè. Âû÷èñëåíèÿ, óñòîé÷èâûå ê
îøèáêàì;

� Êâàíòîâàÿ êðèïòîãðàôèÿ;

� Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé. Êâàíòîâàÿ ìåòðîëîãèÿ. Òî-
ìîãðàôèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé;

1C. Weedbroock, S. Pirandola, R. Garc�ia-Patr�on, N. J. Cerf, T. Ralph, J. H. Shapiro, and
S. Lloyd, Gaussian Quantum Information, Reviews of Modern Physics 84, 621 (2012).
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� Êâàíòîâàÿ òåðìîäèíàìèêà.

Ïîñëåäíèå 20 ëåò õàðàêòåðèçóþòñÿ íàðàñòàþùèì ïîòîêîì ïóáëèêàöèé â
ýòîé îáëàñòè2. Îñíîâíûì è íàèáîëåå îïåðàòèâíûì èñòî÷íèêîì íàó÷íîé èí-
ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîííûé àðõèâ Êîðíåëëñêîãî óíèâåðñèòåòà (ïðåæ-
äå � èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà â Ëîñ-Àëàìîñå): http://xxx.arxiv.org/quant-
ph/. Ïîÿâèëèñü ñïåöèàëèçèðîâàííûå æóðíàëû: Quantum Information Processing;
International Journal of Quantum Information; Quantum Information and Computation,
Êâàíòîâûé êîìïüþòåð è êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ. Ýòà òåìàòèêà ïðåäñòàâ-
ëåíà â òàêèõ èçâåñòíûõ æóðíàëàõ êàê Physical Reviews; Physical Reviews
Letters; IEEE Transactions on Information Theory; Communications on Mathematical
Physics; Journal of Mathematical Physics; Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè,
ïîÿâèëàñü è ìîíîãðàôè÷åñêàÿ ëèòåðàòóðà, ñì. áèáëèîãðàôèþ â [14], [16].

2C. M. Caves, Quantum Information Science: Emerging No More, arXiv:1302.1864.



Îòâåòû è óêàçàíèÿ ê

ðåøåíèþ çàäà÷

1. Ïîäñòàâëÿÿ â òîæäåñòâî A = I A I ðàçëîæåíèå åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà
(1.3), ïîëó÷àåì

A =

d∑
j,k=1

|ek〉〈ek|A|ej〉〈ej | =
d∑

j,k=1

akj |ek〉〈ej |, (7.1)

ãäå akj = 〈ek|A|ej〉 � ýëåìåíòû ìàòðèöû îïåðàòîðà A â áàçèñå {|ej〉}, ïî-
ñêîëüêó

A|ψ〉 =

d∑
k=1

|ek〉
d∑
j=1

akj〈ej |ψ〉.

3. Ïðîèçâîëüíàÿ ýðìèòîâà d× d-ìàòðèöà èìååò d ñâîáîäíûõ âåùåñòâåí-
íûõ ïàðàìåòðîâ íà äèàãîíàëè è d(d−1)

2 ñâîáîäíûõ êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ
âûøå äèàãîíàëè, ïðè÷åì êàæäûé èç íèõ ñâîäèòñÿ ê äâóì âåùåñòâåííûì ïà-

ðàìåòðàì. Èòîãî ýðìèòîâà d× d-ìàòðèöà èìååò d+ 2d(d−1)
2 = d2 ñâîáîäíûõ

âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ.

5. Åñëè A = B∗B, òî 〈ψ|A|ψ〉 = ‖Bψ‖2 ≥ 0 äëÿ âñåõ ψ, ò.å. A ≥ 0.
Îáðàòíî, ïóñòü A ≥ 0, òîãäà èìååì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå (1.7), ãäå

aj ≥ 0. Ïîëàãàÿ B =
∑d
j=1

√
aj |ej〉〈ej |, èìååì B∗ = B ≥ 0 è B2 = A.

6. Èíâàðèàíòíîñòü ñëåäà îòíîñèòåëüíî âûáîðà áàçèñà. Ïóñòü {hl} � äðó-
ãîé î.í.á., òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ðàçëîæåíèÿ (7.1), è ïîëü-
çóÿñü ñîîòíîøåíèåì ïîëíîòû äëÿ íîâîãî áàçèñà, ïîëó÷àåì

d∑
l=1

〈hl|A|hl〉 =

d∑
l=1

d∑
j,k=1

〈hl|ek〉〈ek|A|ej〉〈ej |hl〉

=

d∑
j,k=1

〈ek|A|ej〉
d∑
l=1

〈ej |hl〉〈hl|ek〉 =

d∑
j,k=1

〈ek|A|ej〉〈ej |ek〉 =

d∑
j=1

〈ej |A|ej〉.
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Òîæäåñòâî (1.15) âûòåêàåò èç ñèììåòðèè âûðàæåíèÿ

TrAB =

d∑
j,k=1

〈ek|A|ej〉〈ej |B|ek〉

ïî îòíîøåíèþ ê èíäåêñàì j, k.
Äîêàæåì ñâîéñòâî (1.16). Âûáèðàÿ î.í.á., äëÿ êîòîðîãî ïåðâûé âåêòîð

|e1〉 = |ϕ〉/‖ϕ‖, èìååì

TrA|ψ〉〈ϕ| = 〈e1|A|ψ〉〈ϕ||e1〉 = 〈ϕ|A|ψ〉.

Íàêîíåö, äîêàæåì (1.18). Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå A =∑d
j=1 aj |ej〉〈ej |. Òîãäà

Tr AB = Tr

d∑
j=1

aj |ej〉〈ej |B =

d∑
j=1

aj〈ej |B|ej〉.

Òàê êàê A,B ≥ 0, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ aj íåîòðèöàòåëüíû è 〈ej |B|ej〉 ≥
0. Îòñþäà Tr AB ≥ 0. Åñëè æå Tr AB = 0, òî Tr C∗C = 0, ãäå C =

√
A
√
B.

Ñëåäîâàòåëüíî, C = 0, à çíà÷èò, AB =
√
AC
√
B = 0.

8. Îòâåò: MS(X) = 1, DS(X) = 0, PS(X |= 1) = 1.

9. Ïóñòü S � òî÷êà êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K, â êîòîðîé íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ F äîñòèãàåò ìàêñèìóìà (ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà). Ïî òåîðåìå 2
S =

∑
j pjSj , ãäå Sj � êðàéíèå òî÷êè K. Â ñèëó âûïóêëîñòè,

F(S) ≤
∑
j

pjF(Sj) ≤ max
j
F(Sj).

10. P (S) =
∑
j s

2
j , ãäå sj � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ïëîòíîñòè S.

Ïîñêîëüêó
∑
j sj = 1, èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî âûòåêàåò

1 =

 d∑
j=1

sj

2

≤ d
d∑
j=1

s2
j ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sj = 1/d. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ 0 ≤ sj ≤ 1, ïîëó÷àåì

∑
j s

2
j ≤

∑
j sj , ïðè÷åì ðàâåí-

ñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî èç sj ðàâíî 1.

ÈìååìH(S) =
∑d
j=1 sj log 1

sj
, îòêóäà, ó÷èòûâàÿ âîãíóòîñòü ôóíêöèè log,

H(S) ≤ log

 d∑
j=1

sj
1

sj

 = log d.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè òî÷êè ìàêñèìóìà èñïîëüçóéòå ñòðîãóþ
âîãíóòîñòü ôóíêöèè log.

11. Èñïîëüçóéòå ðåøåíèå Çàäà÷è 3.

13. Îòâåòû: (0, 0, 1); (0, 0,−1); (±1, 0, 0); (0,±1, 0).

15. Îòâåòû:√
1

2
+

1

2
√

2
|0〉+

√
1

2
− 1

2
√

2
|1〉; 1√

2
|0〉+

1− i
2
|1〉; 1√

2
|0〉+

i√
2
|1〉.

20. Óñðåäíåíèå ïî ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåêòîðà ~a íà ñôåðå ñ
öåíòðîì â 0 äàåò Max = May = Maz = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ õàîòè÷å-
ñêîå ñîñòîÿíèå:

MS(~a) =
1

2
(I + σxMax + σyMay + σzMaz) =

1

2
I.

23. Ïóñòü X ýðìèòîâ îïåðàòîð, òàêîé ÷òî XY = Y X äëÿ âñåõ ýðìè-
òîâûõ îïåðàòîðîâ Y . Òîãäà XY = Y X äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ Y , ïîñêîëüêó
Y = Y1 + iY2, ãäå Y1, Y2 ýðìèòîâû îïåðàòîðû. Ïóñòü Y = |ej〉〈ek|, ãäå |ej〉 �
ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà X ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè xj . Òîãäà

xj |ej〉〈ek| = XY = Y X = |ej〉〈ek|xk,

îòêóäà xj = xk äëÿ âñåõ j, k.

24. Ïóñòü XY −Y X = cI. Áåðÿ ñëåä, ïîëó÷àåì Tr XY −Tr Y X = cTr I,
îòêóäà c = 0 â ñèëó (1.15).

28. Ïóñòü X(1) îáîçíà÷àåò ïåðâîå èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé X, à X(2) �
âòîðîå. Òîãäà óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ïðè âòîðîì èçìåðåíèè èñõîä
y, åñëè ïðè ïåðâîì èçìåðåíèè ïîëó÷åí èñõîä x, ðàâíà

PS(X(2) |= y |X(1) |= x) = TrSxEy = p(x)−1 TrExSExEy = δxy.

29. Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (1.61) îäíîìåðíûå ïðîåêòîðû Ekxk = |ekxk〉〈e
k
xk
|,

ïîëó÷àåì

PS(X1 |= x1, . . . , Xn |= xn) = p(x1)p1(x2|x1) . . . pn−1(xn|xn−1),

ãäå p(x1) = 〈e1
x1 |S|e1

x1〉, pk−1(xk|xk−1) = |〈ekxk |e
k−1
xk−1〉|2.
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31. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà, ïîëó÷àåì, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé
ïëîòíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a2 + b2 ≤ 1. Ïðè ýòîì ìåðà ÷èñòîòû
P (S) = [3 + 2(a2 + b2)]/9 ≤ 5/9, òàê ÷òî ñîñòîÿíèå íå ìîæåò áûòü ÷èñòûì.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X è àïîñòåðèîðíûõ ñîñòîÿíèé ðàññìîò-
ðèòå îòäåëüíî ñëó÷àè, êîãäà ñðåäè ÷èñåë x1, x2, x3 íåò ñîâïàäàþùèõ, ðîâíî
äâà ñîâïàäàþùèõ, âñå òðè ñîâïàäàþò.

33. Ïåðåéäèòå â ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé âåêòîð ~a ñîâïàäàåò ñ îñüþ
z.

36. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû âðàùåíèÿ Ýéëåðà. Äëÿ ìàò-

ðèöû Àäàìàðà: α = i, ϕ = π, ~a =
(

1√
2
, 0, 1√

2

)
.

37. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.31), êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ c0 → c0, c1 →
c1 â C2 ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå ax → ax, ay → −ay, az → az, ò.å.
îòðàæåíèå Rxz â R3.

39. Îòâåò: 1√
6
[−1,

√
2, 0, 1,−

√
2, 0]>.

40. Îòâåò: − i√
2

(|10〉+ |01〉) .

41. Îòâåò:

σx ⊗ σz =


0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

 , σz ⊗ σx =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 ,

σy ⊗ σx =


0 0 0 −i
0 0 −i 0
0 i 0 0
i 0 0 0

 , σy ⊗ σy =


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

 .

43. Îòâåò:

S12 =
1

2


1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

 ; S1 = S2 =
1

2

[
1 0
0 1

]
=

1

2
I.

45. Âåêòîð íåñöåïëåííûé: |ψ〉 = 1
2 (|0〉 − |1〉)⊗ (|0〉 − |1〉).

61. Èç óñëîâèÿ Mx = M2
x ñëåäóåò

√
Mx(I − Mx)

√
Mx = 0. Ïîñêîëüêó∑

xMx = I, òî 0 ≤ My ≤ I −Mx äëÿ x 6= y. Ïîýòîìó
√
MxMy

√
Mx = 0,

îòêóäà
√
My

√
Mx = 0, à çíà÷èò MyMx = 0.
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62. Èäåìïîòåíòíîñòü ìàòðèöû P = [〈ψj |ψk|]〉j,k=1,...,n îçíà÷àåò, ÷òî

n∑
k=1

〈ψj |ψk〉〈ψk|ψl〉 = 〈ψj |ψl〉; j, l = 1, . . . , n,

èëè

〈ψj |

(
n∑
k=1

|ψk〉〈ψk| − I

)
|ψl〉 = 0. (7.2)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ïîëíîòû ýòî âëå÷åò óðàâíåíèå ïåðåïîëíåííîñòè
(4.6). Îáðàòíî, èç ïåðåïîëíåííîñòè ñëåäóåò ïîëíîòà è ñîîòíîøåíèå (7.2).

64. Èç óñëîâèÿ 1) òåîðåìû 14

max{P{M} : M ∈Mn} = Tr
∑
k

WkM
0
k = Tr

∑
k

Λ0M0
k = Tr Λ0.

Ïóñòü Λ ëþáîé ýðìèòîâ îïåðàòîð, òàêîé ÷òî Λ ≥Wk; k = 1, . . . , n, òîãäà

Tr Λ = Tr
∑
k

ΛM0
k ≥ Tr

∑
k

WkM
0
k = Tr Λ0,

ïîýòîìó Λ0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì, åñëè Tr Λ =
Tr Λ0, òî Tr

∑
k(Λ−Wk)M0

k = 0, ÷òî âìåñòå ñ óñëîâèåì Λ ≥Wk; k = 1, . . . , n
âëå÷åò (Λ −Wk)M0

k = 0. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå 1), ïîëó÷àåì (Λ − Λ0)M0
k = 0,

îòêóäà, ñóììèðóÿ ïî k, èìååì Λ− Λ0 = 0.

65. ÑîîòíîøåíèÿM0 = X, M1 = I−X óñòàíàâëèâàþò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
àôôèííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà {0 ≤ X ≤ I}
è ìíîæåñòâà íàáëþäàåìûõ ñ äâóìÿ çíà÷åíèÿìè. Èç òåîðåìû 10 ñëåäóåò, ÷òî
êðàéíèìè òî÷êàìè ïîñëåäíåãî ÿâëÿþòñÿ ÷åòêèå íàáëþäàåìûå è òîëüêî îíè,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò X2 = X.

69. Â ñèëó âîãíóòîñòè ôóíêöèè t→ log t èìååì

H(X) =
∑
x∈X

px log
1

px
≤ log

∑
x∈X

px
1

px
= log |X |.

70. Êîä, èñïîëüçóþùèé äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n(H(X)−
δ), èìååò àñèìïòîòè÷åñêè íåèñ÷åçàþùóþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè, ñòðåìÿùóþ-
ñÿ ê åäèíèöå ïðè n→∞. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü C ñîâîêóïíîñòü ñëîâ, êîòîðûå
áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî êîäèðîâàíèÿ â n(H(X)− δ)
äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òîãäà êàê âñå îñòàëüíûå ñëîâà êîäèðóþò-
ñÿ êàêîé-òî äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà
1− P(C), ãäå

P(C) = P(C ∩ Tn,δ/2) + P(C ∩ Tn,δ/2) (7.3)

≤ |C|2−n(H(X)−δ/2) + P(Tn,δ/2) (7.4)

≤ 2−nδ/2 + ε, (7.5)
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÷òî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî ìàëûì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

71. Èñïîëüçóÿ âîãíóòîñòü ôóíêöèè t→ −t log t, ïîëó÷àåì

H(X|Y ) = −
∑
x

[∑
y

pyp(x|y) log p(x|y)

]

≤ −
∑
x

[∑
y

pyp(x|y)

]
log

∑
y′

py′p(x|y′)

 = −
∑
x

px log px = H(X).

73. Ïóñòü {|ek〉} � î.í.á. èç îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðîâ pxSx
(íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü px > 0 äëÿ âñåõ x). Îáîçíà÷àÿ
X ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ðàñïðåäåëåíèåì px, à Y ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñî
çíà÷åíèÿìè k è óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì p(k|x) = {〈ek|Sx|ek〉}, èìååì

I1(p,M) = H(Y )−H(Y |X),

ïðè÷åì H(Y ) = H (
∑
x pxSx) , H(Y |X) =

∑
x pxH (Sx).

76. Îòîáðàæåíèå (6.3) ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé äâóõ îòîáðàæåíèé: óíè-
òàðíîé ýâîëþöèè è ÷àñòè÷íîãî ñëåäà, ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü êîòîðûõ
óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

77. Ðàññìîòðèì áëî÷íóþ ìàòðèöó [Xij ]i,j=1,2 ≥ 0, ãäå

X11 =

[
1 0
0 0

]
, X12 =

[
0 1
0 0

]
, X21 =

[
0 0
1 0

]
, X22 =

[
0 0
0 1

]
.

Òîãäà ìàòðèöà
[
X>ij
]
i,j=1,2

íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (åå îïðå-

äåëèòåëü ðàâåí -1).

78. Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûé êàíàë (6.4) ñ ñîñòîÿíèÿìè Sj .
Èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå, ïîëó÷àåì Sj =

∑
k |ψjk〉〈ψjk|. Òîãäà

(6.4) ïðèíèìàåò âèä ïðåäñòàâëåíèÿ Êðàóñà

Φ[S] =
∑
jk

VjkSV
∗
jk,

ãäå Vjk = |ψjk〉〈ej |.
Äëÿ êâàíòîâî-êëàññè÷åñêîãî êàíàëà (6.5), èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíîå ðàç-

ëîæåíèå êîìïîíåíò íàáëþäàåìîé Mj =
∑
k |ϕjk〉〈ϕjk|, èìååì

Φ[S] =
∑
jk

VjkSV
∗
jk,
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ãäå Vjk = |ej〉〈ϕjk|.

79. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (6.8) äëÿ S12 â (6.9):

Tr2 S12(I1 ⊗ S>) = Tr2

d∑
j,k=1

Φ[|ej〉〈ek|]⊗ |ej〉〈ek|S>

=

d∑
j,k=1

Φ[|ej〉〈ek|]〈ej |S|ek〉

= Φ[

d∑
j,k=1

|ej〉〈ej |S|ek〉〈ek|] = Φ[S].

80. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöû Ïàóëè {σγ ; γ = 0, x, y, z} îáðàçóþò áàçèñ â
âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ 2×2-ìàòðèö. Èç (6.21) ñ äèàãîíàëü-

íîé ìàòðèöåé T , ïðè ~b = 0 ïîëó÷àåì

Φ [I] = I, Φ [σγ ] = λγσγ , γ = x, y, z. (7.6)

Ïîäñòàâëÿÿ σγ ; γ = 0, x, y, z, â (6.22), ïîëó÷àåì òàêæå ñîîòíîøåíèÿ (7.6),
ãäå λγ è µγ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè (6.23).
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