
А. С. Холево

КВАНТОВЫЕ СИСТЕМЫ,
КАНАЛЫ, ИНФОРМАЦИЯ



ПРЕДИСЛОВИЕ

Квантовая теория информации, изучающая общие закономерности пе-
редачи, хранения и преобразования информации в системах, подчиняю-
щихся законам квантовой механики, сформировалась как самостоятель-
ная область исследований в 1990-е годы, однако ее зарождение относится
к 1950-м гг., вслед за появлением основ теории информации и помехо-
устойчивой связи в трудах В. А. Котельникова и К. Шеннона. На на-
чальном этапе, который охватывает период 1950-80 гг., основным вопро-
сом было выяснение фундаментальных ограничений на возможности пе-
редачи и обработки информации, обусловленных квантово-механической
природой ее носителя. Развитие информационных технологий в направ-
лении микроминиатюризации, использования достижений квантовой оп-
тики и электроники заставляет предположить, что в обозримой перспек-
тиве такие ограничения могут стать главным препятствием для дальней-
шей экстраполяции существующих технологий и принципов обработки
информации.

С другой стороны, появление в 1980-90 гг. идей квантового компью-
тинга, квантовой криптографии и новых коммуникационных протоколов
позволило говорить не только об ограничениях, но и о новых возможно-
стях, заключенных в использовании специфически квантовых ресурсов,
таких как сцепленность квантовых состояний (entanglement), кванто-
вый параллелизм, и дополнительность между измерением и возмуще-
нием1. Квантовая теория информации дает ключ к пониманию фунда-
ментальных закономерностей, до недавних пор остававшихся вне поля
зрения исследователей, а также стимулирует развитие эксперименталь-
ной физики, значительно расширяющее возможности манипулирования
состояниями микросистем и потенциально важное для новых эффектив-
ных приложений. В настоящее время работы в области квантовой ин-
форматики, включающей квантовую теорию информации, ее экспери-
ментальные основы и технологические разработки, ведутся во многих
научно-исследовательских центрах развитых стран.

В теории информации центральную роль играют понятия канала свя-
зи и его пропускной способности, дающей предельную скорость безоши-
1 Обсуждение физических аспектов см. в книгах Нильсена и Чанга [22], К. А.
Валиева и А. А. Кокина [2], Б. Б. Кадомцева [9].
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бочной передачи данных. Математический подход придает этим поняти-
ям универсальную значимость: например, память компьютера (класси-
ческого или квантового) может рассматриваться как канал из прошлого
в будущее, тогда пропускная способность дает количественное выраже-
ние для предельной емкости памяти при исправлении ошибок. Важность
рассмотрения квантовых каналов связи обусловливается тем, что всякий
физический канал в конечном счете является квантовым, и такой подход
позволяет учесть фундаментальные квантово-механические закономер-
ности. Существенно, что в квантовом случае понятие пропускной способ-
ности разветвляется, порождая целый спектр информационных характе-
ристик канала, зависящих от вида передаваемой информации (квантовой
или классической), а также от дополнительных ресурсов, используемых
при передаче.

Математическая традиция в теории информации восходит к А. Н.
Колмогорову и А. Я. Хинчину. Для математика, которому не безразлич-
на естественно-научная сторона его исследований, теория информации
является источником глубоких идей и новых трудных задач, имеющих
достойную мотивацию. В равной, если не в большей мере, это относится
и к квантовой теории информации, проблематика которой оказывается
тесно связанной с некоммутативным анализом, асимптотической теори-
ей конечномерных нормированных операторных пространств и алгебр,
тонкими свойствами структур положительности и тензорного произве-
дения, а также с методами случайных матриц. В 2002 г. в издательстве
МЦНМО вышла книга автора [38], посвященная математическому изло-
жению основ квантовой теории информации. В ней, в частности, были
затронуты две открытые проблемы: A) аддитивность энтропийных ха-
рактеристик квантового канала, связанных с его классической пропуск-
ной способностью; Б) теорема кодирования для квантовой пропускной
способности. Прошедшие годы ознаменовались быстрым прогрессом, в
частности, усилиями разных исследователей было получено полное ре-
шение проблемы Б). Квантовая пропускная способность оказалась тесно
связанной с криптографическими характеристиками канала, такими как
пропускная способность для секретной передачи классической информа-
ции и скорость распределения случайного ключа. Был выделен важный
класс деградируемых каналов, для которых эти две характеристики сов-
падают и зачастую могут быть вычислены в явном виде. Значительный
прогресс был достигнут и в решении проблемы аддитивности (в которой,
однако, по-прежнему остается много неисследованных вопросов): неожи-
данный результат П. Шора показал глобальную эквивалентность ряда
ранее разрозненных формулировок2. Проблема аддитивности обсужда-
лась на Международном математическом конгрессе 2006 г., а квантовая
2 Недавно был анонсирован контрпример к аддитивности минимальной вы-
ходной энтропии, см. M. B. Hastings, e-print arXiv:0809.3972.
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теория информации вошла в список основных тем на 5-м Европейском
конгрессе математиков 2008 г.

Все это показывает, что назрела необходимость в появлении книги,
которая не только вводила бы в круг основных понятий квантовой тео-
рии информации, но и отражала по крайней мере некоторые из новейших
ее достижений. Такую цель и преследует настоящая монография, основ-
ное содержание которой составляет математическая теория квантовых
каналов. Ее материал разбит на три части.

Часть I содержит введение в статистическую структуру квантовой
теории, а также первые применения информационных идей в квантовой
статистике. Значительное внимание уделено обсуждению ключевого по-
нятия сцепленных состояний составных квантовых систем. В части II
дается обзор основных понятий и некоторых результатов классической
теории информации, квантовые аналоги которых составляют основной
предмет настоящей книги, а также прямое доказательство основной тео-
ремы кодирования для классически-квантового канала.

Часть III посвящена изучению квантовых каналов общего вида и
их информационных характеристик. В гл. 6 подробно обсуждается аб-
страктное понятие канала, которое является основным для всего рас-
сматриваемого круга вопросов. С точки зрения теории операторов – это
вполне положительное отображение соответствующей алгебры, аналог
марковского отображения в некоммутативной теории вероятностей. С
точки зрения статистической механики канал дает общее конечное описа-
ние эволюции открытой квантовой системы, взаимодействующей с окру-
жением. Разнообразные энтропийные характеристики каналов и их свой-
ства исследуются в гл. 7. Гл. 8 посвящена классической пропускной спо-
собности квантового канала и уже упоминавшейся проблеме аддитивно-
сти энтропийных характеристик каналов относительно операции тензор-
ного произведения. В гл. 9 рассматривается круг вопросов, связанных
с исправлением ошибок при хранении и передаче квантовой информа-
ции и с соответствующей квантовой пропускной способностью. В гл. 10,
11 действие переносится из конечномерного в сепарабельное гильбертово
пространство, которое в частности является ареной для квантовых гаус-
совских систем. Многие эксперименты по квантовой обработке инфор-
мации реализованы именно в таких системах с “непрерывными перемен-
ными”, основанных на принципах квантовой оптики. С другой стороны,
математическая сторона вопроса связана здесь с интересными и ранее не
изучавшимися аспектами канонических коммутационных соотношений.
Здесь возникает еще одна глубокая аналитическая проблема – “гипотеза
об оптимальных гауссовских ансамблях”, сопоставимая по сложности с
проблемой аддитивности и, видимо, глубоко связанная с ней.

В основу книги легли лекции, прочитанные автором в Московском
государственном университете и Московском физико-техническом инсти-
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туте. Автор благодарит М. Е. Широкова, А. А. Кузнецову и В. А. Панова
за помощь при подготовке рукописи.
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Часть I



1. Векторы и операторы

Мы будем иметь дело с квантовомеханическими системами, которые опи-
сываются конечномерными комплексными гильбертовыми пространства-
ми. С одной стороны, уже в этом случае, причем наиболее наглядно,
проявляются радикальные отличия квантовой статистики. С другой, си-
стемы с конечным числом уровней представляют основной интерес для
таких приложений, как передача информации, квантовые вычисления и
квантовая криптография (хотя в последнее время все чаще используются
системы с непрерывными переменными, которые описываются бесконеч-
номерными пространствами, см. главы 10, 11.)

1.1 Гильбертово пространство

Пусть H - d-мерное комплексное векторное пространство размерности
dimH = d < ∞, со скалярным произведением 〈φ|ψ〉, φ, ψ ∈ H, удовлетво-
ряющее аксиомам унитарного пространства; следуя скорее физической,
нежели математической традиции, мы считаем, что 〈φ|ψ〉 линейно по
второму аргументу ψ и антилинейно по первому φ. Также следуя физи-
ческой литературе, мы называем такое пространство гильбертовым (хо-
тя в математике в конечномерном случае обычно используется термин
“унитарное пространство”, а термин “гильбертово” применяют лишь к
бесконечномерным пространствам).

Мы будем использовать обозначения Дирака: вектор ψ ∈ H (который
следует представлять себе как вектор - столбец) будет обозначаться |ψ〉;
соответственно, 〈φ| определяет линейную функцию на H, задаваемую
скалярным произведением:

〈φ| : ψ → 〈φ|ψ〉, ψ ∈ H.

Такие линейные функции также образуют гильбертово пространство –
двойственное пространство H∗ (его элементы следует представлять себе
как векторы - строки |φ〉∗, эрмитово - сопряженные к |φ〉). Пространство
H∗ анти-изоморфно H в силу отображения |ψ〉 ↔ 〈ψ|; скалярное произ-
ведение 〈φ|ψ〉 удобно представлять себе как произведение “bra” и “ket”
векторов 〈φ| и |ψ〉. Квадрат нормы как вH, так и вH∗ равен 〈ψ|ψ〉 = ‖ψ‖2
.
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Такой способ записи векторов позволяет удобно задавать действие
операторов. Например, “внешнее произведение” “ket” и “bra” векторов
A = |ψ〉〈φ| есть оператор ранга один, который действует на вектор |χ〉 в
соответствии с формулой A|χ〉 = |ψ〉〈φ|χ〉.

Пусть {ei}i=1,d – ортонормированный базис (о.н.б.) в H. Произволь-
ный вектор ψ ∈ H может быть представлен в виде

|ψ〉 =
d∑

i=1

|ei〉〈ei|ψ〉, (1.1)

что эквивалентно равенству

d∑

i=1

|ei〉〈ei| = I, (1.2)

где I – единичный оператор в H.

Задача 1.1.1 Запишите матричное представление для операторов в
H, аналогичное представлению векторов (1.1).

Дополнительным преимуществом обозначений Дирака является воз-
можность записи вместо векторов их меток, например, можно писать
просто |i〉 вместо |ei〉.

Иногда мы будем рассматривать вещественное гильбертово (т. е. ев-
клидово) пространство. Фундаментальное отличие комплексного случая
проявляется в существовании поляризационного тождества

β(φ, ψ) = 14
3∑

k=0

(−i)kβ(φ + ikψ, φ + ikψ), (1.3)

позволяющего восстановить все значения формы β(φ, ψ), линейной по
второму аргументу и антилинейной по первому, по ее диагональным
значениям β(ψ, ψ), ψ ∈ H (в вещественном случае подобное восста-
новление возможно лишь для симметричных форм). Благодаря этому,
например, для доказательства операторного равенства A = B доста-
точно установить равенство всех диагональных матричных элементов
〈ψ|Aψ〉 = 〈ψ|Bψ〉, ψ ∈ H.

1.2 Операторы

Если A – оператор в H, то A∗ обозначает оператор, сопряженный к A ,
который определяется равенством

〈φ|A∗ψ〉 = 〈Aφ|ψ〉 φ, ψ ∈ H. (1.4)
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Оператор A называется эрмитовым, если A = A∗. (Ортогональным) про-
ектором называется эрмитов оператор P , такой, что P 2 = P . Областью
значений проектора P является подпространство

L = {ψ : P |ψ〉 = |ψ〉}.

Если ‖ψ‖ = 1, то оператор |ψ〉〈ψ| является проектором на единичный
вектор |ψ〉. Более обще, для любой ортонормированной системы {ei}i∈I ,
оператор

∑
i∈I |ei〉〈ei| = P является проектором на подпространство, по-

рожденное системой {ei}i∈I .
Унитарным называется оператор U , такой что U∗U = I; в конечно-

мерном случае это равенство влечет UU∗ = I. Частичной изометрией
называется оператор U такой, что U∗U = P является проектором; в этом
случае UU∗ = Q также есть проектор. Оператор U отображает область
значений P на область значений Q изометрично, то есть сохраняя ска-
лярное произведение и нормы векторов.

Теорема 1.2.1 (Спектральное разложение) Для любого эрмитова
оператора A существует ортонормированный базис из собственных
векторов, которым отвечают вещественные собственные значения ai,
так что

A =
d∑

i=1

ai|ei〉〈ei|. (1.5)

Другая полезная форма спектрального разложения получается, если
рассмотреть различные собственные значения {a} и соответствующие им
спектральные проекторы

Ea =
∑

i:ai=a

|ei〉〈ei|.

Набор различных собственных значений spec(A) = {a} называется спек-
тром оператора A. В этих обозначениях

A =
∑

a∈spec(A)

aEa. (1.6)

Такое представление единственно с точностью до порядка перечисления
собственных значений. Набор проекторов {Ea} образует ортогональное
разложение единицы:

EaEa′ = δaa′Ea,
∑

a∈spec(A)

Ea = I. (1.7)

Гильбертово пространство H разлагается в прямую ортогональную сум-
му областей значений проекторов {Ea}, на которых A действует как
умножение на число a.
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1.3 Положительность

Эрмитов оператор A называется положительным, A ≥ 0, если 〈ψ|Aψ〉 ≥
0 для любого ψ ∈ H. Собственные значения положительного оператора
неотрицательны: a ≥ 0 для a ∈ spec(A).

Оператор является положительным тогда и только тогда, когда он
может быть представлен в виде A = B∗B для некоторого оператора B.
Для любого положительного оператора A существует единственный по-
ложительный квадратный корень C =

√
A = A1/2, такой что C2 = A.

Для любого эрмитова оператора A имеет место разложение

A = A+ −A−, (1.8)

где A+ =
∑

a>0 aEa, A− = −∑
a<0 aEa – положительные операторы, на-

зываемые положительной и отрицательной частями оператора A.

Теорема 1.3.1 (Полярное разложение) Любой оператор A в H мо-
жет быть представлен в виде

A = U |A| = |A∗|U, (1.9)

где |A| =
√

A∗A – положительный оператор, а U – унитарный опера-
тор.

Носителем supp A положительного оператора A называется его соб-
ственное подпространство, соответствующее положительным собствен-
ным значениям. Унитарный оператор в полярном разложении определя-
ется единственным образом только на supp |A|.

В вещественном гильбертовом пространстве эрмитовы операторы за-
меняются на симметричные, унитарные – на ортогональные, причем
определения формально остаются теми же. Полярное разложение также
имеет место, причем |A| - симметричный положительный, а U – ортого-
нальный оператор.

1.4 След и двойственность

След оператора T определяется соотношением

TrT =
d∑

i=1

〈ei|Tei〉, (1.10)

где {ei} – произвольный ортонормированный базис.

Задача 1.4.1 Покажите, что это определение не зависит от выбора
базиса и что
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TrA∗ = Tr A, Tr AB = TrBA. (1.11)

Покажите, что
Tr |ψ〉〈ϕ|A = 〈ϕ|Aψ〉. (1.12)

Покажите, что для A,B ≥ 0 выполнено

TrAB ≥ 0 (1.13)

и равенство нулю имеет место тогда и только тогда, когда AB = 0.

Выражение
‖T‖1 = Tr |T | (1.14)

определяет следовую норму на комплексном линейном векторном про-
странстве всех операторов, действующих в H. Для эрмитова оператора
T

‖T‖1 = TrT+ + TrT− =
d∑

i=1

|ti|, (1.15)

где ti – собственные значения оператора T . Другой важной нормой яв-
ляется операторная норма

‖A‖ ≡ ‖A‖∞ = max
ψ:‖ψ‖=1

‖Aψ‖, (1.16)

которая для эрмитова оператора A равна

‖A‖ = max
a∈spec(A)

|a|. (1.17)

Имеет место неравенство

|TrTA| ≤ ‖T‖1‖A‖, (1.18)

где равенство достижимо как для любого фиксированного T , так и для
любого фиксированного A. А именно, для фиксированного T следует
положить A = U∗, где U – унитарный оператор из полярного разложения
T = |T |U . Тогда,

‖T‖1 = max
U

|TrTU | = max
‖A‖=1

|TrTA|. (1.19)

Аналогично, для заданного A равенство достигается при T = |ψ〉〈ψ|U∗,
где U – унитарный оператор из полярного разложения A = U |A|, а ψ
– нормированный собственный вектор оператора |A| с наибольшим соб-
ственным значением. Отсюда следует, что

‖A‖ = max
‖T‖1=1

|TrTA|. (1.20)
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Эти факты лежат в основе важного соотношения двойственности.
Пространство всех операторов в H, снабженное следовой нормой, пре-
вращается в комплексное банахово пространство T(H). Это же про-
странство, снабженное операторной нормой, является банаховой алгеб-
рой B(H). Эти пространства являются двойственными; это означает, что
любая линейная функция на T(H) представима в виде T → TrTA для
некоторого A ∈ B(H) и имеет норму (1.20), и, наоборот, любая линей-
ная функция на B(H) представима в виде A → Tr TA для некоторого
T ∈ T(H), и имеет норму (1.19).

Индекс h в обозначениях пространств операторов будет использо-
ваться для обозначения соответствующих вещественных банаховых про-
странств эрмитовых операторов. Вещественные банаховы пространства
Th(H) и Bh(H) также находятся в двойственности, задаваемой билиней-
ной формой T,A → TrTA. То, что эта форма принимает вещественные
значения для эрмитовых T,A, следует из (1.11).

В конечномерном случае пространства T(H) и B(H) совпадают с мно-
жеством всех операторов в H и различаются только нормами. Однако
в бесконечномерном случае они существенно различаются (так же, как
пространства последовательностей l1 и l∞ над конечным и бесконечным
множествами индексов).

Задача 1.4.2 Покажите, что (комплексная) размерность простран-
ства всех операторов в H равна d2, тогда как (вещественная) размер-
ность пространства всех эрмитовых операторов в H также равна d2.
Если H – вещественное d-мерное гильбертово пространство, то раз-
мерность пространства всех операторов в H равна d2, а размерность
подпространства всех симметрических операторов в H равна d(d+1)/2.

1.5 Выпуклость

Подмножество S вещественного линейного пространства называется вы-
пуклым, если для любого конечного набора точек {Sj} ⊂ S и любо-
го распределения вероятностей {pj} выпуклая комбинация S =

∑
j pjSj

принадлежит S (достаточно потребовать выполнения указанного усло-
вия только для наборов из двух точек, то есть чтобы множество S вместе
с любыми двумя точками содержало и соединяющий их отрезок). В вы-
пуклых множествах особо важны крайние точки, не представимые в виде
нетривиальной выпуклой комбинации других точек. Это эквивалентно
утверждению, что из S = pS1 + (1− p)S2, 0 < p < 1, следует S = S1 = S2

т. е. что ни один отрезок в S не содержит S в качестве своей внутренней
точки. Мы обозначаем extr(S) множество всех крайних точек выпуклого
множества S. Имеет место следующий общий результат:

Теорема 1.5.1 (Каратеодори) Пусть S – компактное выпуклое под-
множество Rn, тогда любая точка S ∈ S может быть представ-
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лена в виде выпуклой комбинации не более чем n + 1 крайних точек
Sj ∈ extr(S):

S =
n+1∑

j=1

pjSj , Sj ∈ extr(S). (1.21)

В качестве примера рассмотрим выпуклое множество Pn всех распре-
делений вероятностей P = {p1, . . . , pn+1} на множестве из n + 1 элемен-
тов. В силу условия

∑
j pj = 1, множество Pn может быть погружено в

Rn. Его крайними точками являются вырожденные распределения, для
которых все вероятности pj равны нулю, за исключением одной, рав-
ной 1. Всего имеется n + 1 таких точек, и любое распределение из Pn

единственным образом представляется в виде их выпуклой комбинации
с коэффициентами pj . Такое множество называется симплексом, и един-
ственность представления является характеристическим свойством этого
выпуклого множества.

Вещественная функция F , определенная на выпуклом подмножестве
S конечномерного линейного пространства называется выпуклой (вогну-
той), если

F(
∑

j

pjSj) ≤ (≥)
∑

j

pjF(Sj),

для любой выпуклой комбинации точек Sj ∈ S. Функция называется
аффинной, если она как выпукла, так и вогнута, т. е. в соотношении
выше имеет место знак равенства.

Задача 1.5.1 Непрерывная выпуклая (в частности, аффинная) функ-
ция на компактном выпуклом множестве S достигает своего макси-
мума в крайней точке этого множества.

1.6 Комментарии

Основы операторного формализма квантовой механики были заложены
в классическом труде Дирака [8]. Из множества учебников по линейной
алгебре отметим современный курс Кострикина и Манина [13], в кото-
ром учтены потребности квантовой механики, а также книгу Глазмана
и Любича [6], нацеленную на активное освоение некоммутативного ко-
нечномерного функционального анализа через решение задач. По пово-
ду основных понятий и фактов выпуклого анализа см. книги Магарил-
Ильяева и Тихомирова [17], Рокафеллара [25].



2. Состояния, наблюдаемые, статистика

2.1 Структура статистических теорий

2.1.1 Классические системы

Классическая система характеризуется наличием фазового простран-
ства Ω, точки которого ω описывают детерминированные состояния си-
стемы. Для простоты далее рассматривется случай конечного множества
Ω. (Статистическим) состоянием называется распределение вероятно-
стей P = {pω} на Ω. Совокупность всех распределений вероятностей
представляет собой симплекс P(Ω), в котором каждая точка однозначно
представляется в виде выпуклой комбинации крайних точек – чистых
состояний, задаваемых вырожденными распределениями вероятностей.
Простейшей системой является бит – система с двумя чистыми состоя-
ниями 0, 1, для которой множество статистических состояний изоморфно
единичному отрезку.

Всякая детерминированная наблюдаемая величина есть функция X =
{xω} на фазовом пространстве Ω, задающая разбиение Ω на непересека-
ющиеся подмножества Ωx, в которых X принимает какое-то значение x.
Индикаторы Ex(ω) этих подмножеств удовлетворяют условиям

Ex(ω)Ey(ω) = δx,yEx(ω);
∑

x

Ex(ω) = 1.

Помимо детерминированных наблюдаемых, которые далее будут назы-
ваться четкими, возможны нечеткие наблюдаемые, которые принима-
ют значение x с вероятностями M(x|ω) (наблюдения с ошибкой, либо
рандомизованные). Набор условных вероятностей M = {M(x|ω)} харак-
теризуется свойствами

M(x|ω) ≥ 0;
∑

x

M(x|ω) = 1.

Для четких наблюдаемых вероятности M(x|ω) = Ex(ω) равны 0 или 1,
т. е. M(x|ω)2 = M(x|ω).

Распределение вероятностей произвольной наблюдаемой M в состоя-
нии P дается формулой
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µM
P (x) =

∑
ω

pωM(x|ω). (2.1)

Для плавного перехода к квантовым системам полезно ввести мат-
ричное представление классических величин. Рассмотрим гильбертово
пространство, в котором фиксирован ортонормированный базис {|ω〉; ω ∈
Ω}. Всякой числовой функции fω на Ω сопоставим оператор

f =
∑
ω

fω|ω〉〈ω|,

диагональный в этом базисе. Тогда состоянию сопоставляется оператор
P =

∑
ω pω|ω〉〈ω|, характеризуемый свойствами

P ≥ 0; TrP = 1. (2.2)

Наблюдаемая задается разложением единицы, т. е. набором операторов
M = {Mx}, где

Mx =
∑
ω

M(x|ω)|ω〉〈ω|,

удовлетворяющих условиям

Mx ≥ 0;
∑

x

Mx = I. (2.3)

При этом для четкой наблюдаемой операторы Mx являются попарно ор-
тогональными проекторами.

Формула (2.1) для распределения вероятностей наблюдаемой перехо-
дит в

µM
P (x) = TrPMx. (2.4)

2.1.2 Аксиомы статистического описания

В основе математической структуры квантовой теории лежит разделе-
ние статистического эксперимента на стадии приготовления и измерения,
которое порождает двойственность между квантовыми состояниями и
наблюдаемыми. Следующий набор аксиом суммирует общие черты ста-
тистического описания и применим как к классическим, так и квантовым
системам.

Аксиома 1 Пусть задано множество S, элементы которого называ-
ют состояниями, и множество M, элементы которого называют (ко-
нечнозначными) наблюдаемыми. Для произвольного M ∈ M определено
конечное множество XM возможных исходов измерения наблюдаемой.
Для любых S ∈ S и M ∈ M определено распределение вероятностей
µM

S на XM , называемое распределением вероятностей наблюдаемой M
в состоянии S.
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Состояние S интерпретируется как более или менее подробное описа-
ние приготовления статистического ансамбля независимых индивиду-
альных экземпляров рассматриваемой системы, а наблюдаемая M – как
величина, которая может быть измерена определенным прибором для
каждого экземпляра системы. Таким образом, аксиома 1 предполагает
воспроизводимость экспериментов и устойчивость частот при незави-
симых повторениях эксперимента. Если эти предположения не выполне-
ны для некоторой ситуации (например, по причине ее уникальности), то
говорить о статистическом описании вообще не имеет смысла.

µS
(i)preparation measurement

S

Рис. 2.1. Квантовое состояние, описываемое оператором плотности S, харак-
теризует приготовление системы, тогда как статистика измерений описывается
вероятностной мерой µM

S (x), где x обозначает возможные исходы измерения.

Вторая аксиома выражает возможность смешивания ансамблей.

Аксиома 2 Для любых S1, S2 ∈ S и любого числа p, 0 < p < 1, найдется
S ∈ S, такое, что µM

S = pµM
S1

+(1−p)µM
S2

для всех M ∈ M. S называется
смесью состояний S1 и S2 с весами p, 1− p.

Следующая аксиома описывает возможность обработки информации,
полученной при измерении наблюдаемой. Пусть M1,M2 ∈ M, а f – функ-
ция из XM1 в XM2 такая, что для всех S ∈ S

µM2
S (y) =

∑

x:f(x)=y

µM1
S (x)

Тогда наблюдаемая M2 называется укрупнением наблюдаемой M1. В
этом случае мы будем писать M2 = f ◦M1.

Аксиома 3 Для всякой наблюдаемой M1 ∈ M и (с необходимостью ко-
нечнозначной) функции f на XM1 найдется наблюдаемая M2 ∈ M, та-
кая, что M2 = f ◦M1.

Пара непустых множеств (S,M), удовлетворяющих аксиомам 1 - 3
называется статистической моделью системы. Статистическая модель
называется отделимой, если

Аксиома 4 Из того, что µM
S1

= µM
S2

для всех M ∈ M, следует, что
S1 = S2, а из того, что µM1

S = µM2
S для всех S ∈ S, следует, что

M1 = M2.
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Для отделимых моделей как смешивание в S так и укрупнение в M
определены однозначно. Таким образом, множество состояний S приоб-
ретает выпуклую структуру, а множество наблюдаемых M – структуру
частичного порядка.

Наблюдаемые M1, . . . ,Mm называются совместимыми, если они яв-
ляются укрупнениями некоторой наблюдаемой M , то есть Mj = fj ◦M
для j = 1, . . . ,m. Результаты измерений совместимых наблюдаемых мо-
гут быть получены посредством обработки данных эксперимента с одним
измерением. Статистические модели, в которых все наблюдаемые совме-
стимы, являются по существу классическими.

Предложение 2.1.1 Пусть (S, M) – отделимая статистическая мо-
дель, в которой существует максимальная наблюдаемая M∗, такая
что все остальные наблюдаемые являются ее укрупнениями. Тогда най-
дется конечное множество Ω, взаимно однозначное аффинное отобра-
жение S → PS множества состояний S на выпуклое подмножество
распределений вероятностей на Ω, и взаимно однозначное отображе-
ние M → fM множества наблюдаемых M на подмножество случайных
величин на Ω, сохраняющее отношение укрупнения, такие что

µM
S (x) =

∑

ω:fM (ω)=x

PS(ω). (2.5)

Доказательство. Возьмем за Ω множество исходов максимальной на-
блюдаемой M∗, и пусть PS(ω) – ее распределение в состоянии S. Соглас-
но предположению, для любой наблюдаемой M найдется функция fM ,
такая что выполняется соотношение (2.5). Взаимная однозначность со-
ответствий S → PS и M → fM вытекает из отделимости. Проверка их
свойств оставляется в качестве задачи.

Таким образом, возможные значения “максимальной наблюдаемой”
составляют фазовое пространство Ω, и состояния представляются рас-
пределениями вероятностей P на пространстве Ω. В базовой классиче-
ской модели, которую естественно назвать моделью Колмогорова, мно-
жеством состояний является симплекс всех распределений вероятностей
PΩ, а наблюдаемые описываются случайными величинами, т. е. (измери-
мыми) функциями на пространстве Ω. Доказанное предложение означа-
ет, что статистическая модель, в которой все наблюдаемые совместимы,
вкладывается в модель Колмогорова.

Другой важной классической моделью является модель Вальда, отли-
чающаяся от модели Колмогорова включением “нечетких” или “рандоми-
зованных” наблюдаемых∗ (см. раздел 2.1.1). Чтобы получить для нее ре-
зультат, аналогичный предложению 2.1.1, следует ввести стохастические
∗ Рандомизация была введена Вальдом в теории статистических решений, а
также фон Нейманом в теории игр.
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варианты понятий укрупнения и совместимости. Пусть M1,M2 ∈ M, и
Π – переходная вероятность из XM1 в XM2 , такая что для всех S ∈ S

µM2
S (y) =

∑
x

Π(y|x)µM1
S (x)

Тогда наблюдаемая M2 называется стохастическим укрупнением на-
блюдаемой M1. Наблюдаемые M1, . . . ,Mm называются стохастически
совместимыми, если все они являются стохастическими укрупнениями
некоторой наблюдаемой M . В модели Вальда все наблюдаемые стохасти-
чески совместимы, и всякая отделимая модель, обладающая этим свой-
ством, вкладывается в модель Вальда.

В статистической модели квантовой механики состояния и наблюдае-
мые описываются операторами в гильбертовом пространстве. Было пред-
принято много попыток построения аксиоматических схем, приводящих
к формализму гильбертова пространства в квантовой механике. Однако
это не является нашей целью и мы будем следовать по другому пути: мы
возьмем за отправной пункт описание квантовых состояний как опера-
торов плотности и следуя аксиомам статистической модели выведем из
этого наиболее общую концепцию квантовой наблюдаемой (включающую
как “четкие”, так и “нечеткие” наблюдаемые).

2.1.3 Квантовые состояния

Состояние квантово-механической системы описывает статистический
ансамбль независимых одинаково приготовленных экземпляров системы.

Определение 2.1.1 Квантовое состояние задается оператором плот-
ности, т. е. эрмитовым оператором S в гильбертовом пространстве
системы H, удовлетворяющим условиям

S ≥ 0, TrS = 1.

Пусть S(H) – множество всех операторов плотности. Это есть выпук-
лое подмножество вещественного линейного пространства всех эрмито-
вых операторов в H. Выпуклая комбинация S =

∑
j pjSj операторов

плотности описывает смесь с весами pj соответствующих статистиче-
ских ансамблей, приготовленных в состояниях Sj . В квантовом статисти-
ческом ансамбле есть два вида стохастичности: во-первых, устранимая
в принципе стохастичность, обусловленная флуктуациями классических
параметров процедуры приготовления, и во-вторых, неуничтожимая ни-
какими усилиями квантовая стохастичность, присутствующая в любом
состоянии. Следующая теорема характеризует такие состояния без клас-
сической случайности.

Теорема 2.1.2 Крайние точки множества квантовых состояний S(H),
называемые чистыми состояниями, суть одномерные проекторы и толь-
ко они.
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Доказательство. Рассмотрим спектральное разложение эрмитова опе-
ратора S

S =
d∑

i=1

si|ei〉〈ei|, sj ≥ 0,
∑

sj = 1, (2.6)

где si – собственные значения, |ei〉 – собственные векторы оператора S,
d = dimH. Если S – крайняя точка, то эта сумма содержит только одно
ненулевое слагаемое, следовательно, S есть одномерный проектор. Об-
ратно, пусть S – одномерный проектор и S = pS1+(1−p)S2 где 0 < p < 1.
Возведем это выражение в квадрат и рассмотрим разность S и S2:

pS1(I − S1) + (1− p)S2(I − S2) + p(1− p)(S1 − S2)2 = S − S2 = 0. (2.7)

Сумма трех положительных операторов равна нулю, следовательно,
каждое слагаемое должно равняться нулю. Но это означает, что S1 =
S2 = S, т. е. S – крайняя точка.

С точки зрения теории вероятностей, одномерные проекторы являют-
ся некоммутативным аналогом вырожденных распределений, тогда как
роль равномерного распределения играет хаотическое состояние с опе-
ратором плотности S = 1

dI.

Задача 2.1.1 Покажите, что если dimH = d, то S(H) погружается в
вещественное пространство размерности n = d2−1. Если H – евклидово
(вещественное гильбертово), то n = d(d + 1)/2− 1.

Спектральное разложение (2.6) показывает, что любое квантовое со-
стояние представимо в виде смеси не более чем d чистых состояний, где
d = dimH; таким образом, для множества квантовых состояний теоре-
ма Каратеодори дает завышенное значение количества крайних точек,
в действительности присутствующих в смеси (1.21). С другой стороны,
эта теорема дает точное значение для симплекса распределений вероят-
ностей на “фазовом пространстве” Ω = {1, . . . , n + 1}, представляющем
статистические состояния в классической системе. Это наводит на мысль
интерпретировать квантовую теорию как классическую вероятностную
модель, в статистической структуре которой зашифрованы некие неклас-
сические ограничения (теорию со скрытыми параметрами). Для одиноч-
ной квантовой системы такая точка зрения возможна, но до сих пор не
оказалась плодотворной. При переходе же к составным системам она
приводит к неустранимым противоречиям с физическими принципами
локальности и причинности (см. раздел 3.1.4).

Простейшим, и в тоже время фундаментальным примером является q-
бит – двухуровневая квантовая система, dimH = 2. Будем использовать
канонический базис:

[
1
0

]
,
[
0
1

]
. В вещественном пространстве эрмитовых

2× 2-матриц удобно ввести базис Паули:
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I ≡ σ0 =
[

1 0
0 1

]
, σx =

[
0 1
1 0

]
, σy =

[
0 −i
i 0

]
, σz =

[
1 0
0 −1

]
.

В частности, оператор плотности S ∈ S(H) представляется как

S =
1
2
(I + axσx + ayσy + azσz) =

1
2

[
1 + az ax − iay

ax + iay 1− az

]
. (2.8)

Условие det S ≥ 0 накладывает следующее ограничение на параметры
Стокса a = (ax, ay, az):

|a|2 ≡ a2
x + a2

y + a2
z ≤ 1.

Таким образом, S(H) как выпуклое множество изоморфно единичному
шару в R3, который мы будем называть шаром Блоха.

Задача 2.1.2 Покажите, что оператор плотности (2.8) имеет соб-
ственные значения 1±|a|

2 .

Чистые состояния характеризуются условием a2
x+a2

y+a2
z = 1 и состав-

ляют сферу Блоха. Вводя углы Эйлера θ, φ, так что az = cos θ, ax + iay =
sin θeiφ, имеем S = |a〉〈a|, где

|a〉 =
[

cos θ
2e−iφ/2

sin θ
2eiφ/2

]
. (2.9)

Для электрона, являющегося частицей со спином 1/2, вектор a опи-
сывает ансамбль (пучок частиц) со спином в направлении a, приготов-
ленный при помощи фильтра Штерна-Герлаха в направлении градиента
магнитного поля. Смешанное состояние с ax = ay = az = 0, для которого
все направления спина равновероятны, описывается оператором плотно-
сти S = 1

2I, т. е. является хаотическим.
Другим важным примером двухуровневой системы является поляри-

зация монохроматического фотона, визуализуемая в классических опти-
ческих экспериментах. В этом случае параметр θ

2 есть угол линейной по-
ляризации, в то время как φ

2 характеризует круговую поляризацию. Для
линейно поляризованного фотона φ = 0, в частности, для вертикально
поляризованного фотона θ = 0, а для горизонтально поляризованного –
θ = π.

2.2 Квантовые наблюдаемые

2.2.1 Квантовые наблюдаемые: построение из аксиом

Рассмотрим статистическую модель, в которой пространство состояний
есть выпуклое множество S(H) всех операторов плотности в гильберто-
вом пространстве H. Пусть M – некоторая наблюдаемая, тогда согласно
аксиоме 2 вероятности исходов измерения µM

S (x) должны быть аффин-
ными функциями состояния.
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Теорема 2.2.1 Предположим, что отображение S → µS является аф-
финной функцией на S(H), причем 0 ≤ µS ≤ 1. Тогда существует един-
ственный оператор M в H, 0 ≤ M ≤ I такой, что для любого S ∈ S(H)

µS = TrSM. (2.10)

Набросок доказательства. Покажем, как можно расширить отобра-
жение S → µS до линейной функции на пространстве T(H) всех эрмито-
вых операторов в H.

Прежде всего отметим, что любой эрмитов оператор A можно пред-
ставить как разность двух положительных операторов, A = A′+ − A′−,
например, в силу разложения (1.8). Нормируя на величины следов t± =
TrA′±, мы всегда можем записать

A = t+S+ − t−S−, t± ≥ 0, S± ∈ S(H). (2.11)

Представление оператора A в виде линейной комбинации операторов
плотности (2.11), конечно, не является единственным.

Задача 2.2.1 Используя аффинность отображения S → µS, покажи-
те, что значение µA = t+µS+−t−µS− определено единственным образом
(т. е. зависит только от оператора A, но не от конкретного разло-
жения A = A′+ − A′−), а функция A → µA является вещественной и
линейной.

Далее, любой оператор A может быть представлен в виде A = A1 +
iA2, где A1 = 1

2 (A+A∗), A2 = 1
2i (A−A∗) – эрмитовы операторы. Это пред-

ставление единственно, и положив µA = µA1 + iµA2 мы получаем един-
ственное комплексно линейное расширение функции µA на пространство
всех линейных операторов в H. Как отмечено в разделе 1.4, любая такая
функция имеет вид

µA = TrAM, (2.12)

где M – (единственный) оператор в H. Взяв A = |ψ〉〈ψ|, где ψ – единич-
ный вектор, и используя (1.12), имеем, по предположению, 0 ≤ 〈ψ|Mψ〉 ≤
1, следовательно, 0 ≤ M ≤ I.

Следствие 2.2.1 Пусть S → {µS(x), x ∈ X} – аффинное отображе-
ния выпуклого множества состояний S(H) в множество распределе-
ний вероятностей на конечном множестве X . Тогда существует един-
ственный набор эрмитовых операторов {Mx, x ∈ X} в H, такой что∑

x Mx = I и
µS(x) = TrSMx, x ∈ X . (2.13)

Доказательство этого следствия предоставляется читателю в качестве
задачи.
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Набор операторов {Mx} называется разложением единицы или веро-
ятностной операторно-значной мерой на X . Следствие 2.2.1 приводит
к следующему определению:

Определение 2.2.1 Квантовая наблюдаемая со значениями в множе-
стве X описывается разложением единицы {Mx, x ∈ X}. Вероятност-
ное распределение µM

S наблюдаемой M = {Mx} в состоянии S задается
формулой(2.13).

Принимая такое определение квантовой наблюдаемой, мы вводим
максимальную статистическую модель, множество состояний которой
совпадает с множеством всех операторов плотности в H. В стандарт-
ных текстах по квантовой механике используется более узкое понятие
квантовой наблюдаемой.

Определение 2.2.2 Наблюдаемая называется четкой, если все опера-
торы Mx = Ex являются проекторами: E2

x = Ex.

Задача 2.2.2 Покажите, что условие E2
x = Ex для всех исходов x эк-

вивалентно тому, что ExEy = δxyEx для всех x, y.

Cоответствующие разложения единицы называются ортогональны-
ми. Итак, четкие наблюдаемые описываются ортогональными разложе-
ниями единицы в H. Наблюдаемые, значения которых являются веще-
ственными числами, т. е. X ⊂ R, называются вещественными. Спек-
тральное разложение

X =
∑

x∈X
xEx

задает взаимно-однозначное соответствие между четкими вещественны-
ми наблюдаемыми E = {Ex} и эрмитовыми операторами X в H. Укруп-
нение для таких наблюдаемых принимает форму функционального ис-
числения, так что для любой функции f : R → R наблюдаемая f ◦ E
описывается эрмитовым оператором f(X) (задача). Математическое
ожидание (среднее значение) наблюдаемой X в состоянии S задается
статистической формулой Борна-фон-Неймана

ES(X) =
∑

xµE
S (x) = TrSX.

Соотношение (2.13) можно рассматривать как обобщение этой формулы.
Статистическая модель, в которой состояния описываются оператора-

ми плотности, а наблюдаемые – эрмитовыми (самосопряженными) опе-
раторами, была детально рассмотрена фон Нейманом.

2.2.2 Совместимость и дополнительность

Определение 2.2.3 Коммутатором операторов X,Y называется опе-
ратор [X, Y ] = XY −Y X. Операторы X, Y коммутируют, если [X, Y ] =
0.
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Теорема 2.2.2 Пусть E = {Ex} и F = {Fy} – четкие наблюдаемые.
Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) E, F совместимы;
(ii) Проекторы Ex и Fy коммутируют для всех x, y;

Если E,F вещественные наблюдаемые, то это эквивалентно условию:
(iii) Соответствующие эрмитовы операторы X =

∑
x xEx, Y =∑

y yFy коммутируют.

Доказательство. (ii) ⇒ (i). Положим Mx,y = ExFy = FyEx. Так как
произведение коммутирующих проекторов является проектором, то M =
{Mx,y} – (четкая) наблюдаемая. Кроме того, E = f ◦M, F = g ◦M , где
f(x, y) = x, g(x, y) = y. Таким образом, E,F совместимы.

(i) ⇒ (ii). Если E, F совместимы, то найдется наблюдаемая M =
{Mz}, такая, что

Ex =
∑

z:f(z)=x

Mz, Fy =
∑

z:g(z)=y

Mz

для некоторых функций f, g (условимся считать Mz = 0, если z, удовле-
творяющих условию в суммах, не существует).

Лемма 2.2.3 Пусть 0 ≤ A ≤ P , где P – проектор. Тогда AP = A и,
следовательно, [A,P ] = 0.

Доказательство. Имеем (I − P )A(I − P ) = 0, откуда последовательно
получаем

√
A(I−P ) = 0, A(I−P ) = 0, A = AP , и PA = (AP )∗ = AP .

Пусть теперь f(z) = x, тогда Ex ≥ Mz; согласно лемме, [Ex,Mz] = 0.
Если f(z) 6= x, то I −Ex ≥ Mz, и вновь [Ex, Mz] = 0. Итак, Ex коммути-
рует со всеми Mz и, значит, с Fy =

∑
z:g(z)=y Mz.

(ii) ⇒ (iii) очевидно. Обратно, пусть [X, Y ] = 0, тогда [f(X), g(Y )] = 0
для произвольных многочленов f, g. Рассматривая многочлены, которые
обращаются в нуль во всех точках соответствующего спектра, за исклю-
чением x (соотв. y), получаем [Ex, Fy] = 0.

Если E, F совместимы, то обозначая M̂xy =
∑

z:f(z)=x,g(z)=y Mz, име-
ем

Ex =
∑

y

M̂xy, Fy =
∑

x

M̂xy.

Наблюдаемая M̂ описывает статистику совместного измерения E,F ; их
совместное распределение вероятностей в состоянии S определяется фор-
мулой

µEF
S (x, y) = TrSM̂xy.
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Подобным образом можно определить совместное измерение и распреде-
ление вероятностей для любого конечного набора совместимых наблюда-
емых.

Задача 2.2.3 Покажите, что единственной вещественной наблюдае-
мой, совместимой со всеми квантовыми наблюдаемыми, является по-
стоянная, то есть наблюдаемая, кратная единичному оператору.

Существование несовместимых наблюдаемых – это проявление кван-
тового свойства дополнительности. Физические измерения над мик-
рообъектами производятся при помощи макроскопических эксперимен-
тальных устройств (как, например, фильтр Штерна - Герлаха), предпо-
лагающих сложную и специфичную пространственно-временную органи-
зацию окружающей среды . Различные способы такой организации, соот-
ветствующие измерениям различных наблюдаемых, могут быть взаимно
исключающими (несмотря на то, что относятся к одинаково приготов-
ленному микрообъекту), то есть дополнительными. Дополнительность –
это первое фундаментальное различие между квантовой и классической
статистическими моделями.

Пример Рассмотрим математическую модель частицы со спином
1/2. Спин является векторной величиной, компоненты которой вдоль
осей x, y, z описываются эрмитовыми операторами σx, σy, σz. Пусть еди-
ничный вектор a = (ax, ay, az) задает направление в R3, тогда эрмитов
оператор

σ(a) = axσx + ayσy + azσz =
[

az ax − iay

ax + iay −az

]
(2.14)

задает наблюдаемую “проекция спина на направление a”. Оператор σ(a)
имеет собственные значения ±1 (спин вдоль и против направления a) и
спектральное разложение

σ(a) = |a〉〈a| − | − a〉〈−a|. (2.15)

Напомним, что направление a имеет углы Эйлера (θ, φ), а вектор a, за-
даваемый соотношением (2.9), есть вектор чистого состояния в H с на-
правлением спина a. Соответствующий оператор плотности, являющий-
ся проектором на вектор |a〉, имеет вид

S(a) = |a〉〈a| = I + σ(a)
2

.

Задача 2.2.4 Докажите формулу

σ(a1)σ(a2) = (a1 · a2)I + iσ(a1 × a2). (2.16)

Это соотношение, записанное для базисных векторов, дает
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σ2
x = I, σ2

y = I, σ2
z = I,

σxσy = iσz, σyσz = iσx, σzσx = iσy. (2.17)

Принимая во внимание, что Trσ(a) = 0, соотношение (2.16) приводит к
формуле для среднего значения σ(b):

TrS(a)σ(b) = a · b.

Другим следствием формулы (2.16) является равенство

[σ(a1), σ(a2)] = 2iσ(a1 × a2), (2.18)

которое означает, что наблюдаемые σ(a1), σ(a2) совместимы тогда и
только тогда, когда a1 = ±a2. В частности, компоненты спина σx, σy, σz

являются несовместимыми наблюдаемыми.

2.2.3 Соотношение неопределенностей

Пусть X,Y – два оператора. Тогда

XY = X ◦ Y +
1
2
[X, Y ],

где X◦Y = 1
2 (XY +Y X) – симметризованное или йорданово произведение

операторов X, Y .
Пусть S – некоторое состояние. Для произвольного набора X =

[X1, . . . , Xn] четких вещественных наблюдаемых положим X0
j = Xj −

IESXj и введем две вещественные матрицы: симметричную матрицу ко-
вариаций

BS(X) =
[
TrSX0

j ◦X0
k

]
j,k=1,...,n

, (2.19)

и кососимметричную коммутационную матрицу

CS(X) =
[
i TrS[Xj , Xk]

]
j,k=1,...,n

=
[
i TrS[X0

j , X0
k ]

]
j,k=1,...,n

. (2.20)

Имеем
BS(X) ≥ i

2
CS(X) (2.21)

в смысле неравенства между комплексными эрмитовыми матрицами.
Действительно, эрмитова матрица

BS(X)− i

2
CS(X) =

[
Tr SX0

j X0
k

]
j,k=1,...,n

положительно определена, поскольку для произвольных cj ∈ C
n∑

j,k=1

c̄jck TrSX0
j X0

k = TrSZ∗Z ≥ 0,
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где Z =
∑n

j=1 cjXj .
Для двух наблюдаемых X1 = X и X2 = Y неравенство (2.21) эквива-

лентно соотношению неопределенностей Шредингера - Робертсона

DS(X)DS(Y ) ≥ {ES(X − IES(X)) ◦ (Y − IES(Y ))}2 +
1
4
|ES [X,Y ]|2, (2.22)

где
DS(X) = TrS(X − IES(X))2 (2.23)

– дисперсия четкой вещественной наблюдаемой X в состоянии S. Если
X, Y совместимые наблюдаемые, то величина

ES(X − IES(X)) ◦ (Y − IES(Y )) (2.24)

представляют собой ковариацию X,Y в состоянии S; в этом случае
[X,Y ] = 0 и (2.22) превращается в неравенство Коши-Буняковского для
ковариации случайных величин. Если же X, Y несовместимы, то X, Y
неизмеримы в одном эксперименте, и дисперсии DS(X), DS(Y ) в соот-
ношении неопределенностей относятся к двум различным измерениям,
произведенными над разными представителями одного статистического
ансамбля.

Задача 2.2.5 Докажите некоммутативное неравенство Коши- Буня-
ковского

|Tr SX∗Y |2 ≤ TrSX∗X TrSY ∗Y, (2.25)

для произвольного состояния S и операторов X, Y в H.

2.2.4 Выпуклая структура множества наблюдаемых

Множество всех (конечнозначных) квантовых наблюдаемых в гильбер-
товом пространстве H обозначим M(H). Для данного гильбертова про-
странства H, множество S(H) квантовых состояний и множество M(H)
квантовых наблюдаемых вместе с обобщенным статистическим прави-
лом Борна - фон Неймана (2.13) по построению удовлетворяют аксио-
мам отделимой статистической модели. Кроме того, эта модель имеет
дополнительную структуру в множестве наблюдаемых M(H), аналогич-
ную выпуклой структуре S(H).

Пусть {M j} – конечный набор наблюдаемых с одним и тем же про-
странством исходов X . Для данного распределения вероятностей {pj},
можно естественным образом определить смесь M = {Mx; x ∈ X} этих
наблюдаемых по формуле

Mx =
∑

j

pjM
j
x; x ∈ X . (2.26)

Таким образом, множество MX всех наблюдаемых с заданным про-
странством исходов X становится выпуклым множеством. Аналогично
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смесям состояний, смеси наблюдаемых описывают измерения с флукту-
ирующими классическими параметрами.

Следующий результат описывает нетривиальное соотношение между
наблюдаемыми без классической стохастичности и четкими наблюдае-
мыми.

Теорема 2.2.4 Всякая четкая наблюдаемая M ∈ MX есть крайняя
точка выпуклого множества MX . Обратно, всякая крайняя точка мно-
жества M ∈ MX с коммутирующими компонентами, [Mx,Mx′ ] ≡ 0,
является четкой наблюдаемой.

Доказательство. Пусть M – четкая наблюдаемая. Предположим, что
M = pM1 + (1− p)M2, 0 < p < 1. Тогда, аналогично (2.7)

pM1
x(I −M1

x) + (1− p)M2
x(I −M2

x) + p(1− p)(M1
x −M2

x)2 = 0. (2.27)

откуда M1
x ≡ M2

x ≡ Mx, и M – крайняя точка.
Теперь заметим, что всегда Mx ≤ I и, значит, M2

x ≤ Mx. Зафиксиро-
вав некоторый исход x ∈ X , имеем

Mx =
1
2
M2

x +
1
2
(2Mx −M2

x); (2.28)

Mx′ =
1
2
Mx′(I + Mx) +

1
2
Mx′(I −Mx), x′ 6= x. (2.29)

Если [Mx,Mx′ ] ≡ 0, то эти соотношения представляет M как выпуклую
комбинацию (с равными весами) двух других наблюдаемых. Если M –
крайняя точка, то они должны совпасть с M , в частности, M2

x = Mx,
значит, M – четкая наблюдаемая.

Крайние точки множества наблюдаемых будем называть экстремаль-
ными наблюдаемыми. Из теоремы 2.2.4 следует, что в классическом слу-
чае экстремальные наблюдаемые совпадают с четкими, давая им очень
понятную характеризацию как наблюдаемых без стохастичности в про-
цедуре измерения. В квантовой статистической модели все не так просто
(и поэтому более интересно). Множество крайних точек квантовых на-
блюдаемых исчерпывается четкими наблюдаемыми только в случае двух
исходов измерения (они играют особую роль в различных аксиоматиче-
ских подходах; разные авторы называют такие наблюдаемые предложе-
ниями, вопросами, эффектами; мы будем называть их тестами). Это
следует из теоремы, так как любой тест имеет коммутирующие компо-
ненты {M0,M1 = I − M0}. Таким образом, любой экстремальный тест
вполне определяется проектором P = M0. Переходя к наблюдаемым с
более чем двумя значениями, рассмотрим следующую конструкцию.

Определение 2.2.4 Пусть {|ψx〉} – произвольный набор векторов (ко-
торые могут быть ненормированными) в H, такой, что

∑
x |ψx〉〈ψx| =

I. Такой набор называется переполненной системой.
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Если {|ψx〉} – переполненная система, то произвольный вектор |ψ〉 ∈ H
может быть представлен в виде

|ψ〉 =
∑

x

cx|ψx〉, где cx = 〈ψx|ψ〉, (2.30)

где коэффициенты {cx} могут определяться неединственным образом,
так как векторы |ψx〉 могут быть линейно зависимы. Для операторов име-
ет место аналогичное матричное представление. В d-мерном комплекс-
ном пространстве переполненная система с более чем d векторами все-
гда существует, и может быть построена из любой полной (возможно,
линейно зависимой) системы следующим образом. Пусть {|φx〉} – полная
система векторов в H. Соответствующий оператор Грама определяется
как

G =
∑

x

|φx〉〈φx|. (2.31)

Полнота означает, что оператор G невырожден. Система векторов |ψx〉 =
G−1/2|φx〉 является переполненной, так как

∑
x

|ψx〉〈ψx| = G−1/2
∑

x

|φx〉〈φx|
︸ ︷︷ ︸

=G

G−1/2 = I. (2.32)

Переполненная система определяет квантовую наблюдаемую M с
компонентами

Mx = |ψx〉〈ψx|, x ∈ X . (2.33)

В частности, для любого ортонормированного базиса {ex}, наблюдаемая
M = {|ex〉〈ex|} является четкой и, следовательно, экстремальной наблю-
даемой.

Теорема 2.2.5 Наблюдаемая (2.33) является экстремальной тогда и
только тогда, когда операторы Mx линейно независимы.

Доказательство. Пусть M – крайняя точка и предположим, что
∑

x

cx|ψx〉〈ψx| = 0. (2.34)

Взяв достаточно малое ε > 0, определим

M±
x =(1± εcx)Mx ≥ 0, x ∈ X .

Тогда M± являются наблюдаемыми и, по построению, M = 1
2M++ 1

2M−.
Но M – крайняя точка, значит, M+

x = M−
x = Mx. Итак, из (2.34) следует

cx = 0, т. е. компоненты M линейно независимы.
Обратно, пусть
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|ψx〉〈ψx| = pM1
x + (1− p)M2

x

– разложение M , тогда 0 ≤ pM1
x ≤ |ψx〉〈ψx|. Используя лемму 2.2.3,

получаем
M1

x |ψx〉〈ψx| = |ψx〉〈ψx|M1
x = 〈ψx|ψx〉M1

x ,

откуда M1
x = λx|ψx〉〈ψx| с λx = 〈ψx|M1

x |ψx〉/〈ψx|ψx〉2. Тогда
∑

x λx|ψx〉〈ψx| =
I, т. е. ∑

x

(λx − 1)|ψx〉〈ψx| = 0.

В силу линейной независимости, λx = 1, и M1
x = Mx для всех x, следо-

вательно, M – крайняя точка.

В силу результата задачи 1.4.2, размерность вещественного простран-
ства эрмитовых операторов равна d2. Итак, все переполненные системы
с n линейно независимыми компонентами, d < n ≤ d2 являются нечетки-
ми экстремальными наблюдаемыми. Конкретный пример такой наблю-
даемой при n = 2, d = 3 будет рассмотрен в следующем разделе.

2.3 Оптимальное различение квантовых состояний

2.3.1 Постановка задачи

В этом разделе мы рассмотрим статистическую задачу, которая позволит
в дальнейшем перейти к изучению квантовых каналов связи.

Пусть квантовая система приготовляется в одном из состояний Sx,
x = 1, . . . , n. Над системой можно производить произвольное измерение.
Требуется найти оптимальную наблюдаемую, позволяющую наилучшим
образом выяснить, в каком из этих априорно данных состояний находит-
ся система. Такая постановка задачи характерна для математической
статистики и ее применений в теории связи (см. раздел 3.2.1). В высо-
коточных экспериментах и в квантовой оптике исследователи уже спо-
собны оперировать элементарными квантовыми системами, такими как
одиночные ионы, атомы и фотоны. В обсуждаемых предложениях кван-
товых вычислений информация записывается в состояния элементарных
квантовых ячеек - q-битов, а считывается при помощи квантовых измере-
ний. Со статистической точки зрения, измерение дает оценку квантового
состояния — либо всего состояния целиком, либо некоторых его парамет-
ров, при этом возникает вопрос наиболее точного оценивания.

Статистика измерения описывается квантовой наблюдаемой, т. е. раз-
ложением единицы M = {Mx} в пространстве системы H. Вероятность
принять решение y, при условии, что система находилась в состоянии Sx,
равна pM (y|x) = TrSxMy. При этом вероятность того, что будет принято
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правильное решение, равна pM (x|x). Примем дополнительное предполо-
жение, что состояния Sx появляются с вероятностями πx (например, в
случае равновероятных состояний πx = 1/n.) Тогда средняя вероятность
правильного решения

P{M} =
n∑

x=1

πxpM (x|x),

и задача состоит в ее максимизации.

2.3.2 Оптимальные наблюдаемые

Вероятность правильного решения

P{M} =
n∑

x=1

Tr WxMx,

где Wx = πxSx ≥ 0, является аффинной функцией,

P
{∑

pλMλ
}

=
∑

pλP{Mλ},

определенной на выпуклом множестве наблюдаемых

Mn =

{
M = {My}y=1,...,n : My ≥ 0,

n∑
y=1

My = I

}
.

Максимизация аффинной функции, заданной на выпуклом множестве –
это типичная задача линейного программирования.

Теорема 2.3.1 Средняя вероятность правильного решения P{M} до-
стигает максимума в крайней точке множества Mn. Наблюдаемая M0

оптимальна тогда и только тогда, когда найдется эрмитов оператор
Λ0 такой, что

i. (Λ0 −Wy)M0
y = 0;

ii. Λ0 ≥ Wy.

При этом имеет место соотношение двойственности

max{P{M} : M ∈ Mn} = min{TrΛ : Λ ≥ Wy, y = 1, . . . , n}. (2.35)

Доказательство. Поскольку P{M} является непрерывной аффинной
функцией на компактном выпуклом множестве Mn, первое утверждение
вытекает из результата задачи 1.5.1.

Докажем достаточность условий i, ii. Пусть Λ0 – эрмитов оператор,
удовлетворяющий условиям i, ii. Используя условие i и свойство (1.13),
получаем
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P{M} = Tr
∑

x

WxMx ≤ Tr
∑

x

Λ0Mx = TrΛ0. (2.36)

Из условия ii получаем Λ0M0
x = WxM0

x . Суммируя по x и беря след,
получаем

TrΛ0 = TrΛ0
∑

x

M0
x = Tr

∑
x

WxM0
x = P{M0}. (2.37)

Итак
P{M} ≤ P{M0}, for all M. (2.38)

. Отметим, что
Λ0 =

∑
x

WxM0
x =

∑
x

M0
xWx.

Докажем необходимость. Положим My = X2
y , где Xy эрмитовы опе-

раторы, удовлетворяющие условию
∑

y X2
y = I. Применяя метод Лагран-

жа, сводим задачу максимизации P{M} на множестве Mn к нахождению
максимума функции

Tr
∑

y

WyX2
y − TrΛ(

∑
y

X2
y − I), (2.39)

где Λ эрмитов оператор, по всевозможным наборам эрмитовых опера-
торов Xy. Здесь оператор Λ представляет совокупность вещественных
множителей Лагранжа для данной задачи. Пусть X0

y оптимальный на-
бор, положим Xy = X0

y + εYy, и рассмотрим (2.39) как функцию от ε.
Рассматривая коэффициенты при ε и ε2, получаем условия

Tr[(Wy − Λ)X0
y + X0

y (Wy − Λ)]Yy = 0,

Tr(Wy − Λ)Y 2
y ≤ 0

для произвольных эрмитовых Yy, т.е.

(Wy − Λ)X0
y + X0

y (Wy − Λ) = 0, Λ−Wy ≥ 0.

Второе неравенство есть условие ii теоремы. Полагая M0
y = (X0

y )2, полу-
чаем из первого соотношения Tr(Λ −Wy)M0

y = 0, что вместе со вторым
неравенством влечет условие i.

Задача 2.3.1 Доказать, что операторный множитель Лагранжа Λ
является единственным решением двойственной задачи в правой ча-
сти (2.35).

Проиллюстрируем значение и применение этих условий на примерах.

Пример 2.3.1
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Рассмотрим классический случай, когда все операторы плотности Sx, а
значит, и операторы Wx, коммутируют и, следовательно, найдется общий
ортонормированный базис, в котором все они диагональны,

Wx =
∑
ω

Wx(ω)|ω〉〈ω|.

Тогда двойственная задача имеет решение

Λ0 =
∑
ω

max
x

Wx(ω)|ω〉〈ω|,

где max
x

Wx(ω) — верхняя огибающая функций Wx(ω); x = 1, . . . , n. Одно
из решений исходной задачи дается формулой

M0
x =

∑
ω

1Ωx(ω)|ω〉〈ω|,

где 1Ωx
обозначает индикатор подмножества Ωx, причем непересекаю-

щиеся подмножества Ωx ⊂ {ω : Λ0(ω) = Wx(ω)} образуют разбиение
множества Ω = {ω}.

Это сводится к принципу максимального правдоподобия в классиче-
ской статистике: решение x необходимо принимать для тех ω, для кото-
рых апостериорный выигрыш Wx(ω) максимален. Таким образом, в клас-
сическом случае оптимальная наблюдаемая всегда может быть выбрана
нерандомизованной. Это прямо связано с тем фактом, что в коммута-
тивном случае крайние точки множества Mn отвечают ортогональным
разложениям единицы (см. теорему 2.2.4).

Пример 2.3.2

Различение двух квантовых состояний.Пусть S0, S1 два оператора плот-
ности, π0, π1 – их априорные вероятности. Наблюдаемая дается разложе-
нием единицы {M0,M1}, так что M0+M1 = I. Этот случай можно свести
к предыдущему примеру, полагая

W0 = π1S1 + W ′
0, W1 = π1S1 + W ′

1,

где операторы W ′
0 = π0S0 − π1S1,W

′
1 = 0 коммутируют. Таким образом,

P{M} = π1 + Tr (W ′
0M0 + W ′

1M1) , (2.40)

и
Λ′ = max{π0S0 − π1S1, 0} = (π0S0 − π1S1)+ (2.41)

Всякий оптимальный оператор M0
0 имеет вид

M0
0 = 1(0,∞)(π0S0 − π1S1) + X0, (2.42)
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где первое слагаемое является проектором на собственное подпростран-
ство оператора π0S0 − π1S1, отвечающее положительным собственным
значениям, а второе слагаемое имеет носитель на нулевом подпростран-
стве оператора π0S0 − π1S1, причем 0 ≤ X0 ≤ I. Максимальная вероят-
ность правильного решения равна

P{M} = π1 + Tr (π0S0 − π1S1)+ . (2.43)

Испольуя соотношение

(π0S0 − π1S1)+ =
1
2
|π0S0 − π1S1|+ 1

2
(π0S0 − π1S1),

получаем

maxP{M} =
1
2
(1 + ‖π0S0 − π1S1‖1). (2.44)

В частности, при π0 = π1 = 1
2 различимость состояний S0 и S1 опреде-

ляется величиной ядерной нормы разности соответствующих операторов
плотности.

Предложение 2.3.2 Пусть S0 = |ψ0〉〈ψ0|, S1 = |ψ1〉〈ψ1| – чистые со-
стояния, тогда максимум величины P{M} равен

max
M

P{M} =
1
2

(
1 +

√
1− 4π0π1|〈ψ0|ψ1〉|2

)
. (2.45)

В частности, при π0 = π1 = 1/2,

max
M

P{M} =
1
2

(
1 +

√
1− |〈ψ0|ψ1〉|2

)
. (2.46)

Доказательство. Рассмотрим задачу на собственные значения для опе-
ратора ранга 2 π0|ψ0〉〈ψ0| − π1|ψ1〉〈ψ1|. Этот оператор может иметь ну-
левые собственные значения, отвечающие ортогональному дополнению
к носителю L, который натянут на векторы |ψ0〉, |ψ1〉. Существенная со-
ставляющая оптимальной наблюдаемой также сосредоточена на L, по-
этому можно ограничиться поиском собственных векторов вида

|ψ〉 = c0|ψ0〉+ c1|ψ1〉.

Подстановка в уравнение для собственных векторов дает

π0(c0 + 〈ψ0|ψ1〉c1) = λc0; (2.47)
−π1(〈ψ1|ψ0〉c0 + c1) = λc1, (2.48)

откуда находим собственные значения

λ0,1 =
1
2

[
π0 − π1 ±

√
1− 4π0π1|〈ψ0|ψ1〉|2

]
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с соответствующим базисом собственных векторов |e0〉, |e1〉. Следователь-
но

‖π0|ψ0〉〈ψ0| − π1|ψ1〉〈ψ1|‖1 = λ0 − λ1 =
√

1− 4π0π1|〈ψ0|ψ1〉|2,
откуда следует (2.45).

Оптимальная четкая наблюдаемая в подпространстве L имеет вид
{|e0〉〈e0|, |e1〉〈e1|}. Если π0 = π1 = 1/2 , то оптимальный базис располо-
жен симметрично по отношению к |ψ0〉, |ψ1〉 (рис. 2.2).

-
6
¡

¡¡µ
e1

@
@@Re0

´
´́3ψ1

Q
QQsψ0

Рис. 2.2. Различение
двух чистых состояний

Пример 2.3.3

На плоскости (рассматриваемой как вещественное подпространство дву-
мерного комплексного пространства) рассмотрим “равноугольную” кон-
фигурацию трех векторов (рис. 2.3)

|ψj〉 =

[
cos 2jπ

3

sin 2jπ
3

]
, j = 0, 1, 2. (2.49)

Соответствующие операторы плотности Sj = |ψj〉〈ψj |, описывают состо-
яния двухуровневой системы, например, плоскополяризованного фотона
или частицы со спином 1/2.

-ψ0A
A

A
AK
ψ1

¢
¢

¢
¢®
ψ2

Рис. 2.3. Три равно-
угольные состояния

Имеем

Sj =
1
2

(
I +

[
cos 4jπ

3 sin 4jπ
3

sin 4jπ
3 − cos 4jπ

3

])
, (2.50)

так что
2∑

j=0

Sj =
3
2
I

в силу того, что
∑2

j=0 ei 4πj
3 = 0.

Отсюда следует, что M0
k = 2

3Sk; k = 0, 1, 2, явля-
ется разложением единицы, отвечающим перепол-
ненной системе векторов

√
2
3 |ψk〉; k = 0, 1, 2. Соот-

ветствующая наблюдаемая экстремальна, поскольку выполнено условие
теоремы 2.2.5.
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Покажем, что в случае равновероятных состояний, πj = 1/3, {M0
k}

является оптимальной наблюдаемой. Проверим условия теоремы 2.3.1.
Поскольку S2

j = Sj , то

Λ0 =
2∑

j=0

1
3
SjM

0
j =

2
9

2∑

j=0

Sj =
1
3
I.

так что выполнено условие ii: I/3 = Λ0 ≥ Sj/3. Условие i также выпол-
нено, поскольку

(
Λ0 − 1

3
Sj

)
M0

j =
1
3
(I − Sj)Sj = 0.

Итак, maxP{M} = TrΛ0 = 2/3. Найдем теперь максимум по всевоз-
можным четким наблюдаемым с тремя исходами. Нетривиальное орто-
гональное разложение единицы с тремя компонентами в двумерном про-
странстве имеет вид M0 = |e0〉〈e0|, M1 = |e1〉〈e1|, M2 = 0, где |e0〉, |e1〉,
– произвольный базис. Поэтому задача сводится к оптимальному раз-
личению двух равновероятных состояний S0, S1. Применяя соотношение
(2.46) для случая 〈ψ0|ψ1〉 = − 1

2 , получаем

max
M−четкие

P{M} =
2
3

1 +
√

3/2
2

<
2
3

= max
M∈M

P{M}.

Таким образом, использование в квантовой статистике нечетких наблю-
даемых может привести к выигрышу при различении состояний исход-
ной системы по сравнению с четкими наблюдаемыми. Подчеркнем, что в
аналогичном классическом случае никакая рандомизация не может улуч-
шить качество процедуры различения состояний. С геометрической точ-
ки зрения, причина, конечно, состоит в том, что в квантовом случае не
все экстремальные наблюдаемые (среди которых и находится оптималь-
ная) являются четкими.

2.4 Комментарии

1. Из текстов, посвященных математическим основаниям квантовой ме-
ханики, выделим монографии фон Неймана [21], Макки [16], Сигала [27],
Фаддеева и Якубовского [29]. Обзор аксиоматических подходов имеется
в статье Вайтмана [154], а также в Замечаниях к гл. VIII книги Рида и
Саймона [24]. Желанной целью любой аксиоматики является вывод фор-
мализма гильбертова пространства; такой вывод в рамках операциональ-
ного подхода (см. ниже) в конечномерном варианте осуществлен в рабо-
те Араки [53]. Впрочем, это является отдельной темой; для наших целей
достаточно просто постулировать множество состояний S = S(H). Опи-
сание смешанных состояний операторами (матрицами) плотности было
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предложено независимо фон Нейманом, Вейлем и Ландау (см. примеча-
ние на с. 240 в книге [21]).

Аксиоматический подход, в основу которого положена двойствен-
ность между парой частично упорядоченных пространств, порождаемых
выпуклым множеством квантовых состояний и порядковым интервалом
0-1 наблюдаемых (тестов) разрабатывался школой Людвига [128], [84],
см. также Дэвис [75] (подобный подход часто называют операциональ-
ным). Подробное исследование статистической структуры квантовой тео-
рии на основе операционального подхода предпринято в книгах Холево
[37], [36], где можно найти также подробную библиографию.

В предложении 2.1.1 нам пришлось предположить существование
максимальной наблюдаемой только потому, что для простоты мы с са-
мого начала ограничились конечными множествами исходов. При над-
лежащем обобщение существование максимальной наблюдаемой (с во-
обще говоря бесконечным пространством Ω) может быть выведено из
совместимости всех наблюдаемых модели. По существу, об этом говорит
известная теорема Колмогорова о построении вероятностного простран-
ства для случайного процесса, заданного системой согласованных (т. е.
совместимых) конечномерных распределений. Подробное исследование
отношения стохастической совместимости, включающее доказательство
того факта, что отделимая модель, все наблюдаемые которой стохастиче-
ски совместимы, вкладывается в модель Вальда, имеется в работе Холево
[99].

Изложение основных понятий для нужд квантовой теории информа-
ции имеется в книгах Нильсена и Чанга [22], Хайаши [92]. В работе Фукса
[85] описана информационно-теоретическая точка зрения на основания
квантовой теории.

2. Излагаемая здесь концепция квантовой наблюдаемой разрабаты-
валась Людвигом [128], Дэвисом и Льюисом [75], Холево [37]. По поводу
выпуклой структуры множества наблюдаемых см. Краус [117].

Спин квантовой частицы органически связан с представлениями груп-
пы вращений трехмерного пространства [3], [16]. Результаты, связанные
с теоремой 2.2.5 см. в работе Дэвиса [74].

3. Задача различения двух чистых квантовых состояний была впер-
вые рассмотрена в 1968 г. в работе П. А. Бакута и С. С. Щурова, см.
книгу [14]. Подобные задачи естественно возникают при обнаружении
слабых источников света, а также в квантовой оптике. Общая теория
обнаружения и оценивания для квантовых состояний была разработа-
на в 1970-е гг. в трудах Хелстрома, Юна, Холево, Стратоновича, Бе-
лавкина, см. монографии [30], [37]. Новый интерес к теории оценивания
квантовых состояний появился в связи с идеями квантовых вычислений:
всякое такое вычисление завершается измерением параметров конечного
состояния квантового компьютера, которое должно быть максимально
точным. Результаты современной теории оценивания квантовых состо-
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яний, включая асимптотический подход, излагаются в книгах Хайаши
[92], Петца [133]. Байесовская задача является задачей линейного про-
граммирования (см. [17], [25]) и теорема 2.3.1 может быть доказана на
основе соответствующей теоремы двойственности. Пример 2.3.3 с тремя
равноугольными состояниями предложен Холево [33].



3. Составные квантовые системы и
сцепленность

3.1 Составные системы

3.1.1 Тензорное произведение

Своеобразие и новые возможности квантовой теории информации в зна-
чительной мере обусловлены свойствами составных квантовых систем.
Пусть Hj , j = 1, 2 – гильбертовы пространства двух квантовых систем со
скалярными произведениями 〈·| ·〉j . Составная система описывается тен-
зорным произведением гильбертовых пространств, которое может быть
построено следующим образом.

Согласно разделу 1.1, элемент ψ ∈ H определяет антилинейную функ-
цию ψ(φ) = 〈φ|ψ〉 аргумента φ ∈ H; для двух элементов ψj ∈ Hj ; j = 1, 2,
обозначим ψ1 ⊗ ψ2 би-антилинейную функцию аргументов φ1 ∈ H1, φ2 ∈
H2, определенную соотношением

(ψ1 ⊗ ψ2)(φ1, φ2) = 〈φ1|ψ1〉1〈φ2|ψ2〉2.

Рассмотрим векторное пространство L конечных линейных комбинаций
таких функций

∑
j cjψ

j
1 ⊗ ψj

2. Введем скалярное произведение на L, по-
лагая

〈ϕ1 ⊗ ϕ2|ψ1 ⊗ ψ2〉 = 〈ϕ1|ψ1〉1〈ϕ2|ψ2〉2
на порождающих элементах и далее продолжая по линейности на L.
Задача 3.1.1 Покажите, что такое линейное продолжение возмож-
но, оно единственно и удовлетворяет всем свойствам скалярного про-
изведения.

Пространство L с определенным выше скалярным произведением на-
зывается тензорным произведением H1⊗H2 гильбертовых пространств
H1,H2.

Задача 3.1.2 Пусть {ej
1}, {ek

2} – ортонормированные базисы в H1,H2,
тогда {ej

1 ⊗ ek
2} – ортонормированный базис в H1 ⊗H2 и dimH1 ⊗H2 =

dimH1 × dimH2.
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Отсюда вытекает, что всякий вектор ψ ∈ H1 ⊗ H2 однозначно запи-
сывается в виде

|ψ〉 =
∑

j,k

cjk|ej
1〉 ⊗ |ek

2〉.

Производя суммирование по j и обозначая |ψk〉 =
∑d1

j=1 cjk|ej
1〉 ∈ H1,

получаем

|ψ〉 =
d2∑

k=1

|ψk〉 ⊗ |ek
2〉,

так что в общем случае H1⊗H2 изоморфно прямой ортогональной сумме
d2 = dimH2 слагаемых H1 ⊕ · · · ⊕ H1 .

Для операторов Xj в пространствах Hj зададим их тензорное произ-
ведение, полагая

(X1 ⊗X2)(ψ1 ⊗ ψ2) = X1ψ1 ⊗X2ψ2,

и продолжая по линейности. Фиксируем базис в H2, так что H1 ⊗ H2

представляется как H1 ⊕ · · · ⊕ H1. Тогда X1 ⊗X2 можно представить в
виде блочной матрицы [X1x

jk
2 ], где [xjk

2 ] – матрица оператора X2 в базисе
{ek

2}. Произвольный оператор X в H1 ⊗ H2 задается блочной матрицей
[Xjk], элементы которой суть операторы в H1.

Напомним, что в разделе 1.4 Bh(H) обозначалось вещественное ли-
нейное пространство всех эрмитовых операторов в H, т. е. четких веще-
ственных наблюдаемых. В силу результата задачи 1.4.2, в случае ком-
плексных гильбертовых пространств H1H2

dim Bh(H1 ⊗H2) = dim Bh(H1) · dim Bh(H2)

тогда как в случае вещественных H1H2 для размерностей пространств
симметричных операторов имеет место неравенство >.

Задача 3.1.3 Если Sj – операторы плотности в Hj ; j = 1, 2, то S1⊗S2

– оператор плотности в H1 ⊗H2.

Пусть T – оператор в H = H1 ⊗ H2. Частичный след оператора T
(относительно H2), обозначаемый TrH2T , определяется как оператор в
H1, ассоциированный с формой

〈φ|(TrH2T )|ψ〉 =
∑

k

〈φ⊗ ek
2 |T |ψ ⊗ ek

2〉, φ, ψ ∈ H1.

Задача 3.1.4 Покажите, что определение корректно, т. е. не зави-
сит от выбора ортонормированного базиса {ek

2}. Если T = T1 ⊗ T2, то
TrH2(T1 ⊗ T2) = (TrT2)T1.

Пусть H1 ⊗ H2 реализовано как H1 ⊕ · · · ⊕ H1, так что T = [Tjk],
тогда TrH2T =

∑d2
j=1 Tjj и TrH1T = [TrTjk].
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3.1.2 Расширение Наймарка

Принципиальная связь между ортогональными и неортогональными раз-
ложениями единицы устанавливается следующей теоремой.

Теорема 3.1.1 (Наймарк) Пусть {Mx} – разложение единицы в H
с m компонентами, dimH = d. Тогда существует гильбертово про-
странство K размерности dimK ≤ md, изометрическое отображение
V : H → K и ортогональное разложение единицы {Ex} в K, такие что

Mx = V ∗ExV, x ∈ X . (3.1)

Изометрическое отображение (изометрия) – это линейное отображе-
ние V , сохраняющее скалярное произведение векторов в гильбертовых
пространствах. Для любых |φ〉, |ψ〉 ∈ H выполняется 〈V φ|V ψ〉 = 〈φ|ψ〉,
так что изометрия характеризуется равенством V ∗V = I. Изометриче-
ское вложение V позволяет отождествить H с подпространством VH
пространства K и считать, что H ⊂ K. Тогда Mx можно рассматривать
просто как ограничение Ex на H :

Ex =
[

Mx . . .
. . . . . .

]
.

Доказательство. Построение K будет осуществлено в два этапа. Снача-
ла определим векторы |Ψ〉 ∈ Hm формулой

|Ψ〉 =



|ψ1〉
...

|ψm〉


 , |ψi〉 ∈ H. (3.2)

Определим также псевдоскалярное произведение, т. е. форму, удовлетво-
ряющую всем свойствам скалярного произведения, кроме невырожден-
ности, соотношением

〈Ψ ′|Ψ〉 =
∑

x

〈ψ′x|Mx|ψx〉. (3.3)

Соответствующая квадратичная форма может быть вырождена.
Для того, чтобы обеспечить невырожденность, определим K как

фактор-пространство K = Hm/H0, где H0 = {Ψ0 ∈ Hm : 〈Ψ0|Ψ0〉 = 0}, т.
е. объединим векторы, разности которых имеют нулевую норму. Теперь
отображение V : H → Hm, определяемое как

V |ψ〉 =



|ψ〉
...
|ψ〉


 , (3.4)
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является изометрией, так как

〈ψ|V ∗V |ψ〉 =
m∑

j=1

〈ψ|Mx|ψ〉 = 〈ψ|ψ〉. (3.5)

В качестве ортогонального разложения единицы {Ex} в K рассмотрим
Ex|Ψ〉 = [0, . . . , |ψx〉, . . . , 0]>, где единственная ненулевая компонента на-
ходится на x-м месте. Таким образом,

〈V φ|Ex|V ψ〉 = 〈φ|Mx|ψ〉 , φ, ψ ∈ H,

что завершает доказательство.

Рассмотрим теперь важное следствие из теоремы Наймарка, дающее
статистическую интерпретацию произвольного разложения единицы и
устанавливающее согласованность обобщенного и стандартного опреде-
лений квантовой наблюдаемой.

Следствие 3.1.1 Пусть {Mx} – наблюдаемая в H, тогда найдется
гильбертово пространство H0, единичный вектор ψ0 ∈ H0 и четкая
наблюдаемая {Ex} в H⊗H0, такие, что

Mx = TrH0(I ⊗ |ψ0〉〈ψ0|)Ex. (3.6)

Доказательство. В соответствии с теоремой Наймарка, Mx = V ∗ExV,
где V : H → K – изометрическое вложение. Отождествим H с подпро-
странством K. Расширяя, если необходимо, пространство K, можно счи-
тать, что dimK = dimH · d0, и значит

K ' H⊕ · · · ⊕ H ' H⊗H0,

где H0 = `2d0
– координатное гильбертово пространство размерности d0,

причем H отождествляется с первым слагаемым в прямой сумме, или с
подпространством H⊗ |ψ0〉, где |ψ0〉 = [1, 0, . . . , 0]>. Тогда

(I ⊗ |ψ0〉〈ψ0|)Ex =
[

Mx . . .
0 0

]
,

так что (3.6) действительно выполнено.

Итак, всякую наблюдаемую можно реализовать в виде четкой наблю-
даемой составной системы за счет добавления вспомогательной системы,
находящейся в фиксированном состоянии S0 = |ψ0〉〈ψ0|. Такой способ
реализации естественно назвать квантовой рандомизацией.
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В классической статистике рандомизация, т. е. добавление “рулетки”,
хотя и может оказаться полезным приемом (например, в теории игр), не
увеличивает информации о состоянии наблюдаемой системы. Из резуль-
татов раздела 2.3.2 следует, что в квантовой статистике это не всегда
верно: парадоксальным образом, квантовая рандомизация позволяет из-
влечь больше информации о состояниях наблюдаемой системы, нежели
содержится в четких наблюдаемых, не использующих независимой вспо-
могательной системы.

3.1.3 Разложение Шмидта и очищение

Рассмотрим состояние S12 составной системы в гильбертовом простран-
стве H1 ⊗H2.

Определение 3.1.1 Чистое состояние S12 называется сцепленным,
если оно не представимо в виде тензорного произведения S1 ⊗ S2.

Таким образом, всякий единичный вектор ψ12 ∈ H1⊗H2, который яв-
ляется нетривиальной суперпозицией векторов-произведений, порождает
чистое сцепленное состояние. Примером является максимально сцеплен-
ное состояние, которое порождается вектором

|ψ12〉 =
1√
d

d∑

j=1

|e1
j 〉 ⊗ |e2

j 〉 (3.7)

в пространстве H1 ⊗H2, где d = dimH1 = dimH2, а {e1,2
j } – ортонорми-

рованные базисы в H1,2. Смысл этого термина будет разъяснен позднее
в разделе 7.4, где понятие сцепленности будет также обобщено на произ-
вольные состояния составной системы.

Мы будем часто использовать следующий результат:

Теорема 3.1.2 (Разложение Шмидта) Пусть S12 = |ψ〉〈ψ| – чистое
состояние в гильбертовом пространстве H1⊗H2, и пусть S1 = TrH2 S12,
S2 = TrH1 S12 – частичные состояния. Тогда S1 и S2 имеют одни и те
же ненулевые собственные значения λj. Более того,

|ψ〉 =
∑

j

√
λj |e1

j 〉 ⊗ |e2
j 〉, (3.8)

где {e1,2
j } – ортонормированные собственные векторы операторов S1 и

S2 соответственно.

Доказательство. Пусть {e1
j} – ортонормированный базис в H1 из соб-

ственных векторов оператора S1, тогда имеет место разложение

|ψ〉 =
∑

j

|e1
j 〉 ⊗ |h2

j 〉, (3.9)
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с некоторыми векторами |h2
j 〉 ∈ H2. Вычисление частичного следа опера-

тора |ψ〉〈ψ| по H2 дает
∑

j,k

〈h2
j |h2

k〉|e1
k〉〈e1

j |
∑

j

λj |e1
j 〉〈e1

j | ≡ S1, (3.10)

и поэтому 〈h2
j |h2

k〉 = λjδjk. Таким образом, полагая |e2
j 〉 = 1√

λj

|h2
j 〉 при

λj > 0, получаем ортонормированную систему, которую можно допол-
нить до базиса в H2, состоящего из собственных векторов оператора
S2.

Имеет место следующее обращение предыдущего утверждения:

Теорема 3.1.3 (Очищение состояний) Пусть S1 – состояние в H1,
тогда найдутся гильбертово пространство H2 той же размерности,
что и H1, и чистое состояние |ψ〉〈ψ| ∈ H1 ⊗ H2, такие, что S1 =
TrH2 |ψ〉〈ψ|.

Для любого чистого состояния |ψ′〉〈ψ′| ∈ H1⊗H2, обладающего этим
же свойством, найдется унитарный оператор U2 в H2, такой, что
|ψ′〉 = (I1 ⊗ U2)|ψ〉.
Доказательство. Диагонализуем S1 и определим |ψ〉 по формуле (3.8) с
произвольным базисом {e2

j} в гильбертовом пространстве H2, изоморф-
ном H1. Любой другой вектор |ψ′〉 имеет разложение (3.8) с другим ба-
зисом в H2. Остается заметить, что любые два базиса в гильбертовом
пространстве связаны унитарным преобразованием.

Следствие 3.1.2 Пусть S12 – состояние в H1 ⊗ H2, такое, что ча-
стичное состояние S1 является чистым. Тогда S12 = S1 ⊗ S2.

Доказательство. Для чистого состояния S12 утверждение очевидным
образом следует из теоремы 3.1.2; для произвольного состояния S12 мы
можем применить аналогичное рассуждение к его очищению.

Из теоремы 3.1.2 следует, что очищение в существенном единственно:
любые два очищения с пространствами H2, H′2, такими что dim H2 ≤
dim H′2, связаны изометрическим вложением H2 в H′2.

Замечательно, что существует одно универсальное гильбертово про-
странство, содержащее очищения всех состояний в H. Рассмотрим гиль-
бертово пространство L2(H) всех операторов X,Y, ... в H, снабженное
скалярным произведением

(X, Y ) = TrX∗Y.
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Тогда линейное соответствие

|ψ〉〈ϕ| ↔ |ψ〉 ⊗ 〈ϕ|, (3.11)

где 〈ϕ| ∈ H∗ (двойственное пространство линейных функций наH), един-
ственным образом продолжается до изометрии между гильбертовыми
пространствами L2(H) иH⊗H∗. Обозначая LA (соответственно RB) опе-
ратор левого умножения на A (соответственно правого умножения на B),
мы получим для X = |ψ〉〈ϕ|

LARBX ≡ AXB ↔ |Aψ〉 ⊗ 〈B∗ϕ|.
Для произвольного оператора плотности S в H рассмотрим единичный
вектор

√
SW ∈ L2(H), где W – произвольный унитарный оператор в H.

Тогда (√
SW,LARB

√
SW

)
= Tr

√
SA

√
SWBW ∗,

Следовательно, полагая B = I, получаем

TrSA =
(√

SW, (A⊗ IH∗)
√

SW
)

.

Поэтому
√

SW есть очищение S в пространстве L2(H), отождествленном
с H⊗H∗ через соответствие (3.11); более того, все очищения S получа-
ются таким образом.

3.1.4 Парадокс Эйнштейна-Подольского-Розена. Неравенство
Белла

Существование сцепленности, наряду с дополнительностью, является
принципиальным структурным различием между классическим и кван-
товым описанием системам.

Чистое состояние классической системы задается точкой фазового
пространства (практически – набором конкретных значений параметров,
описывающих “внутренние свойства” системы). Если рассматриваемая
классическая система состоит из нескольких подсистем, то всякое ее чи-
стое состояние с необходимостью является произведением чистых состо-
яний подсистем. Фиксируя значения параметров составной системы, мы
тем самым фиксируем значения параметров всех ее подсистем. При этом
нет необходимости прибегать к статистическому описанию.

В случае квантовых систем дело обстоит иначе. Как показывает след-
ствие 3.1.2, для любого чистого сцепленного состояния S12 составной си-
стемы частичные состояния S1,2 с необходимостью являются смешанны-
ми, т. е. требуют статистического описания.

Такой тип поведения составных систем совершенно необычен с клас-
сической точки зрения и, как будет показано далее в этом разделе, вооб-
ще несовместим с классическим способом описания (который в зарубеж-
ной литературе часто называется “реализмом”).
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Ключевой пример необычного (с классической точки зрения) поведе-
ния составной квантовой системы рассмотрели Эйнштейн, Подольский и
Розен (ЭПР) в 1935 году. В 50-х годах Бом представил пример в более
рельефной форме, использующей спиновые степени свободы, а в 60-х
Белл внес бо́льшую логическую ясность, предложив фундаментальное
неравенство, которое выполняется для составных классических систем,
удовлетворяющих естественному дополнительному условию “локально-
сти” (разделимости), но нарушается для квантовых систем, и в принципе
может быть проверено экспериментально.

Рассмотрим две частицы со спином 1/2, каждая из которых описыва-
ется гильбертовым пространством H с dimH = 2. В результате некоторо-
го взаимодействия (или реакции распада) в начальный момент возникает
совместное состояние их спинов, которое задается вектором

|ψ〉 =
1√
2

[
| ↑〉 ⊗ | ↓〉 − | ↓〉 ⊗ | ↑〉

]
,

где базисные векторы

| ↑〉 =
[
1
0

]
, | ↓〉 =

[
0
1

]

описывают состояния каждой частицы со спином, направленным в поло-
жительном (соответственно, отрицательном) направлении оси z. Обычно
пишут

|ψ〉 =
1√
2

[
| ↑↓〉 − | ↓↑〉

]
.

Каждое слагаемое здесь описывает состояние с разнонаправленными
спинами, а |ψ〉 есть их суперпозиция, которую невозможно представить
в виде тензорного произведения векторов состояний, относящихся к раз-
ным частицам. Такое состояние, называемое в физике “синглетом”, явля-
ется образцом сцепленного состояния двух квантовых систем.

Предположим, что частицы разлетаются на некоторое макроскопиче-
ское расстояние, при этом их спиновое состояние – синглет – сохраняется.
Рассмотрим эксперимент, в котором в двух удаленных друг от друга ла-
бораториях A и B над этими разлетевшимися частицами производятся
одновременные измерения: наблюдаемой спина σ(a) для одной частицы
и σ(b) для другой (рис. 3.1.4). Операторы X = σ(a)⊗I, Y = I⊗σ(b) ком-
мутируют, следовательно соответствующие наблюдаемые совместимы и
их ковариация дается выражением (2.24).

Задача 3.1.5 Используя выражения для матричных элементов,

〈↑ |σ(a)| ↑〉 = az, 〈↓ |σ(a)| ↑〉 = ax + iay, 〈↓ |σ(a)| ↓〉 = −az, (3.12)

вытекающие из (2.14), покажите, что в синглетном состоянии среднее
значение и дисперсия каждой наблюдаемой равны
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Eσ(a) = 0, Dσ(a) = 1

а ковариация между спинами задается формулой

〈ψ|σ(a)⊗ σ(b)|ψ〉 = −a · b. (3.13)

Отсюда следует, что если b = a, то коэффициент корреляции равен
-1, и следовательно между исходами a, b измерений имеется детермини-
рованная связь: a = −b. Из формул (3.12) и соотношения σ(a)2 = I
следует

〈ψ|[σ(a)⊗ I + I ⊗ σ(a)]2|ψ〉 = 0,

откуда
[σ(a)⊗ I + I ⊗ σ(a)]|ψ〉 = 0.

Если бы спины описывались классическими векторными случайными ве-
личинами, то это означало бы, что при измерении спина первой частицы
в произвольно выбранном направлении a спин второй частицы “момен-
тально” принимает противоположное значение.

Таким образом, приходится выбирать между следующими альтерна-
тивами:

1) в квантовой механике, подобно классической, состояние описывает
“реальные” внутренние свойства системы. При этом, чтобы объяснить,
как вторая частица “узнает” о выборе направления измеряемого спина
для первой частицы, приходится допустить мгновенное дальнодействие,
противоречащее физическому “принципу локальности”;

2) вектор состояния – это лишь выражение информационного содер-
жания процедуры приготовления системы, включающее прошлое взаи-
модействие подсистем. В этом случае никакого противоречия с локаль-
ностью не возникает, но приходится отказаться от полноты механисти-
ческого описания состояния как “совокупности внутренних свойств”.

Задача 3.1.6 Для любого направления a

|ψ〉 =
ε√
2

[
|a〉 ⊗ | − a〉 − | − a〉 ⊗ |a〉

]
, (3.14)

где ε – несущественный множитель, по модулю равный единице.

Более основательное рассмотрение мысленного эксперимента с син-
глетным состоянием приводит к более конкретному и глубокому выводу:
если пытаться описывать корреляции двух спинов классически и в со-
ответствии с принципом локальности, то оказывается невозможным до-
стичь такого характера и уровня коррелированности, который соответ-
ствует предсказаниям квантовой теории. “Локальный реализм” и пред-
сказываемая квантовой статистикой корреляция (3.13) несовместимы.
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Рис. 3.1. Направления
спинов.

Это доказывается с помощью неравенства
Белла-Клаузера-Хорна-Шимони:

Пусть Xj , Yk (j, k = 1, 2) – случайные величи-
ны на произвольном вероятностном простран-
стве Ω, такие что |Xj | ≤ 1, |Yk| ≤ 1. Тогда
для любого распределения вероятностей P на Ω
корреляция этих величин удовлетворяет нера-
венству

|EX1Y1 + EX1Y2 + EX2Y1 − EX2Y2| ≤ 2, (3.15)

где E –математическое ожидание, соответствующее распределению P .
Доказательство получается усреднением по распределению P элемен-

тарного неравенства

−2 ≤ X1Y1 + X1Y2 + X2Y1 −X2Y2 ≤ 2,

которое в свою очередь следует из

|X1Y1 + X1Y2 + X2Y1 −X2Y2| ≤ |Y1 + Y2|+ |Y1 − Y2| ≤ 2max{|Y1|, |Y2|}.

6

-
¡

¡
¡

¡¡ª

@
@

@
@@I

π
4

a1

a2

b1

b2

Рис. 3.2. Выбор направлений aj

и bk.

Вернемся теперь к системе из двух
q-битов и рассмотрим четыре различ-
ных эксперимента, в которых наблюда-
емые спина σ(aj), (j = 1, 2) измеряются
для первого q-бита, а σ(bk), (k = 1, 2) –
для второго; направления aj , bk, (j, k =
1, 2) будут выбраны позже. Во всех
четырех экспериментах система приго-
тавливается в синглетном состоянии.
Предположим, что существует “локаль-
ное” классическое представление для
результатов всех этих четырех экспери-
ментов. Это означает, что найдется ве-
роятностное пространство Ω, распреде-

ление вероятностей P на Ω, описывающее статистический ансамбль в
синглетном состоянии и случайные величины Xj , Yk; j, k = 1, 2, принима-
ющие значения ±1, которые дают классическое описание наблюдаемых
спина σ(aj), σ(bk); j, k = 1, 2. Тогда квантовые корреляции (3.13) долж-
ны удовлетворять неравенству (3.15). Условие “локальности” (а лучше
сказать, разделимости подсистем) выражается в том, что случайные ве-
личины, описывающие спин первой системы (X1 в случае первых двух
корреляций и X2 в двух других случаях) предполагаются одними и теми
же для экспериментов, различающихся выбором измеряемого направле-
ния спина (Y1 или Y2) во второй системе (и наоборот), что и позволяет
применить неравенство (3.15). Отказ от этого означал бы, что данное
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классическое описание допускает влияние выбора измерения во второй
системе на внутренние характеристики первой системы (термин “локаль-
ность” возникает в связи с тем, что системы предполагаются простран-
ственно удаленными друг от друга).

Теперь выберем конкретные направления спинов, как показано на ри-
сунке 3.2. Подставляя корреляции, даваемые формулой (3.13) в левую
часть неравенства (3.15), получаем значение 2

√
2, нарушающее это нера-

венство. Следовательно, исходное предположение о возможности клас-
сического “локального” описания является неверным. Условие раздели-
мости кажется настолько естественным, что оно даже трудно уловимо,
однако именно оно запрещает мгновенное влияние измерения, проводя-
щегося в одной системе, на результаты измерений в другой системе. Если
же от него отказаться, то интересующие нас четыре физические корре-
ляции могут быть любыми величинами из отрезка [−1, 1] и левая часть
неравенства (3.15) будет ограничена лишь величиной 4, что не входит в
противоречие с квантовой теорией.

Таким образом, возникает дилемма: либо квантовая теория дает
неверные предсказания для корреляций, либо составная система их двух
q-битов не имеет классического “локального” описания. Был проделан
целый ряд экспериментов, начиная со знаменитых экспериментов Аспе-
ка (1981-1982), результаты которых свидетельствуют в пользу квантовой
теории.

3.2 Квантовая система как носитель информации

3.2.1 Передача классической информации

Если носитель информации является классической системой с конечным
числом состояний d, то максимальное количество двоичных единиц – бит,
которое может быть записано либо передано с помощью такого носите-
ля, равно, очевидно log d ∗. Если передача происходит без ошибок, то
говорят об идеальном канале связи. В общем случае классический ка-
нал описывается условными вероятностями p(y|x) получить сообщение
y на выходе, если на вход послано сообщение x. Для идеального канала
p(y|x) = δxy; антиподом идеального канала является канал, для кото-
рого вероятности p(y|x) = p(y) не зависят от посланного сообщения x
и, следовательно, информация вообще не передается. Более подробно о
классических каналах будет рассказано в гл. 4.

Рассмотрим теперь, как происходит передача классической информа-
ции посредством квантового носителя, описываемого гильбертовым про-
странствомH. Состояние носителя S приготовляется некоторыми макро-
∗ Далее log = log2 обозначает двоичный логарифм. Чтобы избежать несуще-
ственных оговорок, мы будем игнорировать тот факт, что log d не обязатель-
но является целым числом.
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скопическими устройствами. Изменяя параметры этих устройств, экспе-
риментатор изменяет состояние, и таким образом получает возможность
“записывать” классические сообщения, содержащиеся в значениях пара-
метров, в квантовом состоянии. Пусть имеется n разных сообщений и Sx

– квантовое состояние, отвечающее сообщению с номером x; x = 1, . . . , n.
Отображение x → Sx описывает конечный результат физического про-
цесса, порождающего состояние Sx. Подробное описание этого процесса
не входит в задачу теории информации, которую интересуют лишь эти
конечные состояния Sx.

Для того чтобы извлечь информацию о сообщении, содержащуюся в
квантовом состоянии, необходимо произвести некоторое измерение. Если
на выходе такого канала измеряется наблюдаемая M = {My}, то услов-
ная вероятность получить на выходе сообщение y, если на вход было
послано сообщение x, равна

PM (y|x) = TrSxMy. (3.16)

Таким образом, для фиксированного измерения получается обычный
классический канал связи. Предположим, что приготовление состояний
и измерение удается организовать так, что Sx = |ex〉〈ex|,My = |ey〉〈ey|,
тогда PM (y|x) = δxy, т. е. возникает идеальный классический канал, спо-
собный передать log d бит, где d = dimH. Далее в главе 5 будет уста-
новлено, что эта величина является верхней границей для количества
классической информации, которое вообще может передано с помощью
данного квантового носителя. Отсюда следуют важные выводы:

1) то обстоятельство, что гильбертово пространство содержит беско-
нечно много различных векторов чистых состояний, не помогает пере-
дать неограниченное количество информации; причина кроется в том,
что чем больше состояний используется для передачи, тем они становят-
ся ближе друг к другу, и, следовательно, более неразличимыми;

2) размерность гильбертова пространства является мерой максималь-
ного информационного ресурса квантовой системы.

3.2.2 Сцепленность и локальные операции

В этом разделе потребуются элементарные сведения об эволюциях кван-
товой системы. В дальнейшем, в главе 6 этот вопрос будет рассмотрен
углубленно и с общих позиций. Пока же достаточно знать, что обрати-
мые эволюции квантовой системы описываются унитарными оператора-
ми U : в результате такой эволюции вектор исходного чистого состояния
ψ преобразуется в вектор Uψ. Соответственно, оператор плотности (сме-
шанное состояние) S преобразуется в USU∗.

Рассмотрим теперь следующий вопрос. Нелокальный, с классической
точки зрения, характер ЭПР-корреляций наводит на мысль попытать-
ся использовать их для мгновенной передачи сообщений. Покажем, что
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этого невозможно достичь, находясь в рамках квантовой механики (с
точки зрения которой ЭПР-корреляции не противоречат локальности).
Рассмотрим двух участников A и B, располагающих квантовыми си-
стемами в пространствах HA и HB соответственно, которые находятся в
сцепленном состоянии SAB . В случае, представляющем интерес, системы
пространственно разделены, хотя формально это ни в чем не выражает-
ся. Участник A (передатчик) использует сообщения x, которые жела-
тельно передать участнику B (приемнику), для выполнения некоторых
унитарных операций Ux (см. ниже) в своем пространстве HA (такие опе-
рации называются локальными, т. е. действующими нетривиально толь-
ко в одной из двух систем). При этом состояние системы AB переходит
в Sx = (Ux ⊗ IB)SAB(Ux ⊗ IB)∗, таким образом, классическая инфор-
мация записывается в квантовом состоянии составной системы. В свою
очередь, участник B может произвести локальное измерение произволь-
ной наблюдаемой в HB , что соответствует разложению единицы вида
M = {IA ⊗My} в пространстве составной системы HA ⊗HB . Результи-
рующая переходная вероятность (3.16)

PM (y|x) = Tr(Ux ⊗ IB)SAB(Ux ⊗ IB)∗(IA ⊗My) = TrSBMy,

где SB = TrHA SAB – частичное состояние системы B, не зависит от x.
Это означает, что локальные операции участника A никак не влияют на
состояние B, а значит, информация действительно не передается.

Рассмотрим теперь другую ситуацию, в которой участник A произ-
водит локальное измерение наблюдаемой MA

x и посылает исход своего
измерения участнику B. В этом случае апостериорное состояние SB(x)
участника B будет зависеть от исхода x. Чтобы найти апостериорные
состояния, предположим, что B производит свое локальное измерение
MB

y и рассмотрим совместное распределение вероятностей исходов двух
измерений

px,y = TrSAB(MA
x ⊗MB

y ).

Вводя условные вероятности p(y|x) = px,y

px
(в предположении, что px > 0),

имеем
px = TrSAB(MA

x ⊗ IB) = TrSAMA
x ,

p(y|x) = TrSB(x)MB
x ,

где
SB(x) = p−1

x TrHA
SAB(MA

x ⊗ IB)

– апостериорные состояния.
Изменение состояния участника B от SB к SB(x) означает переход от

полного статистического ансамбля, который имеется в распоряжении B
к подансамблю, который характеризуется значением x исхода измерения
участника A. Если этот исход не учитывается (например, A вовсе не
сообщает его B), то состояние B не изменяется
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SB =
∑

x

pxSB(x).

Задача 3.2.1 Пусть SAB = |ψ〉〈ψ| – чистое сцепленное состояние,

|ψ〉 =
∑

x

|eA
x 〉 ⊗ |ψB

x 〉,

где eA
x – ортонормированный базис в HA,

∑
x ‖ψB

x ‖2 = 1. Предполо-
жим, что A измеряет наблюдаемую MA

x = |eA
x 〉〈eA

x | и посылает исход
x участнику B. Тогда px = ‖ψB

x ‖2, и апостериорные состояния B суть

SB(x) = p−1
x |ψB

x 〉〈ψB
x |. (3.17)

Возвращаясь к эксперименту ЭПР, получаем из формулы (3.14), что
если A измеряет наблюдаемую σ(a) и посылает исход своего измерения
±1 участнику B, то его апостериорным состоянием (т. е. состоянием соот-
ветствующего подансамбля) оказывается |∓a〉〈∓a|. Если же связь между
A и B отсутствует, то состояние B в результате измерения A не изменя-
ется, оставаясь хаотическим. Таким образом, квантовая теория вполне
согласуется с принципом локальности.

3.2.3 Сверхплотное кодирование

Хотя сцепленные состояния сами по себе не позволяют передавать ин-
формацию, оказывается, что наличие такого состояния позволяет увели-
чить максимальное количество классической информации, передаваемой
от A к B, вдвое, если между системами имеется идеальный квантовый
канал связи, позволяющий безошибочно передать любое квантовое со-
стояние (например, посредством пересылки самого физического агента).
Таким образом, сцепленное состояние выступает как “катализатор” при
передаче классической информации через квантовый канал связи, и с
этот точки зрения, также представляет собой особого рода информаци-
онный ресурс.

Для простоты рассмотрим системы A и B, каждая из которых пред-
ставляет собой q-бит, между которыми имеется идеальный квантовый
канал связи. Из обсуждения в предыдущем разделе вытекает, что мак-
симальное количество классической информации, которое может быть
передано от A к B, равно одному биту, и получается при кодировании
бита в два ортогональных вектора, например,

0 → |0〉, 1 → |1〉.

Протокол “сверхплотного кодирования”, позволяющий удвоить коли-
чество передаваемой информации, имеет в своей основе простой матема-
тический факт: все векторы базиса Белла
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|e+〉 = |00〉+ |11〉, |e−〉 = |00〉−|11〉, |h+〉 = |10〉+ |01〉, |h−〉 = |10〉−|01〉

в системе из двух q-битов AB (мы используем канонический базис |0〉, |1〉
в пространстве одного q-бита и опускаем нормировочный множитель
1/
√

2) могут быть получены из любого из этих векторов действием “ло-
кальных” унитарных операторов, т. е. операторов, действующих нетри-
виально только в пространстве q-бита A (или B), например

|e−〉 = (σz ⊗ I)|e+〉, |h+〉 = (σx ⊗ I)|e+〉, |h−〉 = −i(σy ⊗ I)|e+〉.

Таким образом, если система AB изначально находится в сцепленном
состоянии |e+〉, передатчик A может закодировать 2 бита классической
информации в 4 состояния базиса Белла, производя только свои локаль-
ные операции, а затем переслать свой q-бит приемнику B по идеальному
квантовому каналу. Тогда, производя измерение в базисе Белла, B полу-
чает 2 бита классической информации.

3.2.4 Телепортация квантовых состояний

До сих пор говорилось о передаче классической информации через кван-
товый канал связи. Такая информация может быть “записана” в кван-
товом состоянии и передана через физический канал. Однако квантовое
состояние и само по себе представляет особого рода информационный ре-
сурс, содержащий сведения о статистике всевозможных измерений над
данной квантовой системой. Информация, содержащаяся в неизвестном
квантовом состоянии, имеет качественные отличия от классической, и по-
этому заслуживает специального термина квантовая информация. Наи-
более ярким отличием квантовой информации является невозможность
копирования произвольного состояния (no cloning). Устройства, воспро-
изводящие в принципе произвольное классическое сообщение, хорошо
известны. Однако существование прибора, который выполнял бы ана-
логичную задачу для квантовой информации, противоречит основному
динамическому принципу квантовой механики. В самом деле, преобра-
зование

|ψ〉 → |ψ〉 ⊗ · · · ⊗ |ψ〉︸ ︷︷ ︸
n

является нелинейным, и не может быть осуществлено унитарным опера-
тором. Конечно, это можно сделать каждый раз специальным прибором
для данного конкретного состояния (и даже для фиксированного набо-
ра ортогональных состояний), но не существует универсального прибора,
который размножал бы произвольное квантовое состояние.

Кратко остановимся на вопросе, каким вообще образом может быть
передано квантовое состояние. Очевидно, что это может быть пересыл-
ка самого физического агента, т. е. системы, приготовленный в том или
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ином состоянии. Одно из ярких достижений квантовой теории инфор-
мации состоит в открытии принципиальной возможности способа, при
котором сама система физически не пересылается, а передается лишь
классическая информация. При этом существенным дополнительным ре-
сурсом, который вновь играет роль “катализатора” передачи, является
сцепленность между передатчиком и приемником. Заметим, что свести
передачу произвольного квантового состояния только к передаче класси-
ческой информации, не используя дополнительного квантового ресурса,
невозможно: поскольку классическая информация копируема, это озна-
чало бы возможность копирования и квантовой информации. Дадим опи-
сание этого способа, получившего название телепортация квантового
состояния.

Пусть имеются два участника A и B, играющие роль, соответственно,
передатчика и приемника. В простейшей версии системы A и B являются
двухуровневыми (q-битами).

i. Перед началом передачи система AB приготовляется в состоянии
|00〉+ |11〉. (Напомним, что мы всюду опускаем нормировочный мно-
житель 1/

√
2).

ii. Третий участник C пересылает A произвольное чистое состояние

|ψ〉 = a|0〉+ b|1〉,

которое должно быть передано участнику B. На этом шаге совокуп-
ность трех систем CAB описывается состоянием

(a|0〉+ b|1〉)⊗ (|00〉+ |11〉).

iii. Затем участник A производит некоторое обратимое преобразование
состояния cистемы CA;

iv. Участник A производит определенное измерение (с 4 исходами, что
составляет 2 бита классической информации) и посылает результат
измерения B по классическому каналу связи. Преобразование и из-
мерение будут описаны ниже.

v. В зависимости от полученного результата измерения B производит
некоторое преобразование и получает это произвольное |ψ〉.
Производимые преобразования являются характерными примерами

логических операций, используемых в квантовых вычислениях. На 3-м
шаге над системой CA производится операция CNOT (контролирумое
“нет”):

|00〉 → |00〉, |01〉 → |01〉, |10〉 → |11〉, |11〉 → |10〉,

при которой состояние первого q-бита сохраняется, а состояние второго
q-бита не изменяется, либо изменяется на противоположное, в зависи-
мости от состояния первого q-бита. При этом базис переходит в базис,
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следовательно, в 4-х мерном пространстве CA этому преобразованию со-
ответствует унитарный оператор. Затем к q-биту A применяется опера-
ция Адамара H с унитарной матрицей

H =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
.

Тогда

|0〉 → 1√
2
(|0〉+ |1〉), |1〉 → 1√

2
(|0〉 − |1〉),

т.е. базис поворачивается на угол π/4.
Начальное состояние всей системы CAB есть

a|000〉+ b|100〉+ a|011〉+ b|111〉.
После действия CNOT на CA получаем

a|000〉+ b|110〉+ a|011〉+ b|101〉.
Потом H действует на C

a(|000〉+ |100〉) + b(|010〉 − |110〉) + a(|011〉+ |111〉) + b(|001〉 − |101〉).
Выделяя состояние системы CA, получаем

|00〉(a|0〉+ b|1〉) + |01〉(a|1〉+ b|0〉) + |10〉(a|0〉 − b|1〉) + |11〉(a|1〉 − b|0〉).
Теперь производится измерение наблюдаемой в системе CA, соответству-
ющей базису |00〉, |01〉, |10〉, |11〉. Согласно формуле (3.17), апостериорное
состояние системы B, в зависимости от полученного исхода измерения,
описывается одним из векторов

a|0〉+ b|1〉, a|1〉+ b|0〉, a|0〉 − b|1〉, a|1〉 − b|0〉.
Исход измерения посылается от A к B по классическому (идеальному)
каналу связи. В зависимости от полученного сообщения B применяет к
своему состоянию один из унитарных операторов Паули σ0 = I, σx, σz, σy,
в каждом случае переводящих вектор состояния B в a|0〉 + b|1〉. Таким
образом, B переходит в состояние, в котором первоначально находилась
система C, при этом состояние C необратимо изменяется (иначе оказа-
лось бы возможным копирование квантовой информации).

3.3 Комментарии

1. Подробнее о тензорном произведении гильбертовых пространств см.
гл. II.4 [24], где можно найти решение задач этого раздела. Общую фор-
мулировку теоремы Наймарка см. в [23], где она доказана для обще-
го разложения единицы (вероятностной операторно-значной меры, см.
определение 10.7.2) в бесконечномерном гильбертовом пространстве.
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Аналог разложения (3.8) в сепарабельном гильбертовом пространстве
восходит к работе Шмидта 1907 г., посвященной интегральным уравне-
ниям. Прием очищения смешанного состояния путем введения вспомога-
тельной системы, широко применяемый в квантовой теории информации,
использовался еще в работе Линдблада [126].

Термин “сцепленность” (Verschränktheit (нем.), entanglement (англ.))
был введенШредингером, который первым обратил внимание на необыч-
ные свойства сцепленных состояний. В российской физической литерату-
ре используется термин “запутанность” или “перепутанность”. Тщатель-
ный логический анализ эксперимента ЭПР проведен Беллом [57], кото-
рый в частности установил первое из неравенств типа (3.15) и применил
его к анализу парадокса ЭПР.

2. Протокол сверхплотного кодирования предложен Беннетом и Вис-
нером [64].

Протокол квантовой телепортации предложен в знаменитой публика-
ции Беннета, Брассара, Крепо, Джоза, Переса и Вуттерса [58]. Возмож-
ность телепортации состояния поляризации фотона была продемонстри-
рована экспериментально Цайлингером в 1997 г.



Часть II



4. Классическая энтропия и информация

4.1 Энтропия случайной величины и сжатие данных

Пусть X дискретная случайная величина, принимающая значения в ко-
нечном множестве X и пусть P = {px;x ∈ X} ее распределение вероят-
ностей. Энтропия H(X) = H(P ) определяется соотношением

H(X) =
∑

x∈X
η(px), (4.1)

где

η(t) =





−t log t, t > 0,

0, t = 0,
. (4.2)

Энтропия H(X), как мы увидим далее, является мерой неопределенно-
сти, изменчивости или информационного содержания случайной вели-
чины X. В дальнейшем, не ограничивая общности, можно предполагать,
что px > 0 для всех x.

Пусть d количество элементов в множестве X . Имеют место неравен-
ства

0 ≤ H(P ) ≤ log d, (4.3)

причем минимальное значение принимается на вырожденных распреде-
лениях {1, 0, . . . , 0}, . . . , {0, . . . , 0, 1}, а максимальное — на равномерном
распределении { 1

d , . . . , 1
d}. Первое неравенство вытекает из неотрицатель-

ности функции η(t) на отрезке [0, 1], а второе — из вогнутости функции
t → log t:

H(P ) =
d∑

x=1

px log
1
px

≤ log
d∑

x=1

px
1
px

= log d.

Дадим операциональную интерпретацию энтропии H(X) как меры
информационного содержания случайной величины X. Рассмотрим “слу-
чайный источник”, который порождает последовательность независимых
одинаково распределенных случайных величин с распределением P. По-
следовательность w = (x1, . . . , xn) букв алфавита X называется словом
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длины n. Общее количество таких слов равно |X |n = 2n log |X |, поэтому
можно закодировать все эти слова, используя двоичные последователь-
ности длины n log |X |, т. e. n log |X | бит. Однако, используя то обстоя-
тельство, что распределение P случайной величины X в общем случае
не является равномерным, можно предложить намного лучший способ
кодирования. Возможность сжатия данных тесно связана со следующим
свойством асимптотической равнораспределенности.

Теорема 4.1.1 Если X1, . . . , Xn, . . . независимые и одинаково распреде-
ленные случайные величины с распределением P = {px}, то

− 1
n

n∑

i=1

log pXi −→ H(X) по вероятности. (4.4)

Последнее означает, что для любых δ, ε > 0 найдется n0, такое что
для всех n ≥ n0 имеет место

P

{∣∣∣− 1
n

n∑

i=1

log pXi
−H(X)

∣∣∣ < δ

}
> 1− ε. (4.5)

Это прямо вытекает из закона больших чисел, примененного к последова-
тельности независимых одинаково распределенных случайных величин
− log pXi ; i = 1, . . . , n, математическое ожидание которых равно

E(− log pXi) =
∑

x

px(− log px) = H(X).

Замечая, что вероятность появления слова w = (x1, . . . , xn) равна

pw = px1 · . . . · pxn = 2−n
(
− 1

n

∑n
i=1 log pxi

)
(4.6)

мы теперь можем использовать соотношение (4.5), чтобы ввести понятие
типичного слова:

Определение 4.1.1 Слово w, имеющее вероятность pw, называется
δ-типичным, если

2−n(H(X)+δ) < pw < 2−n(H(X)−δ), (4.7)

другими словами, для него выполняется событие в формуле (4.5).

Множество всех δ-типичных слов длины n будет обозначаться Tn,δ.
Из (4.5), (4.7) вытекают следующие свойства множества δ-типичных слов
(где δ, ε – фиксированные положительные числа):

Задача 4.1.1 i. Существует не более 2n(H(X)+δ) типичных слов.
ii. Для достаточно больших n множество не-типичных слов имеет

вероятность P
(
Tn,δ

)
≤ ε.
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iii. Для достаточно больших n существует, по крайней мере,
(1− ε)2n(H(X)−δ) типичных слов.

Теперь можно осуществить эффективное сжатие данных, используя
все двоичные последовательности длины n(H(X) + δ), чтобы закодиро-
вать все δ-типичные слова, и отбрасывая не-типичные (или кодируя их
одним и тем же добавочным символом). Вероятность ошибки при таком
кодировании будет меньше или равна ε.

Обратно, любой код, использующий двоичные последовательности
длины n(H(X) − δ), имеет асимптотически неисчезающую вероятность
ошибки, стремящуюся к единице при n → ∞. В самом деле, пусть
C совокупность слов, которые были использованы для кодирования в
n(H(X) − δ) двоичных последовательностей, тогда как все остальные
слова кодируются какой-то другой последовательностью. Тогда вероят-
ность ошибки равна 1− P(C), где

P(C) = P(C ∩ Tn,δ/2) + P(C ∩ Tn,δ/2) (4.8)

≤ |C|2−n(H(X)−δ/2) + P(Tn,δ/2) (4.9)
≤ 2−nδ/2 + ε, (4.10)

что может быть сделано сколь угодно малым для достаточно больших n.
Поcкольку эффективное кодирование требует асимптотически

N ∼ 2nH(X) слов, энтропия H(X) может быть интерпретирована как ме-
ра количества информации (в битах на передаваемый символ) в случай-
ном источнике. Ясно, что для равномерного распределения px = 1/|X |
энтропия H(X) = maxX H(X) = log |X | и сжатие невозможно.

Задача 4.1.2 Пусть X конечное подмножество R. В условиях теоре-
мы 4.1.1 имеет место следующее неравенство для вероятностей боль-
ших уклонений:

P

{
1
n

n∑

i=1

(Xi − EX) ≥ δ

}
≤ exp

{
−n sup

s>0
[sδ − µ(s)]

}
, (4.11)

где
µ(s) = ln Ees(X−EX) = o(s); s → 0.

Отсюда, в частности, вытекает закон больших чисел с экспонен-
циальной скоростью убывания “хвостов” распределения, поскольку sδ −
µ(s) > 0 для малых s > 0. Указание: доказать и использовать следую-
щую версию неравенства Маркова

P

{
X ≥ x

}
≤ exp (−sx) EesX

для любых x ∈ R и s > 0.
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4.2 Условная энтропия, относительная энтропия и
информация Шеннона

Если X, Y случайные величины на одном вероятностном пространстве,
имеющие совместное распределение {px,y}, то можно определить их сов-
местную энтропию H(X,Y ) аналогично соотношению (4.1). Условная
энтропия H(Y |X) определяется как

H(Y |X) =
∑

x

pxH(Y |X = x)

= −
∑

x

px

∑
y

p(y|x) log p(y|x)

= −
∑
x,y

px,y log px,y +
∑

x

px log px

= H(X, Y )−H(X). (4.12)

Существует полезное общее правило, что всякое линейное соотношение
для (условных) энтропий продолжает оставаться верным, если в каждый
член подставляется одно и тоже дополнительное условие, например (4.12)
влечет

H(X,Y |Z) = H(X|Z) + H(Y |X, Z). (4.13)

Канал связи с шумом описывается вероятностями переходов p(y|x) из
входного алфавита X в выходной алфавит Y, т. е. условными вероятно-
стями того, что принят символ y ∈ Y, при условии, что был послан сим-
вол x ∈ X . Входное распределение вероятностей P = {px} трансформи-
руется каналом в совместное распределение px,y = p(y|x)px и порождает
выходное распределение P ′ = {p′y}, где p′y =

∑
x p(y|x)px. Шенноновское

количество информации (о случайной величине X, содержащееся в Y )
определяется соотношением:

I(X; Y ) = H(Y )−H(Y |X). (4.14)

где энтропия H(Y ) может быть интерпретирована как информационное
содержание выхода, а условная энтропия H(Y |X) – как его бесполез-
ная составляющая, обусловленная шумом в канале связи. Подставляя
(4.12) в это выражение для шенноновской информации, мы видим, что
оно симметрично по X и Y , и поэтому может быть также названо вза-
имной информацией

I(X; Y ) = H(X) + H(Y )−H(X, Y ). (4.15)

Также I(X; Y ) = H(X) −H(X|Y ), где теперь H(X) может быть интер-
претировано как информационное содержание источника, а H(X|Y ) –
как потеря информации в канале связи с шумом. Явное выражение для
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шенноновской информации через входное распределение и переходные
вероятности канала имеет вид

I(X,Y ) =
∑
xy

pxp(y|x) log
(

p(y|x)∑
x′ p(y|x′)px′

)
. (4.16)

В классической статистике весьма полезной характеристикой явля-
ется относительная энтропия двух распределений P = {px}, Q = {qx}
(информационное количество Кульбака-Лейблера-Санова):

H(P ; Q) =

{ ∑
x:px>0

px log px

qx
, если {x : px > 0} ⊆ {x : qx > 0};

+∞ в противном случае.

Используя неравенство ln t ≤ t− 1, получаем

H(P ; Q) ≥ − log e
∑

x:px>0

px

(
qx

px
− 1

)
≥ 0, (4.17)

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда P = Q.
Величина H(P ; Q) играет важную роль как “асимметричное рассто-

яние” между распределениями вероятностей. Она обладает следующим
свойством монотонности. Рассмотрим канал r(y|x) и два распределения
P = {px}, Q = {qx} на входе, которые трансформируются в выходные
распределения P ′ = {p′y}, Q′ = {q′y},

p′y =
∑

x

r(y|x)px, q′y =
∑

x

r(y|x)qx.

Тогда
H(P ′; Q′) ≤ H(P ; Q).

В самом деле,

H(P ; Q) =
∑
xy

pxr(y|x) log
r(y|x)px

r(y|x)qx

=
∑
xy

px,y

(
log

p′y
q′y

+ log
p(x|y)
q(x|y)

)

= H(P ′; Q′) +
∑

y

p′yH(p(x|y); q(x|y))

≥ H(P ′; Q′).

Задача 4.2.1 Докажите, что I(X; Y ) = H(px,y; px · py). Поэтому, в
силу (4.17), I(X;Y ) ≥ 0, причем I(X;Y ) = 0 тогда и только тогда,
когда X и Y независимые случайные величины: px,y = px · py.
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Отсюда непосредственно вытекает монотонность условной энтропии

0 ≤ H(Y |X) ≤ H(Y ),

а также субаддитивность энтропии:

H(X,Y ) ≤ H(X) + H(Y ). (4.18)

Отметим также выражение для информации в терминах относитель-
ной энтропии

I(X, Y ) =
∑

x

pxH(P ′x; P ′), (4.19)

где мы обозначили P ′x = {p(y|x)} для каждого фиксированного x ∈ X , а
P ′ =

∑
x pxP ′x есть безусловное распределение Y .

4.3 Шенноновская пропускная способность канала с
шумом

Рассмотрим канал X → Y , определяемый переходной вероятностью
p(y|x). Важнейшей характеристикой канала является шенноновская про-
пускная способность

CShan = max
X

I(X; Y ), (4.20)

где максимум берется по всевозможным распределениям P = {px} на
входе X. Далее будет показано, что она совпадает с операционально опре-
деленной информационной пропускной способностью канала.
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Рис. 4.1. Двоичный
симметричный канал.

В качестве примера вычисления CShan рас-
смотрим двоичный симметричный канал (см.
рис. 4.3). В этом случае алфавиты X и Y состоят
из двух букв 0, 1 которые передаются без ошибки
с вероятностью 1 − p и изменяются на другую с
вероятностью p. Вводя двоичную энтропию

h2(p) = −p log p− (1− p) log(1− p), (4.21)

взаимную информацию можно записать как
I(X;Y ) = H(Y ) − H(Y |X) = H(Y ) − h2(p), что
ограничено сверху величиной

CShan = log 2− h2(p) = 1− h2(p), (4.22)

достигающейся для равномерного распределения: p0 = p1 = 1
2 .

В общем случае I(X; Y ) является вогнутой функцией входного рас-
пределения вероятностей P = {px}. Поэтому для нахождения оптималь-
ного входного распределения P , максимизирующего I(X; Y ), могут быть
применены условия Куна-Таккера из выпуклого анализа.
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Задача 4.3.1 Докажите, что энтропия H(P ) является вогнутой функ-
цией распределения P. Указание: используйте вогнутость функции t →
η(t). Поэтому выходная энтропия H(Y ) = H(P ′) также вогнута, то-
гда как условная энтропия H(Y |X) аффинна. Представление (4.14) та-
ким образом влечет вогнутость функции I(X;Y ).

Задача 4.3.2 (Условия Куна-Таккера) Пусть F (P ) – вогнутая функция
распределения вероятностей P, непрерывно дифференцируемая внутри
симплекса распределений на X , так что частные производные имеют
пределы, возможно бесконечные, на границе симплекса. Для того что-
бы распределение P 0 было точкой абсолютного максимума для F (P ),
необходимо и достаточно, чтобы нашлось λ, такое что

∂F (P 0)
∂px

{
= λ, p0

x > 0;
≤ λ p0

x = 0.

В случае шенноновской информации (4.16) имеем

∂F (P )
∂px

= H(Px; P ′)− log e,

что в сочетании с (4.19) приводит к следующему условию “максимального
расстояния” для оптимального входного распределения:

H(P 0
x ;

(
P 0

)′
)
{

= µ, p0
x > 0;

≤ µ, p0
x = 0,

(4.23)

причем с необходимостью µ = CShan.
Предположим, что имеются два канала {pj(yj |xj)} ; j = 1, 2, и рас-

смотрим составной канал, описываемый переходной вероятностью {p1(y1|x1)p2(y2|x2)} .

Предложение 4.3.1 Шенноновская пропускная способность составно-
го канала равна

(CShan)12 = (CShan)1 + (CShan)2 . (4.24)

Таким образом, шенноновская пропускная способность аддитивна для
независимых каналов.

Доказательство. Пусть P j – оптимальное входное распределение для
j−го канала, тогда оно удовлетворяет условию (4.23) с константами µj =
(CShan)j . Используя тот факт, что

H
(
P 1 × P 2; Q1 ×Q2

)
= H

(
P 1;Q1

)
+ H

(
P 2; Q2

)
,

получаем, что распределение P = P 1 ×P 2 удовлетворяет условию (4.23)
для составного канала с константой µ = (CShan)1 + (CShan)2 .
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4.4 Теорема кодирования для канала с шумом

Для данного канала p(y|x) можно рассмотреть составной канал без па-
мяти

p(yn|xn) = p(y1|x1) · . . . · p(yn|xn), (4.25)

который побуквенно передает слова длины n, используя независимо n
раз исходный канал:

xn





x1 −→ y1

x2 −→ y2

...
...

xn −→ yn





yn,

Обозначим Xn, Y n случайные величины на входе и выходе составного
канала.

Аналогично (4.20) рассмотрим величину

Cn = max
Xn

I(Xn; Y n)

для составного канала. Используя свойство (4.24), получаем, что после-
довательность {Cn} аддитивна для канала без памяти, откуда

Cn = nCShan. (4.26)

Чтобы уменьшить влияние шума, используется кодирование сообще-
ний на входе и, соответственно, декодирование на выходе составного
канала. Процесс передачи информации тогда изображается следующей
диаграммой:

i −→ xn −→ yn −→ j, (4.27)

где i (соответственно j) обозначает переданное (принятое) сообщения.
Можно просто считать i, j ∈ {1, . . . , N} номерами соответствующих со-
общений, так как интерес представляет количество N передаваемых со-
общений.

Цель состоит в том, чтобы выбрать кодирование и декодирование,
которые максимизировали бы скорость передачи R = log N

n , равную чис-
лу бит на один передаваемый символ, при условии малости вероятности
ошибки. Дадим точные определения.

Определение 4.4.1 Код (W,V ) размера N для составного канала p(yn|xn)
состоит из кодирования, задаваемого совокупностью кодовых слов W =
{w(1), . . . , w(N)} длины n и декодирования, задаваемого совокупностью
V = {V (0), V (1), . . . , V (N)} непересекающихся подмножеств Yn. Подмно-
жества V (1), . . . , V (N) интерпретируются как облaсти принятия ре-
шения: если сообщение на выходе yn ∈ V (j); j = 1, . . . , N , то принимает-
ся решение, что было послано слово w(j); если же yn ∈ V (0) = ∪N

j=1V
(j),

то никакого определенного решения не принимается.
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Таким образом, максимальная вероятность ошибки такого кода есть

Pe(W,V ) = max
1≤j≤N

(
1− p(V (j)|w(j))

)
, (4.28)

где p(V (j)|w(j)) = P(Y n ∈ V (j)|Xn = w(j)) – вероятность правильного
решения. Средняя вероятность ошибки равна

P e(W,V ) =
1
N

N∑

j=1

(
1− p(V (j)|w(j))

)
≤ Pe(W,V ), (4.29)

и, как показывает следующая лемма, с точки зрения теории информа-
ции она асимптотически эквивалентна максимальной вероятности ошиб-
ки Pe(W,V ).

Лемма 4.4.1 Для любого кода (W,V ) размера 2N найдется подкод (W̃ , Ṽ )
размера N , который имеет максимальную вероятность ошибки Pe(W̃ , Ṽ ) ≤
2P e(W,V ).

Доказательство. Обозначим ε = P e(W,V ) и предположим, что N -
подкода с требуемым свойством не существует, тогда найдутся по край-
ней мере N +1 кодовых слов с вероятностью ошибки > 2ε. Тогда средняя
вероятность ошибки 2N -кода ограничена снизу величиной

P e(W,V ) >
1

2N
2ε(N + 1) > ε,

что противоречит предположению.

Обозначим pe(n,N) (соответственно p̄e(n,N)) максимальную (соотв.
среднюю) вероятность ошибки, минимизированную по всевозможным ко-
дам длины n и размера N , тогда

1
2
pe(n,N) ≤ p̄e(n, 2N) ≤ pe(n, 2N) (4.30)

Определение 4.4.2 Число R ≥ 0 называется достижимой скоростью
передачи, если

lim
n→∞

pe(n, 2nR) = 0.

Точная верхняя грань всех достижимых скоростей передачи называет-
ся информационной пропускной способностью C канала p(y|x).

Теорема 4.4.2 (Теорема кодирования для канала с шумом) Для ка-
нала без памяти

C = CShan.
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Таким образом, операционально (и асимптотически) определенная
информационная пропускная способность оказывается равной удобно
вычислимой “однобуквенной” характеристике канала, определенной со-
отношением (4.20). Неравенство C ≤ CShan будет следовать из утвер-
ждения

lim
n→∞

pe(n, 2nR) = 0, если R < CShan,

называемого прямой теоремой кодирования, тогда как слабое обращение
состоит в том, что

lim inf
n→∞

pe(n, 2nR) > 0, если R > CShan, (4.31)

откуда следует C ≥ CShan. На самом деле, имеет место более сильное
утверждение

lim
n→∞

pe(n, 2nR) = 1, если R > CShan.

Доказательство. Слабое обращение. Благодаря неравенству (4.30), до-
статочно доказать аналог утверждения (4.31) для вероятности ошибки
pe(n,N).

Лемма 4.4.3 (Неравенство Фано) Пусть X, Y случайные величины и
X̂ = X̂(Y ) оценка случайной величины X по наблюдениям Y с вероят-
ностью ошибки pe = P(X̂(Y ) 6= X), тогда

H(X|Y ) ≤ h2(pe) + pe log(|X | − 1) ≤ 1 + pe log |X |. (4.32)

Доказательство. Пусть E индикатор ошибки оценивания,

E =
{

0, если X̂(Y ) = X;
1, в противном случае.

(4.33)

Поскольку E является функцией (X, X̂) и поэтому имеет определенное
значение при фиксированных значениях, имеем H(X|Y ) = H(E, X|Y ).
Однако из (4.13) следует

H(E,X|Y ) = H(E|Y ) + H(X|E, Y ). (4.34)

Здесь H(E|Y ) ≤ H(E) = h2(pe) и

H(X|E, Y ) = (1− pe)H(X|E = 0, Y ) + peH(X|E = 1, Y ) ≤ pe log(|X | − 1),

где был использован тот факт, что H(X|E = 0, Y ) также равно нулю,
поскольку E = 0 означает, что мы знаем X, если известно Y . Условие E =
1 то же самое, что X 6= X̂(Y ), и оставляет возможными не более |X | − 1
значений X, так что энтропия ограничена сверху величиной log(|X | −
1).
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Рассмотрим произвольный код (W,V ) размера N со словами w(1), . . . , w(N)

и разбиение множества Yn на N+1 область принятия решения V (0), V (1), . . . , V (N) ⊂
Yn. Обозначим Xn случайную величину, принимающую значения w(1), . . . , w(N)

с равными вероятностями 1
N и пусть X̂n = X̂(Y n) оценка для Xn, такая

что X̂n = w(j), если Y n ∈ V (j). Тогда

Cn ≥ I(Xn;Y n) = H(Xn)−H(Xn|Y n)

≥ log N


1− P{X̂n 6= Xn}︸ ︷︷ ︸

=P e(W,V )


− 1 (4.35)

согласно неравенству Фано. Подставляя N = 2nR, получаем

P e(W,V ) ≥ 1− Cn

nR
− 1

nR
. (4.36)

Беря минимум по всевозможным кодам и используя аддитивность (4.26),
получаем в пределе n →∞

lim inf
n→∞

pe(n, 2nR) ≥ 1− CShan

R
> 0

для R > CShan.
Доказательство прямого утверждения. Основная идея, принадле-

жащая Шеннону, состоит в использовании случайного кодирования. Рас-
смотрим N слов w(1), . . . , w(N), выбираемых случайным образом незави-
симо с распределением вероятностей

P{w(i) = (x1, . . . , xn)} = px1 · . . . · pxn , (4.37)

где однобуквенное распределение {px} выбрано так, что оно максими-
зирует I(X; Y ). Заметим, что имеется примерно 2nH(Y ) типичных слов
на выходе, и в среднем 2nH(Y |X) типичных слов на выходе для каждого
входного слова w. Для того, чтобы ошибка различения слов на выходе
стремилась к нулю, надо, чтобы множества типичных слов на выходе,
соответствующие разным словам на входе, асимптотически не пересека-
лись, поэтому размер кода

N ≈ 2nH(Y )

2nH(Y |X)
= 2n(H(Y )−H(Y |X)) = 2nI(X;Y ) = 2nCShan . (4.38)

Чтобы придать этому рассуждению точный смысл, назовем выходное
слово yn условно типичным для входного слова w = xn, если

2−n(H(Y |X)+δ) < p(yn|w) < 2−n(H(Y |X)−δ). (4.39)

Обозначим Tn,δ
w ⊂ Yn подмножество всех условно типичных слов для

данного входного слова w.
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Задача 4.4.1 Предполагая, что w распределено случайно с распределе-
нием (4.37), покажите, используя закон больших чисел, что P{Y n ∈
Tn,δ

w } ≤ ε для любого ε > 0 и достаточно больших n.

Для данного кодирования W = {w(1), . . . , w(N)} построим специаль-
ное субоптимальное декодирование. Множества Tn,δ

w(j) могут пересекаться
для разных j, и чтобы получить непересекающиеся области принятия
решений, мы положим

V (j) = Tn,δ
w(j) ∩

(
∪k:k 6=jT

n,δ
w(k)

)
. (4.40)

Тогда если, например, было передано слово w(1), ошибка возникает тогда
и только тогда, когда

yn ∈ V (1) = Tn,δ
w(1)

∪
(
∪N

k=2T
n,δ
w(k)

)
. (4.41)

Теперь предположим, что кодовые слова w(1), . . . , w(N) выбираются
случайным образом, как описано выше, т. е. независимо с распределением
(4.37), и оценим математическое ожидание средней вероятности ошибки
P e(W,V ). Это даст нам требуемую оценку, поскольку очевидно, что

p̄e(n,N) ≤ EP e(W,V ).

Обозначим Pw{B} вероятность P{Y n ∈ B|Xn = w}, где B некоторое,
возможно случайное, подмножество Yn. В силу полной симметрии между
кодовыми словами

EP e(W,V ) = E Pw(1){V (1)} (4.42)

= E Pw(1){V (1) ∩ Tn,δ(Y )}+ EPw(1){V (1) ∩ Tn,δ(Y )},
где Tn,δ(Y ) есть множество выходных δ-типичных последовательностей
yn, определяемое аналогично определению 4.1.1 с заменой H(X) на H(Y ).
Тогда, учитывая (4.41),

EP e(W,V ) ≤ P{Y n ∈ Tn,δ
w(1)}+

N∑

k=2

E Pw(1){Tn,δ
w(k) ∩ Tn,δ(Y )}+ P{Tn,δ(Y )}.

(4.43)
Первый и третий члены ≤ ε для достаточно больших n в силу соот-
ветствующих свойств (условно) нетипичных слов. Каждое слагаемое в
средней сумме оценивается как

∑

w(1)

∑

w(k)

∑

yn∈T n,δ

w(k)∩T n,δ(Y )

p(yn|w(1))pw(1)pw(k)

≤ 2n(H(Y |X)+δ)
∑

w(1)

∑

w(k)

∑

yn∈T n,δ(Y )

p(yn|w(1))pw(1)p(yn|w(k))pw(k)
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= 2n(H(Y |X)+δ)
∑

yn∈T n,δ(Y )

(pyn)2 ≤ 2n(H(Y |X)−H(Y )+2δ).

Здесь первое неравенство получается введением множителя 2n(H(Y |X)+δ)p(yn|w(k)) >

1 на множестве Tn,δ
w(k) , а последнее – из второго неравенства в определении

типичного слова yn. Окончательно,

EP e(W,V ) ≤ 2ε + (N − 1)2n(H(Y |X)−H(Y )+2δ) ≤ 2ε + N2−n(CShan−2δ),

что можно сделать меньше 3ε если N = 2nR с R < CShan и δ достаточно
мало.

Следует отметить, что метод случайного кодирования, позволивший
доказать существования асимптотически оптимальных кодов, а также
раскрывающий природу таких кодов, мало пригоден для практического
применения. Его реализация уже при достаточно умеренных значениях n
требует огромного (экспоненциально растущего) объема вычислений. На-
хождению практически приемлемых методов кодирования/декодирования
посвящен специальный раздел теории информации – теория кодирова-
ния, широко использующая методы современной алгебры.

4.5 Канал с перехватом

Другой важнейшей проблемой современной теории информации являет-
ся изучение систем с многими пользователями, ярким примером которой
может служить интернет. Специфическим примером системы с недру-
жественными участниками является канал с перехватом, на котором мы
здесь кратко остановимся, поскольку это понадобится в гл. 9, посвящен-
ной передаче квантовой информации.

Пусть X ,Y,Z – три конечных алфавита, причем алфавит X ассо-
циируется с передатчиком, Y – с приемником, а Z – с перехватчиком
данных. Каналом с перехватом называется пара каналов p(y|x); q(z|x)
от передатчика к приемнику и к перехватчику, соответственно. Пере-
датчик посылает слова w = (x1, . . . , xn) длины n по составным каналам
p(yn|xn), q(yn|xn), и цель состоит в асимптотически безошибочной пере-
даче максимального количества сообщений приемнику при условии, что
перехватчик получит асимптотически исчезающее количество информа-
ции.

Определение 4.5.1 Код (M, r, V ) размера N для составного канала с
перехватом состоит из множества сообщений M = {1, . . . , N}, пере-
ходной вероятности r(xn|m) из M в Xn, задающей рандомизованное
кодирование сообщений m ∈ M в слова xn, и обычного декодирования V
для приемника, задаваемого разбиением множества Yn на N непересе-
кающихся подмножеств V (0), V (1), . . . , V (N) ⊂ Yn.
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Максимальная вероятность ошибки такого кода равна

Pe(M, r, V ) = max
1≤m≤N

(
1− p(V (m)|m)

)
, (4.44)

где p(V (m)|m) =
∑

xn P(Y n ∈ V (m)|xn)r(xn|m) – вероятность правильно-
го решения для приемника. Мы будем называть R достижимой скоро-
стью для канала с перехватом, если найдется последовательность кодов(M(n), r(n), V (n)

)
размера N = 2nR, таких что

lim
n→∞

Pe

(
M(n), r(n), V (n)

)
= 0

и
lim

n→∞
I(Mn; Zn) = 0,

где Mn – случайная величина, равномерно распределенная на множе-
стве сообщений M(n). Последнее условие выражает требование, что ко-
личество информации перехватчика о посланном сообщении стремится
к нулю. Точная верхняя грань множества достижимых скоростей назы-
вается секретной классической пропускной способностью Cp канала с
перехватом.

Теорема кодирования для канала с перехватом дает следующее выра-
жение:

Cp = max [I(M ; Y )− I(M ; Z)] , (4.45)

где максимум берется по всевозможным случайным величинам M,Y, Z,
таким что последовательность M, X, (Y,Z) образует цепь Маркова, при-
чем пары X, Y и X, Z связаны, соответственно, каналами p(y|x) и q(z|x).

Задача 4.5.1 Докажите слабое обращение теоремы кодирования (нера-
венство ≤ в (4.45)), используя неравенство Фано.

Доказательство прямого утверждения основано на следующей идее.
Фиксируем δ, ε > 0 и некоторое распределение на алфавите X . Рассмот-
рим новое случайное кодирование W (n) с N независимыми словами, рав-
номерно распределенными на множестве Tn,δ δ−типичных слов длины
n, а также субоптимальное декодирование V (n), построенное как в (4.40).
Небольшая модификация доказательства теоремы 4.4.2 позволяет дока-
зать, что при N = 2n[I(X;Y )−δ] с высокой вероятностью выполняется

P̄e(W (n), V (n)) ≤ ε. (4.46)

Чтобы сделать код секретным, передатчик должен пожертвовать
n [I (X;Z) + δ/2] битами информации, дополнительно рандомизуя вход-
ные сообщения. Положим

NZ = 2n[I(X;Z)+δ/2], NY = 2n[I(X;Y )−I(X;Z)−3δ/2],



4. Классическая энтропия и информация 76

так что NZNY = N ; представим набор кодовых слов W (n) в виде прямо-
угольной таблицы с NY строками и NZ столбцами. Тогда

W (n) =
{
wmj ; m = 1, . . . , NY ; j = 1, . . . , NZ

}
.

Пусть теперь для каждого значения m передатчик выбирает значение
j случайным образом с равными вероятностями. Такая рандомизация
приводит к тому, что почти вся переданная информация оказывается
скрытой для перехватчика: для каждого значения m набор кодовых слов

{
wmj ; j = 1, . . . , NZ

}

с высокой вероятностью содержит почти максимально возможную ин-
формацию I(X; Z), при условии, что перехватчик применяет оптималь-
ное декодирование. Поэтому взаимная информация между наборами ко-
довых слов с различными значениями m должна быть близка к ну-
лю, так что рандомизация внутри каждого набора уничтожает почти
всю информацию, передаваемую перехватчику. Эти рассуждения вкупе
с (4.46) показывают, что скорость I(X; Y ) − I(X; Z) − δ является до-
стижимой. Они остаются справедливыми и для любой последовательно-
сти M, X, Y Z, удовлетворяющей условиям теоремы кодирования, поэто-
му I(M ; Y )− I(M ; Z)− δ также является достижимой скоростью.

4.6 Гауссовский канал

Рассмотрим непрерывный аналог канала без памяти (4.25), у которого в
качестве входного и выходного алфавитов выступает вещественная пря-
мая R. Канал задается переходной плотностью вероятности

p(yi|xi) =
1√

2πσ2
exp

[
− (yi − xi)

2

2σ2

]
; i = 1, . . . , n.

Эквивалентно, можно считать, что выходные случайные величины Yi

получаются сложением входного сигнала xi с независимыми одинаково
распределенными переменными шума Zi с EZi = 0 и EZ2

i = σ2

Yi = xi + Zi; i = 1, . . . , n.

Легко видеть, что естественно определенная информационная пропуск-
ная способность такого канала бесконечна, если не ввести каких-либо
ограничений на сигнал. Обычно рассматривается квадратичное ограни-
чение

n∑

i=1

x2
i ≤ ns2, (4.47)
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мотивируемое конечностью мощности входного сигнала. При этом огра-
ничении пропускная способность оказывается равной

C =
1
2

log
(

1 +
s2

σ2

)
. (4.48)

Эта формула также принадлежит Шеннону и также имеет простое эв-
ристическое истолкование. Неравенства

1
n

n∑

i=1

Z2
i ≤ σ2 + ε;

1
n

n∑

i=1

Y 2
i ≤ s2 + σ2 + ε

имеют место с высокой вероятностью для произвольного ε > 0 и доста-
точно больших n.

Задача 4.6.1 Докажите это утверждение, используя неравенство Че-
бышева и (4.47).

Первое из этих неравенств означает, что для любого входного слова
w = (x1, . . . , xn) выходной вектор Y n = (Y1, . . . , Yn) лежит в n−мерном
шаре радиуса

√
n (σ2 + ε) с центром w, тогда как второе – что выход-

ные векторы для всевозможных входов, удовлетворяющих ограничению
(4.47), лежат в n−мерном шаре радиуса

√
n (s2 + σ2 + ε). Отношение

этих объемов дает приблизительную оценку числа непересекающихся ша-
ров первого типа в большом шаре:

N =

[√
n (s2 + σ2 + ε)√

n (σ2 + ε)

]n

= 2nR,

где R = 1
2 log

(
1 + s2

σ2+ε

)
может быть сделано сколь угодно близким к

(4.48).

4.7 Комментарии

1. Имеется много прекрасных книг по теории информации. Здесь мы
во многом следуем книге Ковера и Томаса [72], которая дает ясное и
неформальное введение в предмет.

Метод типов (типичных последовательностей) был систематически
разработан Чисаром и Кернером [45].

2. Идея использования показательной функции в неравенстве Марко-
ва с последующей оценкой больших уклонений восходит к Бернштейну
и была развита Крамером; ее важность для теории информации подчер-
кивалась Черновым, см. например [72], лемма 12.9.1, а также [5].

3. Доказательство утверждения задачи 4.3.2 и его приложения в тео-
рии информации обсуждаются в книге Галлагера [5], теоремы 4.4.1, 4.5.1.
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4. Первоначальные идеи теоремы кодирования были изложены в пи-
онерской работе Шеннона [46]. Наше доказательство отличается от дан-
ного в книге [72] тем, что использует условную, а не совместную типич-
ность. Именно такой подход допускает некоммутативное обобщение, см.
раздел 5.6.

5. Теория многотерминальных систем излагается в книгах Чисара и
Кернера [45], Ковера и Томаса [72]. Доказательство теоремы кодирования
для канала с перехватом см. в [45].

6. Строгое доказательство формулы (4.48) см., например, в [72]. Кван-
товый аналог канала с аддитивным гауссовским шумом рассматривается
в разделе 11.5.1.



5. Квантовая теорема кодирования

5.1 Пропускная способность классически-квантового
канала связи

Как было выяснено в разделе 3.2.1, простейшая модель квантового ка-
нала предполагает, что есть классический параметр x, пробегающий (ко-
нечный) входной алфавит X и отображение x → Sx в квантовые состо-
яния на выходе канала. Мы будем называть такую модель классически-
квантовым (c-q) каналом. Если на выходе такого канала измеряется на-
блюдаемая M = {My}, то условная вероятность получить исход y, при
условии, что был послан сигнал x, дается формулой

P (y|x) = TrSxMy. (5.1)

Таким образом, для фиксированного измерения мы получаем обычный
классический канал связи. Это приводит к вопросу о максимальном коли-
честве классической информации, которое может быть почти без помех
передано по данному квантовому каналу и о соответствующей предель-
ной характеристике – классической пропускной способности. Этот вопрос
будет детально рассмотрен в настоящей главе.

Рассмотрим соответствующий составной c-q канал, который отобра-
жает слово w = (x1, . . . , xn) в состояние-произведение Sw = Sx1⊗. . .⊗Sxn

в пространстве H⊗n. Процесс передачи классической информации опи-
сывается диаграммой

i −→ w −→ Sw −→ j (5.2)

Предположение о том, что слово w отображается в тензорное произве-
дение состояний Sxj , соответствует определению канала без памяти в
классическом случае. На выходе канала находится приемник, который
производит измерение некоторой наблюдаемой M = {M (n)

j } в простран-
стве H⊗n (получив исход измерения j, считаем, что было послано со-
общение j). В итоге приемник выдает ответ о принятом решении; таким
образом, разложение единицы в пространствеH⊗n описывает статистику
всей решающей процедуры, которая включает в себя физическое изме-
рение и последующую классическую обработку его результатов. Выбор
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наблюдаемой M формально аналогичен выбору решающей процедуры
в классическом случае, но как мы увидим, играет здесь гораздо более
важную роль.

Определение 5.1.1 Код (W,M) размера N для составного c-q кана-
ла xn → Sxn состоит из (классического) кодирования W , задаваемого
набором N кодовых слов w(i); i = 1, . . . , N, длины n и (квантового) деко-
дирования, задаваемого наблюдаемой M = {Mj ; j = 0, 1, . . . , N} в H⊗n.

Исход 0 означает уклонение от принятия решения. Вероятность деко-
дировать входное сообщение i как сообщение j равна

pWM (j|i) = TrSw(i)Mj , j = 0, 1, . . . , N. (5.3)

Вероятность правильного решения тогда равна pWM (i|i) = TrSw(i)Mi, а
максимальная (по всем входным сообщениям) вероятность ошибки кода
(W,M) есть

Pe(W,M) = max
1≤j≤N

(1− pWM (j|j))) . (5.4)

Средняя ошибка кода равна

P e(W,M) =
1
N

N∑

j=1

[1− pWM (j|j)]. (5.5)

Будем обозначать далее

pe(n,N) = min
W,M

Pe(W,M), p̄e(n,N) = min
W,M

P e(W,M), (5.6)

соответственно, максимальную и среднюю ошибку, минимизированные
по всем кодам (W,M) размера N , использующим слова длины n.

Определение 5.1.2 Классической пропускной способностью C c-q ка-
нала x → Sx называется точная верхняя грань скоростей передачи R,
которые достижимы в том смысле, что limn→∞ pe(n, 2nR) = 0 или,
что равносильно (в силу неравенств (4.30)), limn→∞ p̄e(n, 2nR) = 0.

5.2 Формулировка теоремы кодирования

Понятие энтропии квантового состояния является естественным обобще-
нием энтропии распределения вероятностей. Пусть S – оператор плотно-
сти в d-мерном гильбертовом пространстве H,

S =
d∑

j=1

sj |ej〉〈ej |
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– его спектральное представление. Собственные числа sj образуют рас-
пределение вероятностей. Энтропия фон Неймана оператора плотности
S определяется соотношением

H(S) =
d∑

j=1

η(sj) = Tr η(S). (5.7)

Далее мы будем использовать более наглядное выражение H(S) = −TrS log S,
хотя логарифм не определен для вырожденных операторов плотности.
Как и в случае распределений, это не приведет к недоразумениям. Из
(4.3) следует, что

0 ≤ H(S) ≤ log d,

причем минимум достигается на чистых состояниях, а максимум – на ха-
отическом состоянии S̄ = 1

dI. Как и в классическом случае, энтропия яв-
ляется мерой неопределенности, а также информационного содержания
состояния (последнее утверждение будет подробно обосновано в разделе
5.5).

Легко проверяются следующие свойства квантовой энтропии:

Задача 5.2.1 i. Унитарная инвариантность: H(V SV ∗) = H(S), где
V – унитарный оператор. Более того, это равенство справедливо
для любого оператора V , изометричного на носителе S;

ii. Аддитивность: H(S1 ⊗ S2) = H(S1) + H(S2).

В ранних работах по квантовым оптическим каналам связи для оцен-
ки пропускной способности канала x → Sx использовалась величина

χ ({πx}; {Sx}) = H
(∑

x

πxSx

)
−

∑
x

πxH(Sx), (5.8)

которая может рассматриваться как формальный некоммутативный ана-
лог шенноновской информации, причем первое слагаемое играет роль
выходной энтропии, а второе – условной энтропии квантового выхода от-
носительно классического входного сигнала. Замечательно, что величина
(5.8) действительно оказывается непосредственно связанной с классиче-
ской пропускной способностью c-q канала, определенной выше.

В ситуации, когда состояния {Sx} фиксированы, мы будем обозначать
величину (5.8) просто как χ(π). Основной целью следующих разделов
будет доказательство теоремы:

Теорема 5.2.1 (Квантовая теорема кодирования) Определенная вы-
ше классическая пропускная способность C c-q канала x → Sx равна
величине

Cχ = max
π

χ(π).
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Заметим, что квантовая энтропия непрерывна на компактном множе-
стве квантовых состояний, поэтому величина χ непрерывна как функция
распределения π и максимум в этой формуле действительно достигается.
Введем обозначение

S̄π =
∑

x

πxSx (5.9)

для среднего выходного квантового состояния. В общем случае

χ (π) ≤ H
(
S̄π

)
,

причем равенство имеет место для канала с чистыми состояниями Sx =
|ψx〉〈ψx|. Поскольку максимально возможное значение энтропии равно
log dimH, из этой теоремы вытекает абсолютная верхняя граница в тер-
минах размерности выходной квантовой системы

C ≤ log dimH. (5.10)

Таким образом, несмотря на то, что в гильбертовом пространстве име-
ется бесконечно много разных чистых состояний, это обстоятельство не
может быть использовано для передачи неограниченного количества ин-
формации. Грубо говоря, чем гуще расположены векторы, тем труднее
становится их различить. Верхняя граница и максимум информации до-
стигаются, если выходные состояния являются ортогональными и равно-
вероятными. Заметим, что такие состояния, как правило, не могут быть
получены на выходе реального канала связи. Замечательно, однако, что
как показывает следующий пример, ортогональность выходных состоя-
ний не является необходимой для достижения пропускной способности
идеального канала.

Пример Канал с тремя чистыми состояниями ψ0, ψ1, ψ2 в двумерном
пространстве (см. рис. 2.3). Для равномерного распределения, πx = 1

3 ,
среднее выходное состояние – хаотическое:

S̄π =
2∑

x=0

πx|ψx〉〈ψx| = 1
2
I, (5.11)

откуда следует, что Cχ = log 2 = 1 бит – пропускная способность идеаль-
ного канала.

Пример Двоичный канал с двумя чистыми состояниями ψ0, ψ1 (см.
рис. 2.2). В этом случае

Cχ = h2

(
1 + ε

2

)
, (5.12)

где ε = |〈ψ0|ψ1〉|. В самом деле, энтропия H(S̄π) максимизируется рав-
номерным распределением π0 = π1 = 1

2 , поскольку в силу вогнутости
энтропии (см. далее следствие 7.2.2)



5. Квантовая теорема кодирования 83

H

(
1
2
|ψ0〉〈ψ0|+ 1

2
|ψ1〉〈ψ1|

)
= H

(
S + S′

2

)
≥ 1

2
(H(S) + H(S′)) ,

где

S = π0|ψ0〉〈ψ0|+ π1|ψ1〉〈ψ1|, S′ = π1|ψ0〉〈ψ0|+ π0|ψ1〉〈ψ1|,

и H(S′) = H(S) в силу симметрии относительно биссектрисы угла между
векторами. Аналогично решению задачи 2.3.2, получаем, что собствен-
ные значения оператора плотности 1

2 |ψ0〉〈ψ0| + 1
2 |ψ1〉〈ψ1| равны 1±ε

2 , от-
куда следует соотношение (5.12).

5.3 Верхняя граница

Рассмотрим произвольный c-q канал x → Sx и наблюдаемую M = {My}
на выходе канала. Отметим, что алфавиты X и Y могут не совпадать.
Переменные x и y связаны классическим каналом pM (y|x) = TrSxMy.
Обозначим

I1(π,M) =
∑
xy

πxpM (y|x) log
(

pM (y|x)∑
x′ pM (y|x′)πx′

)
(5.13)

шенноновскую информацию между переменными x и y, соответствую-
щую некоторому входному распределению π = {πx}.
Задача 5.3.1 Для данных π и Y количество информации I1(π, M) яв-
ляется непрерывной и выпуклой функцией от pM (y|x) и, следовательно,
от M . Указание: используйте соответствующее свойство шеннонов-
ской информации I(X; Y ).

Для данного распределения π на входном алфавите рассмотрим ве-
личину

sup
π,M

I1(π,M).

Здесь супремум берется по всевозможным наблюдаемым на выходе ка-
нала x → Sx.

Предложение 5.3.1 Супремум количества информации I1(π,M) до-
стигается на наблюдаемой M0 вида

M0
y = |φy〉〈φy|; y = 1, . . . , m, (5.14)

где m ≤ d2 в случае комплексного H (m ≤ d(d+1)
2 в случае вещественного

H).
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Доказательство. Для любого k = 2, 3, . . . множество Mk наблюдае-
мых с k исходами компактно, и непрерывный выпуклый функционал
I1(π,M) достигает максимума на множестве Mk. Предположим, что
M̂0 максимизирует I1(π, M) на Mk. Отбрасывая, если необходимо, ну-
левые компоненты, получаем наблюдаемую M̃0 ∈ Ml, l ≤ k, для которой
I1(π, M̃0) = I1(π, M̂0). Производя спектральное разложение компонент
наблюдаемой M̃0 в виде сумм операторов ранга один, мы можем по-
строить новую наблюдаемую M0 вида (5.14) с m ≥ l, для которой M̃0

является укрупнением:

M1,M2, . . .︸ ︷︷ ︸
=M̃1

, . . .︸︷︷︸
=M̃2

, . . . , . . . , Mm︸ ︷︷ ︸
=M̃l

.

Тогда I1(π, M0) ≥ I1(π, M̃0). Это есть на самом деле утверждение о
классической шенноновской информации: I(X; f(Y )) ≤ I(X; Y ), или, эк-
вивалентно, H(X|f(Y )) ≥ H(X|Y ), что следует из монотонности класси-
ческой условной энтропии, поскольку H(X|Y ) = H(X|f(Y ), Y ).

Функция M → I(π, M) выпукла, поэтому мы можем предположить,
что максимизирующая наблюдаемая M0 = {M0

y } является крайней точ-
кой множества Mm. Тогда, согласно теореме 2.2.5, операторы M0

y ли-
нейно независимы и из задачи 1.4.2 следует оценка m ≤ d2. Поскольку
k было произвольным,отсюда следует, что supM I1(π, M) достигается на
наблюдаемой из компактного выпуклого множества Md2 .

Теорема 5.3.2 Для произвольного распределения π

max
M

I1(π, M) ≤ χ (π) , (5.15)

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда операторы
πxSx; x ∈ X коммутируют.

В главе 7 мы получим неравенство (5.15) как следствие весьма обще-
го свойства монотонности относительной энтропии. Здесь же мы дадим
набросок оригинального доказательства, которое основано на сравнении
свойств выпуклости классической и квантовой энтропий, использует до-
статочно элементарные факты и позволяет получить необходимое и до-
статочное условие достижения равенства. Это условие будет использо-
вано в следующем разделе для установления неклассического свойства
супераддитивности шенноновской информации для c-q канала.

Доказательство. Прежде всего докажем теорему в случае двух состоя-
ний S0, S1. Обозначим

χ(t) = H((1− t)S0 + tS1)− (1− t)H(S0)− tH(S1), t ∈ [0, 1]. (5.16)

Положим также St = (1− t)S0 + tS1, D = S1 − S0 и пусть St =
∑

k skEk

– спектральное разложение оператора St.
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Задача 5.3.2 Используя интегральную формулу Коши, получить пред-
ставление

St log St =
1

2πi

∮
(Iz − St)

−1
z log zdz,

где – ветвь функции z log z, аналитическая в правой полуплоскости,
а интеграл берется по замкнутому контуру в правой полуплоскости,
охватывающему отрезок [ε, 1], ε > 0.

Дифференцируя дважды по параметру t, получаем

[St log St]
′′ =

[
1

2πi

∮ [
(Iz − St)

−1
]′′

z log zdz

]
,

причем
[
(Iz − St)

−1
]′′

= 2 (Iz − St)
−1

D (Iz − St)
−1

D (Iz − St)
−1

= 2
∑

k,j,l

EkDEjDEl

(z − sk)(z − sj)(z − sl)
.

Отсюда следует, что

χ′′(t) = −
∑

k,j

(TrEkDEjD)f(sk, sj), t > 0, (5.17)

где

f(a, b) =
1

2πi

∮ [
1

(z − a)2 (z − b)
+

1
(z − b)2 (z − a)

]
z log zdz (5.18)

=
log a− log b

a− b
, a 6= b; f(a, a) = a−1.

Используя элементарное неравенство

f(a, b) ≥ 2
a + b

, 0 < a ≤ 1, 0 < b ≤ 1,

в котором равенство достигается тогда и только тогда, когда a = b, по-
лучаем

χ′′(t) ≤ −
∑

k,j

TrEkDEjD
2

sk + sj
, (5.19)

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда [D, St] = 0, т.
е. [S0, S1] = 0.
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Задача 5.3.3 Покажите, что оператор

Lt =
∑

k,j

EkDEj
2

sk + sj

является решением уравнения

St ◦ Lt ≡ 1
2
[StLt + LtSt] = D,

причем ∑

k,j

TrEkDEjD
2

sk + sj
= TrDLt = TrStL

2
t . (5.20)

Оператор Lt является некоммутативным аналогом логарифмической про-
изводной семейства St, а (5.20)– аналогом информационного количества
Фишера в математической статистике.

Из (5.19), (5.20) вытекает, что

χ′′(t) ≤ −TrDLt = −TrStL
2
t , (5.21)

в частности χ′′(t) < 0, так что χ(t) – вогнутая функция на отрезке [0, 1],
причем χ(0) = χ(1) = 0.

Пусть теперь M = {My} – произвольная наблюдаемая, Pt(y) =
TrStMy = (1 − t)P0(y) + tP1(y) – ее распределение в состоянии St и
JM (t) = I1(π,M), где π = {1 − t, t}. Положим также D(y) = P1(y) −
P0(y). Применяя результаты задач 5.3.2, 5.3.3 к диагональной матрице
diag[Pt(y)] в роли состояния St, получаем

J ′′M (t) = −
∑

y

D(y)2

Pt(y)
= −TrDΛt, (5.22)

где

Λt =
∑

y

My
D(y)
Pt(y)

Отсюда также вытекает, что J ′′M (t) < 0, так что JM (t) – вогнутая функ-
ция на отрезке [0, 1], причем JM (0) = JM (1) = 0.

Заметим, что

TrDΛt =
∑

y

D(y)2

Pt(y)
≥ TrStΛ

2
t , (5.23)

поскольку

Λ2
t ≤

∑
y

My

[
D(y)
Pt(y)

]2

в силу следующей разновидности неравенства Коши-Буняковского:
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Задача 5.3.4 Для любых вещественных cy

(∑
y

cyMy

)2

≤
∑

y

c2
yMy.

Наконец покажем, что TrDΛt ≤ TrDLt, откуда согласно (5.21), (5.22)
вытекает, что J ′′M (t) ≥ χ′′(t), а значит JM (t) ≤ χ(t), 0 < t < 1, причем
равенство имеет место тогда и только тогда, когда [S0, S1] = 0.

В самом деле, используя (5.23), получаем

TrDLt = TrStL
2
t = TrSt [Λt + (Lt − Λt)]

2 ≥ TrStΛ
2
t +2 TrSt (Lt − Λt)◦Λt

= −TrStΛ
2
t + 2 Tr (St ◦ Lt)Λt = 2 Tr DΛt − TrStΛ

2
t

= TrDΛt +
[
TrDΛt − TrStΛ

2
t

] ≥ TrDΛt.

Случай нескольких состояний Sx; x = 0, 1, . . . , k, с распределением
π = {πx; x = 0, 1, . . . , k} сводится к случаю двух состояний при помощи
следующего преобразования

Задача 5.3.5

χ(π) =
k∑

m=1

(π0 + · · ·+ πm)χm(tm),

где
χm(t) = H((1− t)Sm

0 + tSm)− (1− t)H(Sm
0 )− tH(Sm),

tm =
πm

π0 + · · ·+ πm
,

Sm
0 =

m−1∑

j=0

πjSj

π0 + · · ·+ πm−1
,

и аналогичного преобразования для J1(π, M).

5.4 Доказательство слабого обращения

Неравенство (5.15) является основным инструментом в доказательстве
слабого обращения квантовой теоремы кодирования, из которого следует,
что C ≤ Cχ.

Теорема 5.4.1 (Слабое обращение)

lim inf
n→∞

p̄e(n, 2nR) > 0 при R > Cχ. (5.24)
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Доказательство. Рассмотрим составной c-q канал w → Sw, где w = xn

обозначает слово длины n. Пусть In(π(n),M (n)) – шенноновская инфор-
мация, определенная для этого составного канала аналогично I1(π, M),
где π(n) = {πw} – распределение на словах длины n, а M (n) – наблюдае-
мая в H⊗n. Тогда (5.15) влечет

In(π(n),M (n)) ≤ C(n)
χ , (5.25)

где

C(n)
χ = max

π(n)
χ ({πw}; {Sw}) = max

π(n)

[
H

(∑
w

πwSw

)
−

∑
w

πwH (Sw)

]
.

(5.26)

Лемма 5.4.2 Последовательность C
(n)
χ аддитивна, т. е. C

(n)
χ = nCχ.

Доказательство. Неравенство C
(n)
χ ≥ nCχ следует из аддитивности эн-

тропии в случае, когда входные распределения π(n) являются произве-
дениями. Доказательство обратного неравенства C

(n)
χ ≤ nCχ следует из

субаддитивности энтропии фон Неймана по отношению к тензорным про-
изведениям (см. следствие 7.1.1), что влечет

χn(π(n)) ≤
n∑

k=1

χ(π(n,k)), (5.27)

где π(n,k) есть k-е маргинальное распределение π на X .

Полагая
Cn = max

π(n),M(n)
In(π(n), M (n)), (5.28)

мы, таким образом, имеем Cn ≤ nCχ, и применяя классическое неравен-
ство Фано, получаем аналогично (4.36)

P e(W,M) ≥ 1− Cn

nR
− 1

nR
≥ 1− Cχ

R
− 1

nR
, (5.29)

откуда следует (5.24).

Величина Cn равна максимальной шенноновской информации, дости-
жимой при использовании n копий c-q канала, когда на выходе H⊗n до-
пускаются измерения произвольных квантовых наблюдаемых. Следую-
щий результат проясняет ее отношение к классической пропускной спо-
собности.

Предложение 5.4.3 Классическая пропускная способность C канала
x → Sx равна

sup
n

1
n

Cn = lim
n

1
n

Cn. (5.30)
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Доказательство. Равенство в (5.30) вытекает из супераддитивности по-
следовательности {Cn}:
Задача 5.4.1 Покажите, что последовательность Cn супераддитив-
на, Cn+m ≥ Cn + Cm, беря распределения вида π(n+m) = π(n) × π(m).

Неравенство C ≤ supn
1
nCn получается, если перейти к пределу при

n → ∞ в первом соотношении (5.29). Противоположное неравенство
C ≥ supn

1
nCn вытекает из прямого утверждения классической теоремы

кодирования Шеннона, примененной к составным каналам с измерением
на выходе. В самом деле, покажем, что всякое значение R < supn

1
nCn

является достижимой скоростью. Поскольку n0R < Cn0 для некоторого
n0, мы можем выбрать наблюдаемую M (n0) в H⊗n0 , такую что

n0R < max
π(n0)

In(π(n0),M (n0)) ≡ C(M (n0)).

Величина C(M (n0)) является шенноновской пропускной способностью
классического канала

p
(n0)
M (j|xn0) = TrSxn0 M

(n0)
j . (5.31)

Поэтому минимальная вероятность ошибки для этого канала удовлетво-
ряет соотношению p̃e(n, 2n(n0R)) → 0 при n →∞. Очевидно, p̄e(nn0, 2n(n0R)) ≤
p̃e(n, 2n(n0R)), поскольку канал (5.31) отвечает некоторому специально-
му блочному декодированию для исходного c-q канала. Таким образом,
p̄e(nn0, 2n(n0R)) → 0 при n → ∞. Для произвольного n′ можно найти n
такое что nn0 ≤ n′ ≤ (n + 1)n0. Тогда

p̄e(n′, 2n′R) ≤ p̄e(nn0, 2(n+1)n0R) ≤ p̄e(nn0, 2n(n0R′)) → 0, (5.32)

если R′ выбрано так, что R(1 + 1/n) ≤ R′ < supn
1
nCn для достаточно

больших n.

Величина
C1 = max

π,M
I1(π, M)

которую мы назовем шенноновской пропускной способностью c-q канала
x → Sx, представляет особый интерес: аналогично предложению 5.4.3,
можно показать, что она равна пропускной способности с-q канала x →
Sx с дополнительным ограничением, что на выходе составного канала
допускаются только несцепленные декодирования. Здесь мы называем
декодирование M (n) = {M (n)

j } в H⊗n несцепленным, если

M
(n)
j =

∑
yn

p(j|yn)M1
y1
⊗ · · · ⊗Mn

yn
, (5.33)
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где {Mk
yk
} – квантовая наблюдаемая для k-го экземпляра пространства

H, а p(j|yn) – условная вероятность, описывающая классическое преоб-
разование результатов измерения несцепленной наблюдаемой {M1

y1
⊗· · ·⊗

Mn
yn
} на выходе.

Задача 5.4.2 Обозначая Cu супремум достижимых скоростей для ко-
дов (W,M) с дополнительным ограничением (5.33) на декодирования M ,
покажите, что Cu = C1. Указание: используйте аналог первого нера-
венства в (5.29), чтобы доказать, что Cu ≤ C1. Для доказательства
обратного неравенства используйте прямое утверждение классической
теоремы кодирования для канала pM (y|x) = Tr SxMy, чтобы доказать,
что любое значение скорости R < maxπ I1(π, M) достижимо. Посколь-
ку декодирование M в H произвольно, отсюда следует, что любая ско-
рость R < C1 достижима, поэтому C1 ≤ Cu.

Пока что было доказано, что

C1 ≤ C ≤ Cχ.

Из прямого утверждения теоремы кодирования, которое мы собираем-
ся доказать ниже, будет следовать, что C = Cχ. Следующий результат
означает, что C1 < C для каналов с существенно квантовым выходом.
Таким образом, для c-q каналов без памяти возможно увеличение про-
пускной способности благодаря использованию сцепленных декодирова-
ний. Отсюда следует, что тогда как для классического канала без памяти
Cn = nC1 (см. предложение 4.3.1), в квантовом случае возможна строгая
супераддитивность классической информации: Cn > nC1. Причина этого
кроется в том, что на выходе составного квантового канала существу-
ют сцепленные наблюдаемые. Можно сказать, что это есть двойственное
проявление корреляций ЭПР. Последние возникают, когда рассматрива-
ется сцепленное состояние составной квантовой системы, а измерения ло-
кальны, т. е. несцеплены. Строгая супераддитивность информации имеет
место для состояний-произведений и обусловлена существованием сцеп-
ленных наблюдаемых.

Предложение 5.4.4 Равенство C1 = C имеет место тогда и толь-
ко тогда, когда операторы π0

xSx коммутируют для распределения π0,
максимизирующего χ(π).

Доказательство. Очевидно, что условие является достаточным. Обрат-
но, пусть C1 = C, тогда используя предложение 5.3.1, компактность
множества распределений {π} и непрерывность шенноновской инфор-
мации I1(π1,M1), имеем C1 = I1(π1,M1) для некоторого распределения
π1 и наблюдаемой M1, поэтому I1(π1,M1) = χ(π0). Отсюда следует, что
χ(π1) = χ(π0), потому что в противном случае, используя неравенство
(5.15), получаем

I1(π1,M1) ≤ χ(π1) < χ(π0).
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Таким образом, мы можем заменить π0 на π1, I1(π1, M1) = χ(π1) и необ-
ходимость следует из второго утверждения теоремы 5.3.2.

Следующие примеры (подробности см. в разделе 5.8) иллюстрируют
неравенство C1 < C.

Пример Для канала с тремя “равноугольными” чистыми состояни-
ями, значение

C1 = 1− h2

(
1 +

√
3/2

2

)
≈ 0.645 бит (5.34)

достигается для не-равномерного распределения π = [1/2, 1/2, 0] и на-
блюдаемой, оптимальной для двух равновероятных состояний S0, S1.
Таким образом, C1 < C = 1 и последовательность {Cn} является
строго супераддитивной. Заметим, что равномерное распределение π =
[1/3, 1/3, 1/3] и соответствующая информационно-оптимальная наблюда-
емая дают меньшую величину log(3/2) ≈ 0.585 бит.

Пример Шенноновская пропускная способность c-q канала с двумя
чистыми состояниями равна

C1 = max
π,M

I(π,M) = 1− h2

(
1 +

√
1− ε2

2

)
, (5.35)

где максимум достигается для равномерного распределения (π0 = π1 =
1
2 ) и четкой наблюдаемой M , задаваемой ортонормированным базисом,
расположенным симметрично по отношению к векторам |ψ0〉, |ψ1〉 (см.
рис. 2.2). Здесь ε = |〈ψ0|ψ1〉| = cos α, где α – угол между направления-
ми векторов. Заметим, что в этом случае информационно-оптимальная
наблюдаемая совпадает с полученной согласно критерию максимального
правдоподобия (пример 2.3.2), а C1 – с пропускной способностью (4.22)
соответствующего классического двоичного симметричного канала с ве-
роятностью ошибки

p = sin2 (π/4− α/2) =
1− sin α

2
.

График зависимости C1, C от ε приведен на рис. 5.1.

5.5 Типичные проекторы

Перед тем как приступить к доказательству прямого утверждения тео-
ремы кодирования для величины Cχ, рассмотрим важное понятие типич-
ного подпространства.
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Рис. 5.1. Пропускная способность канала с двумя чистыми состояниями

Рассмотрим тензорное произведение состояний

S⊗n = S ⊗ · · · ⊗ S

в пространстве H⊗n. Пусть

S =
∑

j

λj |ej〉〈ej |,

спектральное разложение оператора S, где {ej} ортонормированный ба-
зис из собственных векторов, а λj – соответствующие собственные значе-
ния. Заметим, что λj образуют распределение вероятностей с энтропией

∑

j

η(λj) = H(S).

Тогда спектральное разложение состояния-произведения

S⊗n = S ⊗ · · · ⊗ S

может быть записано в виде

S⊗n =
∑

J

λJ |eJ〉〈eJ |,

где J = (j1, . . . , jn), с собственными векторами |eJ 〉 = |ej1〉 ⊗ · · · ⊗ |ejn〉
и собственными значениями λJ = λj1 · · · · · λjn , образующими распреде-
ление вероятностей независимых одинаково распределенных случайных
величин. В соответствии с определением 4.1.1, собственный вектор |eJ 〉
будет называться δ-типичным, если

2−n
(
H(S)+δ

)
< λJ < 2−n

(
H(S)−δ

)
.
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Основываясь на спектральном разложении оператора S⊗n, мы можем
определить δ-типичный проектор Pn,δ на подпространствоHn,δ = Pn,δH⊗n

соотношением
Pn,δ =

∑

J∈T n,δ

|eJ 〉〈eJ |.

Свойства подпространства Hn,δ типичных векторов аналогичны соот-
ветствующим свойствам подмножества Tn,δ типичных слов (см. раздел
4.1) и легко из них получаются:

i. Размерность dimHn,δ = TrPn,δ = |Tn,δ| удовлетворяет неравенству

dimHn,δ ≤ 2n
(
H(S)+δ

)
;

ii. Вклад не-δ−типичных собственных векторов в оператор S⊗n может
быть сделан сколь угодно малым, т. е. для данных δ, ε > 0 и доста-
точно больших n

TrS⊗n
(
I − Pn,δ

)
< ε. (5.36)

Чтобы это показать, оценим след в базисе из собственных векторов
оператора S⊗n и получим, что он равен

∑

J∈T̄ n,δ

λJ = P

{∣∣∣∣−
1
n

log λJ −H(S)
∣∣∣∣ ≥ δ

}
(5.37)

= P

{∣∣∣∣∣−
1
n

n∑

k=1

log λjk
−H(S)

∣∣∣∣∣ ≥ δ

}
,

где P отвечает распределению вероятностей {λJ}, а последняя ве-
роятность может быть сделана сколь угодно малой для больших n
согласно закону больших чисел.

iii. Для достаточно больших n

(1− ε)2n
(
H(S)−δ

)
≤ dimHn,δ.

Теперь можно так сформулировать некоммутативную версию свой-
ства асимптотической равнораспределенности: при больших n состояние
S⊗n становится похожим на хаотическое состояние в подпространстве
Hn,δ размерности ≈ 2nH(S).

Непосредственным приложением этого свойства является квантовый
аналог сжатия данных. Как мы уже видели, размерность гильбертова
пространства отражает информационный ресурс квантовой системы. С
другой стороны, в квантовых вычислениях размерность отражает вели-
чину памяти, т. е. число q-битов в регистре, которое желательно миними-
зировать. Рассмотрим задачу кодирования чистых квантовых состояний
другими состояниями в гильбертовом пространстве по возможности ми-
нимальной размерности, однако без существенной потери “квантовой ин-
формации”, переносимой состояниями. Для этого рассмотрим квантовый
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источник, который производит независимые одинаково распределенные
чистые состояния Sx = |ψx〉〈ψx| с распределением px. Блочные состо-
яния Sw = |ψw〉〈ψw|, где |ψw〉 = |ψx1〉 ⊗ · · · ⊗ |ψxn〉 ∈ H⊗n, кодируются
в некоторые состояния S′w в подпространстве Hd ⊂ H⊗n, размерность
которого d = dimHd должна быть по возможности минимальной. При
этом требуется, чтобы средняя точность воспроизведения

Fn =
∑
w

πw〈ψw|S′w|ψw〉

стремилась к 1 при n →∞.
Пусть

Sπ =
d∑

x=1

πx|ψx〉〈ψx|

среднее состояние источника.

Теорема 5.5.1 (Сжатие квантовой информации) i. Для достаточ-
но малых ε, δ > 0 существует подпространство Hd ⊂ H⊗n размер-
ности d = 2n(H(Sπ)+δ) и операторы плотности S′w в Hd, такие что
Fn > 1− ε для достаточно больших n;

ii. При любом выборе подпространства Hd ⊂ H⊗n с d = 2n(H(Sπ)−δ) и
операторов плотности S′w в Hd имеет место Fn < ε для достаточ-
но больших n.

Доказательство. i. Для состояния источника |ψw〉 = |ψx1〉 ⊗ · · · ⊗ |ψxn〉
определим “сжатое” состояние как

S′w =
Pn,δ|ψw〉〈ψw|Pn,δ

〈ψw|Pn,δψw〉 , (5.38)

где Pn,δ – типичный проектор состояния S
⊗n

π . Оператор S′w действу-
ет в подпространстве Hn,δ, которое имеет размерность не более d =

2n
(
H(Sπ)+δ

)
. Для точности воспроизведения получаем

Fn =
∑
w

πw〈ψw|S′wψw〉

=
∑

πw〈ψw|Pn,δψw〉 = TrS
⊗n

π Pn,δ,

так как S
⊗n

π =
∑

πw|ψw〉〈ψw|. Благодаря второму свойству проектора
Pn,δ, мы можем ограничить это снизу величиной 1− ε.

ii. Учитывая, что S′w ≤ Pd для всех S′w в Hd = PdH⊗n, имеем

Fn =
∑

πw〈ψw|S′wψw〉 ≤ Tr S
⊗n

π Pd

= TrS
⊗n

π P δ
2 ,nPd + TrS

⊗n

π

(
I − P δ

2 ,n

)
Pd

≤ ‖S⊗n

π P δ
2 ,n‖ · TrPd + TrS

⊗n

π

(
I − P δ

2 ,n

)
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Здесь было использовано следующее свойство следа: если T,X ≥ 0, то
TrTX ≤ TrT‖X‖, что следует из (1.18). Согласно определению типич-
ных собственных векторов, соответствующие собственные значения огра-
ничены сверху величиной

‖S⊗nPn,δ‖ < 2−n
(
H(S)−δ

)
. (5.39)

Используя это неравенство и свойство ii. типичного проектора, получаем,
что для достаточно больших n величина (5.39) не превосходит

2−n
(
H(Sπ)−δ/2

)
d + ε.

Таким образом, если d = 2n
(
H(Sπ)−δ

)
, то Fn ≤ 2−nδ/2 + ε ≤ 2ε для

достаточно больших n.

Для доказательства прямого утверждения теоремы кодирования в
следующем разделе нам также понадобится соответствующее понятие
условно типичного проектора. Рассмотрим блочные состояния Sw =
Sx1 ⊗ ... ⊗ Sxn , где Sx теперь произвольное (не обязательно чистое) со-
стояние, а w = (x1, ..., xn) – слово входного алфавита. Обозначим

H̄π(S(·)) =
∑

x

πxH(Sx)

– квантовый аналог условной энтропии выхода относительно входа. Пусть
Pw = Pn,δ

w – спектральный проектор оператора Sw, отвечающий соб-
ственным значениям в интервале (2−n[H̄π(S(·))+δ], 2−n[H̄π(S(·))−δ]). Более
подробно, рассмотрим спектральное разложение

Sx =
∑

j

λx
j |ex

j 〉〈ex
j |.

Тогда спектральное разложение оператора Sw имеет вид

Sw =
∑

J

λw
J |ew

J 〉〈ew
J |,

где λw
J = λx1

j1
· ... ·λxn

jn
– собственные значения, а |ew

J >= |ex1
j1

> ⊗...⊗|exn
jn

>
– собственные векторы. Условно типичный проектор определяется как

Pw =
∑

J∈T n,δ
w

|ew
J 〉〈ew

J |,

где
Tn,δ

w = {J : 2−n[H̄π(S(·))+δ] < λw
J < 2−n[H̄π(S(·))−δ]}.

Существенные свойства проектора Pw:
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i. Согласно определению,

Pw ≤ Sw2n[H̄π(S(·))+δ]; (5.40)

ii. Для ε > 0 и достаточно больших n

E TrSw(I − Pw) ≤ ε, (5.41)

где E – математическое ожидание, отвечающее распределению веро-
ятностей

P{w = (x1, . . . , xn)} = πx1 · . . . · πxn . (5.42)

Чтобы доказать второе свойство, рассмотрим последовательность неза-
висимых испытаний с исходами (xl, jl) ; l = 1, . . . , n, где вероятность ис-
хода (x, j) в каждом испытании равна πxλx

j . Тогда

E TrSw(I − Pw) = P{J ∈ Tn,δ
w }, (5.43)

что стремится к 0 при n →∞, согласно закону больших чисел, см. задачу
4.4.1.

5.6 Доказательство прямого утверждения теоремы
кодирования

Согласно следствию 5.1.2, достаточно показать, что минимальная сред-
няя вероятность ошибки p̄e(n, 2nR) стремится к нулю при n → ∞, если
R < Cχ.

Рассмотрим среднее состояние

S̄π =
∑

x

πxSx

и типичный проектор P = Pn,δ состояния S̄⊗n
π , определенный в предыду-

щем разделе. Для заданного набора кодовых слов W = {w(1), . . . , w(N)}
мы можем также построить условно типичные проекторы Pw(j) ; j =
1, . . . , N . Теперь мы введем специальную субоптимальную наблюдаемую
M . Классическая теорема кодированияШеннона (теорема 4.4.2) отвечает
случаю диагональных операторов плотности Sx с условными вероятно-
стями p(y|x) на диагонали. Проектор P является квантовым аналогом
индикатора подмножества всех δ-типичных слов на выходе, а Pw(j) – тем
же для подмножества условно типичных слов на выходе при данном сло-
ве w(j) на входе. Однако эти проекторы не обязаны коммутировать, что
делает невозможным непосредственное обобщение областей принятия ре-
шений (4.41) и соответствующее рассуждение в духе теории множеств.
Поэтому мы вводим следующую наблюдаемую M в H⊗n
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Mj =

(
N∑

l=1

PPw(l)P

)−1/2

PPw(j)P

(
N∑

l=1

PPw(l)P

)−1/2

; j = 1, . . . , N.

(5.44)
Нормировка посредством квадратного корня необходима, поскольку сум-
ма операторов PPw(j)P может не быть равна единичному оператору, а
введение PPw(j)P вместо Pw(j) играет роль пересечения с подмножеством
всех типичных слов в формуле (4.42). Оператор (

∑N
l=1 PPw(l)P )−1/2 сле-

дует понимать как обобщенный обратный к оператору (
∑N

l=1 PPw(l)P )1/2,
который равен 0 на нулевом подпространстве этого оператора, содержа-
щем в себе область значений проектора I −P . Обозначая P̂ проектор на
область значений оператора

∑N
l=1 PPw(l)P, имеем

PPw(l)P ≤ P̂ ≤ P, l = 1, . . . , N. (5.45)

Для упрощения обозначений мы в дальнейшем будем нумеровать сло-
ва индексом w, опуская j, l. Обозначая

Aw = PwP (
N∑

w′=1

PPw′P )−1/2

и используя некоммутативный аналог неравенства Коши-Буняковского
(2.25) при X = Aw, Y = I, получаем

P̄e(W,M) =
1
N

N∑
w=1

[1−TrSwA∗wAw] ≤ 1
N

N∑
w=1

[1−|TrSwAw|2] ≤ 2
N

N∑
w=1

[1−TrSwAw],

где TrSwAw = TrSwPwP (
∑N

w′=1 PPw′P )−1/2 является вещественным
числом, заключенным между 0 и 1. Применяя неравенство

−2x−1/2 ≤ −3 + x, x > 0,

получаем, учитывая (5.45)

−2(
N∑

w′=1

PPw′P )−1/2 ≤ −3P̂ +
N∑

w′=1

PPw′P ≤ −3PPwP +
N∑

w′=1

PPw′P.

Поэтому

P̄e(W,M) ≤ 1
N

N∑
w=1

[2TrSw − 3Tr SwPwPPwP +
N∑

w′=1

TrSwPwPPw′P ]

=
1
N

N∑
w=1

[2Tr Sw(I − PwPPwP ) +
∑

w′:w′ 6=w

TrSwPwPPw′P ].
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Принимая во внимание оценку

TrSw(I − PwPPwP ) = TrSw(I − Pw)PPwP + TrSw(I − P )Pw

− TrSw(I − P )Pw(I − P ) + Tr Sw(I − Pw)P + TrSw(I − P )
≤ 2[TrSw(I − Pw) + TrSw(I − P )],

где было использовано неравенство (1.13), имеем

P̄e(W,M) ≤ 1
N

N∑
w=1

{4Tr Sw(I−P )+4 TrSw(I−Pw)+
∑

w′:w′ 6=w

Tr PSwPPw′},

(5.46)
что является основной оценкой, аналогичной (4.43) в классическом слу-
чае.

Теперь применим процедуру случайного кодирования, вновь предпо-
лагая, что слова w(1), ..., w(N) выбираются случайным образом, незави-
симо друг от друга, с распределением вероятностей (5.42) для каждого
слова, где π – оптимальное распределение, для которого

H(S̄π)− H̄π(S(·)) = Cχ.

Тогда
ESw =

∑
x1...xn

πx1 . . . πxnSx1 ⊗ . . .⊗ Sxn = S̄⊗n
π .

Усредняя неравенство (5.46) и учитывая независимость операторов Sw, Pw′ ,
получаем

EP̄e(W,M) ≤ 4Tr S̄⊗n
π (I − P ) + 4E TrSw(I − Pw) + (N − 1)Tr S̄⊗n

π PEPw′ .
(5.47)

Используя неравенства (5.36), (5.41), выражающие типичность проекто-
ров P, Pw, и неравенство (1.18), имеем

EP̄e(W,M) ≤ 8ε + (N − 1)‖S̄⊗n
π P‖TrEPw′ ,

для n ≥ n(π, ε, δ). Согласно свойству (5.39) проектора P ,

‖S̄⊗nP‖ ≤ 2−n[H(S̄π)−δ],

а по свойству i. проектора Pw,

Tr EPw′ = E TrPw′ ≤ E TrSw′ · 2n[H̄π(S(·))+δ] = 2n[H̄π(S(·))+δ].

Вспоминая, что H(S̄π)− H̄π(S(·)) = Cχ, получаем

p̄e(n, N) ≤ EP̄e(W,M) ≤ 8ε + N2−n[Cχ−2δ].

Таким образом, если R ≤ Cχ − 3δ,
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p̄e(n, 2nR) ≤ 8ε + 2−nδ,

откуда и следует прямое утверждение теоремы кодирования.

Небольшая модификация этого рассуждения позволяет доказать экс-
поненциальное убывание средней вероятности ошибки, а именно: найдет-
ся β > 0, такое что

EP̄e(W,M) ≤ 2−nβ . (5.48)

В самом деле, мы уже получили подобную оценку для последнего слага-
емого в (5.47), при условии N ≤ 2n[Cχ−3δ], так что остается доказать это
для первых двух слагаемых. Но это получается применением неравенства
(4.11) к вероятностям больших уклонений (5.37), (5.43).

5.7 Функция надежности для канала с чистыми
состояниями

В классическом случае чистые сигнальные состояния соответствуют вы-
рожденным распределениям вероятностей и теорема кодирования оче-
видным образом дает максимальное значение пропускной способности
log |X |. Однако для чистых квантовых неортогональных состояний утвер-
ждение теоремы кодирования остается нетривиальным, хотя ситуация
все же упрощается, позволяя получить более сильный результат. Здесь
мы дадим другое доказательство прямого утверждения теоремы кодиро-
вания в случае чистых состояний Sx = |ψx〉〈ψx|, которое не использует
понятия типичного проектора, однако благодаря более тонкому анализу
дает оценку, позволяющую количественно оценить показатель экспонен-
циальной скорости сходимости вероятности ошибки.

Теорема 5.7.1 При R < Cχ имеет место оценка

p̄e(n, 2nR) ≤ 2 · 2−nE(R),

где
E(R) = max

0≤r≤1
[−Rr + max

π
(− log TrS

1+r

π )] > 0. (5.49)

Функция E(R) дает нижнюю границу для так называемой функции
надежности канала, характеризующей экспоненциальную скорость схо-
димости к нулю вероятности ошибки p̄e(n, 2nR) при n →∞.

Доказательство. Рассмотрим подпространство пространства H⊗n, по-
рожденное кодовыми векторами ψw(1) , . . . , ψw(N) . Как было показано в
разделе 2.2.4, мы можем использовать оператор Грама G =

∑
j |ψw(j)〉〈ψw(j) |,

чтобы построить переполненную систему
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|ψ̂j〉 = G−
1
2 |ψw(j)〉, j = 1, . . . , N,

а значит, и наблюдаемую M с компонентами

Mj = |ψ̂j〉〈ψ̂j |, j = 1, . . . , N, (5.50)

которая может быть продолжена на все пространство H⊗n путем присо-
единения проектора M0 на ортогональное дополнение к ψw(1) , . . . , ψw(N) .
Это будет нашим субоптимальным декодированием для составного кана-
ла. Заметим, что оно отличается от (5.44) отсутствием типичного проек-
тора P (тогда как условно типичные проекторы в случае чистых состо-
яний суть Pw = |ψw〉〈ψw|). Так мы получаем оценку сверху для средней
вероятности ошибки через оператор Грама кодовых векторов:

P̄e(W,M) =
1
N

N∑

j=1

(
1− 〈ψ̂j |G 1

2 |ψ̂j〉2
)

≤ 2
N

N∑

j=1

(
1− 〈ψ̂j |G 1

2 |ψ̂j〉
)

=
2
N

(
N − TrG

1
2
)

(5.51)

Предполагая, что кодовые слова {w(j)} выбираются случайно, независи-
мо и с распределением (5.42), получаем

EP̄e(W,M) ≤ 2
N

(
N − E TrG

1
2

)
. (5.52)

Используя неравенство

−2x
1
2 ≤ x2 − 3x , x ≥ 0, (5.53)

в сочетании с очевидным −2x
1
2 ≤ 0, имеем

−2G
1
2 ≤

{
G2 − 3G

0 . (5.54)

Математическое ожидание оператора Грама равно

EG = E
N∑

j=1

|ψw(j)〉〈ψw(j) | = NE|ψw(j)〉〈ψw(j) |

= N
∑

x1...xn

πx1 . . . πxn

(|ψx1〉 ⊗ . . .⊗ |ψxn〉
)(〈ψx1 | ⊗ . . .⊗ 〈ψxn |

)

= N
[ ∑

x

πx|ψx〉〈ψx|
]⊗n

= NS
⊗n

π . (5.55)
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Аналогично

E
(
G2 −G

)
= E

( N∑

j,k=1

|ψw(j)〉〈ψw(j) |ψw(k)〉〈ψw(k) | −

−
N∑

j=1

|ψw(j)〉〈ψw(j) |
)

= E


∑

j 6=k

|ψw(j)〉〈ψw(j) |ψw(k)〉〈ψw(k) |



= N(N − 1)
(
S
⊗n

π

)2

, (5.56)

так что в сочетании с (5.54) получаем

−2EG
1
2 ≤

{
N(N − 1)

(
S
⊗n

π

)2

− 2NS
⊗n

π

0
. (5.57)

Пусть {|eJ〉} – ортонормированный базис из собственных векторов и {λJ}
– соответствующие собственные значения оператора S

⊗n

π . Тогда

−2〈eJ |EG−
1
2 |eJ〉 ≤

{
N(N − 1)λ2

J − 2NλJ

0 , (5.58)

и используя неравенства min(a, b) ≤ arb1−r и 21−r ≤ 2 при 0 ≤ r ≤ 1,
получаем

NλJ min
[
(N − 1)λJ , 2

]− 2NλJ ≤ 2N(N − 1)rλ1+r
J − 2NλJ , (5.59)

откуда
−2E TrG

1
2 ≤ −2N + 2N(N − 1)r Tr

(
S̄⊗n

π

)1+r
.

Возвращаясь к (5.52), мы можем оценить среднюю вероятность ошибки,
минимизированную по всем кодам, как

p̄e(n,N) ≤ 2Nr
(
TrS

1+r

π

)n

для любого 0 ≤ r ≤ 1. Полагая N = 2nR, получаем

p̄e(n, 2nR) ≤ 2 · 2n
(
Rr+log Tr S

1+r
π

)
. (5.60)

Теперь можно использовать свободу в выборе параметров r и π. За-
метим, что − log TrS

1+r

π является вогнутой функцией от r, что доказы-
вается вычислением второй производной (Задача). Также

d

dr

∣∣∣
r=0

(− log TrS
1+r

π

)
= −TrSπ log Sπ = H(Sπ). (5.61)

Возьмем в качестве π распределение, для которого H(Sπ) = Cχ. Тогда
при R < Cχ имеем p̄e(n, 2nR) ≤ 2 · 2−nE(R), где E(R) дается выражением
(5.49).
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5.8 Комментарии

1. Проблема определения пропускной способности квантового канала
связи сформировалась в 1960-е годы и восходит к более ранним клас-
сическим трудам Габора и Бриллюэна, поставившим вопрос о квантово-
механических пределах точности и скорости передачи информации (см.
книги Курикши [14], Митюгова [19] и обзор Кэйвса и Драммонда [70]).
Эти работы заложили физические основы и подняли проблему адекват-
ного математического рассмотрения круга вопросов, связанного с клас-
сической пропускной способностью квантовых каналов.

2. Доказательство теоремы 5.3.2, включающее критерий достижимо-
сти верхней границы и опирающееся на сравнение свойств выпуклости
величин в (5.15), было дано Холево [34].

3. Детальное сравнение величин C1, Cχ для различных каналов про-
ведено в работе Хирота и др. [111].

Сильное обращение

lim
n→∞

p̄e(n, 2nR) = 1 при R ≥ Cχ

получено в работе Огава и Нагаока, см. [92].
Формула (5.35) вытекает из работы Левитина [121], который нашел

максимум величины I1(π, M) по четким наблюдаемым с двумя значени-
ями, и из работы Шора [144]. В последней работе было показано, что в
данном случае достаточно ограничиться такими наблюдаемыми, и что
maxM I(π, M) является вогнутой симметричной функцией от π, откуда
вытекает, что оптимальное распределение является равномерным.

Канал с тремя чистыми состояниями был введен в работе Холево [33],
где было показано, что для равномерного распределения π максимум
maxM I(π, M) = log(3/2) ≈ 0.585 бит по всем наблюдаемым строго боль-
ше максимума по четким наблюдаемым, равного log

(√
3/ 3
√

2
) ≈ 0.459

бит. Полное исследование проблемы максимизации величины I1(π, M)
для произвольного симметричного семейства чистых состояний в дву-
мерном пространстве дано в работе Сасаки, Барнета, Джоза, Осаки и
Хирота [135], где также была предложена экспериментальная реализация
оптимальной процедуры измерения. Детальный анализ канала с тремя
линейно независимыми чистыми состояниями в вещественном трехмер-
ном пространстве проведен в работе Шора [144], где в частности показа-
но, что информационно-оптимальная наблюдаемая в этой задаче имеет
в общем случае 6 значений (т. е. максимальное количество, допускаемое
предложением 5.3.1 в случае d = 3).

4. Идея сжатия данных в квантовой теории информации принадле-
жит Шумахеру; доказательство теоремы 5.5.1 дано в совместной работе
Шумахера и Джоза [109]. Обзор результатов различных авторов, отно-
сящихся к значительно более сложной проблеме сжатия для квантового
источника со смешанными состояниями имеется в книге Хайаши [92].
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5. Доказательство прямой теоремы кодирования для произвольного
c-q канала дано Холево [100], а такжеШумахером и Вестморлендом [136].
Другое доказательство в духе подхода Чисара и Кернера [45] к класси-
ческим теоремам кодирования предложено впоследствии Винтером [156].
Этому предшествовало рассмотрение канала с чистыми состояниями в
работе Джоза, Шумахера, Вестморленда, Вуттерса и Хаусладена [91].
Следует отметить, что еще до этого шенноновский метод случайного ко-
дирования для квантового канала с чистыми почти ортогональными со-
стояниями был применен Стратоновичем и Ванцяном [28], которые на
основании первого приближения для минимальной вероятности ошибки
пришли к выводу, что этот метод позволяет получить лишь значение

C̃ = − log min
π

Trρ̄2
π < C. (5.62)

На самом деле надлежащим образом примененный метод случайного ко-
дирования в случае канала с произвольными чистыми состояниями поз-
волил получить даже оценку функции надежности в духе классических
результатов Галлагера [5], см. работу Бурнашева и Холево [1], причем
величина 5.62 оказалась равной так называемой урезанной пропускной
способности (cut-off rate). В работе [1] также высказана до сих пор не
доказанная гипотеза о функции надежности для общего канала со сме-
шанными состояниями. В этом случае, как и в ряде других, рассмотрение
смешанных состояний переводит проблему на качественно более высокий
уровень сложности.



Часть III



6. Квантовые эволюции и каналы

6.1 Эволюции квантовой системы

В этом параграфе понятие квантового канала будет рассмотрено с общей
точки зрения. Как мы видели в главе 4, классический канал полностью
определяется переходной матрицей вероятностей:

p(y|x)
X −→ Y.

Такой канал описывает аффинное преобразование px → p′y =
∑

x p(y|x)px

классических состояний (распределений вероятностей) p = {px} на неко-
тором входном алфавите X в классические состояния p′ = {p′y} на выход-
ном алфавите Y. По аналогии, в квантовом случае мы сначала рассмот-
рим аффинные отображения, которые переводят операторы плотности в
операторы плотности Φ : S(H) → S(H),

Φ


∑

j

pjSj


 =

∑

j

pjΦ[Sj ]; pj ≥ 0,
∑

j

pj = 1; Sj ∈ S(H).

Задача 6.1.1 Аффинное отображение Φ множества состояний S(H)
в себя единственным образом продолжается до отображения линейного
пространства T(H) со следующими свойствами:

i. Φ линейно: Φ[
∑

j cjTj ] =
∑

j cjΦ[Tj ], cj ∈ C;
ii. Φ положительно: T ∈ T(H), T ≥ 0 ⇒ Φ[T ] ≥ 0;
iii. Φ сохраняет след: TrΦ[T ] = TrT, T ∈ T(H).

Указание: Следуя доказательству теоремы 2.2.1, постройте линейное
продолжение отображения Φ на T(H); свойства ii., iii. доказываются
непосредственной проверкой.

Определение 6.1.1 Для любого отображения Φ : T(H) → T(H), удо-
влетворяющему свойствам i.-iii., сопряженное отображение Φ∗: B(H) →
B(H) определяется формулой

TrΦ[T ]X = TrTΦ∗[X], T ∈ T(H), X ∈ B(H). (6.1)
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Задача 6.1.2 Свойства отображения Φ из задачи 6.1.1 равносильны
следующим:

i. Φ∗ линейно;
ii. Φ∗ положительно: X ≥ 0 ⇒ Φ∗[X] ≥ 0;
iii. Φ∗ унитально: Φ∗[I] = I.

Отображение Φ описывает эволюцию квантовой системы в терминах
состояний (картина Шредингера), в то время как отображение Φ∗ – в
терминах наблюдаемых (картина Гейзенберга).

Пример 6.1.1

Пусть U – унитарный оператор, тогда Φ[S] = USU∗ является аффинным
и взаимно-однозначным отображением множества квантовых состояний
S(H) на себя, т. е. задает обратимую эволюцию. В картине Гейзенберга
Φ∗[X] = U∗XU .

Следующий результат характеризует все обратимые эволюции.

Теорема 6.1.1 Пусть Φ – аффинное взаимно-однозначное отображе-
ние выпуклого множества квантовых состояний S(H) на себя, тогда

Φ[S] = USU∗, S ∈ S(H), (6.2)

где U - унитарный или антиунитарный оператор.

В случае унитарного оператора продолжение Φ до линейного поло-
жительного отображения имеет тот же вид (6.2) для всех S ∈ T(H).
Антиунитарный оператор U характеризуется свойствами:

i. ‖Uψ‖ = ‖ψ‖; ψ ∈ H;
ii. U(

∑
cjψj) =

∑
cjUψj .

Такой оператор всегда можно представить в виде U = ŨΛ, где Ũ– уни-
тарный оператор, а Λ = Λ∗– антиунитарный оператор комплексного со-
пряжения в некотором фиксированном базисе∗. Соответствующая ему
эволюция состояний задается транспонированием матрицы плотности в
этом базисе

S> = ΛSΛ∗.

Учитывая, что в общем случае T ∗ = ΛT>Λ∗, получаем, что в случае
антиунитарного U линейное продолжение Φ дается формулой

Φ[T ] = UT ∗U∗, T ∈ T(H). (6.3)
∗ В физике операция комплексного сопряжения связана с обращением време-
ни.
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Доказательство. Доказательство в случае q-бита (dimH = 2) дано в
разделе 6.8; из него вытекает, что в общем случае сужение Φ на подмно-
жество состояний, сосредоточенных на любом двумерном подпростран-
стве H2 ⊂ H, дается формулой (6.2), где U , однако, может зависеть от
выбранного подпространства. Доказательство в общем случае состоит в
том, чтобы, производя подходящие деформации этого подпространства,
показать, что эта зависимость сводится к несущественному фазовому
множителю.

Пусть ψ1, ψ2 ∈ H. Поскольку аффинное взаимно-однозначное отоб-
ражение множества квантовых состояний на себя взаимно-однозначно
переводит крайние точки в крайние точки, то

Φ[|ψj〉〈ψj |] = |φj〉〈φj |; j = 1, 2.

Рассматривая двумерное подпространство H2 ⊂ H, содержащее ψ1, ψ2 и
применяя упомянутый выше результат для q-бита, получаем из формул
(6.2), (6.3)

Φ[|ψ1〉〈ψ2|] = z|φ1〉〈φ2| либо z|φ2〉〈φ1|, (6.4)

где |z| = 1. Отсюда
|〈φ1|φ2〉| = |〈ψ1|ψ2〉|.

Пусть теперь {ej ; j = 1, . . . , d} – ортонормированный базис в H, тогда

Φ[|ej〉〈ej |] = |hj〉〈hj |,
где {hj} – ортонормированный базис в H. Из (6.4) следует, что

Φ[|ej〉〈ek|] = zjk|hj〉〈hk| либо zkj |hk〉〈hj |. (6.5)

Если Φ[|e1〉〈e2|] = z12|h1〉〈h2|, но Φ[|e1〉〈e3|] = z31|h3〉〈h1|, то
Φ[|e1〉〈e2 + e3|] = z12|h1〉〈h2|+ z31|h3〉〈h1|

является оператором ранга 2, что противоречит (6.4). Повторяя это рас-
суждение, получаем, что в (6.5) для всех j, k имеет место одна и та же
из двух альтернатив.

Рассмотрим вторую из них, когда

Φ[|ej〉〈ek|] = zkj |hk〉〈hj |,
тогда, полагая ψ = e1 + · · ·+ ed, получаем, что оператор

Φ[|ψ〉〈ψ|] =
d∑

j,k=1

zkj |hk〉〈hj |

является проектором ранга 1, поэтому zkj = akāj , где |aj | = 1 для всех
j. Обозначая U антиунитарный оператор, для которого U |ej〉 = ajhj ,
получаем (6.3). Аналогично, в случае первой альтернативы получаем
Φ[T ] = UTU∗, где U – унитарный оператор.
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6.2 Вполне положительные отображения

Обобщая предыдущие рассмотрения, рассмотрим линейное отображение
Φ, действующее из T(H1) в T(H2), тогда сопряженное отображение Φ∗

действует из B(H2) в B(H1).

Определение 6.2.1 Отображение Φ∗ (Φ) называется вполне положи-
тельным, если выполнено одно из следующих эквивалентных условий:

i. отображение Φ∗ ⊗ Idn положительно для всех n = 1, 2, . . . , где
Idn обозначает тождественное отображение в алгебре всех n× n-
матриц Bn;

ii. для любых конечных наборов векторов {ϕj} ⊂ H2, {ψj} ⊂ H1 выпол-
нено следующее неравенство

∑

j,k

〈ϕj |Φ[|ψj〉〈ψk|]ϕk〉 ≥ 0.

Чтобы доказать эквивалентность этих условий, рассмотрим простран-
стваH(n)

i , которые являются прямыми ортогональными суммами n копий
Hi, i = 1, 2, где n – количество векторов в наборах {ϕj}, {ψj}. Как мы уже
видели в разделе 3.1.1, H(n)

i может быть отождествлено с пространством
Hi ⊗ `2n. Таким образом, обозначая

ϕ(n) =
n∑

j=1

⊕ϕj , ψ(n) =
n∑

j=1

⊕ψj ,

имеем
∑

j,k

〈ϕj |Φ[|ψj〉〈ψk|]ϕk〉 = 〈ψ(n)|(Φ∗ ⊗ Idn)
[
|ϕ(n)〉〈ϕ(n)|

]
|ψ(n)〉,

откуда вытекает i. ⇒ ii. Обратно, любой положительный оператор A(n)

в H(n)
2 ' H2⊗ `2n может быть представлен в виде суммы положительных

операторов |ϕ(n)〉〈ϕ(n)| ранга 1. Следовательно, из свойства ii., означаю-
щего положительность отображения Φ∗ ⊗ Idn на таких операторах, вы-
текает i.

Задача 6.2.1 Если отображение Φ удовлетворяет условию i. при n =
2, то для него выполняется неравенство Кэдисона

Φ∗[A]∗Φ∗[A] ≤ Φ∗[A∗A], (6.6)

где A – произвольный оператор.

Задача 6.2.2 Покажите, что для операции транспонирования в неко-
тором базисе условие i. нарушается уже при n = 2. Указание: Рассмот-
рите условие ii., где {ψj} – базис, в котором происходит транспониро-
вание.
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Понятие вполне положительного отображения было введено Стайнс-
прингом, который доказал важный результат, обобщающий теорему Най-
марка. Мы получим уточнение этого результата в конечномерном случае.

Теорема 6.2.1 Для любого вполне положительного отображения Φ∗: B(H2) →
B(H1) найдутся гильбертово пространство H0 и оператор V :H1 →
H2 ⊗H0, такие что

Φ∗[X] = V ∗(X ⊗ I0)V, X ∈ B(H2). (6.7)

Двойственным образом,

Φ[S] = TrH0 V SV ∗, S ∈ T(H1). (6.8)

Отображение Φ∗ унитально, т. е. Φ∗[I2] = I1 (отображение Φ со-
храненяет след) тогда и только тогда, когда оператор V изометричен.

Доказательство. Рассмотрим алгебраическое тензорное произведение
L = H1 ⊗ B(H2), порожденное элементами Ψ = ψ ⊗ X, ψ ∈ H1, X ∈
B(H2). Введем в L псевдоскалярное произведение с квадратом нормы

‖
∑

j

ψj ⊗Xj‖ 2 =
∑

j,k

〈ψj |Φ∗[X∗
j Xk]|ψk〉.

Эта величина неотрицательна, так как блочный оператор A(n) =
[
X∗

j Xk

]
j,k=1,n

вH(n)
2 положителен. После факторизации по подпространству L0 элемен-

тов с нулевой нормой мы получим гильбертово пространство K = L/L0.
Определим V и π соотношениями V ψ = ψ ⊗ I и π[Y ]Ψ = π[Y ](ψ ⊗X) =
ψ⊗Y X. Нетрудно проверить, что эти определения выдерживают факто-
ризацию. Тогда π – *-гомоморфизм алгебры B(H2) в B(K), т. е. линей-
ное отображение, сохраняющее алгебраические операции и инволюцию:
π[XY ] = π[X]π[Y ], π[X∗] = π[X]∗. Отображение π унитально, более того,

〈ϕ|Φ∗[X]|ψ〉 = 〈ϕ⊗ I|ψ ⊗X〉 = 〈ϕ|V ∗π[X]V |ψ〉, X ∈ B(H2),

т. е.
Φ∗[X] = V ∗π[X]V. (6.9)

Однако согласно лемме 6.2.2 (см. ниже) любой унитальный *-гомоморфизм
алгебры B(H) унитарно эквивалентен отображению π[X] = X⊗I0, где I0

– единичный оператор в некотором гильбертовом пространстве H0, по-
этому мы можем положить K = H2⊗H0, и представление Стайнспринга
(6.9) принимает вид (6.7).

Двойственное представление (6.8) вытекает из (6.7) и определения
сопряженного отображения (6.1).
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Лемма 6.2.2 Пусть π унитальный *-гомоморфизм алгебры B(H) в ал-
гебру B(K), тогда найдутся гильбертово пространство H0 и изомет-
ричное отображение U пространства K на H⊗H0, такие что

π[X] = U∗ (X ⊗ I0)U, X ∈ B(H). (6.10)

Доказательство. Выберем ортономированный базис {ej ; j = 1, . . . , d} в
H, и рассмотрим матричные единицы |ej〉〈ek| и их образы

Vjk = π[|ej〉〈ek|] ∈ B(K).

Поскольку π *-гомоморфизм, операторы Vjk удовлетворяют тем же ал-
гебраическим соотношениям, что и матричные единицы

VjkVlm = δklVjm, V ∗
jk = Vkj . (6.11)

Рассмотрим подпространство H0 = V11K ⊆ K и определим U : K →
H⊗H0 соотношением

Uψ =
∑

j

|ej〉 ⊗ V1jψ.

(Заметим, что V1jψ = V11V1jψ ∈ H0.) Тогда

〈Uψ1| (X ⊗ I0)Uψ2〉 =
∑

j,k

〈ej |Xek〉〈V1jψ1|V1kψ2〉. (6.12)

Поскольку в силу (6.11)

〈V1jψ1|V1kψ2〉 = 〈ψ1|Vjkψ2〉 = 〈ψ1|π[|ej〉〈ek|]ψ2〉,
правая часть (6.12) равна

∑
j,k〈ej |Xek〉〈ψ1|π[|ej〉〈ek|]ψ2〉 = 〈ψ1|π[X]ψ2〉.

Отсюда следует (6.10). Полагая X = I и используя унитальность π, по-
лучаем, что U – изометричное отображение K в H⊗H0.

Задача 6.2.3 Покажите, что образ K при отображении U совпадает
с H⊗H0.

Представление Стайнспринга неединственно. Представление, для ко-
торого размерность dimH0 минимальна, называется минимальным.

Теорема 6.2.3 Пусть

Φ∗[X] = Ṽ ∗(X ⊗ Ĩ0)Ṽ , X ∈ B(H2) (6.13)

– другое представление (Ĩ0 – единичный оператор в пространстве H̃0).
Тогда существует частичная изометрия W0 из H0 в H̃0, такая что
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(I2 ⊗W0)V = Ṽ ; (6.14)

если оба представления минимальны, то W0 изометрично отображает
H0 на H̃0.

Доказательство. Для представления (6.7) рассмотрим подпространство

M = {(X ⊗ I0)V ψ : ψ ∈ H1, X ∈ B(H2)} ⊂ K = H2 ⊗H0.

Пространство M инвариантно относительно умножения на операторы
вида Y ⊗I0, следовательно, оно имеет видM = H2⊗M0, M0 ⊆ H0. Для
минимального представления имеем M0 = H0, поскольку в противном
случае найдется собственное подпространство.

Рассмотрим аналогичное подпространство M̃ = H2 ⊗ M̃0 простран-
ства K̃ = H2⊗H̃0 для другого представления (6.13). Определим оператор
W , действующий из M в M̃, равенством

W (X ⊗ I0)V ψ = (X ⊗ Ĩ0)Ṽ ψ. (6.15)

Согласно (6.7), (6.13), нормы векторов и их образов при отображении W
равны 〈ψ|Φ[X∗X]|ψ〉, поэтому W изометричен.

Из (6.15) получаем, что для всех Y ∈ B(H2) справедливо равенство

W (Y X ⊗ I0)V ψ = (Y ⊗ Ĩ0)W (X ⊗ Ĩ0)Ṽ ψ

и, следовательно,
W (Y ⊗ I0) = (Y ⊗ Ĩ0)W (6.16)

наM. Продолжая оператор W на K, полагая его равным нулю на ортого-
нальном дополнении кM, получаем, что (6.16) выполнено на K. Отсюда
следует, что W = I2 ⊗W0, где W0 изометрично отображает M0 на M̃0.
Из соотношения (6.15) следует (6.14).

Следствие 6.2.1 (Представление Крауса) Отображение Φ∗ вполне
положительно тогда и только тогда, когда оно может быть представ-
лено в виде

Φ∗[X] =
∑

k

V ∗
k XVk, X ∈ B(H2), (6.17)

где Vk : H1 → H2, или, двойственно,

Φ[T ] =
∑

k

VkTV ∗
k , T ∈ T(H1). (6.18)

Отображение Φ∗ унитально (Φ сохраняет след) тогда и только то-
гда, когда ∑

V ∗
k Vk = I. (6.19)
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Доказательство. Полагая I0 =
∑ |e0

j 〉〈e0
j |, где e0

j – ортонормированный
базис в H0, рассмотрим операторы Vj , действующие из H1 в H2, которые
определяются формулой

〈φ|Vjψ〉 = 〈φ⊗ e0
j |V ψ〉, φ ∈ H2, ψ ∈ H1. (6.20)

Для операторов, определяемых формулой (6.20), мы будем иногда ис-
пользовать обозначение Vj = 〈e0

j |V. Представление (6.17) следует тогда
из формулы (6.7).

Как и представление Стайнспринга, представление Крауса неедин-
ственно. Представление Крауса с минимальным количеством ненулевых
компонент называется минимальным.

Задача 6.2.4 Опираясь на теорему 6.2.3, покажите, что для любых
двух представлений Крауса вполне положительного отображения Φ с
операторами Vj , Ṽk, найдется прямоугольная частично изометрическая
матрица [ukj ], такая, что Ṽk =

∑
j ukjVj . Если оба представления ми-

нимальны, то эта матрица унитарна.

Задача 6.2.5 Пусть M = {Mx} – наблюдаемая и

Mx = V ∗ExV = Ṽ ∗ẼxṼ (6.21)

– два расширения Наймарка для M в пространствах K, K̃, тогда най-
дется частичная изометрия W : K → K̃, такая что

WV = Ṽ , WEx = ẼxW.

Если расширения минимальны в смысле размерностей K и K̃, то W –
изометрическое отображение K на K̃.

6.3 Определение канала

¹¸

º·

¹¸

º·
⊗
H HE

¾U

Рис. 6.1. Открытая квантовая
система.

Дадим физическую интерпретацию свой-
ства полной положительности. Рас-
смотрим (вообще говоря, необратимую)
эволюцию открытой системы, взаимо-
действующей с окружением (см. рис.
6.1). Обозначим H гильбертово про-
странство системы, HE – пространство
окружения, и пусть SE – начальное со-

стояние окружения. Предположим, что обратимая эволюция, описываю-
щая взаимодействие системы с окружением, задается унитарным опера-
тором U . Тогда эволюция системы дается формулой

Φ[S] = TrHE U (S ⊗ SE) U∗. (6.22)
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Теорема 6.3.1 Всякое вполне положительное сохраняющее след отоб-
ражение Φ с H1 = H2 = H может быть расширено до эволюции откры-
той системы, взаимодействующей с окружением, так что выполнено
соотношение (6.22).

Доказательство. Рассмотрим пространствоHE N -мерных векторов, где
N – количество компонент в представлении Крауса для Φ. Пространство
H⊗HE может быть представлено как прямая сумма N копий простран-
стваH, т. е. как пространство векторов-столбцов

[
ψ1, . . . , ψN

]>
, ψj ∈ H;

операторы в этом пространстве суть блочные матрицы [Xjk]j,k=1,...,N , Xjk ∈
B(H). Рассмотрим вектор |ψE〉 = [1, 0, . . . , 0]> , тогда

S ⊗ |ψE〉〈ψE | =



S . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0


 .

Введем оператор

U =




V1 . . . . . .
. . . . . . . . .
VN . . . . . .


 , (6.23)

где первый столбец состоит из операторов V1, . . . , VN , а остальные столб-
цы могут быть выбраны таким образом, что оператор будет унитарным;
возможность такого выбора вытекает из (6.19). Имеем

U (S ⊗ |ψE〉〈ψE |)U∗ = [VjSV ∗
k ]j,k=1,...,N .

Частичный след в H ⊗ HE по пространству HE есть сумма диагональ-
ных элементов матрицы, что соответствует представлению Крауса для
отображения Φ.

Предыдущие рассуждения мотивируют следующее определение. Бу-
дем обозначать A систему на входе канала, B – систему на выходе.

Определение 6.3.1 Каналом в картине Шредингера называется ли-
нейное вполне положительное сохраняющее след отображение Φ : T(HA) →
T(HB). Двойственным образом, каналом в картине Гейзенберга на-
зывается линейное вполне положительное унитальное отображение
Φ∗ : B(HB) → B(HA).

Канал Φ называется бистохастическим, если он отображает хаоти-
ческое состояние в HA в хаотическое состояние в HB , Φ[IA/dA] = IB/dB .
Если размерности входной и выходной систем совпадают, dA = dB , то
бистохастический канал Φ является унитальным. В этом случае Φ∗ об-
ладает также свойством сохранения следа, и как Φ, так и Φ∗ являются
каналами в картинах Шредингера и Гейзенберга.
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Пусть S = SA – входное состояние канала Φ. Обозначим L = suppS но-
ситель оператора плотности S. Рассмотрим очищение SAR = |ψAR〉〈ψAR|
состояния SA, где R обозначает очищающую систему и

|ψAR〉 =
∑

j

√
λj |ej〉 ⊗ |hj〉; λj > 0, ej ∈ L,

см. (3.9). Обозначим через IdR тождественное отображение в T(HR), то-
гда тензорное произведение Φ ⊗ IdR описывает канал, действующий из
AR в BR, причем R не изменяется. В связи с этим R называется также
эталонной системой. Выходным состоянием канала является

(Φ⊗ IdR)[SAR] = SBR. (6.24)

Ввиду того, что состояние SAR в общем случае является сцепленным,
такую операцию иногда называют “передачей сцепленности”.

Предложение 6.3.2 Состояние SBR единственным образом определя-
ет ограничение ΦL канала Φ на состояния S̃ с suppS̃ ⊂ L. В частности,
если SA невырожденное, то SBR единственным образом определяет ка-
нал Φ.

Доказательство. Имеем

(Φ⊗ IdR)[SAR] =
∑

j,k

√
λj

√
λkΦ[|ej〉〈ek|]⊗ |hj〉〈hk|. (6.25)

Набор операторов Φ[|ej〉〈ek|] единственным образом определяет ΦL, от-
куда и следует утверждение.

В частности, взяв максимально сцепленное состояние SAR, для кото-
рого λj = 1/d; j = 1, . . . , d, получаем из (6.25)

Φ[S] = d TrR SBR(IB ⊗ S>R ), (6.26)

где S>R =
∑

j,k〈ek|S|ej〉|hj〉〈hk|. Это взаимно-однозначное соответствие
между каналами и состояниями SBR иногда называют соответствием
Чоя-Ямиловского.

6.4 Каналы, разрушающие сцепленность

В этом разделе вводится важный класс каналов, содержащих классиче-
ский этап переработки информации. Мы начнем рассмотрение с частных
случаев.
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i. Классически-квантовый (c-q) канал:

Φ[S] =
∑

x

〈ex|S|ex〉Sx,

где {ex} – ортонормированный базис в HA, а Sx – операторы плотно-
сти в HB , соответствущие значениям символа x. Каналы этого типа,
которые определяются отображением x → Sx, описывающим коди-
рование классического входного сигнала x в квантовое состояние Sx,
фактически уже рассматривались в главе 5.

ii. Квантово-классический (q-c) канал:

Φ[S] =
∑

y

|ey〉〈ey|TrSMy,

где {ey} - ортонормированный базис в HB , а M = {My}– наблюда-
емая в HA. Такой канал соответствует измерению наблюдаемой M
(см. далее раздел 6.5); при этом возникает распределение вероятно-
стей на множестве исходов измерения. Сопряженный канал действует
по формуле

Φ∗[X] =
∑

y

〈ey|X|ey〉My.

Представление Стайнспринга (6.7) для q-c канала Φ связано с рас-
ширением Наймарка для наблюдаемой M : полагая X = |ey〉〈ey|, по-
лучаем

My = V ∗ (|ey〉〈ey| ⊗ I0)V,

где E = {|ey〉〈ey| ⊗ I0} – четкая наблюдаемая в K.
iii. Композиция q-c и c-q каналов с одним и тем же ортонормированным

базисом {ej} дает q-c-q канал

Φ[S] =
∑

j

Sj TrSMj , (6.27)

для которого i. и ii. являются частными случаями. Такой канал со-
держит промежуточное классическое звено преобразования инфор-
мации (в котором она представляется символом j).

Определение 6.4.1 Канал Φ из A в B обладает свойством разрушения
сцепленности, если для произвольного входного состояния SAR канала
Φ ⊗ IdR его выходное состояние SBR – несцепленное, т. е. является
смесью состояний-произведений

SBR =
∑

j

pjS
j
B ⊗ Sj

R, (6.28)

где {pj}– распределение вероятностей.
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Понятие сцепленности состояний будет подробнее рассмотрено в разделе
7.4.

Предложение 6.4.1 Для того, чтобы канал обладал свойством раз-
рушения сцепленности, необходимо и достаточно, чтобы он был q-c-q
каналом.

Доказательство. Действительно, для канала (6.27) и любого входно-
го состояния SAR канала Φ ⊗ IdR выполняется соотношение (6.28) с
Sj

B = Sj , pjS
j
R = TrA SARMj . Обратно, пусть канал Φ разрушает сцеп-

ленность, тогда, беря в качестве SAR максимально сцепленное состояние
и используя соотношения (6.28), (6.26), получаем представление (6.27), в
котором Sj = Sj

B ,Mj = dpj(S
j
R)T .

Пример 6.4.1

Важным частным случаем c-q канала является полностью деполяризу-
ющий канал, который описывает необратимую эволюцию к финальному
состоянию Sf :

Φ[S] = Sf · TrS, S ∈ T(H).

Пример 6.4.2

Пусть p ∈ [0, 1], тогда канал Φ : T(H) → T(H⊕ C) определяемый соотно-
шением

Φ(S) =
[

(1− p)S 0
0 pTrS

]

сохраняет входное состояние S с вероятностью 1− p и “стирает” его с ве-
роятностью p, посылая сигнал о стирании. Этот канал называется кван-
товым стирающим каналом.

Задача 6.4.1 Докажите полную положительность и найдите разло-
жения Крауса для всех рассмотренных выше каналов.

6.5 Процессы квантовых измерений

Важнейший пример необратимой эволюции — изменение состояния кван-
товой системы в результате производимого над ней измерения. Полное
идеальное квантовое измерение связывается с ортонормированным ба-
зисом |ex〉, векторы которого индексированы возможными исходами из-
мерения x. Постулируется, что система, находящаяся перед измерени-
ем в состоянии S, в результате такого измерения переходит в состояния
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|ex〉〈ex| с вероятностями 〈ex|Sex〉. Таким образом, статистический ан-
самбль после измерения разбивается на подансамбли, соответствующие
различным исходам x, и в целом описывается состоянием

S′ =
∑

x

|ex〉〈ex|Sex〉〈ex|. (6.29)

Отметим, что отображение S → S′ является частным случаем q-c канала,
отвечающего наблюдаемой M = {|ex〉〈ex|}.

При неполном идеальном измерении некоторые исходы группируют-
ся, порождая ортогональное разложение единицы E = {Ex},

ExEx′ = δxx′Ex,
∑

x

Ex = I,

другими словами, четкую наблюдаемую в пространстве H. Согласно про-
екционному постулату фон Неймана - Людерса, идеальное измерение
четкой наблюдаемой E дает значение x с вероятностью

px = TrSEx = TrExSEx,

при этом апостериорное состояние, т. е. состояние подансамбля, в кото-
ром был получен исход измерения x, равно

Sx =
ExSEx

TrExSEx
, если px > 0.

Для состояния всего ансамбля после измерения имеет место квантовый
аналог формулы Байеса

S′ =
∑

x

pxSx =
∑

x

ExSEx = Φ[S]. (6.30)

Заметим, что в отличие от классической формулы Байеса, квантовое со-
стояние (6.30) всего ансамбля после идеального измерения может отли-
чаться от начального состояния S. Таким образом, даже идеальное кван-
товое измерение не сводится к простому наблюдению выходного симво-
ла и включает в себя воздействие, которое изменяет состояние системы,
даже если исходы “не считываются“. В этом принципиальное отличие
квантовых наблюдаемых от классических случайных величин, наблюде-
ние которых не изменяет статистический ансамбль, а сводится к просто-
му отбору его представителей в соответствии со значениями случайных
величин.

В картине Шредингера изменение системы в результате измерения
описывается вполне положительным отображением

Φ∗[X] =
∑

x

ExXEx = Φ[X], (6.31)
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которое может быть интерпретировано как условное математическое
ожидание относительно алгебры операторов, коммутирующих со всеми
проекторами Ex; при этом выполнены характеристические свойства:

i. Φ2 = Φ;
ii. Φ[XΦ[Y ]] = Φ[X]Φ[Y ], X, Y ∈ B(H).

Идеальное квантовое измерение удовлетворяет гипотезе воспроизво-
димости: при повторном измерении исход с вероятностью 1 равен исходу
первого измерения (в предположении, что никаких изменений между из-
мерениями не произошло). Большинство реальных процедур измерения
не удовлетворяют этому ограничению, и мы переходим к описанию таких
неидеальных измерений.

Рассмотрим следующий процесс косвенного измерения: система H в
начальном состоянии S взаимодействует с некоторой пробной системой
H0, над которой затем производится идеальное измерение четкой наблю-
даемой E0. Тогда, в соответствии с постулатом фон Неймана-Людерса,
вероятность исхода x равна

px = TrU(S ⊗ S0)U∗(I ⊗ E0
x),

а апостериорное состояние описывается оператором плотности Sx, удо-
влетворяющим соотношению

pxSx = TrH0 U(S ⊗ S0)U∗(I ⊗ E0
x) ≡ Φx[S]. (6.32)

Таким образом, состояние системы после измерения может быть записа-
но как

Φ[S] =
∑

x

pxSx =
∑

x

Φx[S].

Отображения Φx являются вполне положительными, причем их сумма
Φ сохраняет след. Любое такое семейство отображений {Φx} называет-
ся инструментом. Инструмент описывают статистику и апостериорные
состояния неидеального измерения, которое в общем случае не обязано
удовлетворять гипотезе воспроизводимости.

Заметим, что

px = TrSMx, где Mx = Φ∗x [I]

– разложение единицы, описывающее наблюдаемую, связанную с данным
косвенным измерением. Обратно, по данной наблюдаемой M = {Mx} ,
можно построить связанные с ней (не-единственный) инструмент и кос-
венное измерение. Рассмотрим произвольное представление Mx = V ∗

x Vx;
построим по нему унитарный оператор (6.23) в пространстве H ⊗ HE ,
тогда семейство вполне положительных отображений

Φx[S] = TrHE
U(S ⊗ |ψE〉〈ψE |)U∗(I ⊗ |ex〉〈ex|), (6.33)
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где |ex〉 – базисный вектор-столбец с единицей на x−м месте, так что
|ψE〉 = |e1〉, образует инструмент. При этом

Mx = TrHE (I ⊗ |ψE〉〈ψE |)U∗ (I ⊗ |ex〉〈ex|)U = Φ∗x[I]. (6.34)

Таким образом, процесс косвенного измерения наблюдаемой M реализу-
ется пробной системой HE в начальном состоянии |ψE〉〈ψE |, унитарным
оператором U в пространстве H⊗HE , и четкой наблюдаемой {|ex〉〈ex|}
в HE .

Задача 6.5.1 Для полного идеального измерения с Mx = |ex〉〈ex| поло-
жим Vx = Mx и построим унитарный оператор U по формуле (6.23) (в
этом случае HE = H). Покажите, что

U(|ex〉 ⊗ |e1〉) = |ex〉 ⊗ |ex〉.

Для произвольного вектора ψ ∈ H

U(|ψ〉 ⊗ |e1〉) =
∑

x

〈ex|ψ〉|ex〉 ⊗ |ex〉,

таким образом, взаимодействие U порождает сцепленность между исход-
ной и пробной системами, которая позволяет свести идеальное измерение
в исходной системе к измерению четкой наблюдаемой {|ex〉〈ex|} в проб-
ной системе.

6.6 Комплементарные каналы

Рассмотрим три квантовые системы A,B, C с пространствамиHA,HB ,HC

и линейный оператор V : HA → HB ⊗HC ; соотношения

ΦB [S] = TrHC
V SV ∗, ΦC [S] = TrHB

V SV ∗; S ∈ T (HA) (6.35)

определяют два вполне положительных отображения ΦB : T (HA) →

T (HB) , ΦC : T (HA) → T (HC) , которые мы называем взаимно ком-
плементарными . Если V – изометрия, то оба отображения сохраняют
след, то есть являются каналами.

Из теоремы Стайнспринга вытекает, что для заданного вполне по-
ложительного отображения всегда существует комплементарное. Кроме
того, комплементарное отображение единственно в следующем смысле:
для данного вполне положительного отображения ΦB , любые два отоб-
ражения ΦC , ΦC′ , комплементарные к ΦB эквивалентны в том смысле,
что найдется частичная изометрия W : HC → HC′ , такая что

ΦC′ [S] = WΦC [S]W ∗, ΦC [S] = W ∗ΦC′ [S]W, (6.36)
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Рис. 6.2. Комплементарный канал.

для всех S. Если размерности пространств HC ,HC′ минимальны, то W
является изометрией HC на HC′ . Таким образом, комплементарность
есть отношение на классах эквивалентности вполне положительных отоб-
ражений.

Если A = B – открытая квантовая система, взаимодействующая с
окружением C = E в произвольном начальном состоянии SE , а ΦB –
соответствующий канал

ΦB [S] = TrEU(S ⊗ SE)U∗, (6.37)

описывающий изменение состояния A, то конечное состояние окружения
является выходным для канала

ΦE [S] = TrBU(S ⊗ SE)U∗, (6.38)

Мы будем называть каналы ΦB , ΦE слабо комплементарными. Если же
состояние окружения – чистое, SE = |ψE〉〈ψE |, то, вводя изометрию
V = U |ψE〉 : HA → HB ⊗ HE , мы получаем, что ΦE является ком-
плементарным каналом к ΦB . Если состояние SE не является чистым,
то, рассматривая его очищение SE′ в пространстве HE′ = HE ⊗ HR и
полагая U ′ = U ⊗ IR, получаем представление вида (6.38) с заменой E
на E′, где SE′ – уже чистое состояние; следовательно, ΦE′ комплемента-
рен к ΦB и ΦE [S] = TrRΦE′ [S]. В отличие от комплементарного, слабо
комплементарный канал не единствен и зависит от представления (6.37).

Для упрощения формул будем использовать обозначение Φ̃ для отоб-
ражения, комплементарного к Φ.

Предположим, что вполне положительное отображение Φ : T(H) →
T(H′) задано представлением Крауса

Φ[S] =
d̃∑

α=1

VαSV ∗
α , (6.39)

тогда комплементарное отображение Φ̃ : T(H) → Md̃ задается формулой:
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Φ̃[S] =
[
TrVαSV ∗

β

]
α,β=1,d̃

=
d̃∑

α,β=1

(
TrSV ∗

β Vα

) |eα〉〈eβ |, (6.40)

где {eα} – канонический базис в координатном пространстве `2
d̃
, которое

играет роль HC , так что d̃ = dC . Это утверждение вытекает из того, что
V =

∑d̃
α=1⊕Vα является отображением HA в

∑d̃
α=1⊕HB ' HB ⊗ HC ,

для которого Φ, Φ̃ задаются частичными следами (6.35), см. задачу 3.1.4.
Записывая след в пространстве HB в ортонормированном базисе {eB

j },
получаем представление Крауса для комплементарного отображения

Φ̃[S] =
dB∑

j=1

ṼjSṼ ∗
j , (6.41)

где 〈eα|Ṽj = 〈eB
j |Vα (см. определение (6.20)).

Задача 6.6.1 Покажите непосредственным вычислением, что приме-
нение аналогичной процедуры к Φ̃ дает отображение ˜̃Φ, которое уни-
тарно эквивалентно Φ.

Пример Рассмотрим канал

Φ[S] = S ⊗ SC , (6.42)

где SC – фиксированное состояние в пространстве HC . Если SC – чи-
стое состояние, то этот канал унитарно эквивалентен идеальному (тож-
дественному) каналу Id. Записывая спектральное разложение

SC =
d̃∑

α=1

λα|eα〉〈eα|,

получаем представление Крауса с операторами Vα =
√

λα(I ⊗ |eα〉), сле-
довательно, из (6.40) вытекает

Φ̃[S] = [λαδαβTrS]
α,β=1,d̃

' SCTrS,

т. е. Φ̃ – полностью деполяризующий канал. Для произвольного состоя-
ния SC идеальный канал Id слабо комплементарен к этому каналу.

Этот пример иллюстрирует тот факт, что идеальная передача кванто-
вой информации из A в B равносильна отсутствию утечки информации
из A в окружение C, и наоборот. Далее мы увидим, что приближенная
версия этого свойства – чем канал Φ ближе к идеальному, тем компле-
ментарный канал Φ̃ ближе к полностью деполяризующему – играет ре-
шающую роль в теореме кодирования для квантовой информации.
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Полностью деполяризующий канал является частным случаем кана-
ла, разрушающего сцепленность (q-c-q) (см. раздел 6.4); вычисления мо-
гут быть обобщены на весь этот класс. Пусть Φ : T(HA) → T(HB) канал
вида (6.27), тогда он имеет представление Крауса с операторами Vα ранга
1:

Φ[S] =
d̃∑

α=1

|ϕα〉〈ψα|S|ψα〉〈ϕα|, (6.43)

где
d̃∑

α=1

|ψα〉〈ϕα|ϕα〉〈ψα| = I.

Задача 6.6.2 Используя спектральное разложение операторов Sj ,Mj

в (6.27), покажите, что существование представления Крауса вида
(6.43) является необходимым и достаточным для того, чтобы канал Φ
разрушал сцепленность.

Комплементарный канал Φ̃ : T(HA) → Md̃ имеет вид

Φ̃[S] = [cαβ〈ψα|S|ψβ〉]α,β=1,d̃
=

d̃∑

α,β=1

cαβ |eα〉〈ψα|S|ψβ〉〈eβ |, (6.44)

где cαβ = 〈ϕβ |ϕα〉. Заметим, что произвольная положительно определен-
ная матрица [cαβ ] может быть представлена как матрица Грама некото-
рой системы векторов в гильбертовом пространстве (разложение Колмо-
горова). В частном случае, когда система {ψα}α=1,d̃

является ортонорми-
рованным базисом в H, соотношение (6.44) задает вполне положительное
отображение, называемое диагональным. Из (6.43) мы видим, что диа-
гональные каналы являются комплементарными к c-q каналам. Для q-c
каналов, {ϕα}α=1,d̃

является ортонормированным базисом в H, так что
cαβ = δαβ , и комплементарный канал также является q-c каналом.

Используя разложение Колмогорова cαβ =
∑

j v̄βjvαj и обозначая

Ṽj =
d̃∑

α=1

vαj |eα〉〈ψα|, (6.45)

получаем представление Крауса (6.41) для комплементарного канала.
Для диагональных отображений |ψα〉 = |eα〉, следовательно, из (6.44)
можно видеть, что диагональные каналы характеризуются представле-
нием Крауса с одновременно диагонализуемыми операторами Ṽj .

Определение 6.6.1 Пусть {pj} – конечное распределение вероятно-
стей и Φj : T(H) → T(H′j) – некоторое семейство каналов. Канал Φ :
T(H) → T(

∑
j ⊕H′j) называется ортогональной выпуклой комбинацией

каналов Φj ,
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Φ =
∑

j

⊕pjΦj ,

если Φ[S] =
∑

j ⊕pjΦj [S] для всех S ∈ S(H).

Задача 6.6.3 Покажите, что канал, комплементарный к ортогональ-
ной выпуклой комбинации каналов является ортогональной выпуклой
комбинацией комплементарных каналов:

∑̃

j

⊕pjΦj =
∑

j

⊕pjΦ̃j .

В частности, используя пример (6.42) (с d̃ = dimHC = 1), получаем,
что комплементарный к стирающему каналу Φp унитарно эквивален-
тен стирающему каналу Φ1−p.

6.7 Ковариантные каналы

Прежде чем мы перейдем к дальнейшим примерам, рассмотрим важную
конструкцию – дискретную версию операторов Вейля и канонических
коммутационных соотношений (ККС) в конечномерном гильбертовом
пространстве. Фиксируем ортонормированный базис {ek; k = 1, . . . , d} в
H. Дискретными операторами Вейля называются унитарные операторы
в H, определяемые соотношением

Wαβ = UαV β ; α, β = 0, . . . , d− 1, (6.46)

где

V |ek〉 = exp
(

2πik

d

)
|ek〉; U |ek〉 = |ek+1(modd)〉; k = 0, . . . , d−1. (6.47)

Заметим, что W00 = I. Операторы Вейля удовлетворяют дискретному
аналогу канонических коммутационных соотношений Вейля - Сигала для
бозонных систем, которые будут подробно рассмотрены в главе 11:

WαβWα′β′ = exp
2πiβα′

d
Wα+α′,β+β′

= exp
2πi (β′α− βα′)

d
Wα′β′Wαβ . (6.48)

Первое равенство выражает тот факт, что отображение (α, β) → Wαβ

является проективным представлением аддитивной циклической группы
Zd × Zd.

Заметим, что оператор A, коммутирующий со всеми операторами
Вейля Wα,β , кратен единичному оператору. В самом деле, из [A, V ] = 0,
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согласно (6.47), вытекает, что A|ek〉 = ak|ek〉, а из [A,U ] = 0 следует
ak ≡ a. Отсюда вытекает важное тождество

d−1∑

α,β=0

WαβSW ∗
αβ = d(Tr S)I, (6.49)

так как из (6.48) следует, что левая часть коммутирует со всеми опера-
торами Вейля. Константа в правой части находится из равенства следов.
В действительности, равенство (6.49) является следствием соотношений
ортогональности для неприводимого унитарного представления произ-
вольной компактной группы.

Заметим, что в случае d = 2 дискретные операторы Вейля сводятся
к матрицам Паули; а именно, полагая |e0〉 = | ↑〉, |e1〉 = | ↓〉, имеем

W01 = V = σz, W10 = U = σx, W11 = UV = −iσy, (6.50)

при этом дискретные ККС переходят в правила умножения (2.17).

Определение 6.7.1 Деполяризующий канал в H,dimH = d, определя-
ется соотношением

Φ[S] = (1− p)S + p
I

d
TrS, 0 ≤ p ≤ d2

d2 − 1
. (6.51)

Если p ≤ 1, то это соотношение описывает смесь идеального канала Id
и полностью деполяризующего канала, который переводит любое состо-
яние в хаотическое S̄ = I

d . Для любого значения параметра 0 ≤ p ≤ d2

d2−1
полная положительность следует из представления Крауса

Φ[S] =
(

1− p
d2 − 1

d2

)
S +

p

d2

∑

α+β>0

WαβSW ∗
αβ , (6.52)

которое получается при подстановке выражения для TrS из (6.49) в
(6.51). В этом выражении все коэффициенты положительны, что следует
из условия 0 ≤ p ≤ d2

d2−1 .
Деполяризующий канал удовлетворяет соотношению Φ∗ = Φ и явля-

ется унитальным, а значит, и бистохастическим.
Пусть G – группа и g → V j

g ; g ∈ G; – два (проективных) унитарных
представления группы G в Hj ; j = A,B. Канал Φ : T(HA) → T(HB)
называется ковариантным, если

Φ[V A
g S(V A

g )∗] = V B
g Φ[S](V B

g )∗ (6.53)

для всех g ∈ G и S. Если представление V B
g – неприводимое, то ка-

нал Φ является бистохастическим. В самом деле, из свойства V B
g Φ[IA] =

Φ[IA]V B
g (для всех g) и из неприводимости V B

g следует, что оператор Φ[I1]
пропорционален IB , а коэффициент пропорциональности получается из
равенства следов.
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Задача 6.7.1 Покажите, что деполяризующий канал характеризует-
ся свойством унитарной ковариантности: Φ[USU∗] = UΦ[S]U∗ для про-
извольного унитарного оператора U в H.

Задача 6.7.2 Покажите, что канал, комплементарный к ковариант-
ному каналу, сам является ковариантным:

Φ[V A
g S(V A

g )∗] = V E
g Φ[S](V E

g )∗,

где g → V E
g – (проективное) унитарное представления группы G в HE.

Указание: используйте тот факт, что для произвольного ковариант-
ного канала имеется представление Крауса (6.18), в котором Vj удовле-
творяют соотношениям

V B
g Vj(V A

g )∗ =
∑

k

djk(g)Vk,

где g → D(g) = [djk(g)] некоторое матричное унитарное представление
группы G. Отсюда следует, что комплементарное отображение (6.40)
ковариантно, причем роль второго представления V E

g играет D(g).

6.8 q-битные каналы

Рассмотрим каналы в пространстве состояний q-бита H2, которые соот-
ветствуют аффинным преобразованиям шара Блоха (единичного шара
в R3), удовлетворяющим дополнительному ограничению, налагаемому
полной положительностью.

Предложение 6.8.1 Произвольное положительное сохраняющее след
отображение Φ пространства T(H2) может быть представлено в виде

Φ[S] = U2Λ[U1SU∗
1 ]U∗

2 , (6.54)

где U1, U2 – унитарные операторы, а Λ имеет следующую каноническую
форму в базисе матриц Паули

Λ [I] = I +
∑

γ=x,y,z

tγσγ , Λ [σγ ] = λγσγ , γ = x, y, z, (6.55)

а λγ , tγ – действительные числа.

Доказательство. Ограничение Φ на множество состояний q-бита являет-
ся аффинным преобразованием, поэтому оно отображает состояние S(a),
задаваемое соотношением (2.8), в состояние S(Ta+b), где T – веществен-
ная 3× 3-матрица, b– вектор в R3. Используя полярное разложение для
T и спектральное разложение для |T |, получаем
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T = O|T | = O2LO1,

где O,O1, O2 – ортогональные матрицы, detO1 = det O2 = 1, а L =
diag[λx, λy, λz] – диагональная матрица с диагональным элементами λ
– вещественными, но необязательно неотрицательными. Таким образом,

Φ[S(a)] = S(O2[L(O1a) + t]), (6.56)

где t = O−1
2 b.

Матрицы O1, O2 описывают повороты шара Блоха в R3. Покажем, что
они отвечают преобразованиям квантовых состояний, которые порожда-
ются унитарными операторами U в H согласно формуле (6.2). Достаточ-
но рассмотреть поворот O вокруг оси z на угол ϕ. При этом единичный
вектор a с углами Эйлера θ, φ преобразуется в вектор Oa с углами θ, φ+ϕ,
поэтому вектор состояния (2.9) в H переходит в вектор

|ψ(Oa)〉 =
[

cos θ
2e−i(φ+ϕ)/2

sin θ
2ei(φ+ϕ)/2

]
= U |ψ(a)〉, (6.57)

где U = diag[e−iϕ/2, eiϕ/2] – унитарная матрица. Тогда

S(Oa) = US(a)U∗ (6.58)

для всех a.
Учитывая (6.56), получаем доказываемое соотношение (6.54).

Задача 6.8.1 Покажите, что повороту шара Блоха на угол ϕ вокруг
оси a отвечает унитарный оператор

U = exp
[
− iϕ

2
σ(a)

]
= cos

ϕ

2
I − i sin

ϕ

2
σ(a).

Рассмотрим подробнее отображения вида (6.55). Разумеется, условие
полной положительности накладывает нетривиальные ограничения на
параметры λγ , tγ . Наиболее прозрачным является случай tγ ≡ 0, когда
отображение Φ, и, следовательно Λ, унитальны. В этом случае Λ является
сжатием шара Блоха вдоль осей x, y, z с коэффициентами |λx|, |λy|, |λz|,
которое комбинируется с отражениями, если некоторые из чисел λγ от-
рицательны (например, λy < 0 влечет отражение относительно плоско-
сти xz). Транспонированию матрицы плотности S(a), которое заведомо
не является вполне положительным отображением, отвечает Λ с пара-
метрами λx = 1, λy = −1, λz = 1. Отсюда, в частности, получаем, что
соотношение типа (6.58) имеет место и для ортогональных матриц O с
detO = −1, однако им соответствуют антиунитарные преобразования U .
Поскольку всякое взаимно-однозначное аффинное преобразование шара
Блоха, очевидно, задается ортогональной матрицей O, отсюда вытекает
теорема Вигнера-Кэдисона 6.1.1 для q-бита.
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Задача 6.8.2 Используя правила умножения (2.17), покажите, что в
случае tγ ≡ 0

Λ[S] =
∑

γ=0,x,y,z

µγσγSσγ , (6.59)

где
µ0 =

1
4

(1 + λx + λy + λz) , µx =
1
4

(1 + λx − λy − λz) ,

µy =
1
4

(1− λx + λy − λz) , µz =
1
4

(1− λx − λy + λz) .

Неотрицательность этих чисел необходима и достаточна для полной
положительности отображения Λ, а значит, и Φ.

Задача 6.8.3 Покажите, что q-битные унитальные каналы (6.59) ко-
вариантны по отношению к проективному унитарному представлению
группы Z2 × Z2, определяемому соотношениями (6.50).

6.9 Комментарии

1. Доказательство теоремы 6.1.1, восходящей к утверждению Вигнера
[4], следует книге Дэвиса [75] (см. раздел 2.3 и комментарии к нему).

2. Понятие вполне положительного отображения введено Стайнс-
прингом [149] в более общем контексте C∗-алгебр. Математический обзор
свойств вполне положительных отображений, включая доказательство
неравенства в задаче 6.2.1, имеется в статье Штермера (с. 85-106 сбор-
ника [84]). В конечномерном случае, имеющем свою специфику, вполне
положительные отображения подробно рассматривались в работе Чоя
[71].

В основе приведенного доказательства теоремы 6.2.1 лежит конструк-
ция Гельфанда-Наймарка-Сигала: построение гильбертова пространства
и представления в этом пространстве, опирающееся на объект с подхо-
дящими свойствами положительности. Такое доказательство с неболь-
шими изменениями проходит для вполне положительных отображений
C∗-алгебр. В случае алгебры B(H) лемма 6.2.2 позволяет получить более
подробное представление (6.7). Представление Крауса подробно обсуж-
дается в книге [117].

3. На свойство полной положительности динамики открытой кван-
товой системы было обращено внимание в работах Холево [31], Линдб-
лада [125]. Большое число работ посвящено изучению марковской дина-
мики открытой квантовой системы, которая описывается полугруппой
вполне положительных отображений. Обзор теории квантовых динами-
ческих полугрупп и квантовых случайных процессов см. в книге [36].

Соответствие Чоя-Ямилковского вытекает из результатов работы [71].
В квантовой теории информации оно используется весьма плодотворно;
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например, представление Крауса (6.17) в конечномерном случае легко
получается из (6.26), см. [22], теорема 8.1.

4. Каналы типа q-c-q были введены в работе Холево [35]. Подроб-
ное рассмотрение каналов, разрушающих сцепленность, включая дока-
зательство предложения 6.4.1, дано в работе Городецкого, Шора и Рускаи
[108].

5. Детальное обсуждение математических моделей квантового изме-
рения см., например, в книгах Людвига [128], Дэвиса [75], Крауса [117],
Холево [36], работах Линдблада [123], Озава [131].

6. Понятие комплементарного канала введено в работе Деветака и
Шора [79]. Результаты настоящего раздела принадлежат Холево [40], а
также Кингу, Мацумото, Натансону и Рускаи [115].

7. Дискретные операторы Вейля использовались в знаменитой статье
Беннета, Брассара, Крепо, Джоза, Переса и Вуттерса [58] о телепортации.
Относительно ковариантности комплементарного канала (задача 6.7.2)
см. работу Холево [40].

8. Реальные примеры q-битных каналов подробно рассматриваются
в книге Нильсена и Чанга [22]. Общая структура q-битных каналов по-
дробно описана в работе Рускаи, Шарека и Вернер [134].



7. Квантовая энтропия и информация

7.1 Квантовая относительная энтропия

Определение 7.1.1 Пусть S, T – операторы плотности. Если опера-
тор T невырожден, то квантовая относительная энтропия определя-
ется формулой

H(S; T ) = −H(S)− TrS log T = TrS(log S − log T ). (7.1)

Случай, когда supp S ⊆ supp T (supp S обозначает носитель S, см.
раздел 1.3), сводится к предыдущему путем рассмотрения сужения опе-
раторов S, T на supp T , где T невырожден. Если же supp S * supp T ,
то полагаем H(S; T ) = +∞.

Задача 7.1.1 Пусть λj , µk – собственные значения, а |ej〉, |hk〉 – соб-
ственные векторы, соответственно, операторов плотности S, T , то-
гда

H(S; T ) =
∑

j,k

|〈ej |hk〉|2 (λj log λj − λj log µk). (7.2)

Предложение 7.1.1

H(S;T ) ≥ log e
2

Tr(S − T )2 ≥ 0, (7.3)

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда S = T .

Доказательство. Используя для функции (4.2) формулу

η(λ)− η(µ) = (λ− µ)η′(µ) +
1
2
(λ− µ)2η′′(ξ),

где 0 ≤ λ < ξ < µ, получаем неравенство

λ log λ− λ log µ ≥ (λ− µ) log e +
log e

2
(µ− λ)2;

подстановка этого неравенства в (7.2) приводит к требуемому результату.
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Следствие 7.1.1 (Субаддитивность квантовой энтропии) Пусть S12

– оператор плотности в H1 ⊗H2 с частичными следами S1 = TrH2 S12

и S2 = TrH1 S12. Тогда

H(S1) + H(S2) ≤ H(S12), (7.4)

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда S12 = S1⊗
S2.

Доказательство. Доказательство вытекает из равенства H(S1)+H(S2)−
H(S12) = H(S12; S1 ⊗ S2) и неравенства (7.3).

Подобно энтропии, относительная энтропия обладает следующими
свойствами:

Задача 7.1.2 i. Изометрическая инвариантность: H(V SV ∗;V S′V ∗) =
H(S;S′) для произвольного оператора V , изометричного на носите-
лях операторов S, S′;

ii. Аддитивность: H(S1 ⊗ S2; S′1 ⊗ S′2) = H(S1; S′1) + H(S2;S′2).

7.2 Монотонность относительной энтропии

Теорема 7.2.1 Для произвольных операторов плотности S, T в H1 и
произвольного канала Φ из H1 в H2

H(S;T ) ≥ H(Φ[S];Φ[T ]). (7.5)

Этот важный результат вытекает из доказываемой ниже теоремы
7.2.2, которая устанавливает аналогичное свойство монотонности для це-
лого класса функций пары квантовых состояний.

Рассмотрим гильбертово пространство L2(H) операторов в H со ска-
лярным произведением

(X, Y ) = TrX∗Y.

Пусть S, T – невырожденные операторы. В L2(H) введем оператор LT

левого умножения на T и оператор RS правого умножения на S, а именно,
LT X = TX,RSX = XS. Эти операторы являются коммутирующими
эрмитовыми положительными операторами в L2(H).

Относительная g-энтропия операторов S, T определяется соотноше-
нием

Hg(S; T ) = (S1/2, g(LT R−1
S )S1/2), (7.6)

для любой функции g ∈ G, где G – класс функций вида

g(w) = a(w − 1) + b(w − 1)2 +
∫ ∞

0

(w − 1)2

w + s
dν(s), (7.7)
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где a – действительное число, b ≥ 0 и ν – положительная мера на [0,∞),
такая, что

∫∞
0

1
s+1dν(s) < ∞ (относительно внутренней характеризации

этого класса см. раздел 7.7). Для доказательства следующей теоремы
важно лишь то обстоятельство, что функция g(w), входящая в опреде-
ление относительной g-энтропии, имеет такое представление.

Теорема 7.2.2 Для произвольной g ∈ G относительная g-энтропия
Hg(S; T ) обладает свойством монотонности

Hg(S;T ) ≤ Hg(Φ[S];Φ[T ]), (7.8)

для любого канала Φ.

Теорема 7.2.1 тогда вытекает из двух наблюдений:

i. функция g(w) = − log w принадлежит классу G. В самом деле, легко
проверяется, что

− ln w =
∫ ∞

0

[
1

w + s
− 1

1 + s

]
ds = −(w − 1) +

∫ ∞

0

(w − 1)2

(w + s)(s + 1)2
ds.

ii.
H− log(S; T ) = H(S;T ).

Действительно,

− log(LT R−1
S )X = log RSX − log LT X = X(log S)− (log T )X

в силу коммутирования операторов LT , RS , откуда− log(LT R−1
S )S1/2 =

(log S − log T )S1/2 и результат вытекает из формулы (7.6).

Доказательство теоремы 7.2.2.

Лемма 7.2.3 Для произвольной функции g ∈ G,

Hg(S; T ) = bTr(T − S)S−1(T − S) (7.9)

+
∫ ∞

0

Tr(T − S)(LT + sRS)−1(T − S)dν(s)

Доказательство. Вводя обозначение ∆T,S = LT R−1
S , заметим, что

(∆T,S − I)S1/2 = (T − S)S−1/2 = RS−1/2(T − S), (7.10)

так что

Hw−1(S;T ) = TrS1/2(T − S)S−1/2 = 0, (7.11)

и, следовательно, линейный член в (7.7) не дает вклада в (7.9). Для
g(w) = (w−1)2

(w+s) получаем, используя (7.10),
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Hg(S; T ) =
(
(∆T,S − I)S1/2, (∆T,S + sI)−1(∆T,S − I)S1/2

)

= Tr
[
(T − S)(∆T,S + sI)−1RS−1(T − S)

]

= Tr(T − S)(LT + sRS)−1(T − S). (7.12)

При s = 0 имеем

H(w−1)2/w(S;T ) = Tr(T − S)T−1(T − S) = H(w−1)2(T ; S). (7.13)

Подставляя эти соотношения в (7.7), получаем (7.9).

Если не учитывать первый член в (7.7) (который не дает вклада в
Hg(S; T )), то функции (7.7) являются “континуальными выпуклыми ком-
бинациями” функций (w−1)2 и (w−1)2

w+s , s ≥ 0; таким образом, достаточно
доказать монотонность относительной g-энтропии для таких функций g,
т. е. для (7.13).

Доказательство теоремы 7.2.2 теперь вытекает из интегрального пред-
ставления (7.9) и следующей леммы

Лемма 7.2.4 Для произвольного канала Φ, s ≥ 0 и оператора A

TrA∗(LT + sRS)−1A ≥ TrΦ[A∗](LΦ[T ] + sRΦ[S])−1Φ[A].

Доказательство. Так как операторы LT , RS являются положительными
в L2(H), то оператор LT +sRS также положителен. Положим X = (LT +
sRS)−1/2A − (LT + sRS)1/2Φ∗[B], где B = (LΦ[T ] + sRΦ[S])−1Φ[A]. Тогда
TrX∗X ≥ 0, так что

Tr A∗(LT + sRS)−1A− TrA∗Φ∗[B]− TrΦ∗[B∗]A (7.14)
+ Tr Φ∗[B∗](LT + sRS)Φ∗[B] ≥ 0.

Имеем

TrA∗Φ∗[B] + TrΦ∗[B∗]A = 2TrΦ[A∗](LΦ[T ] + sRΦ[S])−1Φ[A],

таким образом для доказательства леммы достаточно показать, что по-
следний член в (7.14) меньше или равен, чем правая часть в (7.14). Имеем

TrΦ∗[B∗](LT + sRS)Φ∗[B] = Tr[Φ∗[B∗]Φ∗[B]S + Φ∗[B∗]sTΦ∗[B]]
= Tr[Φ∗[B∗]Φ∗[B]S + Φ∗[B]Φ∗[B∗]sT ]
≤ Tr[Φ∗[B∗B]S + Φ∗[BB∗]sT ],

где неравенство вытекает из положительности S, T и неравенства Кэди-
сона (6.6), которое в случае канала Φ принимает вид

Φ∗[B∗]Φ∗[B] ≤ Φ∗[B∗B].
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Далее, используя соотношение Tr Φ∗[B∗B]S = TrB∗BΦ[S], имеем

TrΦ∗[B∗](LT + sRS)Φ∗[B] ≤ Tr(B∗BΦ[S] + BB∗sΦ[T ])
= TrB∗(BΦ[S] + sΦ[T ]B)
= TrB∗(LΦ[T ] + sRΦ[S])(B) = TrB∗Φ[A]

= TrΦ[A∗](LΦ[T ] + sRΦ[S])−1Φ[A].

Это доказывает теорему 7.2.2 в случае невырожденных S, T . В об-
щем случае либо H(S; T ) = +∞ и неравенство (7.5) тривиально, либо
supp S ⊆ supp T , и тогда можно считать, что supp T = H, т. е. T невы-
рожден, а для H(S;T ) имеет место соотношение (7.1). Аппроксимируя
произвольный оператор S невырожденными операторами и используя
непрерывность энтропии (см. раздел 7.3), убеждаемся в справедливости
теоремы в общем случае.

Следствие 7.2.1 (обобщенная H-теорема) Пусть Φ – бистохасти-
ческий (унитальный) канал в H = H1 = H2. Тогда

H(Φ[S]) ≥ H(S). (7.15)

Доказательство. Из (7.1) следует, что

H(S) = log d−H(S; S), (7.16)

где S = 1
dI – хаотическое состояние, а значит, и

H(Φ[S]) = log d−H(Φ[S];S),

в силу того, что Φ[S] = S. Теперь утверждение непосредственно вытекает
из теоремы о монотонности 7.2.1.

Покажем, как из теоремы 7.2.1 можно получить верхнюю границу для
шенноновской информации (5.15). Вводя среднее состояние S̄π =

∑
πxSx,

имеем важное соотношение

χ(π) ≡ H(S̄π)−
∑

πxH(Sx) =
∑

x

πxH(Sx; S̄π) (7.17)

Выберем произвольный базис {ey} в H и рассмотрим q-c канал Ψ [S] =∑
y

TrSMy|ey〉〈ey|, отвечающий измерению наблюдаемой M = {My}, то-
гда
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Ψ [Sx] =
∑

y

pM (y|x)|ey〉〈ey|; Ψ [S̄π] =
∑

y

(∑
x

πxpM (y|x)

)
|ey〉〈ey|,

где pM (y|x) = Tr SxMy, – операторы плотности, диагональные в базисе
{ey}. Поэтому квантовая относительная энтропия на выходе канала Ψ
превращается в классическую, и соотношение (7.17) влечет

∑
x

πxH(Ψ [Sx];Ψ [S̄π]) = I1(π, M).

Применяя теорему 7.2.1 о монотонности относительной энтропии к ка-
налу Ψ и еще раз используя соотношение (7.17), получаем искомое нера-
венство.

Теорема 7.2.5 Следующие свойства эквивалентны:

i. монотонность относительной энтропии;
ii. сильная субаддитивность квантовой энтропии: пусть S123 – опе-

ратор плотности в H1 ⊗H2 ⊗H3, тогда, используя очевидные обо-
значения для частичных следов,

H(S123) + H(S2) ≤ H(S12) + H(S23); (7.18)

iii. совместная выпуклость относительной квантовой энтропии H(S; T )
по аргументам S, T .

Доказательство. i. ⇒ ii. Обозначая через S̄α = (dimHα)−1Iα хаотиче-
ское состояние в Hα, имеем

H(S123; S̄123) = H(S123; S12 ⊗ S̄3) + H(S12; S̄12),

H(S23; S̄23) = H(S23; S2 ⊗ S̄3) + H(S2; S̄2).

Вычитая одно равенство из другого и используя (7.16), получаем

H(S12) + H(S23)−H(S123)−H(S2) = H(S123; S12⊗ S̄3)−H(S23;S2⊗ S̄3).

Рассмотрим канал Φ[S123] = S23. Применяя к нему теорему 7.2.1, получа-
ем, что правая часть неотрицательна, т. е. убеждаемся в справедливости
свойства сильной субаддитивности.

ii. ⇒ iii. Рассмотрим оператор плотности в H1 ⊗H2 ⊗H3 вида

S123 =
∑

kl

|ek〉〈ek| ⊗Akl ⊗ |hl〉〈hl|,

где {ek} – ортонормированный базис в H1, {hl} ортонормированный ба-
зис в H3, Akl – положительные операторы в H2. Тогда

S12 =
∑

k

|ek〉〈ek| ⊗
∑

l

Akl, S23 =
∑

k

Akl ⊗ |hl〉〈hl|, S2 =
∑

kl

Akl,
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и свойство сильной субаддитивности влечет следующее неравенство

−
∑

kl

H(Akl) +
∑

k

H

(∑

l

Akl

)
+

∑

l

H

(∑

k

Akl

)
−H

(∑

kl

Akl

)
≥ 0,

где введено обозначение H(A) = −TrA log A для любого положительного
оператора A. Тогда получаем, в частности, для любых положительных
операторов A1, A2, B1, B2,

H(A1 + A2 + B1 + B2)−H(A1 + A2)−H(B1 + B2) ≤

≤ H(A1 + B1)−H(A1)−H(B1) + H(A2 + B2)−H(A2)−H(B2),

что равносильно совместной выпуклости функции

∆(A,B) = H(A + B)−H(A)−H(B)

по аргументам A,B. Из следующей леммы вытекает, что относительная
энтропия H(A;B) также является выпуклой как супремум семейства вы-
пуклых функций.

Лемма 7.2.6 Для любых двух операторов плотности A,B

H(A; B) = sup
λ>0

λ−1χλ(A;B), (7.19)

где

χλ(A; B) = H(λA+(1−λ)B)−λH(A)−(1−λ)H(B) = ∆(λA, (1−λ)B)+h(λ).

Доказательство. Из доказанного выше следует, что функция χλ(A; B)
выпукла по A,B. Как функция λ ∈ [0, 1] она вогнута и равна нулю при
λ = 0, 1 (это было доказано в разделе 5.3). Значит, при фиксированных
A,B

sup
λ>0

λ−1χλ(A; B) = lim
λ→0

λ−1χλ(A;B) =
d

dλ
|λ=0χλ(A;B) .

Задача 7.2.1 Пусть F – непрерывно дифференцируемая функция в ин-
тервале (0,+∞). Покажите, что для любых положительных операто-
ров A,B выполняется

d

dλ
TrF (λA + (1− λ)B) = TrF ′(λA + (1− λ)B)(A−B), (7.20)

Указание: докажите (7.20) в случае, когда F – многочлен, а затем ис-
пользуйте аппроксимацию.
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Пусть теперь supp A ⊂ supp B, так что H(A;B) < +∞. Без ограни-
чения общности будем считать, что оператор B невырожден. Вычисляя
производную от

H(λA + (1− λ)B) = Tr η(λA + (1− λ)B),

по формуле (7.20), получаем, что

d

dλ
|λ=0χλ(A; B) = Tr A(log A− log B) + log e Tr(B −A) = H(A; B),

откуда вытекает (7.19).

Задача 7.2.2 Проведите доказательство в случае H(A;B) = +∞.

iii. ⇒ i. Рассмотрим оператор плотности S12 в H1 ⊗ H2 и положим
S1 = Tr2 S12. Используя свойство (6.49) дискретных операторов Вейля,
имеем

S1 ⊗ S̄2 =
1
d2

d−1∑

α,β=0

(I1 ×Wαβ)S12(I1 ×Wαβ)∗.

Используя выпуклость относительной энтропии и свойства из упражне-
ния 7.1.2, получаем неравенство

H(S1; S ′
1) ≤ H(S12; S ′

12),

которое является свойством монотонности для частичных следов. Но по
теореме 6.2.1, всякий канал может быть представлен в виде суперпозиции
изометрического вложения (сохраняющего относительную энтропию) и
частичного следа. Таким образом, свойство i. доказано.

Используя (7.16) и выпуклость относительной энтропии, мы попутно
получаем

Следствие 7.2.2 Квантовая энтропия вогнута: для произвольных со-
стояний Sj и распределения вероятностей {pj},

H
( ∑

j

pjSj

)
≥

∑

j

pjH(Sj).

Задача 7.2.3 Докажите вогнутость непосредственно, используя спек-
тральное разложение оператора

∑
j pjSj и вогнутость функции η(t).
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7.3 Свойства непрерывности

В рассматриваемом здесь конечномерном случае квантовая энтропия яв-
ляется непрерывной функцией от состояния. В самом деле, функция
η(x) = −x log x (равномерно) непрерывна на отрезке [0, 1] , значит, из
Sn → S вытекает ‖η(Sn)− η(S)‖ → 0, где ‖·‖ – операторная норма. Сле-
довательно,

|H(Sn)−H(S)| = |Tr(η(Sn)− η(S))| ≤ d ‖η(Sn)− η(S)‖ → 0.

Следующая лемма дает более точную оценку, которая понадобится в
дальнейшем

Лемма 7.3.1 Пусть S1, S2 – два оператора плотности в d−мерном
гильбертовом пространстве, причем ‖S1 − S2‖1 ≤ 1

e . Тогда

|H (S1)−H (S2)| ≤ log d · ‖S1 − S2‖1 + η (‖S1 − S2‖1) . (7.21)

Так как функция η (x) монотонно возрастает при x ∈ [
0, 1

e

]
, то из

леммы следует оценка

|H (S1)−H (S2)| ≤ log d · ‖S1 − S2‖1 +
log e

e
. (7.22)

Доказательство. Пусть λ1 ≥ λ2 ≥ ... (µ1 ≥ µ2 ≥ ...) – собственные зна-
чения оператора S1 (соответственно, оператора S2).

Задача 7.3.1 Обозначая ∆i = |λi − µi| , покажите, что

∆ =
d∑

i=1

∆i ≤ ‖S1 − S2‖1 . (7.23)

Задача 7.3.2 Докажите неравенство

|η (y)− η (x)| ≤ η (y − x) , 0 ≤ x ≤ y ≤ 1.

Комбинируя результаты этих задач, получаем

|H (S1)−H (S2)| ≤
d∑

i=1

|η (λi)− η (µi)| ≤
d∑

i=1

|η (∆i)|

= ∆
d∑

i=1

|η (∆i/∆)|+ η (∆) ≤ ∆ log d + η (∆) .

Принимая во внимание монотонность η (x) и используя неравенство
(7.23), получаем (7.21).
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Задача 7.3.3 Покажите, что относительная энтропия полунепрерыв-
на снизу в следующем смысле: если Sn → S и S′n → S′, то

lim inf
n→∞

H(Sn; S′n) ≥ H(S;S′).

Указание: используйте непрерывность энтропии, представление (7.19)
и тот факт, что супремум семейства непрерывных функций полуне-
прерывен снизу.

Как мы позже увидим в главе 10, в бесконечномерном гильберто-
вом пространстве свойство полунепрерывности снизу выполнено как для
энтропии, так и для относительной энтропии, тогда как непрерывность
энтропии уже не имеет места.

7.4 Информационная корреляция, сцепленность
формирования и условная энтропия

В классическом случае мерой количества информации, содержащейся в
одной из случайных величин X, Y относительно другой, является взаим-
ная информация I(X; Y ) = H(X)+H(Y )−H(XY ). В квантовой статисти-
ке нет прямого аналога совместной энтропии H(XY ), так как совместное
распределение наблюдаемых существует лишь в специальных случаях.
Рассмотрим один из таких случаев. Пусть S12– состояние составной кван-
товой системы в гильбертовом пространстве H1 ⊗ H2. В этой ситуации
очевидным аналогом шенноновской взаимной информации является

I(1; 2) = H(S1) + H(S2)−H(S12) = H(S12; S1 ⊗ S2). (7.24)

Будем называть эту величину информационной корреляцией. Из предло-
жения 7.1.1 вытекает, что I(1; 2) ≥ 0 и I(1; 2) = 0 тогда и только тогда,
когда S12 = S1 ⊗ S2.

Рассмотрим составную систему и наблюдаемые M1, M2 в соответству-
ющих подсистемах. Их совместное распределение существует и дается
формулой p(x, y) = TrS12M1xM2y. Обозначим через I(M1; M2) шенно-
новскую взаимную информацию между исходами измерений наблюдае-
мых M1, M2.

Задача 7.4.1 Покажите, что для чистого состояния S12 = |ψ〉〈ψ|

I(1; 2) = 2 max
M1,M2

I(M1,M2). (7.25)

В случае чистого состояния S12 имеем H(S12) = 0, и используя тео-
рему 3.1.2, получаем

I(1; 2) = H(S1) + H(S2) = 2H(S1). (7.26)
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Энтропия H(S1) = H(S2) является естественной мерой сцепленности чи-
стого состояния S12. Она равна нулю для несцепленных состояний и при-
нимает максимальное значение log d для состояния (3.7), что объясняет
название “максимально сцепленное” для этого состояния.

Вопрос определения меры сцепленности для смешанных состояний
является значительно более сложным. Наибольший интерес для нас
представляет сцепленность формирования, которая определяется для
произвольного состояния S12 в H1 ⊗H2 как

EF (S12) = inf
∑

j

πjH(Sj
1), (7.27)

где инфимум берется по всем возможным разложениям

S12 =
∑

j

πjS
j
12

состояния S12 в выпуклую комбинацию состояний Sj
12; в терминах выпук-

лого анализа, EF (S12) является выпуклой оболочкой непрерывной функ-
ции S12 → H(S1).

Предложение 7.4.1 Функция S12 → EF (S12) является непрерывной и
выпуклой, а инфимум в (7.27) достигается на выпуклой комбинации не
более, чем (d1d2)2 чистых состояний Sj

12. Имеет место соотношение
двойственности:

EF (S12) = max
A12

TrS12A12, (7.28)

где максимум берется по всем эрмитовым операторам A12 из H1⊗H2,
удовлетворяющим условию

TrT12A12 ≤ H(T1), (7.29)

для всех (чистых) состояний T12 в H1 ⊗H2.

Доказательство. Обозначим H = H1⊗H2, S = S12 и f(S) = H(TrH2 S);
функция f является непрерывной вогнутой функцией на компактном
выпуклом множестве квантовых состояний S = S(H). Доказатель-
ство, приведенное ниже, практически не использует других специальных
свойств f и S, и может быть получено из общих фактов выпуклого ана-
лиза, но мы дадим здесь самостоятельный вывод.

Конечный набор состояний с соответствующими вероятностями обыч-
но называют ансамблем. Для доказательства теоремы нам понадобится
“континуальное” обобщение этого понятия, описываемое вероятностной
мерой π(dS) на множестве состояний S(H) (концепция таких обобщен-
ных ансамблей подробно обсуждается в главе 10). При таком подходе
обычные ансамбли описываются мерами с конечным носителем. Исполь-
зуя общие факты теории меры (см. комментарии), можно показать, что
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множество P(S(H)) всех вероятностных мер на S(H) является компакт-
ным в топологии слабой сходимости, которая определяется как сходи-
мость интегралов от всевозможных ограниченных непрерывных функ-
ций на S(H).

Рассмотрим функционал

F (π) =
∫

S

f(T )π(dT ), (7.30)

на P(S(H)), который для мер π с конечным носителем совпадает с мини-
мизируемым выражением в (7.27). Согласно определению, этот функци-
онал является непрерывным аффинным функционалом на P(S(H)). Нас
будет интересовать его минимум на замкнутом выпуклом подмножестве
PS вероятностных мер π с фиксированным барицентром

S =
∫

S(H)

Tπ(dT ).

Непрерывный функционал F (π) достигает минимума на выпуклом мно-
жестве PS . Из вогнутости f следует, что можно выбрать минимизиру-
ющую меру π с носителем на чистых состояниях, так как всегда мож-
но произвести спектральные разложения для всех операторов плотности
T = T12 на чистые состояния без изменения барицентра и увеличения
значения F (π).

Покажем, что всякая крайняя точка π ∈ PS имеет носитель, состоя-
щий не более чем из (d1d2)2 состояний. Заметим, что состояния из носи-
теля π линейно независимы в том смысле, что если

∫

S(H)

c(T )Tπ(dT ) = 0 (7.31)

для некоторой вещественной ограниченной измеримой функции c(T ), то
c(T ) = 0 почти всюду по мере π. Действительно, из (7.31) следует, что
π = 1

2π+ + 1
2π−, где

π±(dT ) = (1± εc(T ))π(dT )

для достаточно малого ε; из того, что π крайняя точка, следует π±(dT ) =
π(dT ), откуда c(T ) = 0(modπ). Рассматривая матричные элементы (7.31),
получаем, что вещественнное гильбертово пространство L2

R(π) натянуто
на (d1d2)2 функций

T → <〈ej |T |ek〉; 1 ≤ j ≤ k ≤ d1d2,

T → =〈ej |T |ek〉; 1 ≤ j < k ≤ d1d2.

Действительно, любая функция c(T ), ортогональная к этим функциям
в L2

R(π), должна равняться нулю (modπ). Оставшаяся часть доказатель-
ства предоставляется в качестве задачи:
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Задача 7.4.2 Покажите, что если dim L2(π) = n, то носитель π со-
стоит из n точек.

Неравенство ≥ в соотношении двойственности (7.28) получается пу-
тем интегрирования неравенства f(T ) ≥ TrTA по любой вероятностной
мере π ∈ PS . Для доказательства обратного неравенства рассмотрим
только меры с фиксированным (но произвольным) конечным носителем,
содержащим носитель оптимальной (минимизирующей) меры π0. Тогда
минимизация становится задачей в конечномерном пространстве, с ко-
нечным числом линейных ограничений (7.29). Заметим, что эти ограни-
чения включают в себя нормировку вероятностной меры. Применяя ме-
тод Лагранжа, получаем, что найдется эрмитов оператор Λ, такой, что
π0 минимизирует функционал

F (π)− Tr
(∫

S

Tπ(dT )
)

Λ =
∫

S

[f(T )− TrTΛ]π(dT ) (7.32)

по всем (ненормированным) положительным мерам π с заданным конеч-
ным носителем. Здесь эрмитов оператор Λ описывает набор веществен-
ных множителей Лагранжа для ограничений (7.29). Отсюда следует, что

f(T )− TrTΛ ≥ 0; f(T )− TrTΛ = 0(modπ0). (7.33)

Интегрируя второе равенство по π0 и учитывая (7.29), получаем равен-
ство Tr SΛ =

∫
S

f(T )π0(dS) = F (π0), которое вместе с неравенством в
(7.33) означает, что Λ является решением двойственной задачи и что со-
отношение (7.28) имеет место с общим значением TrSΛ.

Из соотношения двойственности вытекает, что функция EF (S) по-
лунепрерывна снизу, как максимум непрерывных (аффинных) функций
S → TrSA. Остается показать, что эта функция является и полунепре-
рывной сверху, т.е.

lim sup
n→∞

EF (S(n)) ≤ EF (S(n)),

для любой последовательности состояний S(n) → S. Пусть

EF (S) =
N∑

j=1

π0
j H(TrH2 Sj), (7.34)

где S =
∑N

j=1 π0
j Sj . Тогда, если оператор S невырожден, положим

S(n) =
N∑

j=1

π
(n)
j S

(n)
j ,

где
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π
(n)
j = t(n)π0

j ,

S
(n)
j = (t(n))−1(S(n))1/2S−1/2SjS

−1/2(S(n))1/2,

и
t(n) = Tr(S(n))1/2S−1/2SjS

−1/2(S(n))1/2.

Эти выражения имеют смысл и для вырожденного S, если под S−1/2

понимается обобщенный обратный оператор к S1/2, т. е. оператор, кото-
рый равен обратному на носителе и нулю на ортогональном дополнении.
Тогда

EF (S(n)) ≤
N∑

j=1

π
(n)
j H(TrH2 S

(n)
j ),

и выражение в левой части сходится к (7.34). Поэтому

lim sup
n→∞

EF (S(n)) ≤ EF (S(n)),

то есть EF является полунепрерывной сверху, и, следовательно, непре-
рывной.

Вернемся к случаю чистых состояний S12. Заметим, что в класси-
ческой статистике частичные следы чистого состояния (маргинальные
распределения вырожденного распределения) вновь являются чистыми,
и операция очищение не имеет аналога. В этой связи отметим следующее
необычное свойство квантового аналога условной энтропии. В классиче-
ском случае условная энтропия всегда неотрицательна

H(X|Y ) = H(XY )−H(Y ) =
∑

y

pyH(X|Y = y) ≥ 0. (7.35)

Определяя квантовую условную энтропию как

H(1|2) = H(S12)−H(S2),

получаем, что эта величина отрицательна, если S12 – чистое сцепленное
состояние. Другими словами, в отличие от классической энтропии, кван-
товая энтропия не является монотонной по отношению к расширению
системы: H(S1) 6≤ H(S12). Тем не менее, как и в классическом случае,
имеют место следующие свойства

i. Монотонность условной энтропии: H(1|23) ≤ H(1|2);
ii. H(1|2) + H(1|3) ≥ 0.

Задача 7.4.3 Покажите, что эти свойства являются переформули-
ровкой свойства строгой субаддитивности энтропии (7.18).
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Другое полезное свойство квантовой условной энтропии:

Следствие 7.4.1 Условная энтропия H(1|2) является вогнутой функ-
цией состояния S12.

Доказательство. Имеем

H(1|2) = H(S12)−H(S2)
= log d1 − Tr S12(log S12 + I12 log d1 − I1 ⊗ log S2)
= log d1 −H(S12; S1 ⊗ S2),

и утверждение вытекает из совместной выпуклости относительной эн-
тропии и аффинности отображения S12 → S1 ⊗ S2.

Благодаря этим свойствам, квантовая условная энтропия является
полезным аналитическим инструментом в квантовой теории информа-
ции.

7.5 Обменная энтропия

Пусть Φ – канал с входным пространством HA и выходным простран-
ством HB , и S = SA – оператор плотности в HA, задающий входное со-
стояние канала. По теореме 6.3.1, канал допускает представление Стайн-
спринга

Φ[SA] = TrHE V SAV ∗, (7.36)

где V – изометрический оператор из HA в HBE = HB⊗HE , а HE можно
рассматривать как пространство “окружения”. Передача состояния SA

порождает состояние в пространстве окружения

SE = TrHB V SAV ∗ = Φ̃[SA], (7.37)

где Φ̃ – комплементарный канал, см. раздел 6.6 . В дальнейшем мы упро-
стим обозначения для энтропий, опуская обозначения состояний, т. е.
будем писать H(A) вместо H(SA) и т. п., как это уже делалось в преды-
дущей главе.

Определение 7.5.1 Обменной энтропией называется величина H(SE) =
H(Φ̃[SA]), равная выходной энтропии окружения. Мы будем обозначать
ее H(S, Φ) или просто H(E).

Чтобы показать, что величина H(S, Φ) не зависит от выбора представ-
ления для канала, введем эталонную систему HR. Состояние SA может
быть очищено до чистого состояния |ψAR〉〈ψAR| ∈ HA ⊗HR. Имеем
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Рис. 7.1. Очищение с эталонной системой.

H ((Φ⊗ IdR)|ψAR〉〈ψAR|) = H(SBR). (7.38)

Составная система BRE, описываемая гильбертовым пространствомHBRE =
HB ⊗HR ⊗HE , описывается чистым состоянием

|ψBR〉 ⊗ |ψE〉 = (V ⊗ IR)|ψAR〉. (7.39)

Рассматривая разделение BR|E, получаем совокупность двух систем в
чистом состоянии, значит, согласно (7.26),

H(SE) = H(SBR), (7.40)

где согласно (7.38), правая часть зависит только от канала Φ, и не зависит
от выбора представления Стайнспринга. С другой стороны, (7.40) пред-
ставляет собой выражение для выходной энтропии расширенного канала
Φ⊗ IdR, примененного к чистому состоянию SAR. Так как левая часть не
содержит R, то это равенство также показывает, что H(SBR) не зависит
от способа очищения состояния S = SA.

Используя конструкцию комплементарного канала из (6.40), мы ви-
дим, что SE задается матрицей плотности

[
TrSV ∗

j Vk

]
j,k=1,...,N

; следова-
тельно, имеет место

Предложение 7.5.1 Пусть Φ[S] =
∑N

j=1 VjSV ∗
j , где

∑N
j=1 V ∗

j Vj = I
тогда

H(S, Φ) = H
([

Tr SV ∗
j Vk

]
j,k=1,...,N

)
. (7.41)

Обменная энтропия удовлетворяет следующему полезному неравенству:
Пусть S =

∑
j pjSj – смесь чистых состояний Sj, тогда

H(S, Φ) ≥
∑

j

pjH(Φ[Sj ]). (7.42)

Действительно, благодаря выпуклости квантовой энтропии, H(S,Φ) =
H(ΦE [

∑
j pjSj ]) ≥

∑
j pjH(ΦE [Sj ]). Но H(ΦE [Sj ]) = H(Φ[Sj ]), так как

система BE находится в чистом состоянии, если на входе – чистое состо-
яние Sj .
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Пример Рассмотрим деполяризующий канал (6.51) и хаотическое
входное состояние S̄ = Id/d. Используя представление Крауса (6.52) и
свойства операторов Вейля, находим

Tr S̄W ∗
αβWα′β′ = δ(αβ),(α′β′)

{ p
d2 , (αβ) 6= (00),
1− pd2−1

d2 , (αβ) = (00).

Следовательно,

H(S̄, Φ) = −
(
1− p

d2 − 1
d2

)
log

(
1− p

d2 − 1
d2

)
− p

d2 − 1
d2

log
p

d2
. (7.43)

7.6 Квантовая взаимная информация

©©©©©©©©©©©

J
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J
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H(S,Φ)

H(S) H(Φ[S])

Выше были рассмотрены три эн-
тропийные величины: входная эн-
тропия H(S), выходная энтропия
H(Φ[S]) и обменная энтропия H(S, Φ).
Между ними имеются соотношения,
позволяющие рассматривать их как
длины сторон треугольника: сумма
любых двух из них больше или равна третьей. Например,

I(S,Φ) = H(S) + H(Φ[S])−H(S, Φ) (7.44)
= H(A) + H(B)−H(E)
= H(R) + H(B)−H(BR) ≥ 0

по свойству субаддитивности квантовой энтропии.
Так как R имеет ту же энтропию, что и A, то величину I(S, Φ) можно

назвать квантовой взаимной информацией между входом и выходом.
Взаимная информация I(S, Φ) обладает целым рядом хороших свойств,
аналогичных свойствам шенноновской информации.

Предложение 7.6.1 Квантовая взаимная информация I(S,Φ)

i. вогнута по S;
ii. выпукла по Φ;
iii. субаддитивна: I(S12, Φ1 ⊗ Φ2) ≤ I(S1, Φ1) + I(S2, Φ2);
iv. удовлетворяет неравенствам об обработке информации:

I(S,Φ2 ◦ Φ1) ≤ min{I(S, Φ1), I(Φ1(S), Φ2)}.
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Доказательство. Доказательство основано на рассмотрении различных
разделений составной системы BRE, находящейся в чистом состоянии
(7.39), и на использовании свойств условной энтропии.

i.

I(S, Φ) = H(R) + H(B)−H(E)
= H(BE) + H(B)−H(E)
= H(B|E) + H(B), (7.45)

где первое слагаемое является вогнутой функцией от SBE согласно след-
ствию 7.2.2, а второе – вогнутой функцией от SB . Остается заметить, что
отображения S → SBE и S → SB аффинны.

ii.

I(S, Φ) = H(R) + H(B)−H(E)
= H(BE) + H(B)−H(BR)
= H(R)−H(R|B),

где первый член не зависит от Φ, а второй является вогнутой функцией
от состояния SBR = (Φ× IdR)[SAR], которое аффинно зависит от Φ.

iii. Пусть S12 – состояние в A1A2 и пусть R – эталонная система, такая
что S12 – частичный след в A1A2 чистого состояния в системе A1A2R.
Обозначим через E1, E2 окружения каналов Φ1, Φ2, соответственно. До-
кажем неравенство

I(S12, Φ1 ⊗ Φ2) = H(S12) + H((Φ1 ⊗ Φ2)(S12))−H(S12, Φ1 ⊗ Φ2)
= H(R) + H(B1B2)−H(E1E2)
≤ H( R1︸︷︷︸

=RA2

) + H(B1)−H(E1) + H( R2︸︷︷︸
=RA1

) + H(B2)−H(E2).

Так как полная система B1B2E1E2R описывается чистым состоянием, то
это эквивалентно неравенству

H(B1B2E1E2) + H(B1B2)−H(E1E2)
≤ H(B1E1) + H(B1)−H(E1) + H(B2E2) + H(B2)−H(E2),

откуда

H(B1B2E1E2) + H(E1) + H(E2)
≤ H(E1E2) + H(B1E1) + H(B2E2),

что может быть получено повторным использованием свойства строгой
субаддитивности.

Заметим, что последнее неравенство выражает субаддитивность услов-
ной энтропии:
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H(B1B2|E1E2) ≤ H(B1|E1) + H(B2|E2).

iv. Обозначим через A входное пространство канала Φ1, через B вы-
ходное пространство для Φ1, которое является входным для Φ2, и через C
выходное пространство для Φ2. Через E1,2 обозначим окружения каналов
Φ1,2. Имеем

I(S, Φ2 ◦ Φ1) = H(R) + H(C)−H(E1E2). (7.46)

Для доказательства первого неравенства об обработке информации
заметим, что

I(S,Φ1) = H(R) + H(B)−H(E1), (7.47)

так что доказываемое неравенство принимает вид H(C) − H(E1E2) ≤
H(B) − H(E1). Поскольку системы CRE1E2 и BRE1 описываются чи-
стыми состояниями, это эквивалентно неравенству

H(R|E1E2) ≤ H(R|E1),

которое выполнено в силу монотонности условной энтропии.
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Рис. 7.2. Композиция каналов.

Для доказательства второго неравенства заметим, что

I(Φ1[S], Φ2) = H(B) + H(C)−H(E2) (7.48)

так что нужно доказать неравенство H(R)−H(E1E2) ≤ H(B)−H(E2).
Поскольку системы BRE1 и CRE1E2 описываются чистыми состояния-
ми, то это равносильно неравенству H(R)−H(CR) ≤ H(RE1)−H(CRE1),
или

H(C|RE1) ≤ H(C|R).

Последнее же неравенство выполнено в силу монотонности условной эн-
тропии.
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7.7 Комментарии

1. Энтропия оператора плотности была введена фон Нейманом [21]. По-
дробный обзор свойств квантовой энтропии и квантовой относительной
энтропии можно найти в статье Верля [152] и книге Ойя и Петца [129].

Можно усилить неравенство (7.3) посредством замены Tr(S − T )2 на
‖S − T‖21, см. [139]; доказательство основано на соответствующем клас-
сическом неравенстве Пинскера, лемма 12.6.1 [72].

2. Вещественная функция g, определенная на интервале I ⊆ R, назы-
вается операторно-монотонной, если для любого n и эрмитовых n × n-
матриц A ≤ B со спектром в I выполняется g(A) ≤ g(B). Аналогич-
но определяются операторно-выпуклые функции. Основные результаты
теории операторно-монотонных и операторно-выпуклых функций, а так-
же большое количество полезных матричных неравенств можно най-
ти в книге Бхатиа [65]. Используя классические результаты из теории
операторно-монотонных и операторно-выпуклых функций, можно пока-
зать, что класс G состоит из операторно-выпуклых функций g на (0,∞),
таких что g(1) = 0.

Известны и другие доказательства теоремы о монотонности 7.2.1, ко-
торые также достаточно сложны. Обычный подход состоит в использо-
вании “свойства выпуклости Либа” [129], [22]. В серии работ [123], [124],
[125] Линдблад установил ряд последовательных приближений к свой-
ству монотонности, и в итоге доказал его эквивалентность сильной суб-
аддитивности квантовой энтропии, доказанной ранее Либом и Рускаи
[122]. Ульман [151] дал другое доказательство, основанное на интерполя-
ционном методе (см. обзоры [152], [133]). Здесь мы опираемся на работу
Лесниевски и Рускаи [120], в которой дается наиболее прямое доказа-
тельство. Оно основано на обобщении неравенства Коши- Буняковского
и позволяет установить монотонность для целого класса инвариантов
пар состояний в “квантовой геометростатистике”, инициированной Мо-
розовой и Ченцовым [20]. Эфрос указал на связь этого круга вопросов
с операторным обобщением неравенства Йенсена и понятием матричной
перспективы операторно-выпуклой функции [82].

Недавно было предложено новое “естественное” доказательство свой-
ства монотонности (Белакович, Зигмунд-Шульце [66] и Хайяши [92]), ос-
нованное на операторной интерпретации квантовой относительной энтро-
пии как оптимального показателя экспоненциального убывания ошибки
в задаче различения двух квантовых состояний (квантовый аналог лем-
мы Стейна в математической статистике, см. теорему 12.8.1 [72]).

3. Лемма 7.3.1 была доказана Фаннесом [83]. Решение задачи 7.3.1 см.
в [129], лемма 1.7. Ауденаерт [54] установил неулучшаемое неравенство

|H (S1)−H (S2)| ≤ log(d− 1) · ‖S1 − S2‖1 + h2 (‖S1 − S2‖1) .

В книге [133] указано на связь этого неравенства с леммой Фано 4.4.3.
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4. Информационная корреляция была введена Линдбладом [123], ко-
торый высказал следующую гипотезу:

I(1; 2) ≤ 2 max
M1,M2

I(M1,M2).

Сцепленность формирования введена в основополагающей работе Бен-
нета, ДиВинченцо, Смолина и Вуттерса [60]. Для смешанных состояний
имеется целый ряд других важных других мер сцепленности. Количе-
ственная теория сцепленности является еще одним разделом квантовой
информатики, в котором математические методы получили существен-
ное приложение и развитие, см., например, обзоры Кейля [112], Альбера
и др. [52], книгу Хайаши [92].

Определение и свойства выпуклой оболочки, а также общая теоре-
ма двойственности выпуклого программирования имеются, например, в
книгах Рокафеллара [25], Магарил-Ильяева и Тихомирова [17]. Доказа-
тельство полунепрерывности сверху сцепленности формирования опира-
ется на конструкцию из работы Широкова [140].

Квантовая условная энтропия введена Адами и Серфом [50]. Опе-
рациональное истолкование отрицательных значений условной энтропии
как своего рода кредита информации предложено Городецким, Оппен-
хаймом и Винтером [107].

5. Обменная энтропия была введена Линдбладом [126] (который од-
нако использовал другую терминологию), и впоследствии, в контексте
квантовой теории информации, независимо Барнумом, Нильсеном и Шу-
махером [56].

6.Квантовая взаимная информация также появилась в работе Линдб-
лада [126], а впоследствии – в работе Адами и Серфа [50], где были по-
дробно рассмотрены ее свойства.



8. Классическая пропускная способность
квантового канала связи

8.1 Теорема кодирования

В главе 5 была установлена фундаментальная теорема кодирования для
классически-квантового канала связи. В настоящей главе, используя этот
результат, мы получим теорему кодирования для произвольного кванто-
вого канала.

Рассмотрим канал Φ : T(H1) → T(H2) и соответствующий составной
канал Φ⊗n = Φ ⊗ · · · ⊗ Φ : T(H⊗n

1 ) → T(H⊗n
2 ). Блочный код для такого

составного канала включает c-q канал, кодирующий классические сооб-
щения i состояниями во входном пространстве H⊗n

1 , и q-c канал (наблю-
даемую) M (n) в пространстве H⊗n

2 , декодирующий выходные состояния
в классические сообщения j:

i → S
(n)
i︸︷︷︸

входное
состояние

→ Φ⊗n[S(n)
i ]︸ ︷︷ ︸

выходное
состояние

M(n)

→ j

Это приводит к следующему определению

Определение 8.1.1 Код (Σ(n), M (n)) размера N для составного канала
Φ⊗n состоит из кодирования, задаваемого набором Σ(n) = {S(n)

i ; i =
1, . . . , N} состояний в H⊗n

1 и декодирования, описываемого наблюдаемой
M (n) = {M (n)

j ; j = 0, 1, . . . , N} в H⊗n
2 .

Максимальная вероятность ошибки такого кода равна

Pe(Σ(n),M (n)) = max
i=1,...,N

{1− pΣM (i|i)} , (8.1)

где pΣM (j|i) = TrΦ⊗n[S(n)
i ]M (n)

j – вероятность принятия решение j при
условии, что было послано сообщение i. Минимум ошибки Pe(Σ(n), M (n))
по всевозможным кодам длины n и размера N по-прежнему обозначается
pe(n,N). Классическая пропускная способность C(Φ) квантового канала
Φ определяется как точная верхняя грань достижимых скоростей R, для
которых

lim
n→∞

pe(n, 2nR) = 0.
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Напомним, что конечное распределение вероятностей π на множестве
квантовых состояний S(H), которое приписывает вероятности πi состоя-
ниям Si, называется ансамблем. Если задан ансамбль π(n) с вероятностя-
ми {π(n)

i } входных состояний S
(n)
i , то, используя условную вероятность

pΣM (j|i), можно найти совместное распределение входа i и выхода j и
вычислить шенноновскую информацию In(π(n),M (n)). Аналогично пред-
ложению 5.4.3 получаем

C(Φ) = lim
n→∞

1
n

sup
{π(n),M(n)}

In(π(n),M (n)). (8.2)

Отличие от случая c-q канала состоит в том, что здесь нет фиксирован-
ного входного алфавита и приходится оптимизировать не только входное
распределение {π(n)} и выходную наблюдаемую M (n), но и всевозмож-
ные состояния S

(n)
i на входе канала Φ⊗n.

Предложение 8.1.1 Классическая пропускная способность канала Φ
равна

C(Φ) = lim
n→∞

1
n

Cχ(Φ⊗n), (8.3)

где
Cχ(Φ) = sup

{πi,Si}
χ ({πi}; {Φ [Si]}) , (8.4)

величина χ определяется соотношением (5.8) и супремум берется по
всевозможным входным ансамблям π = {πi, Si} в H.

Заметим, что аналогично предложению 5.4.3, в соотношениях (8.2),
(8.3) предел при n →∞ равен супремуму по n благодаря супераддитив-
ности соответствующих последовательностей.

Доказательство. Неравенство ≤ в (8.3) вытекает из (8.2) и из верхней
границы в теореме 5.3.2. Покажем, что

C(Φ) ≥ lim
n→∞

1
n

Cχ(Φ⊗n) ≡ C̄(Φ). (8.5)

Возьмем R < C̄(Φ), тогда можно выбрать n0 и ансамбль π(n0) = {π(n0)
i , S

(n0)
i }

в H⊗n0
1 , такие что

n0R < χ
(
{π(n0)

i }; {Φ⊗n0

[
S

(n0)
i

]
}
)

. (8.6)

Рассмотрим c-q канал Φ̃ в H⊗n0
2 , определенный соотношением

i → Φ⊗n0 [S(n0)
i ]. (8.7)

Согласно теореме кодирования 5.2.1 для c-q каналов, пропускная способ-
ность канала Φ̃ равна
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C(Φ̃) = max
π

χ
(
{πi}; {Φ⊗n0

[
S

(n0)
i

]
}
)

, (8.8)

где состояния фиксированы и максимум берется по распределению веро-
ятностей π. В силу (8.6) это больше, чем n0R. Обозначая p̃e(n,N) мини-
мальную вероятность ошибки для канала Φ̃, имеем

pe(nn0, 2(nn0)R) ≤ p̃e(n, 2n(n0R)), (8.9)

поскольку любой код размера N для канала Φ̃⊗n определяет код того же
размера для Φ⊗nn0 . Таким образом, при R < C̄(Φ), правая, а значит и
левая части соотношения (8.9) стремятся к нулю при n → ∞. Рассуж-
дая как в предложении 5.4.3, получаем pe(n′, 2n′R) → 0 при n′ → ∞, и
следовательно (8.5).

8.2 χ-пропускная способность

Мы будем называть величину Cχ(Φ), определенную в (8.4), χ-пропускной
способностью канала Φ. Итак,

Cχ(Φ) = sup
{πi,Si}

[
H

(∑

i

πiΦ[Si]

)
−

∑

i

πiH (Φ[Si])

]
, (8.10)

что можно также переписать в виде

Cχ(Φ) = sup
S∈S(H)

[
H (Φ (S))− ĤΦ (S)

]
, (8.11)

где введена новая характеристика канала

ĤΦ (S) = inf
π:

∑
i πiSi=S

∑

i

πiH(Φ(Si)) (8.12)

– выпуклая оболочка выходной энтропии H (Φ[S]). Здесь инфимум берет-
ся по всевозможным ансамблям π с фиксированным средним состоянием∑

i πiSi = S.

Задача 8.2.1 Докажите, что для идеального канала ĤId(S) ≡ 0.

Величина (8.12) тесно связана со сцепленностью формирования (7.27),
а именно,

ĤΦ (S) = EF (V SV ∗),

где V – изометрия в представлении Стайнспринга (6.8) канала Φ, так что
V SV ∗ является состоянием составной системы “выход-окружение”. Дока-
зательство следующей леммы аналогично доказательству предложения
7.4.1.
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Лемма 8.2.1 Выпуклая оболочка выходной энтропии ĤΦ (S) является
непрерывной выпуклой функцией на S(H). Инфимум в (8.12) достига-
ется на ансамбле, состоящем не более чем из d2

1 чистых состояний,
d1 = dimH1.

Следствие 8.2.1 Супремум в выражении (8.10) для χ-пропускной спо-
собности достигается на ансамбле, состоящем не более чем из d2

1 чи-
стых состояний.

Задача 8.2.2 Используя задачу 4.3.2, докажите необходимость и до-
статочность для оптимальности ансамбля π = {πi, Si}, со средним
состоянием S̄π =

∑
i πiSi, следующего условия максимальной удаленно-

сти: найдется положительное µ, такое что

H(Φ[S];Φ[S̄π]) ≤ µ, для всех (чистых) входных состоянийS, (8.13)

причем равенство достигается для членов ансамбля S = Sj с πj > 0;
при этом с необходимостью µ = Cχ(Φ). Указание:

∂

∂πj
χ ({πi}; {Φ [Si]}) = H(Φ [Sj ] ; Φ

[
S̄π

]
)− log e.

χ-пропускная способность может быть вычислена для ряда интерес-
ных каналов.

Задача 8.2.3 Покажите, что Cχ(Id) = log d для идеального канала в
d-мерном гильбертовом пространстве. Для квантового стирающего ка-
нала Cχ(Φp) = (1 − p) log d, где p – вероятность стирания. В обоих
случаях оптимальный ансамбль состоит из равновероятных чистых
состояний, отвечающих ортонормированному базису в H.

Предложение 8.2.2 Пусть Φ – ковариантный канал (см. раздел 6.7),

Φ[U (1)
g S(U (1)

g )∗] = U (2)
g Φ[S](U (2)

g )∗.

Если представление U
(1)
g неприводимо, то

Cχ(Φ) = H

(
Φ

[
I1

d1

])
−min

S
H(Φ[S]), (8.14)

где минимум берется по множеству чистых состояний.

Доказательство. Предположим сначала, что группа симметрий G ко-
нечна. Неприводимость представления означает отсутствие нетривиаль-
ных инвариантных подпространств, что эквивалентно следующему свой-
ству: всякий оператор, коммутирующий со всеми U

(1)
g , кратен единично-

му оператору. Отсюда, аналогично доказательству соотношения (6.49),
получаем
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|G|−1
∑

g∈G

U (1)
g S(U (1)

g )∗ =
I1

d1
. (8.15)

Покажем, что

max
S∈S(H)

H (Φ[S]) = H

(
Φ

[
I1

d1

])
. (8.16)

Это вытекает из того, что функция S → H (Φ[S]) вогнута и инвариантна
относительно преобразований S → U

(1)
g SUA∗

g , поэтому для произвольно-
го S

H (Φ[S]) = |G|−1
∑

g∈G

H
(
Φ

[
U (1)

g S(U (1)
g )∗

])
≤ H


Φ


|G|−1

∑

g∈G

U (1)
g S(U (1)

g )∗





 .

(8.17)
Неравенство ≤ вытекает тогда из (8.15), так что достаточно показать

Cχ(Φ) ≥ H

(
Φ

[
I1

d1

])
−min

S
H(Φ[S]). (8.18)

Выберем состояние S0, минимизирующее выходную энтропию. Посколь-
ку выходная энтропия вогнута, она достигает минимума на множестве
чистых состояний. Поэтому значение в правой части (8.14) достигает-
ся для ансамбля состояний Sg = U

(1)
g S0U

A∗
g ; g ∈ G, взятых с равными

вероятностями πg = |G|−1.
Если группа |G| непрерывна, то применимо аналогичное рассужде-

ние, но оптимизирующее распределение будет непрерывным, а именно,
равномерным распределением на G. Затем можно использовать конеч-
ную аппроксимацию и свойства непрерывности.

Пример Для деполяризующего канала (6.51)

Cχ(Φ) = log d +
(
1− p

d− 1
d

)
log

(
1− p

d− 1
d

)
+ p

d− 1
d

log
p

d
, (8.19)

что достигается для ансамбля равновероятных чистых состояний, отве-
чающих ортонормированному базису в H.

В самом деле, канал является неприводимо ковариантным, поэтому
применимо предложение 8.2.2. Для произвольного чистого входного со-
стояния, выход Φ[|ψ〉〈ψ|] имеет простое собственное значение

(
1− pd−1

d

)

и d− 1 собственных значений p
d . Поэтому выходная энтропия равна

−
(
1− p

d− 1
d

)
log

(
1− p

d− 1
d

)
− p

d− 1
d

log
p

d

для всех чистых входных состояний, откуда следует соотношение (8.19).
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Пример Вычислим χ-пропускную способность произвольного q-
битного унитального канала Φ. Такой канал неприводимо ковариантен
по отношению к представлению (6.50) (см. задачу 6.8.3), поэтому мы
вновь можем применить предложение 8.2.2.

При вычислении minS∈S(H) H(Φ(S)) можно считать, что Φ = Λ, при-
нимая во внимание унитарную инвариантность квантовой энтропии. За-
метим также, что согласно задаче 2.1.2, энтропия q-битного состояния
(2.8) равна

H(S(a)) = h2

(
1− |a|

2

)
. (8.20)

Теперь учтем, что шар Блоха сжимается каналом Λ в эллипсоид с по-
луосями |λγ |, γ = x, y, z, и минимум выходной энтропии достигается на
конце самой длинной полуоси, отвечающем состоянию с собственными
значениями 1±maxγ |λγ |

2 . Это дает значение χ-пропускной способности

Cχ(Φ) = 1− h2

(
1−maxγ |λγ |

2

)
. (8.21)

8.3 Проблема аддитивности

8.3.1 Эффект сцепленности в кодировании и декодировании

Одной из наиболее интересных и трудных математических проблем в
квантовой теории информации является гипотеза аддитивности:

Cχ(Φ1 ⊗ Φ2) = Cχ(Φ1) + Cχ(Φ2), (8.22)

для произвольных каналов Φ1, Φ2. Если свойство (8.22) выполнено для
некоторого канала Φ = Φ1 и произвольного канала Φ2, то имеет место
равенство

Cχ(Φ⊗n) = nCχ(Φ) (8.23)

и в силу соотношения (8.3) классическая пропускная способность канала
Φ равна его χ-пропускной способности:

C(Φ) = Cχ(Φ). (8.24)

До сих это было установлено лишь для некоторых важных классов, таких
как каналы, разрушающие сцепленность, q-битные унитальные каналы
и деполяризующий канал. Более того, недавно появились указания на
то, что по крайней мере в высоких размерностях могут существовать
каналы, для которых свойства (8.22), (8.23), (8.24) не выполняются.
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Аддитивность (4.3.1) шенноновской пропускной способности обуслов-
лена в конечном счете отсутствием сцепленности в классических си-
стемах. Чтобы увидеть это, попытаемся обобщить на квантовый слу-
чай классическое доказательство аддитивности, использующее условия
Куна-Таккера (см. предложение 4.3.1). Пусть Φ1, Φ2 – два канала, оп-
тимальные ансамбли которых имеют средние состояния S̄π1 , S̄π2 , и мы
хотим доказать, что

Cχ(Φ1 ⊗ Φ2) ≤ Cχ(Φ1) + Cχ(Φ2). (8.25)

Тогда условие (8.13), примененное к произведению каналов Φ1 ⊗ Φ2 тре-
бует выполнения неравенства

H((Φ1 ⊗ Φ2)(S12); (Φ1 ⊗ Φ2)(S̄π1 ⊗ S̄π2) ≤ Cχ(Φ1) + Cχ(Φ2) (8.26)

для всех чистых входных состояний S12 произведения каналов. Равен-
ство должно выполняться для тензорных произведений членов опти-
мальных ансамблей с положительными вероятностями, что легко полу-
чается из соответствующих равенств для каналов Φ1, Φ2, как и неравен-
ство (8.26) для состояний-произведений S12 = S1 ⊗ S2. Однако доказа-
тельство неравенства (8.26) для сцепленных состояний не проще, чем
доказательство самой гипотезы аддитивности.

Аддитивность величины Cχ(Φ) имела бы удивительное физическое
следствие – это означало бы, что использование сцепленных кодовых
состояний не увеличивает пропускную способность квантового канала. С
другой стороны, мы видели в разделе 5.4, что использование сцепленных
декодирований приводит к такому эффекту. Рассмотрим это подробнее.

Кодирование Σ(n) = {S(n)
i } в определении 8.1.1 назовем несцеплен-

ным, если
S

(n)
i =

∑
xn

p(xn|i)Sx1 ⊗ · · · ⊗ Sxn , (8.27)

где Sxk
– состояние в k-й копии пространстваH, а p(xn|i) – условная веро-

ятность, описывающая предварительную обработку классического вход-
ного сообщения. Напомним, что декодирование M (n) называется несцеп-
ленным, если оно имеет вид (5.33).

Для данного квантового канала Φ можно определить четыре класси-
ческие пропускные способности C1,1, C1,∞, C∞,1, C∞,∞, где первый (вто-
рой) индекс относится к кодированию (декодированию), ∞ означает ис-
пользование произвольных сцепленных блочных кодирований (декодиро-
ваний), тогда как 1 означает ограничение несцепленными кодирования-
ми (декодированиями) в определении 8.1.1 и, соответственно, в формуле
(8.2). Очевидно, что C∞,∞ = C(Φ).

Задача 8.3.1 Используя классическую теорему кодирования, покажи-
те, что C1,1 = maxπ,M I1(π, M).
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Величину C1,1 будем называть шенноновской пропускной способностью
квантового канала Φ.

Задача 8.3.2 Используя квантовую теорему кодирования 5.2.1, пока-
жите, что C1,∞ = Cχ(Φ).

Соотношения между четырьмя пропускными способностями показаны на
следующей диаграмме:

C∞,1 ≤ C∞,∞(= C)
|| V I

C1,1 ≤ C1,∞(= Cχ)
(8.28)

где ≤ в данном случае следует понимать как “меньше или равно для всех
каналов и строго меньше для некоторых”.

Равенство
C1,1 = C∞,1 (8.29)

означает, что использование сцепленных входных состояний при несцеп-
ленных выходных наблюдаемых не увеличивает количество информации;
оно будет доказано ниже. Верхнее неравенство C∞,1 ≤ C∞,∞ следует из
этого равенства и нижнего неравенства, которое выражает возможность
строгой супераддитивности по отношению к декодированиям, продемон-
стрированную в разделе 5.4.

Доказательство равенства (8.29). Пусть Φ некоторый канал и π –
распределение вероятностей, приписывающее вероятность πk входному
состоянию Sk, и пусть M = {Mj} – наблюдаемая, измеряемая на выхо-
де канала. Обозначим IΦ(π, M) классическую шенноновскую информа-
цию, отвечающую входному распределению π и переходной вероятности
p(j|k) = Tr Φ[Sk]Mj = TrSkΦ∗[Mj ]. Чтобы доказать (8.29), достаточно
установить неравенство

max
{π,M1,M2}

IΦ1⊗Φ2(π,M1 ⊗M2)

≤ max
{π1,M1}

IΦ1(π
1,M1) + max

{π2,M2}
IΦ2(π

2,M2), (8.30)

В терминах классической взаимной информации имеем

IΦ(π,M) = I(X; Y ),

где X – входная случайная величина, принимающая значения k, а Y –
выходная величина, принимающая значения j. Чтобы доказать (8.30),
рассмотрим состояния Sk в гильбертовом пространстве H1 ⊗H2 канала
Φ1 ⊗ Φ2, с наблюдаемой M1 ⊗M2. Тогда условная вероятность равна

p(j1, j2|k) = TrSk(Φ∗1[Mj1 ]⊗ Φ∗2[Mj2 ]) = p1(j1|j2, k)p2(j2|k), (8.31)

где
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p1(j1|j2, k) = Tr1 S1
j2,kΦ∗1[Mj1 ], p2(j2|k) = Tr2 S2

kΦ∗2[Mj2 ],

и
S2

k = Tr1 Sk, S1
j2,k =

Tr2 Sk(I ⊗ Φ∗2[Mj2 ])
TrSk(I ⊗ Φ∗2[Mj2 ])

.

ЗдесьTrs обозначает частичный след по s-й подсистеме (s = 1, 2) в H1 ⊗
H2.

Имеем
I(X;Y1Y2) = H(Y1Y2)−H(Y1Y2|X),

где H(·),H(·|·), соответственно, энтропия и условная энтропия случай-
ных величин. В силу субаддитивности классической энтропии,

H(Y1Y2) ≤ H(Y1) + H(Y2).

С другой стороны,

H(Y1Y2|X) = H(Y1|Y2X) + H(Y2|X).

Сопоставляя, получаем

I(X; Y1Y2) ≤ I(XY2;Y1) + I(X;Y2),

что в силу (8.31) сводится к

IΦ1⊗Φ2(π,M1 ⊗M2) ≤ IΦ1(π
1,M1) + IΦ2(π

2,M2),

где π1 – распределение, приписывающее вероятности πkp2(j2|k) состоя-
ниям S1

j2,k, а π2 – распределение, приписывающее вероятности πk состо-
яниям S2

k. Беря максимум по π и S, получаем (8.30).

8.3.2 Иерархия свойств аддитивности

Важной характеристикой квантового канала Φ, которая уже появлялась
в разделе 8.2, является минимальная выходная энтропия

Ȟ(Φ) = min
S∈S(H)

H(Φ(S)). (8.32)

Соответствующая ей гипотеза аддитивности имеет вид

Ȟ (Φ1 ⊗ Φ2) = Ȟ (Φ1) + Ȟ (Φ2) . (8.33)

В силу вогнутости энтропии, минимум в (8.32) достигается на чистом
состоянии S ∈ extrS(H). В силу этого, классический аналог величины
Ȟ(Φ) аддитивен, поскольку всякое чистое состояние составной класси-
ческой системы является произведением чистых состояний подсистем. В
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квантовом случае для тензорного произведения H1 ⊗H2, описывающего
составную систему,

extrS(H1 ⊗H2) % extrS(H1)× extrS(H2), (8.34)

благодаря наличию сцепленных состояний, так что для аддитивности
(8.33) нет очевидной причины.

Ясно, что неравенство ≤ всегда имеет место в (8.33). Отсюда следует,
что (8.33) очевидно выполняется для каналов с нулевой минимальной
выходной энтропией, т.е. таких, для которых существует чистое выходное
состояние, например, для идеального и стирающего каналов.

Задача 8.3.3 Свойства (8.22) и (8.33) равносильны для двух ковари-
антных каналов, удовлетворяющих условиям предложения 8.2.2. Ука-
зание: используйте тот факт, что тензорное произведение неприводи-
мых представлений двух групп симметрий G1, G2 является неприводи-
мым представлением группы G1 ×G2.

Рассмотрим теперь выпуклую оболочку выходной энтропии ĤΦ (S),
определенную соотношением (8.12). Гипотетическое свойство суперадди-
тивности для этой величины формулируется следующим образом: для
произвольного состояния S12 ∈ S(H1 ⊗H2) и каналов Φ1, Φ2

ĤΦ1⊗Φ2(S12) ≥ ĤΦ1(S1) + ĤΦ2(S2), (8.35)

где S1, S2 – частичные следы состояния S12 в H1,H2.
Свойство супераддитивности (8.35) связано со следующим свойством

сцепленности формирования: пусть H1 = HA
1 ⊗HB

1 и H2 = HA
2 ⊗HB

2 , и
пусть SAB

12 – произвольное состояние в H1 ⊗H2, тогда

EF (SAB
12 ) ≥ EF (SAB

1 ) + EF (SAB
2 ), (8.36)

где сцепленность формирования определятся по отношению к разбиению
A|B. А именно, если бы гипотеза (8.36) выполнялась для всех состояний
SAB

12 , то гипотеза (8.35) выполнялась бы для всех каналов Φ1, Φ2 и всех
состояний S12, тогда как если бы (8.35) выполняласьдля всех S12 и ка-
налов частичного следа, то (8.36) выполнялась бы для всех состояний
SAB

12 .

Предложение 8.3.1 Для данных каналов Φ1, Φ2 свойство суперадди-
тивности (8.35) влечет аддитивность как минимальной выходной эн-
тропии (8.33), так и χ-пропускной способности (8.22).

Доказательство. В самом деле, пусть S0
12 доставляет минимум функции

H(Φ1 ⊗ Φ2)(S12), тогда

Ȟ(Φ1 ⊗ Φ2) = H((Φ1 ⊗ Φ2)(S0
12)) ≥ ĤΦ1⊗Φ2(S

0
12)

≥ ĤΦ1(S
0
1) + ĤΦ2(S

0
2) ≥ Ȟ(Φ1) + Ȟ(Φ2),
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откуда следует (8.33). С другой стороны, (8.35) и субаддитивность кван-
товой энтропии влечет

H((Φ1 ⊗ Φ2)(S12))− ĤΦ1⊗Φ2(S12)
≤ H((Φ1 ⊗ Φ2)(S12))− ĤΦ1(S1)− ĤΦ2(S2)

≤
[
H(Φ1(S1))− ĤΦ1(S1)

]
+

[
H(Φ2(S2))− ĤΦ2(S2)

]
. (8.37)

Используя (8.11), получаем

Cχ(Φ1 ⊗ Φ2) ≤ Cχ(Φ1) + Cχ(Φ2),

т. е. (8.22).

Далее, свойство (8.35) тесно связано с аддитивностью χ-пропускной
способности с ограничениями на входе. Пусть F – положительный опера-
тор во входном гильбертовом пространствеH канала, E – положительная
постоянная. Рассмотрим χ-пропускную способность при линейном огра-
ничении Tr SF ≤ E на входное состояние S:

Cχ(Φ,F,E) = max
S:Tr SF≤E

[
H (Φ (S))− ĤΦ (S)

]
. (8.38)

Задача 8.3.4 Пусть имеется два канала Φ1, Φ2 с соответствующими
ограничениями F1, F2. Тогда неравенство (8.35) вместе с (8.11) влечет

Cχ(Φ1⊗Φ2, F1⊗I2+I1⊗F2, E) = max
E1+E2=E

[Cχ(Φ1, F1, E1) + Cχ(Φ2, F2, E2)] .

(8.39)

Замечательно, однако, что все сформулированные гипотезы аддитив-
ности оказываются равносильными в следующем смысле.

Теорема 8.3.2 Гипотезы (8.33), (8.22), (8.23) и (8.35) глобально экви-
валентны в том смысле, что если одна из них выполняется для всех
каналов, то и другие выполняются для всех каналов. Более того, они
глобально эквивалентны супераддитивности сцепленности формирова-
ния (8.36) и аддитивности χ-пропускной способности с произвольными
входными ограничениями.

Из этой теоремы также вытекает, что контрпример к одной из этих
гипотез влечет существование контрпримеров ко всем остальным.

Мы не будем приводить доказательство этой теоремы и ограничимся
рассмотрением некоторых случаев, в которых удается доказать наиболее
сильное свойство (8.35).

Предложение 8.3.3 Пусть Φ2 произвольный канал. Свойство (8.35)
выполняется, если Φ1 ортогональная выпуклая сумма (см. определение
6.6.1) идеального канала и канала Φ(0), такого, что это свойство вы-
полняется для пары Φ(0), Φ2.
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Отсюда следует, что для такого Φ1 выполняется также аддитивность
минимальной выходной энтропии (8.33) и χ− пропускной способности
(8.22). Например, это имеет место для стирающего канала, поскольку
он является ортогональной прямой суммой идеального канала и канала,
разрушающего сцепленность, для которого свойство (8.35) будет уста-
новлено в разделе 8.3.3.

Доказательство. Обозначим Φ(q) = qId⊕ (1− q)Φ(0). Тогда

H(Φ(q)(S)) = qH(S) + (1− q)H(Φ(0)(S)) + h2(q),

где h2(q) = −q log q − (1− q) log(1− q) – двоичная энтропия,

ĤΦ(q)(S) = (1− q)ĤΦ(0)(S) + h2(q), (8.40)

поскольку минимум в выражении для ĤΦ(0)(S) достигается для ансамбля
чистых состояний Sj , для которого H(Sj) = 0. Для произвольного канала
Φ2 имеем

Φ(q) ⊗ Φ2 = q(Id⊗ Φ2)⊕ (1− q)(Φ(0) ⊗ Φ2).

Тогда

ĤΦ(q)⊗Φ2
(S12) ≥ qĤId⊗Φ2(S12) + (1− q)ĤΦ(0)⊗Φ2

(S12) + h2(q)
≥ qĤΦ2(S2) + (1− q)

[
ĤΦ(0)(S1) + ĤΦ2(S2)

]
+ h2(q),

где была использована супераддитивность величины ĤId⊗Φ2(S12), ĤΦ(0)⊗Φ2
(S12)

и тот факт, что ĤId(S1) ≡ 0. Используя (8.40), получаем, что правая
часть равна ĤΦ(q)(S1) + ĤΦ2(S2).

Задача 8.3.5 Используя разложение Шмидта (теорема 3.1.2), пока-
жите, что H(Φ[S]) = H(Φ̃[S]) для любого чистого состояния S, где Φ̃
– канал, комплементарный к Φ. Поэтому если какое-либо из свойств
(8.35), (8.33) выполняется для каналов Φ1, Φ2, то аналогичное свойство
выполняется для комплементарных каналов Φ̃1, Φ̃2.

Отсюда в частности следует, что предложение 8.3.3 имеет место с
заменой идеального канала на комплементарный ему полностью деполя-
ризующий.

8.3.3 Некоторые энтропийные неравенства

Получим неравенства, которые позволяют в некоторых случаях дока-
зать супераддитивность выпуклой оболочки (8.35), и, следовательно, ад-
дитивность минимальной выходной энтропии (8.33) и χ-пропускной спо-
собности (8.22).

Рассмотрим состояние S и измерение, описываемое семейством опе-
раторов Ak, удовлетворяющих условию нормировки

∑
k A∗kAk = I, так
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что исход k появляется с вероятностью πk = TrSA∗kAk и приводит к апо-
стериорному состоянию системы Sk = AkSA∗k/ πk. Энтропии начального
и апостериорных состояний связаны неравенством Линдблада-Озава

H (S) ≥
∑

k

πkH (Sk) . (8.41)

Для доказательства положим H = H1 и рассмотрим очищение |ψ〉 со-
стояния S в H1 ⊗H2. Тогда

πkSk = TrH2(Ak ⊗ I)|ψ〉〈ψ|(Ak ⊗ I)∗,

и S2 = TrH1 S =
∑

k πkSk
2 , где

πkSk
2 = TrH1(Ak ⊗ I)|ψ〉〈ψ|(Ak ⊗ I)∗.

Применяя теорему 3.1.2 дважды и используя вогнутость квантовой эн-
тропии, получаем

H (S) = H (S2) = H

(∑

k

πkSk
2

)
≥

∑

k

πkH
(
Sk

2

)
=

∑

k

πkH (Sk) .

Частным случаем является следующее неравенство для составной си-
стемы. Пусть S12 – состояние составной системы 12 и пусть

{|e2
k〉

}
– ор-

тонормированный базис в H2. Полагая Ak = I1 ⊗ |e2
k〉〈e2

k|, получаем

H (S12) ≥
∑

k

πkH
(
Sk

1

)
, (8.42)

где πkSk
1 = 〈e2

k|S12|e2
k〉. Это может быть использовано для доказательства

гипотезы аддитивности в следующем частном случае.

Предложение 8.3.4 Свойство (8.35) выполняется в случае, когда Φ1 =
Φ произвольный канал в H1, а Φ2 = Id2 – идеальный канал в H2.

Доказательство. Поскольку ĤId(S) ≡ 0 согласно задаче 8.2.1, мы долж-
ны доказать, что

Ĥ(Φ⊗Id2)(S12) ≥ ĤΦ(S1). (8.43)

Пусть S12 =
∑

i πiS
i
12 – оптимальное разложение, т. е.

Ĥ(Φ⊗Id2)(S12) =
∑

i

πiH
(
(Φ⊗ Id2)[Si

12]
)
.

Используя (8.42), получаем
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∑

i

πiH
(
(Φ⊗ Id2)[Si

12]
) ≥

∑

ik

πiπikH
(
Φ

[
Sik

1

])
, (8.44)

где πikSik
1 = 〈e2

k|Si
12|e2

k〉. Теперь мы имеем разложение S1 в состояния Sik
1

с вероятностями πiπik для канала Φ, поэтому правая часть соотношения
(8.44) больше или равна ĤΦ(S12).

Предложение 8.3.5 Свойство (8.35) выполняется в случае, когда Φ1 =
Φ – канал, разрушающий сцепленность (см. раздел 6.4), а Φ2 = Ψ – про-
извольный канал.

Лемма 8.3.6 Пусть πj ≥ 0,
∑

πj = 1, и Sj
1, S

j
2 – произвольные состоя-

ния систем 1, 2. Тогда

H


∑

j

πjS
j
1 ⊗ Sj

2


 ≥ H


∑

j

πjS
j
1


 +

∑

j

πjH
(
Sj

2

)
.

Доказательство. Введем обозначения

(S̄12)π =
∑

j

πjS
j
1 ⊗ Sj

2; (S̄1)π =
∑

j

πjS
j
1.

Тогда, используя свойство аддитивности энтропии, доказываемое нера-
венство можно переписать как

H((S̄12)π)−
∑

j

πjH(Sj
1 ⊗ Sj

2) ≥ H((S̄1)π)−
∑

j

πjH(Sj
1),

что в силу тождества (7.17) равносильно
∑

j

πjH(Sj
1 ⊗ Sj

2; (S̄12)π) ≥
∑

j

πjH(Sj
1; (S̄1)π).

Последнее же неравенство вытекает из свойства монотонности относи-
тельной энтропии (по отношению к взятию частичного следа по второй
системе).

Доказательство. Возвращаясь к доказательству предложения, предпо-
ложим, что Φ – канал, разрушающий сцепленность, так что Φ[S] =∑

j Sj
1TrSM j

1 , где
{

M j
1

}
является наблюдаемой в системе 1, тогда

(Φ⊗ Id2)[S12] =
∑

j

pjS
j
1 ⊗ Sj

2, (8.45)

где pjS
j
2 = TrH1S12

(
M j

1 ⊗ I2

)
для произвольного состояния S12 состав-

ной системы. Беря частичные следы, получаем, в частности,
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Φ[S1] =
∑

j

pjS
j
1, S2 =

∑

j

pjS
j
2. (8.46)

Если Ψ – произвольный канал в системе 2, то

(Φ⊗ Ψ)[S12] =
∑

j

pjS
j
1 ⊗ Ψ [Sj

2]. (8.47)

Имеем
ĤΦ⊗Ψ (S12) = inf

∑

i

πiH
(
(Φ⊗ Ψ)[Si

12]
)
, (8.48)

где S12 =
∑

i πiS
i
12 – произвольное разложение. Записывая соотношение

(8.45) для Si
12, получаем

(Φ⊗ Id2)[Si
12] =

∑

j

pijS
ij
1 ⊗ Sij

2 ,

причем имеют место разложения

S1 =
∑

i

πiS
i
1, S2 =

∑

ij

πipijS
ij
2 . (8.49)

Используя (8.47), доказанную лемму и (8.46), получаем

H
(
(Φ⊗ Ψ)[Si

12]
)

= H


∑

j

pijS
ij
1 ⊗ Ψ [Sij

2 ]




≥ H


∑

j

pijS
ij
1


 +

∑

j

pijH(Ψ [Sij
2 ])

≥ H
(
Φ[Si

1]
)

+
∑

j

pijH(Ψ [Sij
2 ]),

что в сочетании с (8.48), (8.49) дает

ĤΦ⊗Ψ (S12) ≥ ĤΦ[S1] + ĤΨ [S2].

8.4 Передача классической информации с помощью
сцепленного состояния

8.4.1 Выигрыш благодаря сцепленности

Конструкция протокола сверхплотного кодирования (раздел 3.2.3) допус-
кает обобщение на случай пространства произвольной конечной размер-
ности, а также неидеального квантового канала Φ между A и B. Рассмот-
рим следующий протокол передачи информации через канал Φ. Систе-
мы A (приемник) и B (передатчик) имеют общее сцепленное состояние
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SAB , которое распределяется им перед началом связи с помощью неко-
торой процедуры типа описанной в разделе 3.1.4. Будем предполагать,
что dimHA ≤ dimHB . Система A кодирует классические сообщения i,
поступающие с вероятностями πi в операции (каналы) E i

A, действующие
в HA. Эти операции применяются системой A к ее части состояния SAB ,
при этом состояние системы AB преобразуется в (E i

A ⊗ IdB)[SAB ]. После
этого A посылает свою часть состояния по данному каналу Φ, в резуль-
тате чего на конце B становится доступной измерению система AB в
состоянии (Φ ◦ E i

A ⊗ IdB)[SAB ]. Классическая информация извлекается
путем измерения некоторой наблюдаемой в пространстве HAB . Разре-
шается блочное кодирование, так что на самом деле, все это описание
относится к n-й тензорной степени пространства HAB . Нас интересует
пропускная способность такого протокола, которая называется пропуск-
ной способностью протокола передачи классической информации с по-
мощью сцепленного состояния (entanglement-assisted classical capacity).

Максимум по измерениям B может быть оценен с помощью теоремы
кодирования 5.2.1 для классической пропускной способности. Сначала
введем величину

C(1)
ea (Φ) = sup

πi,Ei
A,Si

AB

χ
({πi}; (Φ⊗ IdB)

[
Si

AB

])
, (8.50)

в которой уже учтены измерения в системе B. Используя канал n раз и
произвольные (сцепленные) измерения в системе B, получаем величину

C(n)
ea (Φ) = C(1)

ea (Φ⊗n). (8.51)

Тогда полная классическая пропускная способность с использованием
сцепленного состояния есть

Cea(Φ) = lim
n→∞

1
n

C(1)
ea (Φ⊗n). (8.52)

Следующая теорема дает простое “однобуквенное” выражение для Cea(Φ)
в терминах квантовой взаимной информации.

Теорема 8.4.1 Классическая пропускная способность с использовани-
ем сцепленного состояния равна

Cea(Φ) = max
SA

I(SA, Φ) = max
SA

[H(SA) + H(Φ(SA))−H(SA;Φ)] . (8.53)

Доказательство этой теоремы будет приведено в последующих разде-
лах. Здесь мы проведем сравнение классических пропускных способно-
стей с использованием и без использования сцепленного состояния.

Пример Рассмотрим квантовый стирающий канал Φp. Имеем H(Φp[SA]) =
(1 − p)H(SA) + h2(p). Используя тот факт, что комплементарный канал
Φ̃p = Φ1−p (см. задачу 6.6.3) и определение 7.5.1 обменной энтропии, по-
лучаем H(SA; Φ) = H(Φ̃[SA]) = pH(SA) + h2(p). Поэтому
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I(SA, Φp) = H(SA) + (1− p)H(SA)− pH(SA) = 2(1− p)H(SA),

откуда Cea(Φp) = 2(1− p) log d, что в два раза превышает классическую
пропускную способность C(Φp) стирающего канала.

Предложение 8.4.2 Если канал Φ ковариантен, то максимум в (8.53)
достигается на инвариантном состоянии SA. В частности, если Φ
неприводимо ковариантен, то максимум достигается на хаотическом
состоянии.

Доказательство. Пусть канал Φ удовлетворяет условию ковариантности
(6.53), тогда

I(V (1)
g SAV (1)∗

g , Φ) = I(SA, Φ). (8.54)

Это следует из выражения (7.44) для взаимной информации, унитарной
инвариантности входной и выходной энтропий и соответствующего свой-
ства обменной энтропии:

H(V (1)
g SAV (1)∗

g , Φ) = H(SA, Φ). (8.55)

Чтобы доказать это свойство, рассмотрим формулу (7.38) для обменной
энтропии и заметим, что очищение состояния V

(1)
g SAV

(1)∗
g дается векто-

ром (V (1)
g ⊗ IR)|ψAR〉. Подставляя в (7.38) и вновь используя ковариант-

ность Φ и унитарную инвариантность энтропии, получаем (8.55).
Пусть теперь SA – оптимальное состояние для канала Φ. Рассмотрим

V
(1)
g -инвариантное состояние

S̄ =
1
|G|

∑

g∈G

V (1)
g SAV (1)∗

g .

В силу предложения 7.6.1, функция S → I(S, Φ) вогнута, поэтому

I(S̄, Φ) ≥ 1
|G|

∑

g∈G

I(V (1)
g SAV (1)∗

g , Φ) = I(SA, Φ),

где последнее равенство следует из (8.54).

Пример Рассмотрим деполяризующий канал (6.51). Используя уни-
тарную ковариантность, получаем, что I(S, Φ) достигает максимума на
хаотическом состоянии S̄ = I

d , для которого H(S̄) = H(Φ[S̄]) = log d. Об-
менная энтропия H(S̄, Φ) дается соотношением (7.43), откуда получаем

Cea(Φ) = log d2 +
(
1− p

d2 − 1
d2

)
log

(
1− p

d2 − 1
d2

)
+ p

d2 − 1
d2

log
p

d2
. (8.56)
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Сравним это с величиной Cχ(Φ), которая дается формулой (8.19).
Мы видим, в частности, что Cea(Φ)

Cχ(Φ) → d + 1 в пределе сильного шу-
ма p → 1 (когда обе пропускные способности стремятся к нулю!) Для
максимального значения p = d2

d2−1

Cea(Φ) = log
d2

d2 − 1
,

Cχ(Φ) =
1

d + 1
log

d

d + 1
+

d

d + 1
log

d2

d2 − 1
.

Отношение Cea(Φ)
Cχ(Φ) монотонно возрастает от значения 5.08 при d = 2,

приближаясь к асимптоте 2(d + 1) с ростом d.

Таким образом, сцепленные состояния вновь выступают как “катали-
затор” при передаче классической информации – они могут в принципе
неограниченно увеличить классическую пропускную способность суще-
ствующего канала, хотя сами по себе передавать информацию не могут.

Задача 8.4.1 Покажите, что для q-битного унитального канала вида
(6.54), где Λ дается соотношением (6.59),

Cea(Φ) = I(S̄, Φ) = 2 log 2 +
∑

γ=0,x,y,z

µγ log µγ .

Обменная энтропия H(S̄, Φ) может быть вычислена с помощью пред-
ложения 7.5.1 и представления Крауса (6.59), приводя к выражению

H(S̄, Φ) = −
∑

γ=0,x,y,z

µγ log µγ .

Сравните это с пропускной способностью Cχ(Φ), даваемой формулой
(8.21).

В общем случае имеются простые неравенства, связывающие две
классические пропускные способности:

Cχ(Φ) ≤ Cea(Φ) ≤ log d + Cχ(Φ). (8.57)

Доказательство. Пусть SA – смесь произвольных чистых состояний Sj

с вероятностями pj . Тогда (7.42) влечет

I(SA, Φ) ≤ H(
∑

j

pjSj) + H(
∑

j

pjΦ(Sj))−
∑

j

pjH(Φ(Sj)).

Беря максимум и используя (8.53), получаем второе неравенство в (8.57).
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Хотя использование сцепленного состояния и представляет собой до-
полнительный ресурс, первое неравенство не вполне очевидно в силу спе-
циального характера процедуры кодирования, используемой стороной A.
Чтобы избежать этой трудности, покажем, что определение величины
C

(1)
ea (Φ), а значит, и Cea(Φ), может быть сформулировано без явного ис-

пользования кодирующих операций E i
A, а именно

C(1)
ea (Φ) = (8.58)

sup
πi,{Si

AB}∈ΣB

[
H

(∑

i

πi(Φ⊗ IdB)
[
Si

AB

]
)
−

∑

i

πiH
(
(Φ⊗ IdB)

[
Si

AB

])
]

,

где ΣB обозначает множество семейств состояний
{
Si

AB

}
, удовлетворя-

ющих условию, что частичные следы Si
B не зависят от i, Si

B = SB .
Первое неравенство в (8.57) тогда получается, если положить Si

AB =
Si

A⊗SB . Чтобы доказать (8.58), достаточно установить следующий факт.

Лемма 8.4.3 Пусть
{
Si

AB

}
– семейство состояний, удовлетворяющих

условию Si
B = SB . Тогда найдутся чистое состояние SAB и кодирования

E i
A, такие что

Si
AB = (E i

A ⊗ IdB)[SAB ]. (8.59)

Доказательство. Для простоты предположим сначала, что оператор SB

невырожден. Тогда

SB =
d∑

k=1

λk|eB
k 〉〈eB

k |,

где λk > 0, а
{|eB

k 〉
}
– ортонормированный базис в HB . Пусть

{|eA
k 〉

}
–

ортонормированный базис в HA. Для вектора |ψA〉 =
∑d

k=1 ck|eA
k 〉 обо-

значим |ψ̄B〉 =
∑d

k=1 c̄k|eB
k 〉. Отображение |ψA〉 → |ψ̄B〉 является анти-

изоморфизмом HA и HB . Положим

|ψAB〉 =
d∑

k=1

√
λk|eA

k 〉 ⊗ |eB
k 〉,

так что SAB = |ψAB〉〈ψAB |, и определим кодирования соотношением

E i
A

[|ψA〉〈φA|] = 〈ψ̄B |S−1/2
B Si

ABS
−1/2
B |φ̄B〉, |ψA〉, |φA〉 ∈ HA.

(Здесь обозначения Дирака используются для определения “частичного”
скалярного произведения в пространстве HB). Нетрудно проверить, что
отображения E i

A действительно являются каналами, удовлетворяющими
соотношению (8.59).

Если оператор SB вырожден, приведенную выше конструкцию сле-
дует модифицировать, заменив S

−1/2
B Si

ABS
−1/2
B в предыдущей формуле

на
√

S−BSi
AB

√
S−B + P 0

B , где S−B – обобщенный обратный оператора SB , а
P 0

B – проектор на нулевое подпространство оператора SB .
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8.4.2 Доказательство обращения теоремы кодирования

Чтобы доказать неравенство

Cea(Φ) ≤ max
SA

I(SA, Φ), (8.60)

покажем сначала, что

C(1)
ea (Φ) ≤ max

SA

I(SA, Φ). (8.61)

Обозначим E i
A кодирования, используемые стороной A. Пусть SAB – ис-

ходное чистое состояние системы AB, тогда состояние системы AB (со-
ответственно A) после кодирования есть

Si
AB = (E i

A ⊗ IdB)[SAB ], Si
A = E i

A[SA]. (8.62)

Заметим, что частичное состояние B не изменяется после кодирования,
Si

B = SB . Докажем, что

H

(∑

i

πi(ΦA ⊗ IdB)[Si
AB ]

)
−

∑

i

πiH
(
(ΦA ⊗ IdB)[Si

AB ]
)

≤ I

(∑

i

πiS
i
A, ΦA

)
. (8.63)

Максимум левой части по всевозможным πi, E i
A равен C

(1)
ea (Φ), откуда

будет следовать (8.61).
Используя субаддитивность квантовой энтропии, мы можем оценить

первое слагаемое в левой части (8.63) как

H

(∑

i

πiΦA[Si
A]

)
+ H(SB) = H

(
ΦA

[∑

i

πiS
i
A

])
+

∑

i

πiH(SB).

Первый член уже дает выходную энтропию из I
(∑

i πiS
i
A;ΦA

)
. Оценим

остальные члены
∑

i

πi

[
H(SB)−H

(
(ΦA ⊗ IdB)[Si

AB ]
)]

.

Покажем сначала, что слагаемое в квадратных скобках не превосходит
H(Si

A)−H
(
(ΦA ⊗ IdRi)[Si

ARi ]
)
, где Ri эталонная система для очищения

Si
A, а Si

ARi соответствующее чистое состояние. С этой целью рассмотрим
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унитарное расширение кодирования E i
A с окружением Ei, которое нахо-

дится в начальном чистом состоянии, в соответствии с теоремой 6.3.1.
Из (8.62) видно, что можно считать Ri = BEi (после взаимодействия,
которое затрагивает только AEi). Тогда, обозначая штрихом состояния
после применения канала ΦA, получаем

H(SB)−H
(
(ΦA ⊗ IdB)[Si

AB ]
)

= H(SB)−H(Si
A′B) = −Hi(A′|B), (8.64)

где нижний индекс i условной энтропии указывает на состояние Si
A′B .

Аналогично

H(Si
A)−H

(
(ΦA ⊗ IdRi)[Si

ARi ]
)

= H(Si
Ri)−H

(
Si

A′Ri

)

= −Hi(A′|Ri) = −Hi(A′|BEi),

что больше или равно (8.64), согласно монотонности условной энтропии.
Используя вогнутость функции SA → H(SA) − H ((ΦA ⊗ IdR)[SAR])

которая будет установлена ниже, получаем
∑

i

πi

[
H(Si

A)−H
(
(ΦA ⊗ IdRi)[Si

ARi ]
)]

≤ H

(∑

i

πiS
i
A

)
−H

(
(ΦA ⊗ IdR)[ŜAR]

)
,

где ŜAR – состояние, очищающее
∑

i πiS
i
A с эталонной системой R. Для

доказательства вогнутости обозначим E окружение для канала ΦA, тогда
получим

H(SA)−H ((ΦA ⊗ IdR)[SAR]) = H(SR)−H (SA′R)

= H(SA′E′)−H(SE′) = H(A′|E′)

Условная энтропия H(A′|E′) вогнутая функция состояния SA′E′ согласно
следствию 7.4.1. Отображение SA → SA′E′ аффинно, поэтому H(A′|E′)
– вогнутая функция состояния SA .

Применяя это рассуждение к каналу Φ⊗n, получаем

C(n)
ea (Φ) ≤ max

SA

I(SA, Φ⊗n). (8.65)

Согласно субаддитивности квантовой взаимной информации (свойство
iii. в лемме 7.6.1), имеем

max
S12

I(S12, Φ1 ⊗ Φ2) = max
S1

I(S1, Φ1) + max
S2

I(S2, Φ2),

откуда вытекает замечательное свойство аддитивности

max
SA

I(SA, Φ⊗n) = n max
SA

I(SA, Φ).

Окончательно, получаем (8.60).
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8.4.3 Доказательство прямого утверждения теоремы
кодирования

Здесь будет доказано неравенство

Cea(Φ) ≥ max
SA

I(SA, Φ). (8.66)

Сначала покажем, используя обобщение протокола сверхплотного коди-
рования, что

C(1)
ea (Φ⊗n) ≥ I

(
P

dim P
, Φ⊗n

)
(8.67)

для произвольного проектора P в H⊗n
A .

В самом деле, пусть P =
∑m

k=1 |ek〉〈ek|, где {ek; k = 1, . . . , m = dim P}
– ортонормированная система. Рассмотрим дискретную систему Вейля
{W (x, y); x, y = 1, . . . ,m}, определенную соотношениями (6.46) на под-
пространстве HP = PH⊗n

A .
Поскольку dimHA ≤ dimHB , мы можем предположить, что HA ⊆

HB . Пусть

|ψAB〉 =
1√
m

m∑

k=1

|ek〉 ⊗ |ek〉.

Задача 8.4.2 Докажите, что система {(W (x, y)⊗ IB) |ψAB〉;x, y = 1, . . . , m}
является ортонормированным базисом в HP ⊗HP . В частности,

m∑
x,y=1

(W (x, y)⊗ IB) |ψAB〉〈ψAB | (W (x, y)⊗ IB)∗ = P ⊗ P. (8.68)

Операторы W (x, y) будут играть роль, аналогичную матрицам Па-
ули в протоколе сверхплотного кодирования для q-бита. Пусть теперь
классический сигнал принимает значения i = (x, y) с равными вероят-
ностями 1/m2, в качестве сцепленного состояния возьмем |ψAB〉〈ψAB |, а
в качестве кодирующих отображений E i

A [S] = W (x, y)SW (x, y)∗. Тогда
получим

C(1)
ea (Φ⊗n) ≥ H

(
1

m2

∑
x,y

(Φ⊗ IdB)⊗n[Sxy
AB ]

)
− 1

m2

∑
x,y

H
(
(Φ⊗ IdB)⊗n[Sxy

AB ]
)
,

где Sxy
AB =

(
W (x, y)⊗ I⊗n

B

) |ψAB〉〈ψAB |
(
W (x, y)⊗ I⊗n

B

)∗
. Согласно (8.68)

первое слагаемое в правой части равно

H

(
(Φ⊗ IdB)

[
P

m
⊗ P

m

])
= H

(
P

m

)
+ H

(
Φ

[
P

m

])
.

Поскольку состояние Sxy
AB очищает смешанное состояние P

m , все энтропии
во втором слагаемом одинаковы и равны H

(
P
m , Φ

)
. Учитывая выражение

для квантовой взаимной информации
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I(SA, Φ) = H(SA) + H(Φ[SA])−H(SA; Φ)

получаем(8.67). Для будущего напомним, что последнее слагаемое – об-
менная энтропия – равно энтропии окружения H(S′E) = H(ΦE [SA]), где
ΦE канал из пространства системы HA в пространство окружения HE

задаваемый формулой (7.37).
Пусть теперь SA = S произвольное состояние вHA, и пусть P̂n,δ силь-

но типичный проектор состояния S⊗n в пространстве H⊗n
A , определя-

емый ниже. Докажем, что произвольного канала Ψ из HA в какое-либо
гильбертово пространство H̃ имеет место соотношение

lim
δ→0

lim
n→∞

1
n

H

(
Ψ⊗n

[
P̂n,δ

dim P̂n,δ

])
= H(Ψ [S]).

Отсюда, согласно выражениям для взаимной информации и обменной
энтропии, будет следовать

lim
δ→0

lim
n→∞

1
n

I

(
P̂n,δ

dim P̂n,δ
, Φ⊗n

)
= I(S,Φ), (8.69)

а значит, согласно (8.67), и доказываемое неравенство (8.66).

Определение 8.4.1 Фиксируем положительное δ, и обозначим λj соб-
ственные числа, |ej〉 собственные векторы оператора плотности S. То-
гда собственные числа и собственные векторы оператора плотности
S⊗n суть λJ = λj1 · ... · λjn , |eJ〉 = |ej1〉 ⊗ ...⊗ |ejn〉, где J = (j1, ..., jn).
Последовательность J называется сильно типичной, если числа N(j|J)
появлений символов j в последовательности J удовлетворяют условию

∣∣∣∣
N(j|J)

n
− λj

∣∣∣∣ < δ, j = 1, . . . , d,

причем N(j|J) = 0, если λj = 0. Обозначим совокупность всех силь-
но типичных последовательностей T̂n,δ. Сильно типичный проектор
определяется как следующий спектральный проектор оператора плот-
ности S⊗n:

P̂n,δ =
∑

J∈T̂ n,δ

|eJ 〉〈eJ |.

Пусть Pn распределение вероятностей, задаваемое собственными чис-
лами λJ . Согласно закону больших чисел, Pn

(
T̂n,δ

)
→ 1 при n → ∞.

Для произвольной функции f(j), j = 1, . . . , d, и последовательности
J = (j1, ..., jn) ∈ T̂n,δ

∣∣∣∣∣∣
f(j1) + · · ·+ f(jn)

n
−

d∑

j=1

λjf(j)

∣∣∣∣∣∣
< δ max f. (8.70)
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В частности, любая сильно типичная последовательность является ти-
пичной в обычном (энтропийном) смысле: полагая f(j) = − log λj , имеем

n[H(S)− δ1] < − log λJ < n[H(S) + δ1], (8.71)

где δ1 = δ maxλj>0(− log λj) (обратное неверно – не всякая типичная по-
следовательность сильно типична.)

В дальнейшем нам понадобится следующая комбинаторная лемма:

Задача 8.4.3 Покажите, что размер множества T̂n,δ оценивается
как

2n[H(S)−∆n(δ)] <
∣∣∣T̂n,δ

∣∣∣ < 2n[H(S)+∆n(δ)], (8.72)

где H(S) = −∑d
j=1 λj log λj , и limδ→0 limn→∞∆n(δ) = 0.

Доказательство соотношения (8.69). Обозначим dn,δ = dim P̂n,δ =∣∣∣T̂n,δ
∣∣∣ и S̄n,δ = P̂ n,δ

dn,δ
и докажем, что

lim
δ→0

lim
n→∞

1
n

H(Ψ⊗n
(
S̄n,δ

)
) = H(Ψ [S]) (8.73)

для произвольного канала Ψ . Имеем

nH(Ψ [S])−H(Ψ⊗n
[
S̄n,δ

]
) = H(Ψ [S]⊗n)−H(Ψ⊗n

[
S̄n,δ

]
)

= H
(
Ψ⊗n

[
S̄n,δ

]
; Ψ⊗n[S⊗n]

]
+Tr logΨ [S]⊗n

(
Ψ⊗n

[
S̄n,δ

]− Ψ [S]⊗n
)
. (8.74)

Строго говоря, это преобразование имеет смысл, если оператор плотно-
сти Ψ(S)⊗n невырожден, что мы сначала и предположим.

Для первого слагаемого, используя свойство монотонности относи-
тельной энтропии, имеем

H
(
Ψ⊗n

[
S̄n,δ

]
; Ψ⊗n[S⊗n]

) ≤ H
(
S̄n,δ;S⊗n

)
,

где правая часть

H
(
S̄n,δ;S⊗n

)
=

∑

J∈T̂ n,δ

1
dn,δ

log
1

dn,δλJ
= − log dn,δ −

∑

J∈T̂ n,δ

1
dn,δ

log λJ ,

что, согласно (8.71), (8.72), меньше или равно величины n (δ1 + ∆n(δ)),
стремящейся к нулю при n →∞, δ → 0.

Используя соотношение

logΨ [S]⊗n = logΨ [S]⊗ I ⊗ · · · ⊗ I + · · ·+ I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ logΨ [S],

и вводя оператор F = Ψ∗[log Ψ [S]], где Ψ∗ – сопряженный канал, мы
можем переписать второе слагаемое в виде



8. Классическая пропускная способность квантового канала связи 174

n Tr
(F ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I + · · ·+ I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ F )

n

(
S̄n,δ − S⊗n

)

=
n

dn,δ

∑

J∈T̂ n,δ


f(j1) + · · ·+ f(jn)

n
−

d∑

j=1

λjf(j)


 , (8.75)

где f(j) = 〈ej |F |ej〉, что оценивается величиной nδ max f в силу (8.70).
Это доказывает соотношение (8.73) в случае невырожденного Ψ [S].

В общем случае обозначим PΨ проектор на носитель оператора Ψ [S].
Тогда соответствующий проектор оператора Ψ [S]⊗n есть P⊗n

Ψ , и носи-
тель оператора Ψ⊗n

(
S̄n,δ

)
содержится в носителе Ψ [S]⊗n = Ψ⊗n[S⊗n],

поскольку носитель S̄n,δ содержится в носителе S⊗n. Поэтому второе
слагаемое в (8.74) следует понимать как

TrP⊗n
Ψ log

[
P⊗n

Ψ Ψ [S]⊗nP⊗n
Ψ

]
P⊗n

Ψ

(
Ψ⊗n

[
S̄n,δ

]− Ψ [S]⊗n
)
,

где логарифм берется от невырожденного оператора в подпростран-
стве P⊗n

Ψ H⊗n
A . Теперь можно повторить рассуждения, определив F как

Ψ∗[PΨ (logPΨΨ [S]PΨ )PΨ ]. Это завершает доказательство соотношения (8.69),
откуда вытекает (8.66).

8.5 Комментарии

1. Предложение 8.1.1, доказанное в работе Холево [35], было обобщено на
квантовые каналы с памятью Кречманом и Вернером [119]. Обобщение
на произвольные последовательности каналов в духе информационного
спектра Хана и Верду дано Хайаши и Нагаока [93], [92].

2. На плодотворную связь между χ- пропускной способностью и от-
носительной энтропией, в частности, свойство максимальной равноуда-
ленности, указано в работе Шумахера и Вестморленда [138].

3. Проблема аддитивности упоминается в работе Беннета, Фукса и
Смолина [61]. Формулировка в терминах четырех пропускных способно-
стей была дана Беннетом и Шором [62]. Шор [144] определил классиче-
скую пропускную способность с использованием адаптивных измерений
на выходе и показал, что она находится строго между C1,1 и C1,∞.

Полная формулировка теоремы 8.3.2 состоит из нескольких утвер-
ждений, часть из которых носит индивидуальный характер, тогда как
другие выполняются только глобально, например, “если минимальная
выходная энтропия аддитивна для всех каналов, то это же верно и для
χ-пропускной способности”. Ряд авторов (Мацумото, Шимоно и Вин-
тер, Ауденаэрт и Браунштейн, Померанский, Холево и Широков) внес-
ли вклад в доказательство отдельных индивидуальных импликаций, то-
гда как наиболее неожиданные глобальные утверждения были получе-
ны Шором, который предложил оригинальную конструкцию расшире-
ния канала, позволяющую усилить его индивидуальные свойства. По-
дробности и ссылки см. в работе Шора [145]. Тот факт, что глобальное
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выполнение свойства (8.23) влечет аддитивность (8.22) для всех пар ка-
налов Φ1, Φ2, (а также аналогичное утверждение для минимальной вы-
ходной энтропии)) доказан Фукудой и Вольфом [87]. Предложение 8.3.3
доказано в работе Холево и Широкова [104], где была систематически
исследована гипотеза (8.35) и установлена ее эквивалентность аддитив-
ности χ-пропускной способности с ограничениями. Решение задачи 8.3.5
см. в [40].

Неравенство Линдблада-Озава установлено в [130]. Выполнение ги-
потезы аддитивности для каналов, разрушающих сцепленность, доказа-
но Шором [143]. Другие важные достижения включают доказательство
Кингом свойств (8.22) и (8.33) для q-битных унитальных [113] и деполя-
ризующих [114] каналов, с использованием весьма специальных струк-
турных свойств этих каналов и неравенства Либа-Тирринга, см. [65], раз-
дел X.2. Подробный обзор прогресса в решении проблемы аддитивности
до 2006 г. имеется в докладе Холево [106]. Из последних достижений
следует отметить результаты Винтера [158] и Хайдена [94], которые по-
казали, что гипотеза аддитивности не выполняется для минимальной вы-
ходной энтропии Реньи со значениями параметра, соответственно, p > 2
и 1 < p ≤ 2 при достаточно высоких размерностях. (Напомним, что
энтропия фон Неймана соответствует значению p = 1). В [158] рассмат-
ривались каналы вида

Φ(ρ) =
1
n

n∑

j=1

UjρU∗
j , (8.76)

где Uj ; j = 1, . . . , n – последовательность независимых случайных уни-
тарных операторов, распределенных равномерно (т. е. в соответствии
с нормированной мерой Хаара на группе унитарных операторов), и
n = O(d log d), d → ∞. Нарушение аддитивности с вероятностью, близ-
кой к 1, следует из оценки больших уклонений для сумм случайных опе-
раторов.

Наконец совсем недавно, основываясь на методах этих работ, Ха-
стингс [90] рассмотрел смеси случайных унитарных операторов со слу-
чайными весами и анонсировал построение примера, в котором нарушена
аддитивность минимальной выходной энтропии при достаточно больших
n, n/d. Подробное доказательство было проведено Фукудой, Кингом и
Мозером [86]. Отсюда, в силу теоремы 8.3.2, должно следовать существо-
вание контрпримеров ко всем формам аддитивности, а также к равенству
(8.24). Следует, однако, заметить, что эти методы, идейно родственные
методу случайного кодирования Шеннона, не позволяют получить кон-
структивные контрпримеры.

4. Теорема 8.4.1 доказана Беннетом, Шором, Смолиным и Таплиа-
лом [63]. Здесь приводится упрощенное доказательство, следующее ра-
боте Холево [101]. Относительно сильно типичных проекторов и доказа-
тельства результата задачи 8.4.3 см. [45].



9. Передача квантовой информации

Как уже неоднократно подчеркивалось, квантовое состояние само по себе
представляет особого рода информационный ресурс постольку, посколь-
ку имеет статистическую неопределенность. Статистическая механика
изучает необратимые изменения состояния системы в результате есте-
ственной эволюции (следствием которых является и потеря информа-
ции). Теория информации ставит перед собой в некотором смысле об-
ратную задачу: как свести к пренебрежимой величине эти необратимые
изменения, используя некоторые специальные преобразования состояний
– кодирование и декодирование – до и после эволюции, задаваемой ка-
налом с шумом. Этому кругу вопросов и посвящена настоящая глава.

При этом мы начнем с рассмотрения методов кодирования кванто-
вой информации, устойчивого по отношению к данному ограниченному
набору ошибок (например, к произвольной ошибке в одном произволь-
ном q-бите), когда требуется передача с абсолютной точностью. Затем
мы перейдем к приближенной постановке, когда вводится некоторая ме-
ра точности воспроизведения квантового состояния. Тогда цель состоит
в том, чтобы используя блочное кодирование и передачу через состав-
ные каналы Φ⊗n, добиться асимптотически точной передачи квантовых
состояний с максимально высокой скоростью при n →∞. Таким образом
возникает аналог шенноновской теоремы кодирования для квантовой ин-
формации. Это приводит к понятию квантовой пропускной способности,
которое тесно связано с так называемой когерентной информацией.

9.1 Квантовые коды, исправляющие ошибки

9.1.1 Постановка вопроса

При передаче сообщений по каналу с шумом желательно иметь код, кото-
рый был бы устойчив относительно возможных ошибок. В случае класси-
ческой информации, принципиальная осуществимость такого кодирова-
ния при скоростях передачи, меньших пропускной способности, вытекает
из теоремы Шеннона. Однако эта теорема не дает конструктивного спо-
соба построения помехоустойчивого (пусть даже не-оптимального) кода,
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и практическому решению этой проблемы посвящен специальный раздел
теории информации.

Самый незамысловатый способ застраховаться от ошибок состоит в
простом повторении сообщений (что, конечно, снижает скорость переда-
чи). Рассмотрим двоичный сигнал( бит), принимающий значения 0, 1, ко-
торый может кодироваться последовательностью битов. Предположим,
что вероятность ошибки – изменения значения одного бита в процессе
передачи равна малой величине p, так что вероятность изменения двух
битов p2 — пренебрежимо мала. Рассмотрим код 0 → 00, 1 → 11. Тогда,
получив 00 или 11, можно с высокой достоверностью утверждать, что
был послан 0 или, соответственно, 1. Однако, получив 01 либо 10, можно
лишь констатировать наличие ошибки, но исправить ее (т. е. восстано-
вить с высокой степенью достоверности посланный сигнал) нельзя. От
этого недостатка можно избавиться, если добавить еще один кодирую-
щий разряд: 0 → 000, 1 → 111. Такой код будет уже помехоустойчивым
по отношению к ошибке в любом одном бите, т. е. позволяющим восста-
новить посланный сигнал.

Прямолинейное обобщение такого рецепта на случай квантовой ин-
формации наталкивается на трудность – квантовую информацию невоз-
можно размножить. Кроме того, при передаче через квантовый канал
с шумом безошибочно должны передаваться не только базисные состо-
яния, но и всевозможные их суперпозиции. На первый взгляд, задача
может показаться неразрешимой, однако это не так. Рассмотрим пример
кода Шора, который решает такую задачу в важном модельном случае.

Предположим, что ставится задача безошибочной передачи любого
чистого состояния q-бита ψ = a| 0〉 + b| 1〉, причем разрешается коди-
ровать эти состояния состояниями нескольких q-битов. Кодирование в
квантовом случае задается изометричным отображением. Следуя клас-
сической аналогии, рассмотрим сначала код, отображающий базисные
векторы согласно правилу

| 0〉 → | 000〉, | 1〉 → | 111〉. (9.1)

Такой код исправляет “переворот q-бита”, т. е. переход | 0〉 ↔ | 1〉 в любом
одном q-бите кода. Нас же интересует произвольное состояние ψ = a| 0〉+
b| 1〉, которое при выбранном способе кодирования переходит в a| 000〉 +
b| 111〉. Пусть, например, произошла ошибка в первом q-бите кода:

a| 0〉+ b| 1〉 → a| 100〉+ b| 011〉,
Состояния a| 000〉 + b| 111〉, a| 100〉 + b| 011〉 ортогональны, следовательно
их можно безошибочно различить.

Однако такой код не исправляет ошибки типа “переворота фазы”
| 0〉 ↔ | 0〉, | 1〉 ↔ −| 1〉. В самом деле, в результате такой фазовой ошибки
в одном q-бите получим a| 000〉 − b| 111〉 вместо a| 000〉+ b| 111〉, и эти со-
стояния не ортогональны, т. е. не являются безошибочно различимыми
в квантовой статистике.
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Теперь заметим, что преобразование Адамара

H =
1√
2

[
1 1
1 -1

]
, | 0〉 → 1√

2
(| 0〉+ | 1〉), | 1〉 → 1√

2
(| 0〉 − | 1〉)

отображает переворот фазы в переворот бита и наоборот. Преобразуя
соответствующим образом код (9.1), получим код

| 0〉 → 1
23/2

(| 0〉+ | 1〉)(| 0〉+ | 1〉)(| 0〉+ | 1〉),

| 1〉 → 1
23/2

(| 0〉 − | 1〉)(| 0〉 − | 1〉)(| 0〉 − | 1〉), (9.2)

который исправляет переворот фазы в любом одном q-бите, однако уже
не исправляет переворот бита.

Код Шора, который исправляет как переворот бита, так и переворот
фазы в любом одном q-бите, получается комбинированием кодов (9.1),
(9.2) и требует 9 q-битов

| 0〉 → 1
23/2

(| 000〉+ | 111〉)(| 000〉+ | 111〉)(| 000〉+ | 111〉)

| 1〉 → 1
23/2

(| 000〉 − | 111〉)(| 000〉 − | 111〉)(| 000〉 − | 111〉) (9.3)

Более того, оказывается, что этот код исправляет не только битовую и
фазовую, но любую ошибку, возникающую в одном (любом) из q-битов,
поскольку любая ошибка может быть сведена к этим двум видам оши-
бок. Это вытекает из выполнения общих условий, рассматриваемых в
следующем разделе.

9.1.2 Общая формулировка

ПустьM – гильбертово пространство, которое играет роль пространства
квантовых сигналов, S произвольное состояние в M. Кодом называется
изометричное отображение V : M → N , переводящее состояния S в
кодированные состояния V SV ∗ в гильбертовом пространстве кодирован-
ного сигнала N . Система N может быть подвержена ошибкам, которые
описываются вполне положительными отображениями Φ в T(N ), обра-
зующими в каждой конкретной задаче некоторый класс E . Физический
смысл необратимых эволюций имеют отображения, удовлетворяющими
условию Φ(I) 6 I (см. раздел 6.5), однако в рассматриваемой ниже поста-
новке это ограничение несущественно, т. к. эффект ошибки определяется
с точностью до постоянного множителя.

Итак, преобразования квантовой информации описываются диаграм-
мой

S −→ V SV ∗ −→ Φ(V SV ∗), Φ ∈ E .
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Определение 9.1.1 Код V называется кодом, исправляющим ошибки
из класса E, если существует восcтанавливающий канал D, такой что

D[Φ(V SV ∗)] = c(Φ)S, (9.4)

для любого состояния S и любого Φ ∈ E, где c(Φ) — некоторая постоян-
ная, зависящая только от Φ.

На самом деле код можно задавать самим подпространством L =
VM⊂ N , не вводя явно M, V .

Пример. Хранение квантовой информации в памяти квантового
компьютера. Пусть N = H⊗n

2 – квантовый регистр, в котором предпо-
лагается хранить информацию из M. Рассмотрим ошибки, при которых
изменению может подвергнуться не более m q-битов регистра. Соответ-
ствующее множество E(n,m) состоит из отображений Φ = Φ1 ⊗ · · · ⊗ Φn,
где количество отображений Φk 6= Id не превышает m, причем ошиб-
ка в k-м q-бите Φk может быть произвольным вполне положительным
отображением. Операторами элементарных ошибок в каждом q-бите мо-
гут служить матрицы Паули, причем σx описывает переворот бита, σz

переворот фазы, а σy = iσxσz – их комбинацию. Вместе с единичным
оператором I, который соответствует отсутствию ошибки, они образуют
базис в алгебре наблюдаемых q-бита.

КодШора демонстрирует возможность исправления ошибок из E(n, 1),
если n достаточно велико (можно доказать, что наименьшее значение n
для кода, исправляющего одну ошибку, равно 5). Возможность исправ-
ления только одной ошибки является, конечно, серьезным ограничени-
ем. Однако известно, что существуют коды, исправляющие ошибки из
E(n,m), где m может быть сколь угодно большим для достаточно боль-
ших размеров регистра n.

9.1.3 Необходимые и достаточные условия исправления
ошибок

Класс ошибок E обычно имеет следующую структуру: он состоит из все-
возможных отображений вида Φ(S) =

∑
j VjSV ∗

j , где Vj ∈ Lin(B1, . . . , Bp),
а Bj – фиксированные операторы элементарных ошибок.

Теорема 9.1.1 Следующие утверждения эквивалентны:

i. код L исправляет ошибки класса E;
ii. код L исправляет ошибку Φ[S] =

∑p
j=1 BjSB∗

j ;
iii. для φ, ψ ∈ L, таких что 〈φ|ψ〉 = 0, имеет место 〈φ|B∗

i Bj |ψ〉 = 0,
для всех i, j = 1, . . . p.

iv. для любого ортонормированного базиса {| k〉} в L выполняется

〈k|B∗
i Bj | k〉 = 〈l|B∗

i Bj | l〉, для всех k, l,

〈k|B∗
i Bj | l〉 = 0, для k 6= l;
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v. PLB∗
i BjPL = bijPL, где P L – проектор на L.

Доказательство. i. ⇒ ii. очевидно.
ii. ⇒ iii. Пусть существует восстанавливающий каналD[S] =

∑
r RrSR∗r

для ошибки Φ. Рассмотрим чистое входное состояние S = |ψ〉〈ψ| , |ψ〉 ∈
L. Тогда ∑

r

∑

j

RrBj |ψ〉〈ψ|B∗
j R∗r = c|ψ〉〈ψ| .

Но это возможно, лишь если RrBj |ψ〉 = cjr|ψ〉, при этом c =
∑

r

∑
j | cjr| 2.

Пусть |φ〉, |ψ〉 ∈ L два ортогональных вектора. Поскольку восстанав-
ливающий канал сохраняет след, то I =

∑
r R∗rRr, и значит

〈φ|B∗
i Bj |ψ〉 =

∑
r

〈φ|B∗
i R∗rRrBj |ψ〉 = (

∑
r

c̄ircjr)〈φ|ψ〉 = 0.

iii. ⇒ iv. Второе равенство очевидно, а первое получается из рассмот-
рения ортогональных векторов |φ〉 = | k + l〉, |ψ〉 = | k − l〉.

iv. ⇒ v. Обозначая bij = 〈k|B∗
i Bj | k〉 мы можем записать условие iv.

в виде
〈k|B∗

i Bj | l〉 = δklbij ,

что эквивалентно v.
v. ⇒ i. Матрица [bij ] эрмитова неотрицательно определенная, поэтому

найдется унитарная матрица [uij ], такая что
∑

ij

ūirbijujs = δrsλr,

где λr ≥ 0. Полагая B̃s =
∑

j ujsBj , имеем Φ[S] =
∑p

s=1 B̃sSB̃∗
s и

P LB̃∗
r B̃sP L = δrsλrP L.

Таким образом, при λr > 0 имеем

λ−1/2
s B̃sP L = UsP L,

где Us частично изометричные операторы, отображающие L на взаимно
ортогональные подпространства Ls ⊂ H. Отсюда следует, что

Φ[S] =
p∑

s=1

λsUsSU∗
s (9.5)

для любого состояния S с suppS ⊂ L.
Пусть Ps – проектор на подпространство Ls, и обозначим P0 = I −∑

s Ps. Определим канал

D[S] =
∑

s

U∗
s PsSPsUs + P0SP0
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и покажем, что он является восстанавливающим для всех ошибок из E .
Поскольку линейная комбинация элементарных ошибок Bj является так-
же линейной комбинацией операторов B̃r, то, принимая во внимание, что
U∗

s PsB̃rPL = λ
1/2
r δsrPL, мы получаем (9.4) для произвольного Φ ∈ E .

Задача 9.1.1 Проверьте выполнение условий iv. для кода Шора (9.3)
и операторов элементарных ошибок, задаваемыми матрицами Паули в
первом q-бите кода.

9.1.4 Когерентная информация и точное исправление ошибок

Рассмотрим произвольный канал Φ, действующий из A в B и S = SA

– входное состояние канала. Введем эталонное пространство R, так что
SAR = |ψAR〉〈ψAR| является очищением состояния SA. Пусть V : HA →
HB ⊗HE – изометрия представления Стайнспринга (6.8) для канала Φ,
где E – пространство окружения.

Важной компонентой квантовой взаимной информации I(S, Φ) явля-
ется когерентная информация

Ic(S, Φ) = H(Φ[S])−H(S; Φ)
= H(B)−H(E)
= H(B)−H(RB)
= −H(R|B).

Как мы позже увидим, это понятие тесно связано с квантовой пропускной
способностью канала Φ.

Особенностью когерентной информации является отсутствие неко-
торых “естественных” свойств, таких как выпуклость по S; субаддитив-
ность; второе неравенство об обработке информации. Кроме того, эта ве-
личина может принимать отрицательные значения. Ее классический ана-
лог вообще не бывает положительным: H(Y )−H(XY ) = −H(X|Y ) ≤ 0.
Однако Ic(S, Φ) является выпуклой по Φ и удовлетворяет первому нера-
венству об обработке информации:

Ic(S,Φ2 ◦ Φ1) ≤ Ic(S,Φ1), (9.6)

что легко выводится из соотношения Ic(S, Φ) = I(S, Φ)−H(S) и соответ-
ствующих свойств квантовой взаимной информации I(S, Φ). Покажем,
почему второе неравенство об обработке информации Ic(S, Φ2 ◦ Φ1) ≤
Ic(Φ1[S], Φ2), вообще говоря, не выполняется. Если предположить, что
это верно, то

H(Φ2 ◦ Φ1[S])−H(S, Φ2 ◦ Φ1) ≤ H(Φ2 ◦ Φ1[S])−H(Φ1[S], Φ2),
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т. е. H(S, Φ2 ◦ Φ1) ≥ H(Φ1[S], Φ2). Это равносильно тому, что H(E1E2) ≥
H(E2), где Ej – окружение для j-ого канала. Но свойство монотонности
в общем случае для квантовой энтропии не выполняется.

Задача 9.1.2 Используя идею доказательства субаддитивности кван-
товой взаимной информации (утверждение 7.6.1), покажите, что суб-
аддитивность Ic(S, Φ) эквивалентна следующему неравенству

H(B1B2)−H(B1)−H(B2) ≤ H(E1E2)−H(E1)−H(E2),

которое может быть не выполнено в общем случае.

Существует тесная связь между точной передачей квантовой инфор-
мации, исправлением ошибок и свойствами когерентной информации.

Определение 9.1.2 Канал Φ называется точно обратимым на состо-
янии S = SA, если найдется восстанавливающий канал D из B в A,
такой, что

(D ◦ Φ⊗ IdR)[SAR] = SAR.

Предложение 9.1.2 Следующие условия эквивалентны:

i. канал Φ точно обратим на состоянии S;
ii. I(R;E) = 0, т. е. SRE = SR ⊗ SE;
iii. Ic(S,Φ) = H(S).
iv. канал Φ допускает представление (9.5) на носителе состояния S.

Условие ii. означает, что информация не уходит в окружение, т. е. ка-
нал является “секретным”. Таким образом, точная обратимость канала
равносильна его секретности. Условие iii. означает, что при обратимой
передаче каналом Φ состояния S, когерентная информация Ic(S, Φ) долж-
на достигать своего максимально возможного значения H(S). В частно-
сти, беря хаотическое состояние S = S̄A = IA/dA, мы получаем условие
log dA = Ic(S̄A, Φ). Это показывает, что когерентная информация должна
быть связана с квантовой пропускной способностью канала Φ, характери-
зующей максимальную размерность обратимо передаваемых квантовых
состояний. В следующем разделе мы увидим, что для асимптотически
точной передачи через канал без памяти Φ⊗n такая связь действительно
имеет место при n →∞.

Доказательство. i. ⇒ ii. Вектор |ψBRE〉 = (V ⊗ IR)|ψAR〉 является
вектором чистого состояния SBRE составной системы BRE. Из точной
обратимости вытекает

(D ⊗ IdRE)[SBRE ] = SARE .

Так как состояние SAR – чистое, то согласно следствию 3.1.2 SARE =
SAR ⊗ SE . Взяв частичный след по пространству A, получаем
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SRE = SR ⊗ SE , (9.7)

то есть ii.
ii. ⇔ iii. Имеем

H(S)− Ic(S, Φ) = H(A) + H(E)−H(B) (9.8)
= H(R) + H(E)−H(RE) = I(R; E) ≥ 0; (9.9)

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда I(R; E) = 0,
т. е. SRE = SR ⊗ SE .

iii. ⇒ i. Вектор |ψBRE〉 = (V ⊗ IR)|ψAR〉 является вектором чистого
состояния SBRE составной системы BRE, очищающего состояние SRE .
Равенство (9.7) дает другое очищение |ψAR〉⊗|ψEE′〉, где E′ – очищающая
система для SE . Выбирая E′, мы всегда можем считать, что пространство
второго очищения имеет размерность не меньшую, чем первое; следо-
вательно, согласно замечанию после теоремы 3.1.2, найдется изометрия
W : HB → HA ⊗HE′ , такая что

(IRE ⊗W )|ψBRE〉 = |ψAR〉 ⊗ |ψEE′〉. (9.10)

Беря частичные следы по пространствам E, E′ от соответствующих опе-
раторов плотности, получаем точную обратимость

(IdR ⊗D ◦ Φ)[SAR] = SAR, (9.11)

где восстанавливающий канал определяется как

D[SB ] = TrE′ WSBW ∗. (9.12)

iii. ⇒ iv. ⇒ i. Далее будет доказано следствие 9.2.1, из утверждения
i. ⇔ iii. которого с заменой Φ на D ◦ Φ) вытекает, что канал Φ точно
обратим на состоянии S тогда и только тогда, когда

D ◦ Φ[S̃] = S̃

для всех S̃ с supp S̃ ⊂ L ≡ supp S, где supp S – носитель оператора
плотности S (см. раздел 1.3). Мы можем выразить это же свойство, ска-
зав, что Φ является точно обратимым на подпространстве L. Другими
словами, подпространство L является квантовым кодом, исправляющим
ошибку Φ (а значит, и все ошибки ассоциированного с ней класса E).
Утверждение iv., а также импликация iv. ⇒ i. следуют тогда из дока-
зательства теоремы 9.1.1.

Следующее предложение дает характеризацию в терминах компле-
ментарного канала, которая лежит в основе теоремы о секретной клас-
сической пропускной способности в разделе 9.4.1.
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Предложение 9.1.3 Для заданного расширения Стайнспринга канала
Φ следующие условия эквивалентны:

i. канал Φ точно обратим на подпространстве L;
ii. комплементарный канал (7.37) является полностью деполяризую-

щим на L, т.е.
ΦE [S̃] = SE , (9.13)

для любого состояния S̃ с supp S̃ ⊂ L, где SE – фиксированное со-
стояние.

Доказательство. i. ⇒ ii. Пусть канал Φ точно обратим, тогда соотно-
шение (9.10) выполнено для некоторой изометрии W и для всех |ψAR〉,
имеющих тензорное разложение с A-компонентами в L. Здесь |ψ〉EE′ не
зависит от входного вектора |ψAR〉, так как иначе правая часть не была
бы линейной по |ψAR〉. Беря частичный след по RAE′ от соответствую-
щего оператора плотности, получаем (9.13).

ii. ⇒ i. Имеет место представление Стайнспринга ΦE [S̃] = TrB V S̃V ∗,
где B играет роль окружения для системы E. Пусть (9.13) выполнено и
пусть |ψEE′〉 – очищение состояния SE ; тогда имеет место представление
Стайнспринга для ограничения канала ΦE на состояния с носителем в L:

ΦE [S̃] = TrAE′ V
′S̃V ′∗, (9.14)

где V ′ = IA ⊗ |ψEE′〉 – изометричный оператор, действующий из HA в
HAEE′ = HE⊗HAE′ по формуле V ′|ψA〉 = |ψA〉⊗|ψEE′〉. В этом представ-
лении роль окружения играет система AE′. По теореме 6.2.3, найдется
частичная изометрия W : HB → HAE′ , такая что

(W ⊗ IRE)V = V ′ = IA ⊗ |ψEE′〉.
Следовательно, соотношение (9.10) выполнено для всех векторов |ψ〉RA

с тензорным разложением, у которого A-компоненты принадлежат L.
Расширяя, если необходимо, пространство HE′ , мы можем заменить W
на изометрию, для которой продолжает выполняться соотношение (9.10).
Рассуждая как в доказательстве предыдущего утверждения, возьмем ча-
стичный след по REE′ от соответствующего оператора плотности и по-
лучим точную обратимость на L:

D ◦ Φ[S̃] = S̃, (9.15)

где восстанавливающий канал определяется, как в формуле (9.12).

9.2 Точность воспроизведения квантовой
информации

В качестве меры точности передачи состояния S каналом Φ можно ис-
пользовать следовую норму ‖S−Φ[S]‖ 1. Однако более удобными оказы-
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ваются другие меры точности, которые играют ту же роль, что вероят-
ность правильного решения в классическом случае. Дадим их описание
и рассмотрим взаимосвязи между ними.

9.2.1 Точность воспроизведения чистых состояний

Лемма 9.2.1 Пусть ψ – единичный вектор и S – произвольное состо-
яние. Имеют место неравенства

2 [1− 〈ψ|S|ψ〉] 6 ‖|ψ〉〈ψ| − S‖ 1 6 2
√

1− 〈ψ|S|ψ〉. (9.16)

Если S = |φ〉〈φ| – чистое состояние, то второе неравенство превраща-
ется в равенство, т.е.

‖ |ψ〉〈ψ| − |φ〉〈φ| ‖ 1 = 2
√

1− | 〈ψ|φ〉| 2. (9.17)

Доказательство. Согласно (1.19), имеем

‖|ψ〉〈ψ| − S‖ 1 = max
U

|Tr(|ψ〉〈ψ| − S)U |,

где максимум берется по всем унитарным операторам U . Полагая U =
2|ψ〉〈ψ| − I, получаем первое неравенство.

Равенство (9.17) получается аналогично соотношению (2.46)). Для вы-
числения следовой нормы достаточно найти собственные значения опе-
ратора |ψ〉〈ψ| − |φ〉〈φ|, который имеет ранг 2 (см. задачу 2.3.2).

Пусть теперь S – произвольный оператор плотности; рассмотрим его
спектральное разложение S =

∑
λiSi. Используя выпуклость нормы,

вогнутость функции √ и соотношение (9.17), получаем

‖|ψ〉〈ψ| − S‖ 1 ≤
∑

i

λi‖|ψ〉〈ψ| − Si‖ 1

= 2
∑

i

λi

√
1− 〈ψ|Si|ψ〉 ≤ 2

√
1− 〈ψ|S|ψ〉.

Для чистого состояния |ψ〉〈ψ| и произвольного состояния S величина

F (|ψ〉〈ψ|, S) = 〈ψ|S|ψ〉 (9.18)

называется точностью воспроизведения (состояния |ψ〉〈ψ| состоянием
S). Очевидно, что F ≤ 1, причем равенство имеет место тогда и только
тогда, когда S = |ψ〉〈ψ|. Заметим, что рассматривая проблему сжатия
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квантовых данных (раздел 5.5) мы уже фактически использовали точ-
ность воспроизведения (9.18). Там состояние |ψi〉〈ψi| появлялось с веро-
ятностью pi, и среднее значение точности воспроизведения определялось
как F̄ =

∑
i pi〈ψi|Si|ψi〉.

В связи с понятием кода, исправляющего ошибки, естественно опреде-
лить точность воспроизведения следующим образом. Пусть задано под-
пространство (квантовый код) L ⊂ H и канал Φ в H, для которого вход-
ное и выходное пространства совпадают: HB = HA = H). Точность вос-
произведения подпространства L определяется как

Fs(L, Φ) = min
ψ∈L,‖ψ ‖=1

F (|ψ〉〈ψ|, Φ[|ψ〉〈ψ|]|)
= min

ψ∈L,‖ψ ‖=1
〈ψ|Φ[ |ψ〉〈ψ| ]|ψ〉.

Согласно лемме 9.2.1,

2[1− Fs(L, Φ)] ≤ max
ψ∈L

‖|ψ〉〈ψ| − Φ[|ψ〉〈ψ|]‖ 1 ≤ 2
√

1− Fs(L, Φ). (9.19)

Другой важной величиной является точность воспроизведения сцеп-
ленности. Рассмотрим очищение |ψAR〉〈ψAR| состояния S = SA в гиль-
бертовом пространстве HA⊗HR. Точность воспроизведения этого чисто-
го состояния под действием тривиального расширения канала Φ равна

Fe(S, Φ) = 〈ψAR| (Φ⊗ IdR)[|ψAR〉〈ψAR| ]|ψAR〉,
и называется textitточностью воспроизведения сцепленности. Дадим удоб-
ное выражение для Fe(S,Φ), которое также показывает независимость
этой величины от выбора очищения исходного состояния.

Пусть канал имеет представление Крауса

Φ[S] =
∑

i

ViSV ∗
i , (9.20)

тогда
Fe(S, Φ) =

∑

i

|TrViS| 2. (9.21)

В самом деле,

〈ψAR|
∑

i(Vi ⊗ IR)|ψAR〉〈ψAR| (Vi ⊗ IR)∗|ψAR〉
=

∑
i | 〈ψAR| (Vi ⊗ IR)|ψAR〉| 2 =

∑
i |TrViS| 2.

Заметим, что для чистого состояния S = |ψ〉〈ψ|,
Fe(S, Φ) = 〈ψ|Φ[|ψ〉〈ψ|]|ψ〉 = F (|ψ〉〈ψ|, Φ[|ψ〉〈ψ|]).

Задача 9.2.1 Докажите, что Fe(S,Φ) – выпуклая функция состояния
S. Указание: Согласно (9.21), Fe(S, Φ) является суммой квадратов аф-
финных функций.
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9.2.2 Соотношения между мерами точности воспроизведения

Лемма 9.2.2 Для произвольного состояния S

1− Fe(S,Φ) ≤ 4
√

1− Fs(suppS, Φ).

Доказательство. Имеем

1− Fe(S, Φ) = 1− 〈ψAR| (Φ⊗ IdR)(|ψAR〉〈ψAR| )|ψAR〉
= 〈ψAR|(IdA − Φ)⊗ IdR)[|ψAR〉〈ψAR|]|ψAR〉.

Представляя |ψAR〉 =
∑

j |ψj〉 ⊗ | ej〉, где {| ej〉} – ортонормированный
базис в HR,

∑
j ‖ψj‖2 = 1, ψj ∈ suppS, получаем равносильное соотно-

шение
∑

jk

〈ψj |(Id− Φ)[|ψj〉〈ψk|]|ψk〉 =
∑

jk

Tr |ψk〉〈ψj | (|ψj〉〈ψk| − Φ[|ψj〉〈ψk|]) .

Используя неравенство (1.18) и тот факт, что и следовая, и операторная
нормы оператора |ψj〉〈ψk| равны ‖ψj‖‖ψk‖, получаем, что это выражение
не превосходит

max
T

‖T − Φ[T ]‖1
‖T‖1 ,

где максимум берется по всем операторам T 6= 0, действующим в L =
suppS. Рассматривая разложение T = T1 + iT2, где T ∗1 = T1, T

∗
2 = T2 –

эрмитовы операторы, также действующие в L, принимая во внимание,
что ‖T1,2‖1 ≤ ‖T‖1, и используя неравенство треугольника, получаем,
что это выражение не превосходит величину

2 max
T∗=T

‖T − Φ[T ]‖1
‖T‖1 = 2 max

S:suppS∈L
‖S − Φ[S]‖1. (9.22)

Здесь неравенство ≥ получается при переходе к положительным T . С
другой стороны,

max
T∗=T

‖T − Φ[T ]‖1
‖T‖1 ≤ ‖S+ − Φ[S+]‖1 p+

p+ + p−
+ ‖S− − Φ[S−]‖1 p−

p+ + p−
,

(9.23)
где использованы обозначения p± = Tr T±; S± = p−1

± T±. Правая часть
этого неравенства меньше или равна правой части в соотношении (9.22),
которое таким образом установлено. Далее,

max
S:suppS∈L

‖S − Φ[S]‖1 = max
ψ:ψ∈L,‖ψ‖=1

‖|ψ〉〈ψ| − Φ[|ψ〉〈ψ|]‖1,

поскольку максимум непрерывной выпуклой функции на выпуклом мно-
жестве достигается в его крайней точке. Используя второе неравенство
(9.19), получаем, что оцениваемое выражение не превосходит 4

√
1− Fs(L, Φ).
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Задача 9.2.2 Используя свойство выпуклости из задачи 9.2.1, дока-
жите неравенство

1− Fs(L, Φ) ≤ 1− min
S:suppS⊂L

Fe(S,Φ). (9.24)

Пусть теперь L = H, тогда

max
T

‖T − Φ[T ]‖1
‖T‖1 = ‖Id− Φ‖.

Из доказательства леммы 9.2.2 следует справедливость цепочки нера-
венств:

1−min
S

Fe(S,Φ) ≤ ‖Id− Φ‖ ≤ 2 max
‖ψ‖=1

‖|ψ〉〈ψ| − Φ[|ψ〉〈ψ|]‖1 ≤ 2‖Id− Φ‖.
(9.25)

Вместе с соотношениями (9.24) это означает, что отклонение канала Φ
от идеального канала Id эквивалентным образом описывается одной из
величин

‖Id− Φ‖; max
S
‖S − Φ[S]‖1; 1− Fs(H, Φ); 1−min

S
Fe(S, Φ).

При рассмотрении квантовой пропускной способности канала нам по-
надобится очевидное следствие леммы 9.2.2:

1− Fe(S̄, Φ) ≤ 4
√

1− Fs(H, Φ), (9.26)

где S̄ – хаотическое состояние в H.
Поучительно рассмотреть случай “идеальной” точности воспроизве-

дения.

Следствие 9.2.1 Следующие условия эквивалентны:

i. Fe(S, Φ) = 1;
ii. Fs(suppS, Φ) = 1;
iii. Φ[S̃] = S̃ для произвольного состояния S̃ с suppS̃ ⊂ suppS;
iv. Fe(S̃, Φ) = 1 для произвольного состояния S̃ с suppS̃ ⊂ suppS.

Доказательство. Докажем i. ⇒ ii. Пусть |ψ〉 ∈ suppS, тогда

S = p|ψ〉〈ψ|+ (1− p)S′,

где p > 0, а S′ – оператор плотности. Согласно задаче 9.2.1, функция
S → Fe(S, Φ) выпукла, поэтому

pFe(|ψ〉〈ψ|, Φ) + (1− p)Fe(S′, Φ) ≥ Fe(S, Φ) = 1,

и, значит, Fe(|ψ〉〈ψ|, Φ) = 1. Но отсюда следует, что
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〈ψ|Φ[ |ψ〉〈ψ| ]|ψ〉 = 1

для всех |ψ〉 ∈ suppS и Fs(suppS,Φ) = 1.
Из леммы 9.2.2 вытекает утверждение ii. ⇒ i. Кроме того, так как

из ii. очевидным образом следует аналогичное условие с supp S̃ вместо
supp S, то мы также установили и справедливость свойства iv., которое
формально является усилением свойства i.

По определению Fs, свойство ii. равносильно iii. для чистых, а сле-
довательно, и для смешанных состояний S̃.

9.2.3 Точность воспроизведения и расстояние Бюреса

В этом разделе мы обсудим понятие точности воспроизведения для двух
произвольных состояний. Этот материал понадобится нам лишь в разде-
ле 9.4.4.

Для чистых состояний S = |φ〉〈φ|, T = |ψ〉〈ψ|, точность воспроизведе-
ния равна F (T, S) = |〈φ|ψ〉|2, при этом связь между точностью воспроиз-
ведения и следовой нормой разности S и T выражается формулой (9.17).
Пусть теперь S, T – произвольные операторы плотности.

Определение 9.2.1 Точность воспроизведения определяется соотно-
шением

F (T, S) = max |〈ψT |ψS〉|2, (9.27)
где максимум берется по всем возможным очищениям ψS , ψT состоя-
ний S, T в одном и том же пространстве H⊗H′.)

Используя теорему 3.1.3, видим, что

F (T, S) = max
W

|〈ψT |(I ⊗W )ψS〉|2, (9.28)

где ψS , ψT – фиксированные очищения состояний S, T в некотором гиль-
бертовом пространстве H ⊗H′, а максимум берется по всем унитарным
операторам W из H′. В частности, рассматривая очищения

√
S,
√

T в
L2(H) ' H⊗H∗ получаем

F (T, S) = max
W

∣∣∣Tr
√

S
√

TW
∣∣∣
2

,

где максимум берется по всем унитарным операторам W в H. Используя
полярное разложение оператора

√
S
√

T = U |√S
√

T |, можно видеть, что
максимум достигается при W = U∗ и равен

F (T, S) =
(
Tr |

√
S
√

T |
)2

=
∥∥∥
√

S
√

T
∥∥∥

2

1
.

Эта формула переходит в (9.18), если T = |ψ〉〈ψ|. Из этого рассуждения
вытекает также, что в определении (9.27) можно ограничиться максими-
зацией по очищениям только одного состояния, при том, что очищение
другого состояния фиксировано.
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Задача 9.2.3 Покажите, что F (T, S) ≤ 1, причем равенство имеет
место тогда и только тогда, когда T = S.

С понятием точности воспроизведения (9.27) связана метрика на мно-
жестве всех состояний, называемая расстоянием Бюреса, которая опре-
деляется как

β(T, S) = min ‖ψT − ψS‖ , (9.29)

где минимум берется по всем возможным очищениям ψS , ψT состояний
S, T . Рассматривая квадрат нормы и используя определение (9.27), по-
лучаем

β(T, S) =
√

2
(
1−

∥∥∥
√

S
√

T
∥∥∥

1

)
=

√
2

(
1−

√
F (T, S)

)
. (9.30)

В частности, для чистых состояний T = |ψ〉〈ψ|, S = |φ〉〈φ|

β(T, S) =
√

2 (1− |〈ψ|φ〉|).
Отсюда также видно, что как и при определении точности воспроизведе-
ния, в (9.29) можно брать максимум по всевозможным очищениям лишь
одного состояния.

Неравенство треугольника для β(T, S) следует из определения (9.29)
и соответствующего неравенства для нормы. Для чистых состояний оно
превращается в

√
1− |〈ϕ|ψ〉| ≤

√
1− |〈ϕ|χ〉|+

√
1− |〈χ|ψ〉|, (9.31)

где ϕ, χ, ψ – произвольные единичные векторы.

Лемма 9.2.3 Для любых двух операторов плотности S1, S2 в H
β(S1, S2)2 ≤ ‖S1 − S2 ‖1 ≤ 2β(S1, S2 ), (9.32)

Рассматривая первое неравенство вместе с (9.30) и (9.28), получаем

Следствие 9.2.2 Для любых двух операторов плотности S1, S2 в H и
их очищений ψS1 , ψS2 в H⊗H′ имеет место

‖S1 − S2‖1 ≥ 2
(
1−max

W
|〈ψS1 |(I ⊗W )ψS2〉|

)
, (9.33)

где максимум берется по всем унитарным операторам W в H′.
Доказательство леммы 9.2.3. Так как Tr

√
S1

√
S2 ≤ Tr |√S1

√
S2|, то

для доказательства первого неравенства (9.32) достаточно доказать, что

2
(
1− Tr

√
S1

√
S2

)
≤ ‖S1 − S2‖1 .

Это вытекает из более общего факта
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Tr
(√

S1 −
√

S2

)2

≤ ‖S1 − S2‖1 ,

справедливого для произвольных положительных S1, S2. Докажем по-
следнее неравенство. Для эрмитова оператора K мы обозначаем че-
рез 1+(K) (соответственно 1−(K)) спектральный проектор, соответству-
ющий положительным (соответственно неотрицательным) собственным
значениям. Тогда σ(K) = 1+(K) − 1−(K) является унитарным эрми-
товым оператором, причем σ(K)K = Kσ(K) = |K|. Вводя операторы
K =

√
S1−

√
S2, L =

√
S1+

√
S2, получаем S1−S2 = 1

2 (KL+LK) ≡ K ◦L;
следовательно,

‖S1 − S2‖1 ≥ |Trσ(K)K ◦ L| = Tr |K|L

= Tr |K| (1+(K)L1+(K) + 1−(K)L1−(K)) .

Так как L ≥ K ≥ −L, то 1+(K)L1+(K) ≥ 1+(K)K и 1−(K)L1−(K) ≥
−1−(K)K . Таким образом, (1+(K)L1+(K) + 1−(K)L1−(K)) ≥ |K|, и в
итоге получаем

‖S1 − S2‖1 ≥ Tr |K|2 = Tr
(√

S1 −
√

S2

)2

.

Для доказательства второго неравенства (9.32) рассмотрим представ-
ления S1 = T ∗1 T1, S2 = T ∗2 T2, где T1, T2 – некоторые (не обязательно эрми-
товы) операторы. Вводя обозначения K = T1−T2, L = T1 +T2, получаем

‖S1 − S2‖1 = Trσ(S1−S2)(S1−S2) =
1
2

[Trσ(S1 − S2)K∗L + Trσ(S1 − S2)L∗K] ,

Используя неравенство Коши-Буняковского для следа, имеем

|Trσ(K ◦ L)K∗L| ≤ [
Trσ(S1 − S2)2K∗K · Tr L∗L

] 1
2 = [TrK∗K · TrL∗L]

1
2 ;

аналогичная оценка имеет место и для второго слагаемого. Тогда ‖S1 − S2‖1 ≤
[TrK∗K · Tr L∗L]

1
2 . Используя нормировку операторов S1, S2, получаем

Tr K∗K = 2 (1−<TrT ∗1 T2) , TrL∗L = 2 (1 + <TrT ∗1 T2) .

Полагая T1 =
√

S1, T2 = U
√

S2, где U – унитарный оператор из поляр-
ного разложения оператора

√
S1

√
S2, получаем <Tr T ∗1 T2 = <TrT ∗2 T1 =

Tr
∣∣√S1

√
S2

∣∣ . Таким образом

TrK∗K = 2
(
1−

∥∥∥
√

S1

√
S2

∥∥∥
1

)
= β(S1, S2)2,

TrL∗L = 2
(
1 +

∥∥∥
√

S1

√
S2

∥∥∥
1

)
≤ 4,

откуда следует второе неравенство (9.32).
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9.3 Квантовая пропускная способность

9.3.1 Достижимые скорости

Пусть Φ : T(HA) → T(HB) – некоторый квантовый канал. Рассмотрим
составной канал Φ⊗n : T(H⊗n

A ) → T(H⊗n
B ).

Определение 9.3.1 Величина R ≥ 0 называется достижимой скоро-
стью (для передачи квантовой информации), если существуют после-
довательность пространств H(n), такая, что

lim
n→∞

1
n

log dimH(n) = R,

и последовательности каналов E(n) : T(H(n)) → T(H⊗n
A ) (кодирований)

и D(n) : T(H⊗n
B ) → T(H(n)) (декодирований), такие что

lim
n→∞

Fs(H(n),D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n)) = 1. (9.34)

Точная верхняя грань множества достижимых скоростей обознача-
ется Q(Φ) и называется квантовой пропускной способностью канала
Φ.

При доказательстве классической теоремы кодирования было удобно
использовать среднюю вероятность ошибки вместо максимальной; рав-
носильность соответствующих критериев была доказана в лемме 4.4.1.
В квантовом случае роль средней вероятности ошибки играет величи-
на 1 − Fe

(
S̄(n),D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n)

)
, где S̄(n) = 1

dn
IH(n) – хаотическое со-

стояние в H(n), тогда как аналогом максимальной ошибки является 1−
Fs

(H(n),D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n)
)
. В самом деле, из Fs

(H(n),D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n)
) →

1 следует Fe

(
S̄(n),D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n)

) → 1 (согласно лемме 9.2.2). В обрат-
ном направлении справедлив следующий аналог леммы 4.4.1:

Лемма 9.3.1 Пусть H – гильбертово пространство размерности 2d, Φ
– канал в H. Тогда найдется подпространство H′ размерности d, такое
что

1− Fs (H′,D′ ◦ Φ) ≤ 2(1− Fe

(
S̄, Φ

)
),

где S̄ = 1
2dIH, а D′ [S] = P ′SP ′ + P ′

d Tr(I − P ′)S для всех S ∈ S(H), где
P ′ – проектор на H′.
Доказательство. На единичном шаре в H рассмотрим непрерывную
функцию |ψ〉 → f(ψ) = 〈ψ|Φ [|ψ〉〈ψ|] |ψ〉 = Fe (|ψ〉〈ψ|, Φ) . Пусть |ψ1〉 –
вектор, минимизирующий f(ψ). Определим ортонормированный базис
{|ψj〉; j = 1, . . . , 2d} в H ≡ H0 с помощью следующей рекуррентной про-
цедуры: |ψj+1〉 есть вектор в подпространстве Hj = {|ψ1〉, . . . , ψj〉}⊥, ми-
нимизирующий f(ψ). Тогда Hj⊃ Hj+1 и dimHj = 2d− j. Используя вы-
пуклость Fe (S, Φ) (см. задачу 9.2.1), получаем



9. Квантовая информация 193

1− Fe

(
S̄, Φ

) ≥ 1
2d

2d∑

j=1

(1− Fe (|ψj〉〈ψj |, Φ))

≥ 1
2d

2d∑

j=d+1

(1− f(ψj))

≥ 1
2

(
1− min

|ψ〉∈Hd

f(ψ)
)

≥ 1
2

(1− Fs (H′,D′ ◦ Φ)) ,

где H′ = Hd.

Из доказанной леммы вместе с неравенством (9.26) следует, что в
определении достижимых скоростей мы можем заменить требование
(9.34) на

lim
n→∞

Fe

(
S̄(n),D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n)

)
= 1. (9.35)

Теперь покажем, что в определении квантовой пропускной способно-
сти достаточно ограничиться изометричными кодированиями, т. е. ко-
дированиями вида

E [S] = AdV [S] = V SV ∗, (9.36)

где V – изометричное отображение пространства H(n) во входное про-
странство канала H⊗n. Мы докажем, что если существует кодирование
общего вида, при котором достигается высокая точность воспроизведе-
ния данного состояния, то найдется и изометричное кодирование с анало-
гичным свойством. Чтобы пояснить это на интуитивном уровне, рассмот-
рим случай точного воспроизведения. Если композиция кодирование-
канал-декодирование точно воспроизводит некоторое состояние S, то ко-
дирующий канал E является точно обратимым на S, причем восстанав-
ливающим каналом является композиция канал-декодирование. Тогда,
согласно предложению 9.1.2 канал E на suppS представляется в виде
(9.5) как выпуклая комбинация изометричных кодирований Uj = AdUj .
Следовательно, каждый из каналов Uj является точно обратимым на S
с тем же самым восстанавливающим каналом.

Лемма 9.3.2 Пусть S – состояние в гильбертовом пространстве L,
L = suppS, пусть E – вполне положительное отображение из T(L) в
T(H), для которого Tr E [S] = 1 и A – канал из T(H) в T(L). Предпо-
ложим, что dim L ≤ dim H, тогда найдется изометрия V из L в H,
такая что

Fe(S,A ◦AdV ) > Fe(S,A ◦ E)2. (9.37)
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Эта лемма будет использована в ситуации, когда E – кодирующее
отображение, а A – композиция канал-декодирование. Для доказатель-
ства потребуется следующее обобщение полярного разложения: если X
– оператор из L в H, dim L ≤ dim H, то X = V |X|, где |X| =

√
X∗X –

положительный оператор в L, а V – изометрия из L в H. Отсюда выте-
кает следующее представление для произвольной квадратной матрицы
X: X = V DU , где D – диагональная матрица с неотрицательными эле-
ментами, а V,U – унитарные матрицы.

Доказательство. Пусть Ai : H → L и Ej : L → H – компоненты раз-
ложения Крауса для отображений A и E , соответственно. Обозначим X
матрицу с элементами Xij = TrAiEjS. Тогда

Fe(S,A ◦ E) =
∑

ij

|Xij |2.

Добавляя, если необходимо, нулевые компоненты в разложения Кра-
уса, можно считать, что X – квадратная матрица. Из представления
X = V DU следует, что преобразуя разложения Крауса для A и E , мож-
но добиться, чтобы матрица X стала диагональной. Тогда Fe(S,A◦ E) =∑

k Tr(AkEkS)2. Обозначим λk = Tr SE∗
kEk, и ограничимся рассмотре-

нием λk > 0. Тогда
∑

k λk(Tr(AkEkS)2/λk) = Fe(S,A ◦ E) и
∑

k λk = 1,
так что найдется k, такое что Tr(AkEkS)2/λk ≥ Fe(S,A ◦ E). Обозначая
E = Ek/

√
λk : L → H, A = Ak : H → L, имеем A∗A ≤ IH, TrSE∗E = 1 и

Fe(S,A ◦ E) ≤ Fe(S, AdA ◦AdE) = |TrAES|2.
Пусть A∗ = V |A∗| – полярное разложение оператора A∗ : L → H,

где V : L → H – изометрия. Согласно некоммутативному неравенству
Коши-Буняковского (2.25)

|TrAES|2 = |TrSAE|2 ≤ TrSAA∗ TrSE∗E = TrS|A∗|2. (9.38)

Поскольку A∗A ≤ IH, то также AA∗ ≤ IL, следовательно |A∗|2 ≤ |A∗| и
поэтому

TrS|A∗|2 ≤ TrS|A∗| = TrAV S.

Тогда
|TrAV S|2 ≤

∑

k

|TrAkV S|2 = Fe(S,A ◦AdV ).

Полученная цепочка неравенств влечет (9.37).

Пусть теперь даны последовательности пространств H(n), кодирова-
ний E(n) и декодирований D(n), для которых выполнено (9.35), тогда со-
гласно лемме 9.3.2 найдется последовательность изометричных кодиро-
ваний V(n) = AdV (n), такая что
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lim
n→∞

Fe(S̄(n),D(n) ◦ Φ⊗n ◦ V(n)) = 1. (9.39)

Отсюда следует, что в определении квантовой пропускной способности
можно ограничиться изометричными кодированиями.

9.3.2 Квантовая пропускная способность и когерентная
информация

Следующий фундаментальный результат является теоремой кодирова-
ния для квантовой пропускной способности и устанавливает связь кван-
товой пропускной способности с когерентной информацией.

Теорема 9.3.3

Q(Φ) = lim
n→∞

1
n

max
S

Ic(S, Φ⊗n). (9.40)

Существование предела может быть доказано так же, как и в случае
классической пропускной способности – с помощью свойства субаддитив-
ности последовательности Q̄n = maxS Ic(S, Φ⊗n). Простым следствием
из (9.40) является неравенство, связывающее квантовую и классическую
пропускные способности

Q(Φ) ≤ C(Φ), (9.41)

которое доказывается так же, как и (8.57). Действительно, выбирая S
в виде смеси произвольных чистых состояний Sj с вероятностями pj , и
применяя (7.42), получаем

Ic(S, Φ) ≤ H


∑

j

pjΦ[Sj ]


−

∑

j

pjH(Φ[Sj ]) = χ ({pj}, {Φ[Sj ]}) .

Взяв максимум, получаем maxS Ic(S, Φ) ≤ Cχ(Φ). Применение этого нера-
венства к Φ⊗n дает (9.41).

Доказательство неравенства ≤. Обозначим Q̄(Φ) правую часть соот-
ношения (9.40). Более простой частью теоремы является доказательство
неравенства Q(Φ) ≤ Q(Φ). Пусть H(n) – входное пространство размер-
ности dn = dimH(n) = 2n(R+o(1)) и пусть E(n),D(n) – кодирующие и де-
кодирующие каналы, такие что 1 − Fe(S̄(n),D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n)) ≤ ε, где
S̄(n) = 1

dn
IH(n) – хаотическое состояние в H(n) с энтропией H(S̄(n)) =

log dn = nR. Здесь мы используем требование (9.35) в определении до-
стижимых скоростей. Согласно лемме 9.3.2, можно считать, что E(n) –
изометричные кодирования. Так как

Fe(S̄(n),D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n))

= 〈Ω(n)|
(
IdH(n) ⊗D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n)

) [
|Ω(n)〉〈Ω(n)|

]
|Ω(n)〉,
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где

|Ω(n)〉 =
1√
dn

dn∑
m=1

|m〉 ⊗ |m〉 (9.42)

– максимально сцепленный вектор в пространстве H(n)⊗H(n), то из лем-
мы 9.2.1 следует, что для максимально сцепленного состояния |Ω(n)〉〈Ω(n)|
в H(n) ⊗H(n) выполняется

∥∥∥|Ω(n)〉〈Ω(n)| − (IdH(n) ⊗D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n))
[
|Ω(n)〉〈Ω(n)|

]∥∥∥
1
≤ 2

√
ε.

(9.43)
Это означает, что скорость R достижима для асимптотически безоши-
бочной передачи хаотического состояния в H(n).

Обозначая S(n) = E(n)
[
S̄(n)

]
и используя цепное правило (9.6) для

когерентной информации, получаем

Ic(S(n), Φ⊗n) ≥ Ic(S(n),D(n) ◦ Φ⊗n) = H(SB′)−H(SB′R′), (9.44)

где SB′R′ =
(
IdH(n) ⊗ (D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n))

) [|Ω(n)〉〈Ω(n)|] , так что SB′ =
(D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n))

[
S̄(n)

]
. Тот факт, что H(SB′R′) = H(S(n),D(n) ◦ Φ⊗n)

следует из того, что в силу изометричности кодирования E(n) состояние(
IdH(n) ⊗ E(n)

) [|Ω(n)〉〈Ω(n)|] является чистым, и его можно рассматри-
вать как очищение состояния S(n). Согласно неравенству (9.43)

∥∥∥S̄(n) − SB′

∥∥∥
1
≤

∥∥∥|Ω(n)〉〈Ω(n)| − SB′R′

∥∥∥
1
≤ 2

√
ε.

Здесь первое неравенство вытекает из следующего простого наблюдения:

Задача 9.3.1 Следовая норма монотонна по отношению к взятию ча-
стичного следа:

‖TrH0T‖1 ≤ ‖T‖1 ,

для любого положительного оператора T ∈ H ⊗H0. Указание: Исполь-
зуйте выражение (1.19) для следовой нормы.

Дважды используя оценку (7.22) для модуля непрерывности энтро-
пии, имеем

H(SB′)−H(SB′R′) = H(S̄(n)) + [H(SB′)−H(S̄(n))]
+ [H(|Ω(n)〉〈Ω(n)|)−H(SB′R′)]

≥ H(S̄(n))− 6 log dimH(n)
√

ε− 2 log e

e

= nR
(
1− 6

√
ε
)− 2 log e

e
.

Поэтому, принимая во внимание (9.44),
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Q̄n = max
S(n)

Ic(S(n), Φ⊗n) ≥ nR
(
1− 6

√
ε
)− 2 log e

e
,

откуда R ≤ limn→∞ 1
n Q̄n = Q(Φ).

Это завершает доказательство неравенства Q(Φ) ≤ Q(Φ), т. е. слабого
обращения теоремы кодирования. Доказательство прямого утверждения
будет дано в разделе 9.4.4

Следующее неравенство об обработке информации полезно для оцен-
ки квантовой пропускной способности:

Предложение 9.3.4 Для любых двух каналов Φ1, Φ2

Q(Φ2 ◦ Φ1) ≤ min {Q(Φ1), Q(Φ2)} . (9.45)

В частности, если один из этих каналов имеет нулевую пропускную
способность, то это же верно для их композиции.

Доказательство. Чтобы доказать неравенство Q(Φ2 ◦ Φ1) ≤ Q(Φ2), до-
статочно заметить, что пропускная способность Q(Φ2 ◦ Φ1) равна супре-
муму достижимых скоростей для канала Φ2 при специальном выборе
кодирующих каналов, включающих заключительную обработку кана-
лом Φ1; следовательно, эта величина не превосходит Q(Φ2). Неравенство
Q(Φ2 ◦Φ1) ≤ Q(Φ1) доказывается аналогично, путем рассмотрения деко-
дирующих каналов для Φ1, включающих в себя предварительную обра-
ботку каналом Φ2.

9.3.3 Деградируемые каналы

Прежде всего получим важные соотношения, связывающие когерентную
информацию и величину

χ ({πx}, {Sx}) = H(
∑

x

πxSx)−
∑

x

πxH(Sx),

дающую оценку (5.15) для количества классической информации, и как
следствие – соотношение между квантовой и классической пропускными
способностями канала и его комплементарного.

Рассмотрим канал Φ : T(HA) → T(HB), его расширение Стайнспринга
с изометрией V : HA → HB ⊗HE и комплементарный канал

Φ̃[S] = TrHB
V SV ∗; S ∈ T (HA) (9.46)

(см. раздел 6.6).
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Пусть S =
∑

x πxSx – произвольное разложение по чистым состоя-
ниям (например, спектральное разложение). Тогда имеет место цепочка
равенств

Ic(S, Φ) = H(Φ[S])−H(Φ̃[S])

=

[
H(Φ[S])−

∑
x

πxH(Φ[Sx])

]

−
[
H(Φ̃[S])−

∑
x

πxH(Φ̃[Sx])

]
(9.47)

= χ ({πx}, {Φ[Sx]})− χ
(
{πx}, {Φ̃[Sx]}

)
(9.48)

=
∑

x

πx

[
H(Φ[Sx];Φ[S])−H(Φ̃[Sx]; Φ̃[S])

]
. (9.49)

Здесь равенство (9.47) следует из того, что состояние SBEx = V SxV ∗

является чистым и, значит,

H(Φ[Sx]) = H (SBx) = H (SEx) = H(Φ̃[Sx])

для всех x, а (9.49) следует из тождества (7.17). Беря в (9.48) верхнюю
и нижнюю грани по всевозможным ансамблям чистых состояний, полу-
чаем

Q1(Φ) ≥ Cχ(Φ)− Cχ(Φ̃) ≥ −Q1(Φ̃), (9.50)

где введено обозначение

Q1(Φ) = max
S

Ic (S, Φ) . (9.51)

Применяя (9.50) к каналу Φ⊗n, переходя к пределу при n →∞ и исполь-
зуя теоремы кодирования, получаем

Q(Φ) ≥ C(Φ)− C(Φ̃) ≥ −Q(Φ̃).
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Рис. 9.1. Деградируемый канал.

Введем важный класс каналов, для которых квантовая пропускная
способность дается “однобуквенным” выражением (9.51).
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Определение 9.3.2 Канал Φ называется деградируемым, если найдет-
ся канал T, такой что Φ̃ = T ◦Φ, и анти-деградируемым, если найдется
канал T ′, такой что Φ = T ′ ◦ Φ̃.

Очевидно, что Φ является деградируемым тогда и только тогда,
когда Φ̃ анти-деградируемый. Из соотношения (9.49), используя свой-
ство монотонности относительной энтропии, получаем: если Φ анти-
деградируемый канал, то

Ic(S, Φ) ≤ 0 (9.52)

для любого состояния S (соответственно, Ic(S, Φ) ≥ 0 для деградируемо-
го канала).

Предложение 9.3.5 Если Φ – анти-деградируемый канал, то Q(Φ) =
0. Если Φ – деградируемый, то

Q(Φ) = Q1(Φ) = max
S

Ic (S, Φ) . (9.53)

Доказательство. Первое утверждение следует из (9.52) и теоремы ко-
дирования (9.40).

Пусть Φ – деградируемый канал, и W : HB → HE ⊗HE′ – изометрия
Стайнспринга для канала T : T(HB) → T(HE). Тогда Ic (S, Φ) = H(B)−
H(E) = H(EE′)−H(E), так что

Ic (S,Φ) = H(E′|E).

Для двух деградируемых каналов Φ1, Φ2 и произвольного состояния S12

в HA1 ⊗HA2 имеем

Ic (S12, Φ1 ⊗ Φ2) = H(E′
1E

′
2|E1E2),

следовательно, по свойству субаддитивности условной энтропии

Ic (S12, Φ1 ⊗ Φ2) ≤ Ic (S1, Φ1) + Ic (S2, Φ2) ,

откуда получаем

Ic

(
S(n), Φ⊗n

)
= n max

S
Ic (S,Φ) (9.54)

и, следовательно, (9.53).

Пример Рассмотрим канал, разрушающий сцепленность

Φ[S] =
d̃∑

α=1

|ϕα〉〈ψα|S|ψα〉〈ϕα|,
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где {ψα} – переполненная система в H, а {ϕα} – система единичных
векторов в выходном пространстве H′. Комплементарным является диа-
гональный канал

Φ̃[S] =
d̃∑

α,β=1

cαβ |eα〉〈ψα|S|ψβ〉〈eβ |,

где cαβ = 〈ϕβ |ϕα〉, а {eα} – стандартный базис в Hd̃. Имеем Φ = T ′ ◦ Φ̃,
где

T ′[S] =
d̃∑

α=1

|ϕα〉〈eα|S|eα〉〈ϕα|.

Отсюда и из второго утверждения теоремы 9.3.5 вытекает

Следствие 9.3.1 Всякий канал Φ, разрушающий сцепленность, явля-
ется анти-деградируемым и следовательно, Q(Φ) = 0.

Пример Рассмотрим квантовый стирающий канал Φp. При q ≥ p
имеем

Φq = T(1−q)/(1−p) ◦ Φp,

где Tα : T(H⊕ C) → T(H⊕ C) – канал, действующий по правилу

Tα

[[
S 0
0 s

]]
= α

[
S 0
0 s

]
+ (1− α)

[
0 0
0 TrS + s

]
.

Используя тот факт, что Φ̃p = Φ1−p (см. задачу 6.6.3), получаем, что
канал Φp – деградируемый при p ∈ [0, 1/2] и анти-деградируемый при
p ∈ [1/2, 1]. Применяя теорему 9.3.5, получаем

Q(Φp) =
{

(1− 2p) log d, p ∈ [0, 1/2];
0, p ∈ [1/2, 1]. (9.55)

Здесь первое утверждение вытекает из (9.53) и того факта, что H(Φp[S]) =
(1 − p)H(S) + h2(p), следовательно Ic(S, Φp) = H(Φp[S]) − H(Φ̃p[S]) =
(1− p)H(S)− pH(S) = (1− 2p)H(S).

9.4 Секретная классическая пропускная способность
и квантовая пропускная способность

9.4.1 Квантовый канал с перехватом

Рассмотрим ситуацию передачи классической информации, в которой
имеется три участника: отправитель A, получатель B и перехватчик
E. Математическая модель квантового канала с перехватом включает
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три гильбертова пространства HA,HB ,HE и изометрическое отображе-
ние V : HA → HB ⊗HE , при котором входное состояние SA переходит в
состояние SBE = ΦBE [SA] ≡ V SAV ∗ системы BE, с частичными состоя-
ниями

SB = ΦB [SA] ≡ TrEV SAV ∗, SE = ΦE [SA] ≡ TrBV SAV ∗.

Заметим, что ранее буква E использовалась для обозначения окру-
жения. Если все окружение доступно перехватчику, то такое обозна-
чение является согласованным. Предположим, что A выбирает состо-
яния {Sx

A} с вероятностями {πx}; тогда участники B и E получают,
соответственно, состояния {Sx

B} и {Sx
E} , верхними границами шенно-

новской информации для B и E являются величины χ ({πx}, {Sx
B}) и

χ ({πx}, {Sx
E}). По аналогии с классическим каналом с перехватом (см.

раздел 4.5), “секретность” передачи может быть охарактеризована вели-
чиной χ ({πx}, {Sx

B})− χ ({πx}, {Sx
E}). Предполагая, что входные состоя-

ния Sx
A являются чистыми, и обозначая S̄A =

∑
x πxSx

A среднее состоя-
ние входного ансамбля, из (9.48) получаем ключевое соотношение

Ic

(
S̄A, ΦB

)
= χ ({πx}, {Sx

B})− χ ({πx}, {Sx
E}) , (9.56)

которое указывает на важную связь между когерентной информацией и
секретной классической пропускной способностью; оно также подсказы-
вает идею доказательства прямой теоремы кодирования для квантовой
пропускной способности через рассмотрение канала с перехватом.

Для определения секретной классической пропускной способности
рассмотрим блочное кодирование для квантового канала с перехватом.
Нашей целью будет передать максимальное количество классической
информации от A к B секретным образом, так, чтобы E смог полу-
чить лишь асимптотически исчезающее количество информации. Код(
Σ(n),M (n)

)
длины n и размера N определяется так же, как в опре-

делении 8.1.1. Таким образом, код состоит из набора состояний Σ(n) ={
Si

A(n) ; i = 1, . . . , N
}
вH⊗n

A вместе с наблюдаемой M (n) = {Mj ; j = 0, 1, . . . , N}
вH⊗n

B . Наряду с вероятностью ошибки Pe

(
Σ(n),M (n)

)
, определяемой со-

отношением (8.1), введем новую величину

vE

(
Σ(n)

)
= max

i,k=1,...,N

∥∥Si
E(n) − Sk

E(n)

∥∥
1
,

характеризующую изменчивость состояния системы E, а, следователь-
но, и количество информации, которое доступно перехватчику E. Заме-
тим, что из неравенства треугольника для нормы вытекает

∥∥S̄E(n) − Si
E(n)

∥∥
1
≤ vE

(
Σ(n)

)
для всех i,

где S̄E(n) = 1
N

∑N
i=1 Si

E(n) . Применяя неравенство (7.21), получаем
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1
n

χ

({
1
N

}
,
{
Si

E(n)

})
=

1
nN

N∑

i=1

[
H

(
S̄E(n)

)−H
(
Si

E(n)

)]
(9.57)

≤ log dimHE · vE

(
Σ(n)

)
+

1
n

η
(
vE

(
Σ(n)

))
,

в предположении, что величина vE

(
Σ(n)

)
достаточно мала. Поэтому ес-

ли изменчивость мала, то мала и шенноновская взаимная информация
между A и E для равновероятных сообщений.

Мы будем называть R достижимой скоростью для канала с пере-
хватом, если найдется последовательность кодов

(
Σ(n), M (n)

)
размера

N = 2nR таких, что
lim

n→∞
Pe

(
Σ(n),M (n)

)
= 0

и
lim

n→∞
vE

(
Σ(n)

)
= 0. (9.58)

Точная верхняя грань множества достижимых скоростей называется сек-
ретной классической пропускной способностью Cp (ΦBE) канала с пере-
хватом. Согласно (9.57), условие (9.58) влечет асимптотическое исчез-
новение взаимной информации между A и E. Можно показать, что на
самом деле эти утверждения равносильны, однако условие (9.58) более
удобно математически.

Теорема 9.4.1

Cp (ΦBE) = lim
n→∞

1
n

max
π(n),Σ(n)

[
χ

(
{π(n)

i }, {Si
B(n)}

)
− χ

(
{π(n)

i }, {Si
E(n)}

)]
,

(9.59)
где максимум берется по всем конечным наборам состояний Σ(n) ={
Si

A(n)

}
в H⊗n

A и распределениям вероятностей π(n) = {π(n)
i } (мы ис-

пользуем обозначения Si
B(n) = Φ⊗n

B

[
Si

A(n)

]
, Si

E(n) = Φ⊗n
E

[
Si

A(n)

]
).

Из соотношений (9.40), (9.56) и (9.59) вытекает важное неравенство
между квантовой и классической секретной пропускными способностями

Q (ΦB) ≤ Cp (ΦBE) .

Оно следует из того, что при вычислении Cp (ΦBE) учитываются все ан-
самбли состояний, а при вычислении Q (ΦB) – только ансамбли чистых
состояний для A. В общем случае здесь возможно строгое неравенство,
поэтому особый интерес представляет следующее утверждение.

Предложение 9.4.2 Если канал ΦB деградируемый, то

Cp (ΦBE) = Q (ΦB) = Q1 (ΦB) . (9.60)
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Доказательство. Используя равенство (9.48), имеем

χ
(
{π(n)

i }, {Si
B(n)}

)
− χ

(
{π(n)

i }, {Si
E(n)}

)

= H

(∑

i

π
(n)
i Si

B(n)

)
−H

(∑

i

π
(n)
i Si

E(n)

)

−
∑

i

π
(n)
i

[
H

(
Si

B(n)

)−H
(
Si

E(n)

)]

= Ic

(∑

i

π
(n)
i Si

A(n) , Φ
⊗n
B

)
−

∑

i

π
(n)
i Ic

(
Si

A(n) , Φ
⊗n
B

)

≤ Ic

(∑

i

π
(n)
i Si

A(n) , Φ
⊗n
B

)
,

поскольку канал Φ⊗n
B , как и ΦB , деградируем, а значит Ic

(
Si

A(n) , Φ
⊗n
B

) ≥
0. Следовательно,

max
π(n),Σ(n)

[
χ

(
{π(n)

i }, {Si
B}

)
− χ

(
{π(n)

i }, {Si
E(n)}

)]
= max

S(n)
Ic

(
S(n), Φ⊗n

B

)
,

что равно nQ1(ΦB) в силу (9.54). Подставляя в (9.59), получаем (9.60).

9.4.2 Доказательство теоремы о секретной пропускной
способности

Сначала докажем неравенство ≤ в (9.59), т. е. слабое обращение. Пусть
R – достижимая скорость, тогда используя (5.29) и границу (5.15), полу-
чаем

P̄e

(
Σ(n),M (n)

)
≥ 1− χ

({1/N}, {Si
B(n)}

)

nR
− 1

nR

= 1− χ
({1/N}, {Si

B(n)}
)− χ

({1/N}, {Si
E(n)}

)

nR

− 1 + χ
({1/N}, {Si

E(n)}
)

nR
. (9.61)

Согласно (9.57)

χ
({1/N}, {Si

E(n)}
) ≤ vE

(
Σ(n)

) [
n log dE − log vE

(
Σ(n)

)]
,

где dE = dimHE , поэтому последнее слагаемое в правой части (9.61)
стремится к нулю при n →∞; ошибка P̄e также стремится к нулю. Отсю-
да получаем 0 ≥ 1− C̄p/R, где C̄p – правая часть в (9.59), следовательно,
Cp (ΦBE) ≤ C̄p.
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Для доказательства прямого утверждения достаточно показать, что
для произвольного ансамбля {πx}, {Sx

A} и δ > 0 скорость χ ({πx}, {Sx
B})−

χ ({πx}, {Sx
E}) − δ является достижимой. Тогда достижимость скорости

C̄p− δ получается путем дополнительной группировки в блоки. Рассмот-
рим c-q канал x → Sx

B и случайный набор кодовых слов W (n) размера
N = 2n[χ({πx},{Sx

B})−cδ] с независимыми словами, имеющими распределе-
ние вероятностей

P{w = (x1, . . . , xn)} = πx1 · . . . · πxn . (9.62)

Константа c будет определена ниже. Согласно замечанию после доказа-
тельства прямого утверждения квантовой теоремы кодирования в конце
раздела 5.6, для достаточно больших n найдутся наблюдаемые M (n) в
системе B такие, что

EP̄e(W (n),M (n)) ≤ 2−nβ , β > 0.

Теперь рассмотрим новый случайный код с независимыми словами, рав-
номерно распределенными на множестве T̂n,δ сильно δ−типичных слов:

P̃ (w) =

{
1

|T̂ n,δ| , w ∈ T̂n,δ;

0, w 6 ∈T̂n,δ.

Согласно задаче 8.4.3,
∣∣∣T̂n,δ

∣∣∣ ≥ 2n[H(π)−∆n(δ)], причем limδ→0 limn→∞∆n(δ) =

0. Так как P (w) ≥ 2−n[H(π)+cδ] для w ∈ T̂n,δ, где c – константа, зависящая
от {πx} , то P̃ (w) ≤ 2n[cδ+∆n(δ)]P (w) для всех w, и, следовательно,

ẼP̄e(W (n),M (n)) ≤ 4n[cδ+∆n(δ)]2−nβ ≤ ε

для достаточно больших n, поскольку оценка (5.46) для P̄e(W (n), M (n))
включает не более двух независимых слов. Следовательно,

P̃
{

P̄e(W (n),M (n)) ≥ √
ε
}
≤ √

ε (9.63)

по неравенству Чебышева.
Пока что была дана лишь некоторая модификация случайного коди-

рования для передачи классической информации от A к B. Чтобы сде-
лать код секретным, передатчик A должен пожертвовать n [χ ({πx}, {Sx

E}) + cδ/2]
битами информации, дополнительно рандомизуя входные состояния. По-
ложим

NE = 2n[χ({πx},{Sx
E})+cδ/2], NB = 2n[χ({πx},{Sx

B})−χ({πx},{Sx
E})−3cδ/2],

так что NENB = N ; представим набор кодовых слов W (n) в виде прямо-
угольной таблицы с NB строками и NE столбцами. Тогда
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W (n) =
{
wmj ;m = 1, . . . , NB ; j = 1, . . . , NE

}
,

M (n) =
{
Mmj ;m = 1, . . . , NB ; j = 1, . . . , NE

}
.

Пусть для каждого значения m передатчик A выбирает значение j
случайным образом с равными вероятностями, что приводит к входным
состояниям

m → Sm
A(n) =

1
NE

NE∑

j=1

Swmj

A(n) ,

преобразуемым в выходные состояния Sm
B(n) для B и Sm

E(n) для E. (На-
помним, что Sw

A(n) = Sx1
A ⊗ · · · ⊗ Sxn

A для слова w = (x1, . . . , xn).) Такая
рандомизация приводит к тому, что почти вся переданная информация
оказывается скрытой для E: для каждого значения m набор кодовых
слов {

wmj ; j = 1, . . . , NE

}

с высокой вероятностью содержит почти максимально возможную ин-
формацию от A к E, при условии, что E применяет оптимальное де-
кодирование. Поэтому взаимная информация между наборами кодовых
слов с различными значениями m должна быть близка к нулю, так что
рандомизация внутри каждого набора уничтожает почти всю информа-
цию, передаваемую от A к E.

Решающим шагом в строгом обосновании этой идеи является приме-
нение следующей оценки, основанной на квантовой версии неравенства
Бернштейна, которая доказывается в следующем разделе:

Предложение 9.4.3 Пусть Swmj

E(n) ; m = 1, . . . , NB ; j = 1, . . . , NE – слу-
чайные независимые одинаково распределенные операторы плотности;
величины NB , NE определены выше. Тогда найдется число β1 > 0, та-
кое, что для достаточно больших n

P̃





∥∥∥∥∥∥
1

NE

NE∑

j=1

Swmj

E(n) − θ

∥∥∥∥∥∥
1

≥ ε



 ≤ 2−2nβ1

, (9.64)

для m = 1, . . . , NB , где θ – некоторый неслучайный оператор (в действи-
тельности можно взять θ = ẼSwmj

E(n) , но нам это не потребуется).

Из этой оценки вытекает, что

P̃
{∥∥Sm

E(n) − θ
∥∥

1
< ε; m = 1, . . . , NB

} ≥ 1−NB2−2nβ1

= 1− 2n[χ({πx},{Sx
B})+cδ/2]−2nβ1

,

то есть вероятность может быть сколь угодно близка к 1 для достаточно
больших n. Учитывая (9.63), получаем, что найдется реализация W (n) ={
wmj

}
набора кодовых слов, для которых
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P̄e(W (n),M (n)) <
√

ε;

и ∥∥Sm
E(n) − Sl

E(n)

∥∥
1

< 2ε; m, l = 1, . . . , NB . (9.65)

Определяя Σ(n) =
{
Sm

A(n) ; m = 1, . . . , NB

}
, M̃ (n) =

{
M̃m; m = 0, 1, . . . , NB

}
,

где M̃m =
∑NE

j=1 Mmj , имеем P̄e

(
Σ(n), M̃ (n)

)
≤ P̄e(W (n),M (n)) <

√
ε.

Рассуждения, аналогичные лемме 4.4.1, показывают, что можно выбрать
подкод, для которого максимальная ошибка Pe(W (n), M (n)) < 2

√
ε при

vE

(
Σ(n)

)
< ε′, где ε′ → 0 при ε → 0, что и завершает доказательство

теоремы.

Доказательство предложения 9.4.3.
Рассуждая как в разделе 5.6, рассмотрим оператор плотности

S̄π =
∑

x

πxSx
E .

Для краткости будем использовать обозначения

H(S̄π) = H(E),
∑

x

πxH(Sx
E) = H(E|A),

так что χ ({πx} , {Sx
E}) = H(E)−H(E|A).

Обозначим λj собственные значения оператора S̄π. Фиксируем ма-
лое положительное δ, и пусть P = Pn,δ – сильно типичный проек-
тор оператора плотности S̄⊗n

π , соответствующий собственным значениям
λJ = λj1 · ... · λjn , для которых последовательность J = (j1, . . . , jn) яв-
ляется сильно типичной, т. е. частоты N(j|J) появления символа j в J
удовлетворяют условию

∣∣∣∣
N(j|J)

n
− λj

∣∣∣∣ < δ, j = 1, . . . , dE ,

и N(j|J) = 0 если λj = 0 (см. определение 8.4.1). Обозначим через
λj(x) собственные значения оператора плотности Sx

E . Для кодового слова
w = (x1, . . . , xn) длины n, положим Sw = Sx1

E ⊗ · · · ⊗ Sxn

E и обозначим Pw

типичный проектор оператора Sw, соответствующий собственным значе-
ниям λJ(w) = λj1(x1) · ... · λjn(xn), для которых

∣∣∣∣
N(j, x|J,w)

n
− N(x|w)

n
λj(x)

∣∣∣∣ < δ, j = 1, . . . , dE ,

и N(j, x|J,w) = 0 если λj(x) = 0. Нам понадобятся следующие свойства,
которые являются переформулировкой соответствующих свойств типич-
ных последовательностей:
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i. Для w ∈ T̂n,δ, собственные значения оператора PwSwPw лежат
в интервале

(
2−n[H(E|A)+cδ], 2−n[H(E|A)−cδ]

)
, где c – некоторая констан-

та, зависящая от {λj(x)} (для упрощения обозначений мы использу-
ем одно и то же обозначение c для всех констант; в действительно-
сти, мы можем выбрать максимальную из всех констант). В частности,
PwSwPw ≤ 2−n[H(E|A)−cδ]Pw.

ii. Для ε1 > 0 и достаточно больших n выполняется TrPwSw ≥ 1 −
ε1. (Это является следствием закона больших чисел для распределения
вероятностей, задаваемого собственными значениями оператора Sw).

Следующее свойство является менее очевидным.
iii. Для данных ε1, δ > 0 найдется δ1 > 0 такое, что для w ∈ Tn,δ1

и достаточно больших n TrPSw ≥ 1 − ε1, где P = Pn,δ – типичный
проектор оператора S̄⊗n

π .

Доказательство. Обозначим p(k)(j) = 〈ej |Sxk

E |ej〉, где |ej〉 – собственные
векторы оператора S̄π, и заметим, что p(k)(j) = 0, если λj = 0, так как
suppSxk

E ⊂suppS̄π. Имеем

TrPn,δSw =
∑

J∈Bn,δ

p(1)(j1) · · · · · p(n)(jn)

= P

{∣∣∣∣
N(j|J)

n
− λj

∣∣∣∣ < δ, если λj > 0
}

, (9.66)

где P – распределение вероятностей, приписывающее вероятность p(1)(j1)·
· · · · p(n)(jn) последовательности J = (j1, . . . , jn), Bn,δ – множество силь-
но типичных последовательностей. Тот факт, что w ∈ Tn,δ1 выражается
аналогичными неравенствами

∣∣∣∣
N(x|w)

n
− πx

∣∣∣∣ < δ1, если πx > 0,

и N(x|w) = 0, если πx = 0, откуда следует, для λ̄j = 1
n

∑n
k=1 p(k)(j) :

∣∣λ̄j − λj

∣∣ =

∣∣∣∣∣〈ej |
[

1
n

n∑

k=1

Sxk

E − S̄π

]
|ej〉

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

x

[
N(x|w)

n
− πx

]
〈ej |Sx

E |ej〉
∣∣∣∣∣ < δ1K,

где K – количество различных символов x. Поэтому, выбирая δ1 = δ/2K,
имеем

P

{∣∣∣∣
N(j|J)

n
− λj

∣∣∣∣ < δ; если λj > 0
}

≥ P

{∣∣∣∣
N(j|J)

n
− λ̄j

∣∣∣∣ < δ/2; для всех j : λj > 0
}

≥ 1−
∑

j:λj>0

P

{∣∣∣∣
N(j|J)

n
− λ̄j

∣∣∣∣ ≥ δ/2
}

.
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Для распределения вероятностей P, случайная величина N(j|J) имеет
среднее

∑n
k=1 p(k)(j) = nλ̄j и дисперсию

∑n
k=1 p(k)(j)

(
1− p(k)(j)

) ≤ n/4.
Применяя неравенство Чебышева и используя (9.66), получаем iii.

Далее нам понадобится

Лемма 9.4.4 Для любого положительного оператора X и проектора P

‖X − PXP‖1 ≤ 3
√

TrXTr(I − P )X.

Доказательство. Согласно неравенству треугольника и свойствам сле-
довой нормы

‖X − PXP‖1 ≤ ‖(I − P )X(I − P )‖1 + 2 ‖PX(I − P )‖1 ≤ 3 ‖X(I − P )‖1 .

Пусть U унитарный оператор, такой что ‖X(I − P )‖1 = TrX(I−P )U. По
неравенству Коши - Шварца для следа (при S = I/d в (2.25))
[
Tr
√

X
√

X(I − P )U
]2

≤ TrX TrU∗(I − P )X(I − P )U = TrXTr(I − P )X,

отсюда и следует утверждение леммы.

Для упрощения обозначений в (9.64), обозначим Swmj

E(n) = Swj , где ко-
довые слова wj ; j = 1, . . . , NE , являются независимыми и равномерно
распределенными на множестве Tn,δ1 . Мы выведем соотношение (9.64),
применяя операторное неравенство типа Бернштейна (9.73), доказывае-
мое в следующем разделе, к случайным операторам

Xj = 2n[H(E|A)−δ]ΠPPwj Swj Pwj PΠ,

где Π – проектор на собственное подпространство оператора

θ′ = ẼPPwj Swj Pwj P

соответствующий собственным значениям ≥ 2−n[H(E)+3cδ/2]. По построе-
нию, 0 ≤ Xj ≤ I,

M = ẼXj = 2n[H(E|A)−cδ]Ẽ(ΠPPwj Swj Pwj PΠ) = 2n[H(E|A)−cδ]Πθ′Π

и µ = 2n[H(E|A)−H(E)−5cδ/2] = 2−n[χ({πx},{Sx
E})+5cδ/2], так что NEµ =

2−2ncδ и из (9.73) следует, что

P̃



ω :

∥∥∥∥∥∥
1

NE

NE∑

j=1

Xj (ω)−M

∥∥∥∥∥∥
1

≥ ε22n[H(E|A)−cδ]





≤ 2dn
E exp

(
−2−2ncδ ε2

2

4

)
≤ 2−2−nβ1 (9.67)
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для некоторого β1 > 0 и достаточно большого n. Здесь мы использовали,
что TrM ≤ 2n[H(E|A)−cδ]. Теперь получим (9.64) из (9.67).

Обозначая θ = Πθ′Π, имеем
∥∥∥∥∥∥

1
NE

NE∑

j=1

Swj − θ

∥∥∥∥∥∥
1

≤ 1
NE

NE∑

j=1

‖Swj − PS′wj P‖1 (9.68)

+

∥∥∥∥∥∥
1

NE

NE∑

j=1

PS′wj P − 1
NE

NE∑

j=1

ΠPS′wj PΠ

∥∥∥∥∥∥
1

(9.69)

+

∥∥∥∥∥∥
1

NE

NE∑

j=1

ΠPS′wj PΠ − θ

∥∥∥∥∥∥
1

. (9.70)

Из оценки (9.67) вытекает, что

P̃





∥∥∥∥∥∥
1

NE

NE∑

j=1

ΠPS′wj PΠ − θ

∥∥∥∥∥∥
1

≤ ε2



 > 1− 2−2−nβ1

.

Неравенство ∥∥∥∥∥∥
1

NE

NE∑

j=1

ΠPS′wj PΠ − θ

∥∥∥∥∥∥
1

≤ ε2 (9.71)

дает оценку слагаемого (9.70).
Для слагаемого (9.68) используем неравенство треугольника

‖Swj − PS′wj P‖1 ≤ ‖Swj − Pwj S′wj Pwj‖1 + ‖S′wj − PS′wj P‖1 .

Первое слагаемое в правой части можно сделать малым для достаточно
больших n (согласно свойству ii. и лемме 9.4.4). Далее отметим, что для
wj ∈ Tn,δ1

TrPS′wj = TrS′wj−Tr(I−P )S′wj ≥ TrPwj Swj−Tr(I−P )Swj ≥ 1−2ε1 (9.72)

в силу ii. и iii. Применяя лемму, мы можем сделать второе слагаемое в
правой части малым для достаточно больших n.

Слагаемое (9.69) имеет вид ‖S −ΠSΠ‖1 , поэтому для доказатель-
ства его близости к нулю, согласно лемме 9.4.4 достаточно доказать, что
величина

TrΠS = Tr
1

NE

NE∑

j=1

ΠPS′wj PΠ

близка к 1. Но в соответствии с (9.71), это выражение не меньше, чем
Trθ− ε2 = TrΠθ′ − ε2. Теперь заметим, что TrΠθ′ = Trθ′ −Tr(I −Π)θ′ ≥
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Trθ′−2−ncδ/2, так как Tr(I−Π)θ′ является суммой собственных значений
θ′, которые не превосходят 2−n[H(E)+3cδ/2], тогда как общее количество
положительных собственных значений, не превосходит dim suppθ′ ≤ dim
suppP = 2n[H(E)+cδ]. Остается доказать, что Trθ′ близко к 1. Мы знаем,
что θ′ = ẼPS′wj P и Trθ′ = ẼTrPS′wj ≥ 1 − 2ε1 в силу (9.72). Это озна-
чает, что при заданном ε можно выбрать ε1, ε2 такими, что (9.64) будет
выполнено для достаточно большого n.

9.4.3 Большие уклонения для случайных операторов

Теорема 9.4.5 (Операторное неравенство типа Бернштейна) Пусть
X1 (ω) , . . . , XN (ω) – независимые одинаково распределенные операторно-
значные случайные величины в H, dimH = d, такие что 0 ≤ Xi (ω) ≤ I,
M = EXi ≥ µI, где 0 < µ ≤ 1

2 . Тогда для 0 ≤ ε ≤ 1,

P



ω :

∥∥∥∥∥∥
1
N

N∑

j=1

Xj (ω)−M

∥∥∥∥∥∥
1

≥ εTr M



 ≤ 2d exp

(
−Nµε2

4

)
. (9.73)

Доказательство. Доказательство состоит из нескольких шагов. Снача-
ла докажем операторное обобщение неравенства Маркова: пусть X – эр-
митова операторно-значная случайная величина, t > 0, тогда

P {ω : X (ω) � 0} ≤ TrE exp tX,

где {ω : X (ω) � 0} = {ω : X (ω) ≤ 0}c
. Действительно,

P {ω : X (ω) � 0} = P {ω : exp tX (ω) � I}
≤ E1{exp tX�I}Tr exp tX

≤ Tr E exp tX,

где первое неравенство вытекает из того, что 0 ≤ y � I влечет 1 ≤ Tr y.

Во-вторых, обозначая X (ω) =
∑N

i=1 Xi (ω) , где Xi – независимые оди-
наково распределенные эрмитово операторно-значные случайные вели-
чины, получаем

P

{
ω :

N∑

i=1

Xi (ω) � 0

}
≤ TrE exp

(
t

N∑

i=1

Xi

)

≤ E Tr exp

(
t

N−1∑

i=1

Xi

)
exp tXN

= TrE exp

(
t

N−1∑

i=1

Xi

)
E exp tXN ,
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где использовано неравенство Голдена-Томпсона

Tr exp (A + B) ≤ Tr exp A expB.

Согласно неравенству 1.18, это не превосходит

TrE exp

(
t

N−1∑

i=1

Xi

)
‖E exp tXN‖ .

Применяя эту оценку последовательно, получаем

P

{
ω :

N∑

i=1

Xi (ω) � 0

}
≤ d ‖E exp tXi‖N

. (9.74)

В-третьих, пусть X1 (ω) , . . . , XN (ω) – независимые операторно-значные
случайные величины, такие что 0 ≤ Xi (ω) ≤ I, EXi = µI, и 0 ≤ µ ≤ a ≤
1, тогда

P

{
ω :

1
N

N∑

i=1

Xi (ω) � aI

}
≤ d exp (−Nh(a; µ)) , (9.75)

где h(a;µ) = a ln a
µ + (1− a) ln 1−a

1−µ . Действительно, используя (9.74) для
величин Xi (ω)− aI, получаем

P

{
ω :

1
N

N∑

i=1

Xi (ω) � aI

}
≤ d ‖E exp tXi‖N exp (−atN) .

Однако exp tx ≤ 1 + x (exp t− 1) для x ∈ [0, 1]; следовательно, exp tXi ≤
I + Xi (exp t− 1) , и правая часть не превосходит

d [1 + µ (exp t− 1)]N exp (−atN) .

Полагая exp t = a
µ

1−µ
1−a ≥ 1, получаем величину в правой части (9.75).

Аналогично, для 0 ≤ a ≤ µ ≤ 1,

P

{
ω :

1
N

N∑

i=1

Xi (ω) � aI

}
≤ d exp (−Nh(a; µ)) . (9.76)

Заметим, что h(µ;µ) = 0, ∂
∂ah(a; µ)|µ=a = 0, ∂2

∂2ah(a; µ) = 1
a(1−a) . Отсю-

да следует, что

∂2

∂2ε
h(µ (1± ε) ; µ) =

µ

(1± ε) (1− µ (1± ε))
≥ µ

2
,

если µ ≤ 1
2 , |ε| ≤ 1, следовательно,
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h(µ (1± ε) ; µ) ≥ µε2

4
. (9.77)

Наконец, пусть Xi (ω) удовлетворяют условиям теоремы 9.4.5. Рас-
смотрим операторные случайные величины Yi (ω) = µM−1/2Xi (ω)M−1/2,
так что 0 ≤ Yi (ω) ≤ I и EYi = µI. Имеем

{
ω :

∥∥∥∥∥
1
N

N∑

i=1

Xi (ω)−M

∥∥∥∥∥
1

< ε TrM

}

⊇
{

ω : (1− ε)M ≤ 1
N

N∑

i=1

Xi (ω) ≤ (1 + ε)M

}

=

{
ω : (1− ε)µ ≤ 1

N

N∑

i=1

Yi (ω) ≤ (1 + ε)µ

}

=

{
ω : (1− ε)µ ≤ 1

N

N∑

i=1

Yi (ω)

}
∩

{
ω :

1
N

N∑

i=1

Yi (ω) ≤ (1 + ε)µ

}
.

Беря дополнения и применяя оценки (9.75), (9.76) вместе с (9.77), полу-
чаем (9.73).

9.4.4 Прямая теорема кодирования для квантовой пропускной
способности

Доказательство неравенства Q(Φ) ≥ Q(Φ) будет основано на “когерент-
ной” версии доказательства для классической секретной пропускной спо-
собности, т. е. на версии, использующей то же случайное кодирование,
однако с заменой смесей состояний их суперпозициями. Достаточно до-
казать, что для данного входного состояния S величина R = Ic(S, Φ)− δ
является достижимой скоростью; достижимость величины Q(Φ)−δ тогда
доказывается применением тех же рассуждений к каналу Φ⊗n и после-
дующим переходом к пределу n → ∞. В этом разделе мы покажем, как
следует строить кодирующие и декодирующие каналы, чтобы выполня-
лось

Fe

(
S̄(n),D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n)

)
→ 1, (9.78)

где S̄(n) – хаотическое состояние в H(n), dn = dimH(n) = 2nR. Приме-
няя рассуждения, следующие за определением 9.3.1, получаем, что ско-
рость R является достижимой для асимптотически безошибочной пере-
дачи квантовой информации.

Для канала Φ рассмотрим представление Стайнспринга (6.8) (теорема
6.2.1), а именно

Φ [S] = TrE V SV ∗,
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где V – изометричное отображение входного пространства HA в тен-
зорное произведение HB ⊗ HE выходного пространства и пространства
окружения.

Рассмотрим спектральное разложение S =
∑

x πxSx
A, где Sx

A = |φx〉A〈φx|,
и {|φx〉A} – ортонормированный базис. Обозначим |φ′x〉BE = V |φx〉A
векторы выходных состояний составной системы BE. Тогда состояния
систем B и E равны, соответственно, Sx

B = TrE |φ′x〉BE〈φ′x| и Sx
E =

TrB |φ′x〉BE〈φ′x|. Напомним, что согласно (9.56)

Ic (S, Φ) = χ ({πx}, {Sx
B})− χ ({πx}, {Sx

E}) . (9.79)

Нашей целью является построение последовательности пространствH(n),
таких что dimH(n) = 2nR, R = Ic (S, Φ)−δ, а также соответствующих ко-
дирований и декодирований, для которых выполняется (9.78).

Рассмотрим блочный канал Φ⊗n и набор кодовых слов

W (n) =
{
wmj ; m = 1, . . . , NB ; j = 1, . . . , NE

}
,

используемый в конструкции секретного кода, с соответствующим раз-
ложением единицы M (n) = {Mmj} в H⊗n

B , такие что

Pe(W (n),M (n)) ≡ max
mj

(
1− TrSmj

B(n)Mmj

)
< ε, (9.80)

где Smj
B(n) = Sx1

B ⊗ · · · ⊗ Sxn

B , если wmj = (x1, . . . , xn) ,

∥∥∥∥∥∥
1

NE

NE∑

j=1

Smj
E(n) − θ

∥∥∥∥∥∥
1

<
√

ε; m = 1, . . . , NB . (9.81)

Введем пространствоH(n) с ортонормированным базисом {|m〉; m = 1, . . . , NB} ,
где

NB = 2n[χ({πx},{Sx
B})−χ({πx},{Sx

B})−δ] = 2n[Ic(S,Φ)−δ],

и зададим кодирующий канал E(n) следующим изометрическим отобра-
жением H(n) в H⊗n

A :

|m〉 → 1√
NE

NE∑

j=1

eiαmj |φmj〉A,

где |φmj〉A = |φx1〉A⊗ · · ·⊗ |φxn〉A, если wmj = (x1, . . . , xn) , и {αmj} =α –
набор фаз, которые будут выбраны позднее. Изометричность этого отоб-
ражения вытекает из того, что {|φmj〉A} – ортонормированная система,
потому что она построена из ортонормированных векторов |φx〉A.

Это и есть то, что называется когерентной версией секретного кода
для классической информации. Действие кодирующего канала на вторые
компоненты максимально сцепленного вектора (9.42) дает вектор
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1√
NB

NB∑
m=1

|m〉 ⊗

 1√

NE

NE∑

j=1

eiαmj |φmj〉A.




Кодирующее отображение с последующим действием канала Φ⊗n дает

|m〉 → 1√
NB

NB∑
m=1

|m〉 ⊗

 1√

NE

NE∑

j=1

eiαmj |φ′mj〉BE


 ,

где векторы |φ′mj〉BE = V |φmj〉A вновь образуют ортонормированную си-
стему. Заметим, что Smj

B(n) = TrE |φ′mj〉BE〈φ′mj |, Smj
E(n) = TrB |φ′mj〉BE〈φ′mj |,

где для упрощения записи мы обозначаем через TrE частичный след по
пространству H⊗n

E и т. д.
Для построения декодирующего отображения D(n) мы сначала ис-

пользуем наблюдаемую M (n) = {Mmj}, которая дает значения mj с
асимптотически исчезающей ошибкой. Согласно описанию процесса из-
мерения, приводящему к соотношению (6.34), мы имеем: вспомогатель-
ную системуH(n)

0 = H(n)⊗H(n)
1 с базисом {|m〉 ⊗ |j〉1} , единичный вектор

|ψ0〉 ∈ H(n)
0 и унитарный оператор U в H⊗n

B ⊗H(n)
0 такие, что

Mmj = Tr0 (IB(n) ⊗ |ψ0〉〈ψ0|) U∗ (IB(n) ⊗ |mj〉0〈mj|) U,

где используется обозначение |mj〉0 = |m〉 ⊗ |j〉1. Определяя

|ψmj〉BE0 = (IE(n) ⊗ U)
(|φ′mj〉BE ⊗ |ψ0〉

)
,

получаем следующий вектор состояния системы H(n)⊗H⊗n
B ⊗H⊗n

E ⊗H(n)
0

|Υ (α)〉 =
1√
NB

NB∑
m=1

|m〉 ⊗

 1√

NE

NE∑

j=1

eiαmj |ψmj〉BE0


 ,

как результат действия на максимально сцепленный вектор компози-
ции кодирующего канала, блочного канала и, наконец, измерения. Здесь
{|ψmj〉BE0} вновь является ортонормированной системой. Соотношение
(9.80) означает, что проекции векторов этой системы на H(n)

0 близки к
{|mj〉0} , а именно,

0〈mj| (TrBE |ψmj〉BE0〈ψmj |) |mj〉0 > 1− ε для всех mj.

Из следующей леммы вытекает, что найдутся единичные векторы
|χmj〉BE ∈ H⊗n

B ⊗ H⊗n
E , такие что для |ψ̃mj〉BE0 = |χmj〉BE ⊗ |mj〉0 вы-

полняется ∣∣∣BE0〈ψmj |ψ̃mj〉BE0

∣∣∣
2

> 1− ε. (9.82)
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Лемма 9.4.6 Пусть |ϕ〉0 ∈ H0, |ψ〉 ∈ H0 ⊗ H – единичные векторы,
тогда

0〈ϕ| (TrH |ψ〉〈ψ|) |ϕ〉0 = max
χ
|〈ψ|(|ϕ〉0 ⊗ |χ〉)|2 , (9.83)

где максимум берется по всем единичным векторам |χ〉 ∈ H.

Доказательство. Фиксируя ортонормированный базис {|ej〉} в H, имеем
|χ〉 =

∑
j cj |ej〉 с

∑
j |cj |2 = 1 и

|〈ψ|(|ϕ〉0 ⊗ |χ〉)|2 =

∣∣∣∣∣∣
∑

j

cj〈ψ|(|ϕ〉0 ⊗ |ej〉)
∣∣∣∣∣∣

2

.

Максимизируя по cj , получаем (9.83).

Заметим, что
{
|ψ̃mj〉BE0

}
также является ортонормированной систе-

мой, аппроксимирующей систему {|ψmj〉BE0} в смысле (9.82). Определяя
вектор

|Γ (α)〉 =
1√
NB

NB∑
m=1

|m〉 ⊗

 1√

NE

NE∑

j=1

eiαmj |ψ̃mj〉BE0


 ,

имеем
∫

. . .

∫
〈Υ (α)|Γ (α + α′)〉dµ(α) =

1
NBNE

NB∑
m=1

NE∑

j=1

eiα′mj
BE0〈ψmj |ψ̃mj〉BE0,

где dµ(α) – равномерное распределение. Всегда можно выбрать набор
фаз α′ =

{
α′mj

}
таким образом, что правая часть будет равна

1
NBNE

NB∑
m=1

NE∑

j=1

∣∣∣BE0〈ψmj |ψ̃mj〉BE0

∣∣∣ >
√

1− ε

согласно (9.82). Следовательно, найдется α, такое что <〈Υ (α)|Γ (α + α′)〉 >√
1− ε. Вводя дополнительную общую фазу в α′mj , всегда можно сделать

скалярное произведение положительным, так что

〈Υ (α)|Γ (α + α′)〉 >
√

1− ε. (9.84)

В декодирующий канал следует добавить еще одно преобразование,
которое приведет систему E в состояние, почти не зависящее от m. Чтобы
добиться этого, заметим, что комбинация (9.82) с (9.17) дает

∥∥∥|ψmj〉BE0〈ψmj | − |ψ̃mj〉BE0〈ψ̃mj |
∥∥∥

1
< 2

√
ε. (9.85)
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Теперь заметим, что Smj
E(n) = TrB0 |ψmj〉BE0〈ψmj | и обозначим

S̃mj
E(n) = TrB0 |ψ̃mj〉BE0〈ψ̃mj | = TrB |χmj〉BE〈χmj |.

Тогда из (9.85) и задачи 9.3.1 вытекает
∥∥∥Smj

E(n) − S̃mj
E(n)

∥∥∥
1

< 2
√

ε, (9.86)

что в сочетании с (9.81) дает
∥∥∥∥∥∥

1
NE

NE∑

j=1

S̃mj
E(n) − θ

∥∥∥∥∥∥
1

< O
(√

ε
)
; m = 1, . . . , NB . (9.87)

Рассмотрим векторы

|ϕm〉BE1 =
1√
NE

NE∑

j=1

ei(αmj+α′mj)|χmj〉BE ⊗ |j〉1,

являющиеся очищениями состояний 1
NE

∑NE

j=1 S̃mj
E(n) . Пусть |φθ〉 ∈ H⊗n

B ⊗
H⊗n

E ⊗H(n)
1 – очищение состояния θ, тогда из (9.87) следует, что найдутся

унитарные операторы Wm в H⊗n
B ⊗H(n)

1 , такие что
∣∣∣BE1〈φθ|

(
IH⊗n

E
⊗Wm

)
ϕm〉BE1

∣∣∣ > 1−O (ε) для всех m. (9.88)

Это вытекает из неравенства (9.33): если два состояния близки в следо-
вой норме, то найдутся очищения этих состояний, для которых точность
воспроизведения близка к 1.

Определяя “контролируемый унитарный оператор”

W =
NB∑

m=1

eiβmWm ⊗ |m〉〈m|

в H⊗n
B ⊗H(n)

0 , где βm – фазы, которые будут подобраны ниже, получаем
(
IH⊗n

E
⊗W

)
(|ϕm〉BE1 ⊗ |m〉) = eiβm

(
IH⊗n

E
⊗Wm

)
|ϕm〉BE1 ⊗ |m〉,

следовательно, (
IH(n) ⊗ IH⊗n

E
⊗W

)
|Γ (α + α′)〉

=
1√
NB

NB∑
m=1

|m〉 ⊗ |m〉 ⊗ eiβm

(
IH⊗n

E
⊗Wm

)
|ϕm〉BE1.

Обозначая |Ω(n)〉 = 1√
NB

∑NB

m=1 |m〉 ⊗ |m〉 максимально сцепленный век-
тор в H(n) ⊗H(n), имеем
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(
〈Ω(n)| ⊗ 〈φθ|

)(
IH(n) ⊗ IH⊗n

E
⊗W

)
|Γ (α + α′)〉

=
1

NB

NB∑
m=1

eiβm〈φθ|
(
IH⊗n

E
⊗Wm

)
|ϕm〉BE1,

что может быть сделано равным

1
NB

NB∑
m=1

∣∣∣〈φθ|
(
IH⊗n

E
⊗Wm

)
|ϕm〉BE1

∣∣∣

при соответствующем выборе фаз βm. Последнее выражение больше, чем
1−O (ε) согласно оценке (9.88). Сравнивая это с (9.84), получаем

(
〈Ω(n)| ⊗ 〈φθ|

)(
IH(n) ⊗ IH⊗n

E
⊗W

)
|Υ (α)〉 > 1−O(ε),

что следует из неравенства треугольника (9.31).
Вводя оператор плотности

S′ = TrBE1

(
IH(n) ⊗ I H⊗n

E
⊗W

)
|Υ (α)〉〈Υ (α)|

(
IH(n) ⊗ IH⊗n

E
⊗W

)

в H(n) ⊗H(n), имеем

F
(
|Ω(n)〉〈Ω(n)|, S′

)
≡ 〈Ω(n)|S′|Ω(n)〉 (9.89)

≥
∣∣∣
(
〈Ω(n)| ⊗ 〈φθ|

) (
IH(n) ⊗ IH⊗n

E
⊗W

)
|Υ (α)〉

∣∣∣
2

> 1−O(ε).

С другой стороны,

S′ =
(
IdH(n) ⊗D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n)

) [
|Ω(n)〉〈Ω(n)|

]
,

где декодирующий канал D(n) определяется как

D(n) [SB(n) ] = TrB1 WU (SB(n) ⊗ |ψ0〉〈ψ0|)U∗W ∗

(напомним, что |ψ0〉 ∈ H(n)
0 = H(n) ⊗ H(n)

1 ). Тогда неравенство (9.89)
означает то же, что и

Fe

(
S̄(n),D(n) ◦ Φ⊗n ◦ E(n)

)
> 1−O(ε),

и утверждение (9.78) доказано.
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9.5 Комментарии

1. Примеры квантовых кодов, исправляющих ошибки, были построены
независимо в работах Шора [68] и Стина [148]. Многие авторы сделали
вклад в последующее развитие теории, фрагменты которой представле-
ны в этой главе, см. обзор в книге Нильсена и Чанга [22]. Необходимые и
достаточные условия исправления ошибок в теореме 9.1.1 были предло-
жены Книллом и Лафламмом [116]. Проверку утверждения задачи 9.1.1
см. в [22], п. 10.2.

Возможность исправления ошибок является принципиальной для про-
блемы создания квантового компьютера, см. Валиев и Кокин [2]. Была
предложена архитектура квантового компьютера, исправляющего ошиб-
ки не только в квантовой памяти, но и в самой схеме, исправляющей
ошибки, при условии, что вероятность ошибки не превосходит некоторо-
го порогового значения. По поводу квантовых вычислений, устойчивых
к ошибкам, см. Китаев [11], Стин [148].

На роль когерентной информации в точном исправлении ошибок ука-
зано Барнумом, Нильсеном и Шумахером [56].

2. Соотношения между мерами точности исследовались Барнумом,
Нильсеном и Шумахером [56] а также Вернером и Кречманом [118]. Точ-
ность воспроизведения для произвольных состояний исследовалась Уль-
маном [150]. Лемма 9.2.3 доказана в работе Холево [32].

3. Теорема кодирования для квантовой пропускной способности бы-
ла впервые сформулирована Ллойдом [127] в виде Q(Φ) = maxS Ic(S, Φ),
но затем было показано, что величина Q̄n может быть строго суперад-
дитивна (Ди Винченцо, Шор и Смолин [80], Смит и Смолин [147]), сле-
довательно, использование регуляризованного предельного выражения в
(9.40) в общем случае действительно необходимо.

Неравенство Q(Φ) ≤ Q(Φ) (т. е. обращение теоремы кодирования) бы-
ло доказано Барнумом, Нильсеном и Шумахером [56], Барнумом, Книл-
лом и Нильсеном [55]. Дополнительные аргументы в пользу эвристиче-
ского подхода Ллойда – использования случайных подпространств – бы-
ли приведеныШором. Доказательство, основанное на этом подходе, было
дано впоследствии Хайденом [95].

Соотношение (9.56) получено Шумахером и Вестморлендом [137], ко-
торые, основываясь на идеях классической теории информации [51], свя-
зали “секретность” передачи классической информации через квантовый
канал Φ с величиной χ ({πx}, {Sx

B})− χ ({πx}, {Sx
E}) .

Понятие деградируемого канала введено в работе Деветака и Шора
[79], где было показано, что квантовая пропускная способность дегради-
руемого канала дается однобуквенным выражением Q(Φ) = maxS Ic(S,Φ).
Это напоминает понятие “ухудшенного” (stochastically degraded) канала
[72] для классических широковещательных каналов, причем роль второго
приемника играет окружение. Для таких каналов в теории информации
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получено однобуквенное выражение для области пропускных способно-
стей. Анти-деградируемые каналы рассматривались Карузо, Джованнет-
ти и Холево [69]. Следствие 9.3.1 получено в работе Кубитта, Рускаи и
Смита [73].

4.Полное доказательство прямой теоремы кодирования
(
Q(Φ) ≥ Q(Φ)

)
дал Деветак [78]. Оно основано на идее, связанной с соотношением меж-
ду квантовой и секретной классической пропускными способностями, см.
(9.56). Именно это доказательство (а также более простое доказательство
обратного утверждения) излагается нами (с несколькими упрощениями).
Оценка вероятностей больших уклонений типа Бернштейна, использую-
щая операторную версию (9.75) неравенства Хеффдинга ([98], теорема
1), принадлежит Винтеру [157]. Другое доказательство, основанное на
методе случайных подпространств, идейно близком к первоначальным
соображениям Ллойда, дано Хайденом, Шором и Винтером [96].

Как уже отмечалось, квантовый канал характеризуется целым спек-
тром пропускных способностей. Помимо величин C, Cχ, Cea, Cp, Q, по-
дробно рассмотренных в настоящей книге, в квантовой теории инфор-
мации изучаются классическая и квантовая пропускные способности с
обратной связью (обозначаемые, соответственно, Cb, Qb), а также клас-
сическая и квантовая пропускные способности с дополнительным неза-
висимым классическим двусторонним каналом (соответственно, C2, Q2).
Отметим, что в классическом случае C = Cb = C2 = CShan и шеннонов-
ская пропускная способность остается единственной характеристикой.
Для квантового канала имеет место следующая иерархия

Cχ ≤ Cb ≤ C2 ≤ Cea

VI VI VI VI
Q ≤ Qb ≤ Q2 ≤ Qea

,

где ≤ следует понимать как “меньше или равно для всех каналов и строго
меньше для некоторых”, см. Беннет, Деветак,Шор, Смолин [59]. Известно
также, что Cea = 2Qea и для ряда остальных пар возможны неравенства
как в ту, так и в другую стороны. Далее, оказывается возможным постро-
ить так называемый “материнский” протокол передачи через квантовый
канал, который при использовании различных частных дополнительных
ресурсов (таких, например, как обратная связь либо сцепленность) позво-
ляет реализовать всевозможные способы передачи, включая упомянутые
выше [49].



10. Каналы с ограничениями на входе

Одним из главных вопросов, мотивировавших появление квантовой тео-
рии информации, был вопрос о пропускной способности оптического
квантового канала с ограничением на среднюю энергию входного сиг-
нала. С математической точки зрения, необходимость введения ограни-
чений возникает, когда квантовая система, несущая информацию, опи-
сывается бесконечномерным гильбертовым пространством, что влечет
необходимость использования неограниченных операторов с присущими
усложнениями. Важный класс таких систем, иногда называемых систе-
мами с “непрерывными переменными”, а также каналов, называемых (бо-
зонными) гауссовскими, будет рассмотрен в следующей главе. Одной из
конечных целей настоящей главы является получение общих выражений
для пропускных способностей бесконечномерных каналов с ограничения-
ми на входе, удобных для использования в случае квантовых гауссовских
каналов с ограничением на среднюю энергию сигнала.

Особенностью бесконечномерного случая является разрывность и неогра-
ниченность энтропии квантовых состояний, что заставляет уделить се-
рьезное внимание изучению непрерывности энтропийных характеристик.
Другой характерной чертой является естественное появление “непрерыв-
ных”ансамблей, которые описываются вероятностными мерами на мно-
жестве квантовых состояний. Различные характеристики квантового ка-
нала, такие как пропускная способность, выражаются в виде точных
верхних, либо нижних, граней функционалов на множестве обобщенных
ансамблей, удовлетворяющих соответствующему ограничению. Эти точ-
ные грани оказываются достижимыми при выполнении определенных
условий, а именно – непрерывности рассматриваемой характеристики и
компактности множества, определяемого ограничением. Эти две матема-
тические проблемы и составляют основной предмет настоящей главы.

10.1 О сходимости квантовых состояний

Всюду далее H – сепарабельное гильбертово пространство. Линейный
оператор A в пространстве H называется ограниченным, если он отобра-
жает единичный шар в ограниченное по норме подмножество простран-
стваH. Многие определения главы 2 переносятся на ограниченные опера-
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торы; там, где необходимы модификации, будут даны соответствующие
пояснения. Так, норма оператора ‖A‖ определяется выражением (1.16),
в котором максимум следует заменить на супремум. Оператор A ограни-
чен тогда и только тогда, когда ‖A‖ < ∞. Множество всех ограниченных
операторов образует банахову алгебру B(H). Следовая (ядерная) норма
‖T‖1 определяется выражением (1.14), и множество ограниченных опе-
раторов, для которых ‖T‖1 < ∞, образует банахово пространство T(H)
ядерных операторов. Для любых операторов T ∈ T(H), A ∈ B(H) имеет
место неравенство

|TrTA| ≤ ‖T‖1‖A‖; (10.1)

банахово пространство B(H) является сопряженным к T(H), т. е. любой
непрерывный линейный функционал на T(H) имеет вид T → Tr TA при
некотором A ∈ B(H), а его норма равна ‖A‖. Заметим также, что

‖A‖ ≤ ‖A‖1 (10.2)

и что T(H) является собственным подпространством B(H).
Оператором плотности (состоянием) называется положительный

ядерный оператор с единичным следом (ср. определение 2.1.1). Про-
странство состояний S(H) – замкнутое выпуклое подмножество бана-
хова пространства T(H), которое является полным сепарабельным мет-
рическим пространством с метрикой, определяемой следовой нормой:
ρ(S1, S2) = ‖S1 − S2‖1.

Последовательность ограниченных операторов {An} в H сходится
слабо к оператору A, если limn→∞〈ψ|An|φ〉 → 〈ψ|A|φ〉 для всех φ, ψ ∈ H.
Хотя в пространстве T(H) такая сходимость слабее сходимости по следо-
вой норме, на подмножестве S(H) эти два вида сходимости оказываются
эквивалентными.

Лемма 10.1.1 Пусть {Sn} – последовательность операторов плотно-
сти в H, слабо сходящаяся к оператору плотности S, тогда ‖Sn−S‖1 →
0.

Доказательство. Для любого конечномерного проектора P

‖Sn − S‖1 ≤ ‖P (Sn − S)P‖1 + 2 ‖PSn(I − P )‖1 + 2 ‖PS(I − P )‖1
+ ‖(I − P )Sn(I − P )‖1 + ‖(I − P )S(I − P )‖1 .

Первое слагаемое в правой части стремится к нулю при любом выборе
проектора P, поскольку PSnP → PSP в силу слабой сходимости и экви-
валентности всех видов сходимости в конечномерном случае. Для двух
последних слагаемых имеем

‖(I − P )S(I − P )‖1 = Tr(I − P )S(I − P ) = Tr(I − P )S = 1− TrPS,

что можно сделать сколь угодно малым путем выбора проектора P, и
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‖(I − P )Sn(I − P )‖1 = 1− TrPSn → 1− TrPS

в силу слабой сходимости. Среднее слагаемое можно оценить следующим
образом:

‖PSn(I − P )‖1 = TrU∗PSn(I − P ) = TrU∗P
√

Sn

√
Sn(I − P ),

где U – унитарный оператор из полярного разложения оператора PSn(I−
P ). В силу операторного неравенства Коши-Буняковского для следа име-
ем

TrU∗P
√

Sn

√
Sn(I − P ) ≤

√
TrU∗P

√
Sn

√
SnPU

√
Tr(I − P )

√
Sn

√
Sn(I − P )

=
√

TrPSn

√
1− TrPSn →

√
TrPS

√
1− TrPS

что также можно сделать сколь угодно малым путем выбора проектора
P.

В дальнейшем, говоря о сходимости состояний, мы будем иметь в виду
сходимость, о которой идет речь в этой лемме.

Теорема 10.1.2 Замкнутое по следовой норме подмножество K мно-
жества состояний S(H) компактно тогда и только тогда, когда для
любого ε > 0 найдется конечномерный проектор Pε такой, что TrPεS >
1− ε для всех S ∈ K.

Доказательство. Пусть K – компактное подмножество S(H). Предполо-
жим, что найдется ε > 0 такое, что для любого конечномерного проекто-
ра P существует состояние S ∈ K, для которого TrPS ≤ 1−ε. Пусть {Pn}
– монотонно возрастающая последовательность конечномерных проекто-
ров в H, слабо сходящаяся к единичному оператору I, и пусть Sn – соот-
ветствующая последовательность состояний из K. В силу компактности
множества K найдется ее подпоследовательность {Snk

}, сходящаяся к
состоянию S0 ∈ K. По построению TrPnl

Snk
≤ TrPnk

Snk
≤ 1 − ε при

k > l. Следовательно,

TrS0 = lim
l→+∞

TrPnl
S0 = lim

l→+∞
lim

k→+∞
TrPnl

Snk
≤ 1− ε,

что противоречит тому, что S0 ∈ K ⊆ S(H).
Обратно, пусть K – замкнутое подмножество множества S(H), удо-

влетворяющее условию теоремы, и пусть {Sn} – произвольная последо-
вательность из K. Поскольку единичный шар в B(H) слабо компактен,
найдется подпоследовательность {Snk

}, слабо сходящаяся к ограничен-
ному положительному оператору S0. Имеем

TrS0 ≤ lim inf
k→∞

TrSnk
= 1,
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поэтому для доказательства того, что S0 – состояние, достаточно уста-
новить, что TrS0 ≥ 1. Пусть ε > 0 и Pε – соответствующий проектор.
Имеем

TrS0 ≥ TrPεS0 = lim
k→∞

TrPεSnk
> 1− ε,

где равенство следует из конечномерности проектора Pε. Таким образом,
S0 имеет единичный след и является состоянием. Лемма 10.1.1 влечет
сходимость подпоследовательности {Snk

} к состоянию S0 по следовой
норме. Поэтому множество K компактно в топологии следовой нормы.

Далее нам потребуется следующая частичная бесконечномерная вер-
сия спектрального разложения (1.5). Пусть {|ej〉} – ортонормированный
базис в H, {fj} – последовательность вещественных чисел, ограниченная
снизу, тогда формула

F |ψ〉 =
∑

j

fj |ej〉〈ej |ψ〉 (10.3)

определяет самосопряженный полуограниченный снизу (см. раздел 10.8)
оператор F на плотной области

D(F ) = {ψ :
∑

j

|fj |2|〈ej |ψ〉|2 < ∞}, (10.4)

для которого |ej〉 являются собственными векторами, а fj – собственны-
ми числами.

Определение 10.1.1 Оператор с областью определения (10.4), дей-
ствующий по формуле (10.3), будем называть оператором типа F.

В приложениях F является оператором энергии (системы осциллято-
ров). В этой связи важную роль будет играть оператор exp (−θF ) , θ > 0,
который определяется соотношением

exp (−θF ) |ψ〉 =
∑

j

exp (−θfj) |ej〉〈ej |ψ〉, (10.5)

который является ограниченным положительным оператором типа F.
Пусть F – оператор типа F. Для произвольного оператора плотности

S определим математическое ожидание

TrSF =
∞∑

j=1

fj〈ej |S|ej〉 ≤ +∞. (10.6)

Лемма 10.1.3 Функционал S → TrSF является аффинным и полуне-
прерывным снизу на множестве S(H).
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Доказательство. Аффинность очевидна; далее используем полунепре-
рывность снизу точной верхней грани семейства непрерывных функций.
Имеем

TrSF = sup
n

n∑

j=1

fj〈ej |S|ej〉,

где все конечные суммы непрерывны.

Лемма 10.1.4 Пусть спектр оператора F типа F состоит из соб-
ственных значений fn конечной кратности и limn→∞ fn = +∞, тогда
множество

SE = {S : TrSF ≤ E} (10.7)

компактно.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что после-
довательность fn монотонно возрастает. Пусть Pn – конечномерный про-
ектор на собственное подпространство, соответствующее первым n соб-
ственным значениям, тогда Pn ↑ I. Множество SE замкнуто, поскольку
TrSF ≤ lim infN→∞ TrSNF для любой последовательности {SN}, сходя-
щейся к S, в силу леммы 10.1.3. Поскольку fn+1(I − Pn) ≤ F, имеем
TrS(I − Pn) ≤ f−1

n+1TrSF ≤ f−1
n+1E < ε для достаточно больших n и для

всех S ∈ SE . В силу критерия компактности множество SE компакт-
но.

В приложениях, где F является оператором энергии системы осцил-
ляторов, полученный результат означает компактность подмножества
квантовых состояний с ограниченной средней энергией.

10.2 Квантовая энтропия и относительная энтропия

Энтропия H(S) квантового состояния S по-прежнему определяется фор-
мулой (5.7), однако в бесконечномерном случае она может принимать
значение +∞. Относительная энтропия корректно определяется фор-
мулой (7.2). Большинство свойств, полученных в главе 4.1, обобщается
на бесконечномерный случай, однако вместо непрерывности имеет место
лишь полунепрерывность снизу.

Теорема 10.2.1 Квантовая энтропия и относительная энтропия по-
лунепрерывны снизу на множестве состояний S(H): пусть {Sn} (со-
ответственно {S′n}) – последовательность операторов плотности в
H, сходящаяся к оператору плотности S (соответственно S′), тогда
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H(S) ≤ lim inf
n→∞

H(Sn),

H(S; S′) ≤ lim inf
n→∞

H(Sn; S′n).

Доказательство. В силу неравенства (10.2) имеем ‖Sn − S‖ → 0. Функ-
ция η(x) = −x log x непрерывна на интервале [0, 1] , следовательно ‖η(Sn)− η(S)‖ →
0. Действительно, функцию η(x) можно приблизить многочленами рав-
номерно на [0, 1] и затем использовать следующую оценку:

Задача 10.2.1 Для многочлена p и произвольных операторов A,B, нор-
ма которых не превосходит единицу, имеет место неравенство

‖p(A)− p(B)‖ ≤ cp ‖A−B‖ ,

в котором константа cp зависит только от p. Указание: использовать
разложение

Ak −Bk =
k−1∑

l=0

Ak−l−1 (A−B)Bl.

Таким образом, для любого конечномерного проектора P в силу нера-
венства (10.1) имеем

|TrP (η(Sn)− η(S))| ≤ TrP ‖η(Sn)− η(S)‖ → 0. (10.8)

С другой стороны, в силу того же неравенства, для эрмитова положи-
тельного оператора A

TrPA ≤ ‖P‖TrA

и, следовательно, TrA = supP TrPA, где P пробегает множество всех
конечномерных проекторов. Таким образом,

H(S) = sup
P

TrPη(S) ≤ lim inf
n→∞

sup
P

TrPη(Sn) = lim inf
n→∞

H(Sn).

Аналогично, используя бесконечномерный аналог представления (7.19)
для относительной энтропии, получаем

H(S;S′) = sup
λ>0

1
λ

[H(λS + (1− λ)S′)− λH(S)− (1− λ)H(S′)] ,

следовательно,

H(S; S′) = sup
P,λ>0

1
λ

TrP [η(λS + (1− λ)S′)− λη(S)− (1− λ)η(S′)]

≤ lim inf
n→∞

sup
P,λ>0

1
λ

TrP [η(λSn + (1− λ)S′n)− λη(Sn)− (1− λ)η(S′n)]

= lim inf
n→∞

H(Sn;S′n).
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Лемма 10.2.2 Пусть F – оператор типа F, удовлетворяющий условию

Tr exp (−θF ) < ∞ для θ > 0, (10.9)

тогда квантовая энтропия H(S) ограничена и непрерывна на множе-
стве SE, определенном соотношением (10.7).

Заметим, что из (10.9) следует, что оператор F удовлетворяет усло-
виям леммы 10.1.4, а значит множество SE компактно.

Доказательство. Вводя оператор плотности Sθ = exp (−θF − c(θ)) , где
c(θ) = log Tr exp (−θF ) , имеем

H(S) = −H(S; Sθ) + θTrSF + c(θ), (10.10)

где H(S;Sθ) – относительная энтропия, следовательно,

H(S) ≤ −H(S; Sθ) + θE + c(θ), (10.11)

если S ∈ SE . Поэтому энтропия H(S) ограничена на SE . Посколь-
ку функция H(S) полунепрерывна снизу в силу теоремы 10.2.1, доста-
точно доказать ее полунепрерывность сверху на множестве SE . Пусть
{Sn} ⊂ SE – последовательность состояний, сходящаяся к состоянию
S. Из (10.11), в силу полунепрерывности снизу относительной энтропии,
следует

lim sup
n→∞

H(Sn) ≤ −H(S;Sθ) + θE + c(θ)

≤ H(S) + θE. (10.12)

Устремляя θ → 0, получаем полунепрерывность сверху функции H(S).

Заметим, что если F – оператор энергии системы, то Sθ – оператор
плотности гиббсовского равновесного состояния при обратной темпера-
туре θ, а функция −θ−1c(θ) равна свободной энергии.

10.3 C-q канал с бесконечным алфавитом

Пусть X – некоторое (бесконечное) множество; отображение x → Sx мно-
жества X в пространство состояний S(H) будем называть классически-
квантовым (c-q) каналом с входным алфавитом X . Пусть f(x) – функ-
ция, определенная на X и принимающая значения в [0, +∞]. Введем
класс PE распределений вероятностей с конечным носителем π = {πx}
на X , удовлетворяющих условию
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∑

x

f(x)πx ≤ E, (10.13)

где E – положительное число. Будем считать, что множество PE непусто,
и предполагать, что канал удовлетворяет следующему условию:

sup
π∈PE

H

(∑
x

πxSx

)
< ∞. (10.14)

Определение 10.3.1 Определим код (W,M) размера N и длины n так
же, как в определении 5.1.1, с дополнительным требованием, что все
кодовые слова w = (x1, . . . , xn) ∈ W удовлетворяют аддитивному огра-
ничению

f(x1) + . . . + f(xn) ≤ nE, (10.15)

Средняя вероятность ошибки кода P̄e(W,M) и минимальная средняя ве-
роятность ошибки p̄e(n,N) даются, соответственно, формулами (5.5)
и (5.6). Классическая пропускная способность канала x → Sx определя-
ется в соответствии с определением 5.1.2, т. е. как точная верхняя
грань допустимых скоростей R, для которых limn→∞ p̄e(n, 2nR) = 0.

Теорема 10.3.1 Классическая пропускная способность C c-q канала
x → Sx, удовлетворяющего условию (10.14), с входным ограничением
(10.15) равна величине

Cχ = sup
π∈PE

[
H

(∑
x

πxSx

)
−

∑
x

πxH (Sx)

]
. (10.16)

Доказательство. Обозначим P(n)
E класс распределений вероятностей на

Xn, удовлетворяющих условию
∑

x1,...,xn

[f(x1) + . . . + f(xn)]πx1,...,xn ≤ nE (10.17)

и определим величину Cn
χ выражением (5.26), в котором супремум по π

берется по множеству P(n)
E , т. е.

Cn
χ = sup

π∈P(n)
E

χ ({πw}; {Sw}) .

Лемма 10.3.2 Последовательность
{
Cn

χ

}
аддитивна, т. е. Cn

χ = nCχ.

Доказательство. В силу (5.27) имеем

χn(π) ≤
n∑

k=1

χ(π(k)),
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где π(k) – k-е маргинальное распределение π на X . Далее
n∑

k=1

χ(π(k)) ≤ nχ(π̄), (10.18)

где π̄ = 1
n

∑n
k=1 π(k), поскольку χ(π) – вогнутая функция π (это следу-

ет из вогнутости энтропии фон Неймана). Неравенство (10.17) можно
переписать следующим образом

1
n

n∑

k=1

∑
x

f(x)π(k)(x) ≤ E,

откуда следует, что π̄ ∈ PE если π ∈ P(n)
E . Беря супремум по π ∈ P(n)

E

в соотношении (10.18), получаем Cn
χ ≤ nCχ. Обратное неравенство оче-

видно.

Для доказательства обращения теоремы кодирования используем след-
ствие неравенства Фано (см. (5.29)):

P e(W,M) ≥ 1−
sup

π∈P(n)
E

supM In(π,M)

nR
− 1

nR
, (10.19)

которое выводится следующим образом. Пусть слова в коде (W,M) бе-
рутся с входным распределением π(N), приписывающим равную веро-
ятность 1/N каждому слову. Рассмотрим неравенство (4.35). Поскольку
кодовые слова удовлетворяют условию (10.15), имеем π(N) ∈ P(n)

E , откуда
следует (10.19).

Применяя неравенство (10.19) и теорему 5.3.2, получаем

p̄e(n, 2nR) ≥ 1− Cχ

R
− 1

nR
,

где Cχ определяется выражением (10.16), откуда следует, что p̄e(n, 2nR) 6→
0 для R > Cχ.

В классической теории информация прямая теорема кодирования для
каналов с аддитивными ограничениями может быть доказана с помощью
случайного кодирования с распределением вероятностей (5.42), модифи-
цированного множителем, сконцентрированным на словах, для которых
ограничение выполняется в виде приближенного равенства. Аналогич-
ный подход можно применить и к c-q каналу. Пусть π – распределение
на X , удовлетворяющее условию (10.13), и пусть P – распределение на
множестве N слов, при котором слова независимы и имеют распределе-
ние вероятностей (5.42). Обозначим νn = P( 1

n

∑n
k=1 f(xk) ≤ E) и опре-

делим модифицированное распределение вероятностей P̃, при котором
слова по-прежнему независимы, но



10. Каналы с ограничениями 229

P̃(w = (x1, . . . , xn)) =
{

ν−1
n πx1 · . . . · πxn , если

∑n
k=1 f(xk) ≤ nE,

0, в противном случае.
(10.20)

Заметим, что поскольку π ∈ PE , то Ef ≤ E (где E – математическое
ожидание относительно распределения P) и, следовательно, в силу цен-
тральной предельной теоремы

lim
n→∞

νn ≥ 1/2.

Поэтому Ẽξ ≤ 2mEξ (где Ẽ – математическое ожидание относительно
распределения P̃) для любой неотрицательной случайной величины ξ,
зависящей от m различных слов.

Вероятность ошибки P̄e(W,M) ограничена сверху величиной (5.46).
Оценим математическое ожидание этой границы относительно распре-
деления P̃. Поскольку каждое слагаемое в правой части (5.46) зависит
не более, чем от двух различных слов, имеем

Ẽ inf
M

P̄e(W,M) ≤ 4E inf
M

P̄e(W,M),

и математическое ожидание относительно распределения P можно сде-
лать сколь угодно малым при N = 2nR, n →∞, если R < Cχ−3δ. Поэтому
ẼP̄e(W,M) также можно сделать сколь угодно малым при тех же усло-
виях. Поскольку распределение P̃ сконцентрировано на словах, удовле-
творяющих условию (10.15), можно выбрать код, для которого величину
P̄e(W,M) можно сделать сколь угодно малой для достаточно больших
n.

10.4 C-q канал с непрерывным алфавитом

Пусть теперь входной алфавит X является полным сепарабельным мет-
рическим пространством с σ−алгеброй борелевских подмножеств. Рас-
смотрим c-q канал, который задается непрерывным отображением x →
Sx алфавита X в множество квантовых состояний S(H) (в силу леммы
10.1.1 для этого необходимо и достаточно, чтобы все матричные элементы
〈ψ|Sx |φ〉;ψ, φ ∈ H, были непрерывны на X ). Нашей целью будет полу-
чение удобного интегрального выражения для классической пропускной
способности C канала x → Sx при ограничении (10.15).

Предположим, что f – неотрицательная борелевская функция на X .
Рассмотрим множество PB

E борелевских вероятностных мер π на X , удо-
влетворяющих условию

∫

X
f(x)π(dx) ≤ E. (10.21)

Последовательность борелевских вероятностных мер {πn} слабо сходит-
ся к мере π, если
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∫

X
ϕ(x)πn(dx) →

∫

X
ϕ(x)π(dx)

для любой ограниченной непрерывной функции ϕ. Нам понадобятся сле-
дующие вспомогательные результаты (см. Комментарии):

Задача 10.4.1 Пусть f – полунепрерывная снизу функция, тогда функ-
ционал π → ∫

X f(x)π(dx) полунепрерывен снизу по отношению к слабой
сходимости вероятностных мер. Указание: используйте тот факт,
что f является точной верхней гранью семейства всех ограниченных
непрерывных функций ϕ ≤ f .

Лемма 10.4.1 Пусть f – полунепрерывная снизу функция, тогда мно-
жество PE всех вероятностных мер с конечным носителем, удовле-
творяющих условию (10.21), слабо плотно в PB

E .

Приведем также удобное достаточное условие слабой компактности
множества PB

E .

Лемма 10.4.2 Если функция f полунепрерывна снизу и для любого по-
ложительного числа k множество {x : f(x) ≤ k} ⊂ X компактно, то
подмножество вероятностных мер

PB
E =

{
π :

∫

X
f(x)π(dx) ≤ E

}

слабо компактно.

Доказательство. Из полунепрерывности снизу функции f следует, что
функционал π → ∫

X f(x)π(dx) полунепрерывен снизу по отношению
к слабой сходимости вероятностных мер (задача 10.4.1), откуда следу-
ет слабая замкнутость множества PB

E . Известно, что слабо замкнутое
подмножество P борелевских вероятностных мер на X слабо компакт-
но тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 существует ком-
пакт K ⊂ X такой, что π(Kc) ≤ ε для всех π ∈ P. Для данного
ε > 0 рассмотрим компактное множество K = {x : f(x) ≤ E/ε} . Тогда
π(Kc) ≤ ε

E

∫
Kc f(x)π(dx) ≤ ε для π ∈ PB

E , следовательно, множество PB
E

слабо компактно.

Для произвольной борелевской вероятностной меры π на X введем
среднее состояние

S̄π =
∫

X
Sxπ(dx), (10.22)

где, по предположению, подынтегральная функция Sx непрерывна и ин-
теграл определяет оператор плотности в H.

Предполагая, что H(S̄π) < ∞, рассмотрим функционал
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χ(π) = H(S̄π)−
∫

X
H(Sx)π(dx), (10.23)

где функция H(Sx) – неотрицательна и полунепрерывна снизу в силу
леммы 10.2.1, следовательно, интеграл от нее определен.

Теорема 10.4.3 Пусть существует оператор F типа F, удовлетворя-
ющий условию (10.9), такой, что

f(x) ≥ TrSxF ; x ∈ X . (10.24)

Тогда выполнено условие (10.14), пропускная способность C канала x →
Sx с ограничением (10.15) конечна и дается выражением (10.16).

Если, дополнительно, функция f удовлетворяет условиям леммы
10.4.2, то

C = max
π∈PB

E

χ(π). (10.25)

Доказательство. Интегрируя (10.24), имеем

TrS̄πF ≤ E (10.26)

для π ∈ PE , следовательно, согласно лемме 10.2.2,

H(S̄π) ≤ θTrS̄πF + c(θ) ≤ θE + c(θ),

поэтому условие (10.14) выполнено, величина C конечна и дается выра-
жением (10.16).

Если функция f удовлетворяет условиям леммы 10.4.2, то множество
PB

E слабо компактно. Покажем, что функционал π → χ(π) непрерывен
и, следовательно, достигает своего максимума на PB

E .
Рассмотрим первое слагаемое в формуле (10.23) для χ(π). Поскольку

матричные элементы семейства {Sx} непрерывно зависят от x, отобра-
жение π → S̄π в множество SE , снабженное слабой операторной топо-
логией, непрерывно относительно слабой сходимости мер. В силу леммы
10.1.1, слабая операторная топология на S(H) эквивалентна топологии
ядерной нормы. Квантовая энтропия непрерывна на SE в силу леммы
10.2.2. Поэтому функционал π → H(S̄π) непрерывен на множестве PB

E .
Покажем, что второе слагаемое в (10.23) также непрерывно. Для лю-

бой π ∈ PB
E и k > 0 рассмотрим разложение

∫

X
H(Sx)π(dx) =

∫

f(x)≤k

H(Sx)π(dx) +
∫

f(x)>k

H(Sx)π(dx). (10.27)

Непрерывность будет следовать из того, что первое слагаемое непрерыв-
но на PB

E , а второе может быть сделано равномерно малым на PB
E за

счет выбора достаточно большого k. В силу условия (10.24), неравенство
f(x) ≤ k влечет Sx ∈ Sk, а в силу леммы 10.2.2, энтропия ограничена
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и непрерывна на Sk, поэтому H(Sx) ограничена и непрерывна на ком-
пактном множестве {x : f(x) ≤ k} и следовательно первое слагаемое в
разложении (10.27) непрерывно зависит от π. С другой стороны, подстав-
ляя S = Sx в (10.10) и вновь используя (10.24), получаем

H(Sx) ≤ θf(x) + c(θ).

Фиксируем ε > 0, тогда для π ∈ PB
E получаем

∫

f(x)>k

H(Sx)π(dx) ≤ θ

∫

f(x)>k

f(x)π(dx) + c(θ)
∫

f(x)>k

π(dx)

≤ θE + c(θ)Ek−1 ≤ ε,

выбирая сначала достаточно малое θ, а затем достаточно большое k.
Итак, второе слагаемое, а значит и весь функционал χ(π), непрерывны
на PB

E .
Из леммы 10.4.1 и выражения (10.16) тогда вытекает, что C =

supπ∈PB
E

χ(π), причем супремум достигается в силу непрерывности χ(π)
и компактности PB

E .

10.5 Квантовый канал с ограничением

Пусть HA,HB сепарабельные гильбертовы пространства, которые будут
называться, соответственно, входным и выходным пространством.

Определение 10.5.1 Каналом называется линейное, ограниченное, со-
храняющее след, вполне положительное отображение Φ : T(HA) →
T(HB). Как и в конечномерном случае, полная положительность озна-
чает, что для любого n = 1, 2, . . . отображение Φ⊗ Idn положительно.

Задача 10.5.1 Произвольное аффинное отображение Φs : S(HA) →
S(HB) однозначно продолжается до линейного, ограниченного, положи-
тельного, сохраняющего след отображения Φ : T(HA) → T(HB). Указа-
ние: для построения линейного продолжения используйте конструкцию
задачи 2.2.1. Для доказательства ограниченности – оценки из леммы
9.2.2.

В этом разделе мы изучим классическую пропускную способность ка-
нала Φ при аддитивном ограничении на входе. Пусть F – оператор типа F
в HA, представляющий величину, среднее значение которой ограничено
(в приложениях это обычно средняя энергия сигнала на входе канала).
Предполагается, что состояния S(n) на входе блочного канала Φ⊗n под-
чинены аддитивному ограничению

TrS(n)F (n) ≤ nE, (10.28)
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где
F (n) = F ⊗ · · · ⊗ I + · · ·+ I ⊗ · · · ⊗ F,

а E – положительная постоянная. Модифицируя определение 8.1.1 и до-
казательство предложения 8.1.1 на случай кодовых состояний с ограни-
чениями (10.28), можно доказать

Предложение 10.5.1 Пусть канал Φ удовлетворяет условию

sup
S:TrSF≤E

H(Φ[S]) < ∞. (10.29)

Тогда классическая пропускная способность этого канала при ограниче-
нии (10.28) конечна и дается выражением

C(Φ,F, E) = lim
n→∞

1
n

Cχ(Φ⊗n, F (n), nE), (10.30)

где
Cχ(Φ,F, E) = sup

π:Tr S̄πF≤E

χ ({πi}; {Φ[Si]}) . (10.31)

Здесь S̄π =
∑

i πiSi – среднее состояние ансамбля π = {πi, Si}.
Если для канала Φ выполняется свойство аддитивности

Cχ(Φ⊗n, F (n), nE) = nCχ(Φ,F,E), (10.32)

то имеет место равенство

C(Φ,F, E) = Cχ(Φ,F, E).

Это тесно связано со свйством супераддитивности выпуклого замыка-
ния выходной энтропии (8.35), из которого следует аддитивность χ-
пропускной способности при линейных ограничениях (8.39) (см. раздел
8.3.2).

В любом случае величина (10.31) дает нижнюю границу для класси-
ческой пропускной способности C(Φ,F, E). Получим более удобное вы-
ражение для Cχ(Φ,F, E), опираясь на результаты предыдущего раздела.
Рассмотрим c-q канал с алфавитом X = S(HA), определяемый отобра-
жением S → Φ[S]. Ограничение будет задаваться функцией f(S) = TrSF ,
которая является аффинной и полунепрерывной снизу в силу леммы
10.1.3, а условие (10.14) переходит в (10.29).

Определение 10.5.2 Обобщенным ансамблем называется произволь-
ная борелевская вероятностная мера π на S(HA). Среднее состояние
обобщенного ансамбля π задается барицентром

S̄π =
∫

S(HA)

Sπ(dS).
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Обычные ансамбли соответствуют мерам с конечным носителем.
Из леммы 10.2.1 следует, в частности, что неотрицательная функ-

ция S 7→ H(Φ[S]) измерима. Следовательно, при условии H(Φ(S̄π)) < ∞
определен функционал

χΦ(π) = H(Φ(S̄π))−
∫

S(HA)

H(Φ(S))π(dS). (10.33)

Задача 10.5.2 Величина χΦ(π) является вогнутым функционалом от
π.

Следствие 10.5.1 Пусть существует положительный оператор F ′ в
HB, такой что

Tr exp(−θF ′) < +∞, θ > 0 (10.34)

и
TrΦ[S]F ′ ≤ TrSF ; S ∈ S(H). (10.35)

Тогда выполнено условие (10.29) и

Cχ(Φ,F, E) = sup
π:Tr S̄πF≤E

χΦ(π).

Более того, энтропия H(Φ[S]) непрерывна на компактном множестве
SE = {S : TrSF ≤ E}.

Если, дополнительно, оператор F удовлетворяет условиям леммы
10.1.4, то существует оптимальный обобщенный ансамбль, т. е.

Cχ(Φ,F, E) = max
π:Tr S̄πF≤E

χΦ(π). (10.36)

Доказательство. Утверждение следует из теоремы 10.4.3, применитель-
но к c-q каналу S → Φ[S] с функцией-ограничением f(S) = Tr SF , при
этом роль условия (10.24) играет неравенство (10.35), а оператор F ′ игра-
ет роль F . Функция f(S) = TrSF удовлетворяет условиям леммы 10.4.2
в силу лемм 10.1.3, 10.1.4.

Непрерывность энтропии H(Φ[S]) следует из непрерывности отобра-
жения S → S′ = Φ[S] и леммы 10.2.2, которая гарантирует непрерыв-
ность H(S′) на компактном множестве {S′ : TrS′F ′ ≤ E}.

10.6 Передача классической информации с помощью
сцепленного состояния через канал с ограничениями

Пусть системы A и B находятся в сцепленном чистом состоянии SAB .
Предположим, что имеющаяся в их распоряжении сцепленность неогра-
ничена, но конечна, т. е. состояние SAB должно удовлетворять условию
H(SA) = H(SB) < ∞. Обобщая результат раздела 8.4, можно доказать
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Предложение 10.6.1 Пусть Φ – канал, удовлетворяющий условию
(10.29) с оператором F , для которого выполнено условие (10.9), тогда
пропускная способность протокола передачи классической информации
с помощью сцепленного состояния по каналу Φ с ограничением (10.28)
конечна и дается выражением

Cea(Φ) = sup
S:TrSF≤E

I (S, Φ) , (10.37)

в котором
I(S,Φ) = H(S) + H(Φ[S])−H(S; Φ), (10.38)

где H(S;Φ) – обменная энтропия.

Исследуем вопрос о достижимости точной верхней грани в правой
части (10.37). Заметим, что из условия (10.9) следует, что оператор F
удовлетворяет условию леммы 10.1.4 и, следовательно, множество SE =
{S : TrSF ≤ E} компактно.

Предложение 10.6.2 Пусть ограничивающий оператор F удовлетво-
ряет условию (10.9), и пусть существует оператор F ′ типа F, для
которого выполнены условия (10.9) и (10.35). Тогда

Cea(Φ) = max
S:TrSF≤E

I (S, Φ) . (10.39)

Более того, если канал Φ таков, что

sup
S

I (S, Φ) = ∞, (10.40)

то максимум в (10.39) достигается на операторе плотности S, для
которого ограничение выполнено в форме равенства TrSF = E.

Доказательство. Рассмотрим отдельно каждое слагаемое в формуле
(10.38). Заметим, что в силу леммы 10.2.1, квантовая энтропия полу-
непрерывна снизу. Поскольку обменную энтропию можно представить в
виде H(S;Φ) = H(ΦE [S]), где ΦE – комплементарный канал из простран-
ства системы HA в пространство окружения HE , она также полунепре-
рывна снизу и поэтому последнее слагаемое в (10.38) полунепрерывно
сверху. Что касается первого слагаемого H(S), то оно непрерывно на
множестве SE = {S : TrSF ≤ E} в силу леммы 10.2.2, поскольку ограни-
чивающий оператор F удовлетворяет условию (10.9). Из следствия 10.5.1
вытекает непрерывность второго слагаемого в (10.38), т.е. H(Φ[S]). Бо-
лее того, это следствие также гарантирует выполнение условия (10.29),
а значит имеет место формула (10.37). Как следует из сказанного вы-
ше, взаимная информация (10.38) полунепрерывна сверху на компакт-
ном множестве SE , а значит, достигает своего максимума.

Для доказательства второго утверждения обозначим
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f0(E) = max
TrSF=E

I (S, Φ) ,

и предположим, что существует S1, такое что

Tr S1F < E, I(S1, Φ) > f0(E).

Из условия (10.40) следует, что найдется S2, такое что

Tr S2F > E, I(S2, Φ) > f0(E).

Тогда, полагая λ = TrS2F−E
TrS2F− TrS1F , имеем 0 < λ < 1, Tr(λ S1 + (1 − λ)

S2)F = E и

I(λS1 + (1− λ)S2, Φ) ≤ f0(E) < λI(S1, Φ) + (1− λ)I(S2, Φ),

что противоречит вогнутости I (S,Φ) .

10.7 Каналы, разрушающие сцепленность

Состояние S ∈ S(H1 ⊗H2) называется разделимым (несцепленным), ес-
ли оно принадлежит выпуклому замыканию (т. е. замыканию выпуклой
оболочки) множества всех состояний-произведений S1⊗S2 ∈ S(H1⊗H2)
.

Предложение 10.7.1 Состояние S является разделимым тогда и толь-
ко тогда, когда оно допускает представление

S =
∫

X
S1(x)⊗ S2(x) π(dx), (10.41)

где π(dx) – борелевская вероятностная мера, а Sj(x), j = 1, 2, – боре-
левские S(Hj)-значные функции на некотором полном сепарабельном
метрическом пространстве X .

Доказательство. Состояние S разделимо тогда и только тогда, когда
S = limn→∞ Sn, где

Sn =
∫

S(H1)

∫

S(H2)

S1 ⊗ S2 πn(dS1dS2), (10.42)

и {πn} – последовательность борелевских вероятностных мер с конечны-
ми носителями.

Пусть S представляется в виде (10.41), тогда, производя замену пере-
менной интегрирования x → S1(x)⊗ S2(x), можно свести представление
(10.41) к

S =
∫

S(H1)

∫

S(H2)

S1 ⊗ S2 π(dS1dS2), (10.43)
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где мы используем то же обозначение π для образа исходной меры при
данной замене переменной. Отображение π → S непрерывно относитель-
но слабой сходимости вероятностных мер; это очевидно, если множество
операторов плотности снабжено слабой операторной топологией, а в си-
лу леммы 10.1.1 последняя совпадает на этом множестве с топологией
ядерной нормы. В силу леммы 10.4.1, найдется последовательность {πn}
борелевских вероятностных мер с конечными носителями, которая слабо
сходится к π. Используя непрерывность отображения π → S, получаем,
что S = limn→∞ Sn, где Sn дается соотношением (10.42), следовательно,
S разделимо.

Обратно, пусть S разделимо, тогда S = limn→∞ Sn, где Sn дается со-
отношением (10.42). Если мы докажем, что последовательность мер {πn}
слабо относительно компактна, то отсюда будет следовать представление
(10.43), где π – частичный предел этой последовательности. Сходящаяся
последовательность {Sn} относительно компактна, поэтому в силу теоре-
мы 10.1.2 для любого ε > 0 найдется конечномерный проектор P , такой
что TrSn(I−P ) ≤ ε для всех n. Для m = 1, 2, . . . обозначим Pm проектор,
такой что Tr Sn(I − Pm) ≤ 4−m, и следовательно

∫
Tr(S1 ⊗ S2)(I − Pm)πn (dS1dS2) ≤ 4−m. (10.44)

Введем следующие подмножества в прямом произведении S(H1)×S(H2):

Km =
{
(S1, S2) : Tr(S1 ⊗ S2)(I − Pm) ≤ δ−12−m

}
; Kδ = ∩m≥1Km,

где δ > 0. В силу той же теоремы 10.1.2, множество Kδ компактно по
построению. Для его дополнения имеем

πn (Kc
δ) ≤

∑
m

πn (Kc
m) ≤ δ

∑
m

2m

∫
Tr(S1 ⊗ S2)(I − Pm)πn (dS1dS2) ≤ δ

согласно (10.44). Таким образом, последовательность мер {πn} удовле-
творяет известному критерию слабой относительной компактности (см.
Комментарии), что и завершает доказательство теоремы.

Определение 10.7.1 Канал Φ : T(HA) → T(HB) называется каналом,
разрушающим сцепленность, если для любого гильбертова простран-
ства HR и состояния S ∈ S( HA ⊗ HR), состояние (Φ ⊗ IdR)[S] ∈
S(HB ⊗ HR), где IdR тождественный канал в T(HR), является раз-
делимым.

Для описания структуры таких каналов нам потребуется обобщение
понятия наблюдаемой (определение 2.2.1) на случай произвольного мно-
жества исходов.
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Определение 10.7.2 Пусть X - измеримое пространство с σ-алгеброй
измеримых подмножеств B. Наблюдаемой со значениями в X называ-
ется вероятностная операторно-значная мера на X , то есть семей-
ство M = {M(B), B ∈ B} эрмитовых операторов в H, удовлетворяю-
щее условиям

• M(B) ≥ 0; B ∈ B;
• M(X ) = I;
• для любого счетного разбиения B = ∪Bj , (Bi ∩Bj = ∅, i 6= j) выпол-
няется M(B) =

∑
j M(Bj) в смысле слабой сходимости операторов.

Вероятностная операторно-значная мера E называется спектраль-
ной мерой, если

E(B1 ∩B2) = E(B1)E(B2) B1, B2 ∈ B.

В этом случае все операторы E(B) являются проекторами, причем про-
екторы, отвечающие непересекающимся подмножествам, взаимно ор-
тогональны. Соответствующая наблюдаемая называется четкой.

Распределение вероятностей наблюдаемой M в состоянии S задается
вероятностной мерой

µM
S (B) = TrSM(B), B ∈ B. (10.45)

Отметим, что линейное продолжение аффинного отображения S → µM
S

можно рассматривать как обобщение понятия квантово-классического
(c-q) канала (см. раздел 6.4 в гл. 6).

Задача 10.7.1 Докажите, что формула (10.45) задает вероятност-
ную меру на B.

Теорема 10.7.2 Канал Φ разрушает сцепленность тогда и только то-
гда, когда найдутся полное сепарабельное метрическое пространство
X , борелевская S(HB)-значная функция SB(x) и наблюдаемая M в HA с
множеством исходов X , задаваемая вероятностной операторно-значной
мерой M(dx), такие что

Φ[S] =
∫

X

SB(x)µM
S (dx). (10.46)

Соотношение (10.46) является континуальной версией представления
(6.27), а утверждение можно рассматривать как бесконечномерное обоб-
щение предложения 6.4.1. Таким образом, и в бесконечномерном случае
квантовый канал, разрушающий сцепленность, является композицией q-
c канала (измерение наблюдаемой M) и c-q канала (приготовляющего
состояние SB(x) в зависимости от исхода измерения).
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Набросок доказательства.Предположим, что канал имеет вид (10.46).
Рассмотрим состояние ω ∈ S(HA ⊗HR). Тогда

(Φ⊗ IdR(ω) =
∫

X

SB(x)⊗mω(dx), (10.47)

где
mω(B) = TrA ω(M(B)⊗ IR), B ⊆ X .

Любой матричный элемент операторно-значной меры mω (в фиксирован-
ном базисе) является комплексной мерой на X , абсолютно непрерывной
относительно вероятностной меры µω(B) = Trmω(B), B ⊆ X . Из теоре-
мы Радона-Никодима вытекает представление

mω(B) =
∫

B

σω(x)µω(dx),

где σω(x) – функция на X со значениями в S(K). Используя это пред-
ставление, мы можем переписать (10.47) в виде

(Φ⊗ IdK)(ω) =
∫

X

S′(x)⊗ σω(x)µω(dx), (10.48)

что является разделимым состоянием согласно предложению 10.7.1.
Обратно, пусть Φ – канал, разрушающий сцепленность. Фиксируем

невырожденное состояние SA в S(HA) и пусть {|ej〉; j = 1, . . . } – базис
собственных векторов оператора SA с соответствующими (положитель-
ными) собственными значениями {λj}. Рассмотрим единичный вектор

|Ω〉 =
+∞∑

j=1

√
λj |ej〉 ⊗ |ej〉

в пространстве HA ⊗ HA, тогда |Ω〉〈Ω| является очищением состояния
SA. Поскольку Φ разрушает сцепленность, состояние

SAB = (IdA ⊗ Φ) [|Ω〉〈Ω|] (10.49)

в S(HA ⊗HB) является разделимым. В силу представления (10.41) най-
дется вероятностная мера π на S(HA)×S(HB), такая что

(IdA ⊗ Φ)(|Ω〉〈Ω|) =
∫

S(HA)

∫

S(HB)

SA ⊗ SB π(dSAdSB). (10.50)

Отсюда вытекает
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σ = TrB(IdHA
⊗ Φ)(|Ω〉〈Ω|)

=
∫

S(HA)

∫

S(HB)

SA π(dSAdSB)

=
∫

S(HA)

∫

S(HB)

S̄A π(dSAdSB), (10.51)

где черта обозначает комплексное сопряжение в базисе {|ei〉}. В силу
этого равенства, для любого борелевского B ⊆ S(HB), оператор

M(B) = σ−1/2




∫

S(HA)

∫

B

S̄A π(dSAdSB)


 σ−1/2 (10.52)

может быть корректно определен как ограниченный положительный опе-
ратор в HA, такой что M(B) ≤ M(X ) = IA. Нетрудно убедиться, что M
является наблюдаемой с исходами в X = S(HB).

Теперь рассмотрим канал, разрушающий сцепленность

Φ̂(S) =
∫

S(HB)

SBµM
S (dSB),

и покажем, что Φ(S) = Φ̂(S). Для этого достаточно проверить, что

Φ̂(|ei〉〈ej |) = Φ(|ei〉〈ej |)

для всех i, j. Однако

Φ̂(|ei〉〈ej |) =
∫

S(HB)

SB〈ej |M(dSB)|ei〉

= λ
−1/2
i λ

−1/2
j

∫
S(HA)

∫
S(HB)

〈ei|SA|ej〉SBπ(dSAdSB) = Φ(eij),

где
eij = λ

−1/2
i λ

−1/2
j TrA(|ej〉〈ei| ⊗ IA)|Ω〉〈Ω| = |ei〉〈ej |.

Как было показано в разделе 8.3.3, в конечномерном случае кана-
лы, разрушающие сцепленность, образуют обширный класс, для кото-
рого выполняется гипотеза аддитивности. Этот факт обобщается и на
бесконечномерный случай.
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Предложение 10.7.3 Пусть имеется два канала Φ1, Φ2 с соответ-
ствующими ограничениями F1, F2, удовлетворяющие условиям след-
ствия 10.5.1, причем Φ1 – канал, разрушающий сцепленность. Тогда вы-
полняются все свойства аддитивности (8.35), (8.33) и (8.39). В част-
ности, классическая пропускная способность канала Φ, разрушающего
сцепленность, равна

C(Φ,F, E) = Cχ(Φ,F, E).

Доказательство этого предложения получается обобщением рассуж-
дений в конечномерном случае (предложение 8.3.5), с заменой сумм на
интегралы и ансамблей на обобщенные ансамбли, и с учетом того об-
стоятельства, что условия следствия 10.5.1 гарантируют конечность всех
входящих в рассмотрение энтропий. Приведем также без доказательства
обобщение следствия 9.3.1, касающегося квантовой пропускной способ-
ности:

Предложение 10.7.4 Всякий канал в сепарабельном гильбертовом про-
странстве, разрушающий сцепленность, является анти-деградируемым
и следовательно, имеет нулевую квантовую пропускную способность.

10.8 Приложение: спектральное разложение

ПустьH – сепарабельное гильбертово пространство, и пусть {E(B); B ∈ B(R)}
спектральная мера на R, где B(R) – σ-алгебра борелевских подмножеств.
Согласно определению 10.7.2, спектральная мера E задает четкую ве-
щественную наблюдаемую. Как объясняется ниже, такие наблюдаемые
находятся во взаимно однозначном соответствии с самосопряженными
операторами в H.

Для любого единичного вектора ψ ∈ H соотношение

µψ(B) = 〈ψ|E(B)|ψ〉

определяет борелевскую вероятностную меру на R. Если f(x) – борелев-
ская функция на R, то интеграл Xf =

∫∞
−∞ f(x)E(dx) сходится сильно

на плотной области

D(Xf ) =
{

ψ :
∫ ∞

−∞
|f(x)|2 µψ(dx) < ∞

}

и таким образом, однозначно определяет линейный оператор с обла-
стью определения D(Xf ). (Напомним, что сильная сходимость последо-
вательности операторов {Xn} к оператору X на области D означает, что
limn→∞ ‖Xnψ − Xψ‖ = 0 для ψ ∈ D, а если D = H, то это называется
сильной сходимостью операторов).
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В самом деле, если f(x) =
∑∞

i=1 fi1Bi(x) – функция с конечным или
счетным множеством значений (здесь {Bi} – измеримое разбиение R), то
полагаем

Xf =
∞∑

i=1

fiE(Bi),

так что

‖Xfψ‖2 =
∞∑

i=1

|fi|2 µψ(Bi).

Это определение можно расширить на произвольную борелевскую функ-
цию f(x), равномерно приближая ее функциями со счетным множеством
значений. В частности, для функции f(x) = x получаем оператор

X =
∫ ∞

−∞
xE(dx) (10.53)

с областью определения

D(X) =
{

ψ :
∫ ∞

−∞
|x|2 µψ(dx) < ∞

}
,

для которого

〈ψ|X|ψ〉 =
∫ ∞

−∞
xµψ(dx); ‖Xψ‖2 =

∫ ∞

−∞
|x|2 µψ(dx), ψ ∈ D(X).

(10.54)
Для любого плотно определенного оператора X существует и един-

ствен сопряженный оператор X∗, удовлетворяющий соотношению

〈X∗ϕ|ψ〉 = 〈ϕ|Xψ〉, ψ ∈ D(X), ϕ ∈ D(X∗), (10.55)

где D(X∗) – (плотное) подпространство всех векторов ϕ, таких что пра-
вая часть является ограниченным линейным функционалом от ψ. Опе-
ратор X называется эрмитовым (симметричным), если

〈Xϕ|ψ〉 = 〈ϕ|Xψ〉, (10.56)

для всех ϕ,ψ ∈ D(X) и самосопряженным, если X = X∗ в том смысле,
что D(X∗) = D(X) и выполняется соотношение (10.56). Часто приходит-
ся иметь дело с существенно самосопряженными операторами, которые
заданы не на максимальной области определения, но однозначно про-
должаются до самосопряженных. Спектральная теорема утверждает,
что для любого самосопряженного оператора X существует единственная
спектральная мера E на R, для которой имеет место (10.53), (10.54). Та-
ким образом, самосопряженные операторы – это в точности те, которые
имеют спектральное разложение со спектром в R и поэтому естественно
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ассоциируются с (четкими) вещественными наблюдаемыми в бесконечно-
мерном случае. Мера µψ дает распределение вероятностей наблюдаемой
X в чистом состоянии |ψ〉〈ψ|, а формулы (10.54) – первый и второй мо-
менты наблюдаемой X.

В определенном смысле, который мы не будем здесь подробно раскры-
вать, имеют место соотношения Xf = f(X) и Xfg = XfXg. Рассмотрим
случай экспоненты:

Vt =
∫ ∞

−∞
exp(itx)E(dx) = exp itX.

Тогда семейство {Vt; t ∈ R} является (сильно непрерывной) группой уни-
тарных операторов с инфинитезимальным генератором X:

lim
t→0

t−1(Vt − I)|ψ〉 = iX|ψ〉; ψ ∈ D(X).

Если оператор X ограничен, то exp itX определяется соответствующим
степенным рядом, сходящимся по норме к Vt.

Обратно, всякая сильно непрерывная группа унитарных операторов
{Vt; t ∈ R} имеет вид Vt = exp itX, где X – однозначно определенный са-
мосопряженный оператор. Это утверждение составляет содержание тео-
ремы Стоуна.

Задача 10.8.1 1. Пусть H =L2 (R) – гильбертово пространство квад-
ратично интегрируемых функций ψ(ξ), ξ ∈ R, и E = {E(B); B ∈ B(R)}
определено соотношением

(E(B)ψ) (ξ) = 1B(ξ)ψ (ξ) ; ψ ∈ H.

Докажите, что E – спектральная мера оператора X умножения на ξ,
Vt – оператор умножения на exp itξ, и вообще, Xf – оператор умноже-
ния на f(ξ).

2. Рассмотрим унитарный оператор в H, определяемый преобразо-
ванием Фурье

(
F̃ψ

)
(λ) =

1√
2π

∫
exp(−iλξ)ψ (ξ) dξ.

Тогда Ẽ(B) = F̃ ∗E(B)F̃ – спектральная мера на R, которой отвечает
самосопряженный оператор X̃ = 1

i
d
dξ , порождающий группу унитарных

операторов (
Ṽtψ

)
(ξ) = ψ (ξ + t) .

Самосопряженные операторы Aj ; j = 1, . . . , s называются коммути-
рующими, если коммутируют их спектральные меры. Имеет место сле-
дующее многомерное обобщение теоремы Стоуна
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Теорема 10.8.1 Пусть Vx; x = [x1, . . . , xs] ∈ Rs – сильно непрерывная
группа унитарных операторов в сепарабельном гильбертовом простран-
стве H, тогда существует семейство Aj ; j = 1, . . . , s коммутирующих
самосопряженных операторов в H, такое что

Vx = exp


i

s∑

j=1

xjAj


 . (10.57)

Обратно, для всякого семейства Aj ; j = 1, . . . , s коммутирующих
самосопряженных операторов в H, формула (10.57) определяет сильно
непрерывную унитарную группу в H.

10.9 Комментарии

1. Первая попытка математически строгого рассмотрения основных по-
нятий квантовой механики в сепарабельном гильбертовом пространстве
была сделана в классической монографии фон Неймана [21]. В частно-
сти, было подчеркнуто различие между эрмитовыми (симметрическими)
и самосопряженными операторами, на которое не обращалось внимания
в предшествующих работах физиков, и отмечена ключевая роль само-
сопряженности для спектрального разложения операторов. Другой важ-
ный круг вопросов связан с понятием следа и ядерных операторов. Со-
временное рассмотрение этих вопросов в связи с приложениями к кван-
товой теории имеется в книгах [24], [75], [37].

Лемма 10.1.1 получена Дель’Антонио [76], см. также приложение в
книге Дэвиса [75]. Критерий компактности для подмножеств кванто-
вых состояний представляет собой модификацию результата, получен-
ного Сарымсаковым [26] и названного им “некоммутативной теоремой
Прохорова”. Последняя дает критерий слабой компактности семейств ве-
роятностных мер на метрических пространствах, см. [132], и использу-
ется в разделе 10.4. По поводу компактности единичного шар в B(H) в
слабой операторной топологии см., например, [24].

2. Хорошо известно, что свойства энтропии в бесконечномерном слу-
чае существенно отличаются от конечномерного: в последнем случае эн-
тропия – ограниченная непрерывная функция на S(H), тогда как в бес-
конечномерном она разрывна всюду и бесконечна “почти всюду” в том
смысле, что множество состояний с конечной энтропией является под-
множеством первой категории в S(H), см. обзор Верля [152], где получен
ряд полезных свойств энтропии и относительной энтропии, включая тео-
рему 10.2.1 и лемму 10.2.2. В этом обзоре можно также найти ссылки на
оригинальные работы Либа, Рускаи, Саймона и других авторов, которые
внесли значительный вклад в изучение свойств квантовой энтропии. Но-
вые результаты о свойствах квантовой энтропии, в частности, удобные
условия непрерывности получены в работе Широкова [47].
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3. Важность рассмотрения входных ограничений для квантовых ка-
налов была понятна с момента появления идеи квантовых коммуникаций;
подробное физическое обсуждение вопроса об определении пропускной
способности квантовых оптических каналов с ограничением на среднюю
энергию входного сигнала см. в обзоре [70]. Исследование классической
пропускной способности c-q канала с ограничением основано на работах
Холево [35], [42]. В них используется модификация случайного кодиро-
вания (10.20), которая была предложена для соответствующей классиче-
ской задачи. Другие подходы рассматривались Винтером [156] и Хайаши
[92].

4. Каналы с непрерывным алфавитом рассматривались в работах Хо-
лево [42], Холево и Широкова [44], где систематически использовалось
понятие обобщенного ансамбля. Доказательства необходимых фактов из
теории вероятностных мер на метрических пространствах, таких как за-
дача 10.4.1 и лемма 10.4.1, можно найти в монографии Партасарати [132].

5. Доказательство ограниченности отображения Φ в задаче 10.5.1 см.
в книге [75], лемма 2.2.1. Рассмотрение χ- пропускной способности кван-
товых каналов с ограничениями основано на работах [42], [44]. Обстоя-
тельное исследование свойств χ−пропускной способности и других эн-
тропийных характеристик бесконечномерных каналов без предположе-
ний типа конечности выходной энтропии было проведено Широковым
[140], [48].

6. Этот раздел основан на результатах работы [42].
7. Концепция квантовой наблюдаемой как вероятностной операторно-

значной меры подробно излагается в книгах [37], [36]. Теорема 10.7.2 до-
казана в работе Холево, Широкова и Вернера [39]. По поводу доказатель-
ства предложений 10.7.3, 10.7.4, см. статью [43].

8. Спектральная теорема для самосопряженных операторов в сепара-
бельном гильбертовом пространстве, теорема Стоуна и связанные с этим
вопросы подробно рассматриваются в книге Рида и Саймона [24].



11. Гауссовские системы

Фундаментальным физическим носителем информации является элек-
тромагнитное поле, в частности, свет и радиоволны. С математической
точки зрения излучение эквивалентно ансамблю осцилляторов. В кван-
товой оптике рассматриваются квантованные поля и, следовательно,
квантовые осцилляторы. Это – типичная бозонная квантовая система
с “непрерывными переменными”, в которой основные наблюдаемые (ам-
плитуды осцилляторов) удовлетворяют каноническим коммутационным
соотношениям (ККС). Многие из современных экспериментов по обра-
ботке квантовой информации реализованы именно в таких системах.

Имеется особенно важный класс состояний бозонной системы, кото-
рые естественно соответствуют классическим гауссовским распределени-
ям. С физической точки зрения этот класс содержит состояния тепло-
вого равновесия, а также когерентные и сжатые состояния, реализуемые
в лазерах и “нелинейных” квантовых оптических приборах. С матема-
тической точки зрения эти состояния полностью характеризуются, ана-
логично классическим гауссовским распределениям, средним значением
и матрицей ковариаций. При рассмотрении конечного числа осцилля-
торных мод, что является обычным приближением в квантовой оптике,
возможно описание таких состояний с помощью методов конечномерной
линейной алгебры.

В связи с бозонными системами и ККС неизбежно возникают анали-
тические сложности, связанные с бесконечной размерностью и неогра-
ниченностью некоторых операторов. Мы будем уделять основное вни-
мание тем вопросам, которые имеют первостепенное значение с точки
зрения квантовой теории информации, иногда обращаясь с неограничен-
ными операторами достаточно бегло. Более детальное математическое
рассмотрение таких вопросов можно при желании найти в соответству-
ющей литературе (см. Комментарии).

11.1 Операторы, ассоциированные с
коммутационным соотношением Гейзенберга

В гильбертовом пространстве H =L2 (R) рассмотрим операторы
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(qψ)(ξ) = ξψ(ξ); (pψ)(ξ) =
~
i

d

dξ
ψ(ξ),

заданные на общей области определения D, в качестве которой мож-
но взять пространство S (R) бесконечно дифференцируемых функций,
все производные которых убывают на бесконечности быстрее, чем любая
степень |ξ|. Эти операторы являются существенно самосопряженными,
следовательно, представляют (четкие) вещественные наблюдаемые (см.
раздел 10.8).

На указанной области определения операторы q и p удовлетворяют
коммутационному соотношению Гейзенберга

[q, p] = i~I. (11.1)

Рассмотрим чистое состояние |ψ〉〈ψ|, ψ ∈ D, и введем обозначения

x = 〈ψ|q|ψ〉, y = 〈ψ|p|ψ〉,

Dψ(q) = ‖(q − x)ψ‖2 , Dψ(p) = ‖(p− y)ψ‖2

для средних значений и дисперсий наблюдаемых q, p. Для любого веще-
ственного числа ω

ω2Dψ(q)− ω~+ Dψ(p) = ω2Dψ(q) + iω〈ψ|[q, p]|ψ〉+ Dψ(p)

= ‖[ω (q − x) + i (p− y)] ψ‖2 ≥ 0,

следовательно,

Dψ(q)Dψ(p) ≥ ~2

4
, (11.2)

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда найдется ω
такое, что ψ является решением дифференциального уравнения

[
ω (ξ − x) +

(
~

d

dξ
− iy

)]
ψ (ξ) = 0, (11.3)

нормированное решение которого существует при ω > 0 и имеет вид

ψ (ξ) =
k

4
√

π~/ω
exp

[
iyξ

~
− ω (ξ − x)2

2~

]
, (11.4)

где |k| = 1.
Неравенство (11.2) есть соотношение неопределенностей Гейзенбер-

га, а формула (11.4) описывает векторы состояний минимальной неопре-
деленности, для которых Dψ(q) = ~

2ω ,Dψ(p) = ω~
2 . Далее полагаем

k = exp
(− ixy

2~
)
, что приводит к

ψ (ξ) = 4

√
ω

π~
exp

[
iy

~

(
ξ − x

2

)
− ω (ξ − x)2

2~

]
. (11.5)
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Вводя комплексные комбинации

a =
1√
2~ω

(ωq + ip) ; ζ =
1√
2~ω

(ωx + iy)

и обозначая соответствующий вектор состояния (11.5) через |ζ〉, можно
переписать определяющее уравнение (11.3) в виде

a|ζ〉 = ζ|ζ〉; ζ ∈ C. (11.6)

В частности,
a|0〉 = 0, (11.7)

где |0〉 – вектор, соответствующий функции

ψ (ξ) = 4

√
ω

π~
exp

[
−ωξ2

2~

]
.

Оператор a = 1√
2~ω (ωq + ip) имеет сопряженный a† = 1√

2~ω (ωq − ip) , а
коммутационное соотношение (11.1) принимает вид

[
a, a†

]
= I.

Рассмотрим оператор

N = a†a = aa† − I, (11.8)

который является симметричным и существенно самосопряженным на
D. В силу (11.7) имеем

N|0〉 = 0.

Задача 11.1.1 Последовательно применяя равенство (11.8), покажи-
те, что векторы

|n〉 =

(
a†

)n

√
n!
|0〉 (11.9)

образуют ортонормированную систему собственных векторов операто-
ра N :

N|n〉 = n|n〉; n = 0, 1, . . .

Соответствующие собственные функции в L2 (R) с точностью до нор-
мировки имеют вид

[
ωξ − ~ d

dξ

]n

exp
[
−ωξ2

2~

]
' Hn

(√
ω

~
ξ

)
exp

[
−ωξ2

2~

]
,

где Hn; n = 0, 1, . . . – полиномы Эрмита, которые образуют полную си-
стему в L2 (R) . Следовательно, {|n〉;n = 0, 1, . . . } – ортонормированный
базис в H,
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∞∑
n=0

|n〉〈n| = I,

и N имеет спектральное разложение

N =
∞∑

n=0

n|n〉〈n|. (11.10)

Задача 11.1.2 Оператор N – самосопряженный оператор типа F с об-
ластью определения

D(N ) =

{
ψ :

∞∑
n=0

n2 |〈n|ψ〉|2 < ∞
}

и (11.10) выполнено в смысле сильной сходимости на D(N ).

Имеют место соотношения

a|n〉 =
√

n|n− 1〉; a†|n〉 =
√

n + 1|n + 1〉.

Вводя группу унитарных операторов
{
eiNωt; t ∈ R}

, имеем

eiNωtae−iNωt = ae−iωt; eiNωta†e−iNωt = a†eiωt. (11.11)

Возвращаясь к операторам q, p, видим, что

~ω
(
N +

I

2

)
=

1
2

(
ω2q2 + p2

) ≡ ~H (11.12)

– оператор энергии квантового гармонического осциллятора с частотой ω
и уравнения (11.11) описывают динамику осциллятора с гамильтонианом
H. Оператор N называется оператором числа квантов, |n〉 – вектором
состояния с n квантами, |0〉 – вектором вакуумного состояния, опера-
тор a (соответственно a†) – оператором уничтожения (соответственно
рождения квантов). В квантовой оптике операторы a, a† описывают од-
ну гармонику (моду) поля, соответствующую определенной частоте ω (а
также определенной поляризации).

Состояния |ζ〉〈ζ|; ζ ∈ C, называются в квантовой оптике когерентны-
ми. Из (11.9), (11.6) получаем

〈n|ζ〉 =
1√
n!
〈0|anζ〉 =

ζn

√
n!
〈0|ζ〉 =

ζn

√
n!

exp
(
−|ζ|

2

2

)
,

где также была использована формула

〈ζ1|ζ2〉 = exp
[
−1

2
(|ζ1|2 + |ζ2|2 − 2ζ̄1ζ2

)]
. (11.13)
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Задача 11.1.3 Докажите (11.13), используя вещественную парамет-
ризацию (11.5) векторов |ζ〉.
Задача 11.1.4 Система векторов {|ζ〉; ζ ∈ C} является переполненной
в том смысле, что

1
π

∫
|ζ〉〈ζ|d2ζ = I,

где d2ζ = 1
2~dxdy. Указание: матричные элементы интеграла в базисе

{|n〉} имеют вид

1
π

∫
ζn

√
n!

ζ̄m

√
m!

exp
(−|ζ|2) d2ζ = δnm.

Пусть p(ζ) – плотность распределения вероятностей на C. Тогда

S =
∫
|ζ〉〈ζ|p(ζ)d2ζ (11.14)

– оператор плотности в H, который соответствует квазиклассическому
состоянию. В частности, для комплексного гауссовского распределения с
нулевым средним и дисперсией N получаем оператор плотности

S0 =
1

πN

∫
|ζ〉〈ζ| exp

(
−|ζ|

2

N

)
d2ζ (11.15)

с матричными элементами

〈n|S0|m〉 =
1

πN

∫
ζn

√
n!

ζ̄m

√
m!

exp
(
− (N + 1)|ζ|2

N

)
d2ζ = δnm

1
N + 1

(
N

N + 1

)n

.

Поэтому S0 имеет спектральное разложение

S0 =
1

N + 1

∞∑
n=0

(
N

N + 1

)n

|n〉〈n|. (11.16)

Это выражение имеет смысл и при N = 0, когда S0 определяется вырож-
денным распределением, сосредоточенным в точке ζ = 0.

Учитывая спектральное разложение (11.10) и (11.12), последнее соот-
ношение можно переписать в виде

S0 =
exp [−θH]

Tr exp [−θH]
, (11.17)

что является оператором плотности гиббсовского состояния квантового
гармонического осциллятора , т. е. равновесного состояния при обратной
температуре θ/~ = 1

~ω ln N+1
N . Величина N = TrS0N = TrS0a

†a интер-
претируется как среднее число квантов энергии осциллятора.
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Другой важный оператор плотности соответствует смещенной плот-
ности распределения

Sµ =
1

πN

∫
|ζ〉〈ζ| exp

(
−|ζ − µ|2

N

)
d2ζ, (11.18)

где µ = 1√
2~ω (ωmq + imp). Введем унитарные операторы

D(ζ)ψ(ξ) = exp
[
iy

~

(
ξ − x

2

)]
ψ (ξ − x) . (11.19)

Очевидно, что
|ζ〉 = D(ζ)|0〉;

D(ζ2)|ζ1〉 = exp(i=ζ̄1ζ2)|ζ1 + ζ2〉,
т. е. действие этих операторов приводит к смещению средних значений
наблюдаемых q, p. В физическом эксперименте такое смещение проис-
ходит при внешнем воздействии, осуществляемом идеальным лазером,
которое преобразует вакуум |0〉〈0| в когерентное состояние |ζ〉〈ζ|. Квази-
классическое состояние (11.14) представляет собой статистическую смесь
когерентных состояний, тогда как

Sµ = D(µ)S0D(µ)∗ (11.20)

есть преобразование равновесного состояния S0 при внешнем воздей-
ствии. Заметим, что состояние Sµ является чистым тогда и только тогда,
когда N = 0 , причем в этом случае оно совпадает с когерентным состо-
янием |µ〉〈µ|.
Задача 11.1.5 Докажите, что операторы смещения удовлетворяют
коммутационному соотношению

D(ζ2)D(ζ1) = exp(i=ζ̄1ζ2)D(ζ1 + ζ2), (11.21)

из которого следует

D(µ)∗D(ζ)D(µ) = exp(2i=µ̄ζ)D(ζ). (11.22)

В дальнейшем нам понадобится некоммутативный аналог характери-
стической функции для состояния Sµ:

TrSµD(ζ) = exp
[
2i=µ̄ζ −

(
N +

1
2

)
|ζ|2

]
. (11.23)

Доказательство формулы (11.23). В силу (11.20), (11.22) имеем

TrSµD(ζ) = exp (2i=µ̄ζ)TrS0D(ζ)

и достаточно доказать (11.23) для µ = 0. Имеем
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TrS0D(ζ) =
∫
〈ζ1|D(ζ)|ζ1〉 1

πN
exp

(
−|ζ1|2

N

)
d2ζ1 (11.24)

=
∫
〈0|D(ζ1)∗D(ζ)D(ζ1)|0〉 1

πN
exp

(
−|ζ1|2

N

)
d2ζ1

=
∫

exp(i=ζ̄1ζ)〈0|D(ζ)|0〉 1
πN

exp
(
−|ζ1|2

N

)
d2ζ1

Используя (11.13), получаем

〈0|D(ζ)|0〉 = 〈0|ζ〉 = exp
(
−1

2
|ζ|2

)
.

Подставляя это выражение в (11.24) и используя выражение для харак-
теристической функции гауссовского распределения, получаем

TrS0D(ζ) = exp
(
−

(
N +

1
2

)
|ζ|2

)
.

11.2 Канонические коммутационные соотношения

В квантовой механике канонические коммутационные соотношения (ККС)
возникают при квантовании классической системы с конечным либо бес-
конечным числом степеней свободы, т. е. поля. В квантовой оптике обыч-
но имеют дело только с конечным набором существенных частот, что
сводит проблему к рассмотрению системы с конечным числом s степе-
ней свободы.

Рассмотрим гильбертово пространство H = L2 (Rs) комплексных
квадратично интегрируемых функций вещественных переменных ξj ; j =
1, . . . , s, где Rs является координатным пространством рассматриваемой
классической системы. В пространствеH зададим две группы унитарных
операторов

Vxψ(ξ) = exp(iξ>x)ψ(ξ); Uyψ(ξ) = ψ(ξ + ~y), (11.25)

где ξ, x, y ∈ Rs рассматриваются как векторы-столбцы, а > обозначает
транспонирование. Эти группы удовлетворяют каноническим коммута-
ционным соотношениям (ККС) Вейля

UyVx = exp(i~y>x)VxUy. (11.26)

Отметим аналогию с дискретными операторами Вейля, определенными
соотношениями (6.47). Операторы Uy, Vx описывают изменение кванто-
вого состояния при смещении координаты, соответственно импульса, а
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соотношения Вейля задают кинематику квантово-механической системы;
на самом деле, эти соотношения могут быть выведены из принципа га-
лилеевой относительности.

Чтобы использовать очевидную симметрию между x, y, введем вектор-
столбец вещественных параметров z = [x1, y1, . . . , xs, ys]> и унитарные
операторы

W (z) = exp(
i

2
~y>x)VxUy. (11.27)

Из (11.27) и (11.26) следует, что операторы W (z) удовлетворяют ККС
Вейля-Сигала

W (z)W (z′) = exp[
i

2
∆(z, z′)]W (z + z′), (11.28)

где

∆(z, z′) = ~
s∑

j=1

(x′jyj − xjy
′
j) (11.29)

– каноническая симплектическая форма. Из (11.28) и унитарности опе-
раторов W (z) в частности следует

W (−z) = W (z)∗ z ∈ Z.

Из (11.28) следует

W (z′)∗W (z)W (z′) = exp[i∆(z, z′)]W (z). (11.30)

Сходство коммутационных соотношений (11.21) и (11.28) неслучайно:
на самом деле операторы W (z) с точностью до параметризации представ-
ляют собой многомодовое обобщение унитарных операторов смещения.

Задача 11.2.1 Покажите, что в случае одной степени свободы

D(µ) = W (mp/~,−mq/~), (11.31)

так что
D(µ)∗W (z)D(µ) = exp i (mqx + mpy)W (z). (11.32)

Поскольку ∆(z, z) ≡ 0, из (11.28) вытекает, что для любого фиксиро-
ванного z однопараметрическое семейство {W (tz); t ∈ R} является уни-
тарной группой. Согласно теореме Стоуна (см. раздел 10.8), существует
самоcопряженный оператор R(z), такой что

W (z) = exp i R(z). (11.33)

Задача 11.2.2 Используйте (11.30), чтобы доказать соотношение

W (z′)∗R(z)W (z′) = R(z) + ∆(z, z′)I. (11.34)
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Задача 11.2.3 Проверьте, что соответствие z → R(z) является ли-
нейным, и что операторы R(z) удовлетворяют коммутационным со-
отношениям

[R(z), R(z′)] = −i∆(z, z′)I. (11.35)

Указание: в соотношении (11.28) замените z, z′ на tz, sz′ и рассмотри-
те первые и вторую смешанную производные по s, t при s = t = 0.

Пространство Z = R2s, снабженное невырожденной кососимметрич-
ной формой ∆(z, z′), является симплектическим пространством. Сим-
плектическое пространство (Z,∆) описывает фазовое пространство клас-
сической механической системы, квантование которой дается семейством
унитарных операторов W (z) в гильбертовом пространствеH. Такое кван-
тование в существенном единственно: всякое неприводимое семейство
унитарных операторов W (z) в каком-либо гильбертовом пространстве,
удовлетворяющих ККС Вейля-Сигала, унитарно эквивалентно описан-
ному выше представлению в L2 (Rs), называемому представлением Шре-
дингера (теорема единственности Стоуна-фон Неймана, см. Коммента-
рии). В дальнейшем W (z); z ∈ Z, – некоторое неприводимое представле-
ние ККС.

Базис {ej , hj ; j = 1, . . . , s} в Z называется симплектическим, если

∆(ej , hk) = −~δjk, ∆(ej , ek) = ∆(hj , hk) = 0; j, k = 1, . . . , s. (11.36)

В таком базисе симплектическая форма ∆(z, z′) имеет стандартный вид
(11.29) и

R(z) = Rz =
s∑

j=1

(xjqj + yjpj),

где
R = [q1, p1, . . . , qs, ps]

– вектор-строка самосопряженных операторов – канонических наблюда-
емых, удовлетворяющих ККС Гейзенберга

[qj , pk] = iδjk~I, [qj , qk] = 0, [pj , pk] = 0. (11.37)

Представление Шредингера ККС (11.37) дается самосопряженными опе-
раторами

qj = ξj , pj =
~
i

∂

∂ξj

в гильбертовом пространстве L2 (Rs). Операторы qj , pj не ограничены,
поэтому соотношения (11.37) следует рассматривать только на общей
плотной области определения, в качестве которой удобно выбрать про-
странство S(R). Мы уже видели, что подход, основанный на использова-
нии ККС Вейля, является более фундаментальным с физической точки
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зрения. С другой стороны, он также позволяет избежать ряда не относя-
щихся к делу математических патологий, связанных с областями опре-
деления неограниченных операторов.

В дальнейшем в пространстве Z = R2s будут рассматриваться раз-
личные билинейные формы ∆,α, . . . , при этом матрицы форм будут обо-
значаться тем же символом, т. е. α(z, z′) = z>αz′, и т. д. В частности,
∆(z, z′) = z>∆z′, где

∆ =




0 −~
~ 0

. . .
0 −~
~ 0



≡ diag

[
0 −~
~ 0

]
. (11.38)

Лемма 11.2.1 Пусть α (z, z′) = z>αz′ – произвольное скалярное про-
изведение в симплектическом пространстве (Z, ∆). Существует сим-
плектический базис {ej , hj ; j = 1, . . . , s} в Z, в котором форма α имеет
диагональный вид с матрицей

α̃ = diag
[

αj 0
0 αj

]
,

причем αj > 0.

Доказательство. Рассмотрим матрицу α̂ = ∆−1α, которая является
матрицей оператора (обозначаемого тем же символом), связывающего
две формы:

α(z, z′) = ∆(z, α̂z′).

Оператор α̂ является кососимметричным в евклидовом пространстве
(Z, α) : α̂∗ = −α̂. По известной теореме линейной алгебры существует
ортогональный базис {ej , hj} в (Z, α) и положительные числа {αj} та-
кие, что

α̂ej = −~−1αjhj ; α̂hj = ~−1αjej .

Выбирая нормировку α(ej , ej) = α(hj , hj) = αj , получаем симплектиче-
ский базис в (Z, ∆) с требуемыми свойствами.

Обозначая через T матрицу перехода от исходного симплектического
базиса в Z к новому симплектическому базису, т. е. матрицу со столбцами
{ej , hj ; j = 1, . . . , s}, имеем

∆ = T>∆T ; α̃ = T>αT.

Канонические наблюдаемые в новом базисе даются соотношениями

q̃j = R(ej), p̃j = R(hj); j = 1, . . . , s,
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так что RT = R̃, где R̃ = [q̃1, p̃1, . . . , q̃s, p̃s]>. Матрица T задает симплек-
тическое преобразование в (Z, ∆), которое характеризуется свойством

∆(Tz, Tz′) = ∆(z, z′); z, z′ ∈ Z.

11.3 Динамика, квадратичные операторы и
комплексные структуры

Для любого симплектического преобразования T в Z существует кано-
ническое унитарное преобразование UT в H такое, что

U∗
T W (z)UT = W (Tz).

Это следует из теоремы единственности, поскольку операторы W (Tz); z ∈
Z, также образуют (неприводимое) представление ККС (11.28) в про-
странстве H. В терминах канонических наблюдаемых

U∗
T RUT = RT. (11.39)

Для получения явного выражения для операторов UT рассмотрим
однопараметрическую группу

Tt = etD; t ∈ R

симплектических преобразований в Z, которая описывает линейную ди-
намику в классическом фазовом пространстве. Здесь D – генератор, ко-
торый удовлетворяет условию

∆(Ttz, Ttz
′) ≡ ∆(z, z′).

Будем предполагать, что оператор D является строго ∆−положительным,
т. е. ∆(z, Dz′) является скалярным произведением в Z. Отсюда получаем,
в матричных обозначениях

∆D = −D>∆ ≥ 0. (11.40)

Квантование линейной динамики Tt дается следующей теоремой.

Теорема 11.3.1 Рассмотрим оператор H = 1
~RεR> в H, квадратич-

ный относительно канонических наблюдаемых R, где ε = −~2D∆−1. То-
гда H – положительный самосопряженный оператор в H, порождаю-
щий унитарную группу {eitH} в H, такую что

W (Ttz) = eitHW (z)e−itH . (11.41)
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Доказательство (набросок). Рассмотрим билинейную форму

ε(z, z′) = −z>∆ε∆z′ =
~
2
∆(z, Dz′),

которая является скалярным произведением в силу предположения об
операторе D. Согласно лемме 11.2.1 существует симплектический базис
{ej , hj}, в котором матрица этой формы имеет диагональный вид

−∆ε̃∆ = ~2diag
[

ωj/2 0
0 ωj/2

]
,

где ωj > 0, следовательно

ε̃ = diag
[

ωj/2 0
0 ωj/2

]
.

Вводя канонические наблюдаемые q̃j = R(ej), p̃j = R(hj); j = 1, . . . , s,
имеем

H =
s∑

j=1

ωj

2~
(
q̃j

2 + p̃j
2
)
, (11.42)

откуда видно, что H – положительный самосопряженный оператор, как
сумма операторов типа (11.12), относящихся к разным модам. Определяя
операторы рождения-уничтожения

ã†j =
1√
2~

(q̃j − ip̃j) , ãj =
1√
2~

(q̃j + ip̃j) ,

удовлетворяющие коммутационным соотношениям

[ãj , ã
†
k] = δjkI, (11.43)

имеем

H =
s∑

j=1

ωj

(
ã†j ãj + I/2

)
. (11.44)

В терминах генераторов канонических наблюдаемых соотношение
(11.41) сводится к

RetD = e−it 1
2 RD∆−1R>Reit 1

2 RD∆−1R> , (11.45)

где D = −2ε∆/~. В базисе {ej , hj} матрица оператора D имеет вид

D̃ = −2~−1ε̃∆ = diag
[

0 ωj

−ωj 0

]
,

следовательно, (11.45) сводится к уравнениям типа (11.11)
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ãje−iωjt = eiωjtã†j ãj ãje−iωjtã†j ãj ; j = 1, . . . , s, (11.46)

описывающим динамику квантовых гармонических осцилляторов с ча-
стотами ωj .

Подход, использующий представление энергетической матрицы ε в
диагональной форме, называется в квантовой оптике разложением на
нормальные моды.

Оператор J в (Z,∆) называется оператором комплексной структу-
ры, если он ∆−положителен и

J2 = −1, (11.47)

где 1 – единичный оператор в Z. В частности,

∆J = −J>∆ ≥ 0. (11.48)

Задача 11.3.1 Оператор J порождает в Z структуру комплексного
унитарного пространства (размерности s), если положить по опреде-
лению iz = Jz и ввести скалярное произведение

h(z, z′) = j(z, z′) + i∆(z, z′) = ∆(z, Jz′) + i∆(z, z′).

С любой комплексной структурой можно связать циклическую одно-
параметрическую группу

{
eϕJ

}
симплектических преобразований, кото-

рую будем называть калибровочной группой. Согласно доказанной тео-
реме, калибровочная группа в Z порождает унитарную группу калибро-
вочных преобразований в H по формуле

W (eϕJz) = e−iϕGW (z)eiϕG, (11.49)

где G = − 1
2RJ∆−1R> – самосопряженный положительный оператор вH.

В терминах канонических наблюдаемых, соотношение (11.49) сводится к
линейному преобразованию

ReϕJ = e−iϕGReiϕG, (11.50)

которое является частным случаем (11.45).
Из доказательства теоремы в случае D = J , с использованием допол-

нительного свойства (11.47), вытекает существование симплектического
базиса {ej , hj ; j = 1, . . . , s}, ассоциированного со скалярным произведе-
нием j(z, z′) = ∆(z, Jz′), в котором оператор J имеет матрицу

J̃ = diag
[

0 1
−1 0

]
. (11.51)

В этом базисе
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G =
s∑

j=1

1
2~

(
q̃j

2 + p̃j
2
)

=
s∑

j=1

(
ã†j ãj + I/2

)
, (11.52)

что с точностью до несущественного слагаемого совпадает с оператором
полного числа квантов

N =
s∑

j=1

ã†j ãj .

Соотношение (11.50) сводится к (11.46) с заменой ωjt на ϕ.
Оператор A в H называется калибровочно инвариантным, если

e−iϕGAeiϕG = A

для всех вещественных ϕ. Используя (11.50), получаем, что квадратич-
ный оператор A = RεR>, где ε – симметричная положительная матрица,
является калибровочно инвариантным, если eϕJεeϕJ> = ε, или, эквива-
лентно, Jε + εJ> = 0, что с учетом (11.48) равносильно условию

[J, ε∆] = 0.

Для любой энергетической матрицы ε существует оператор комплексной
структуры, удовлетворяющий этому условию: это оператор J = T J̃T−1,
который имеет матрицу (11.51) в симплектическом базисе, ассоциирован-
ном со скалярным произведением ε(z, z′) = ∆(z, ε∆z′).

Пример Пусть ωj ; j = 1, . . . , s – положительные числа, и

H =
s∑

j=1

1
2~

(
ω2

j qj
2 + pj

2
)

– гамильтониан ансамбля осцилляторов с частотами ωj , тогда q̃j =√
ωjqj , p̃j = √

ωj
−1pj , так что

ã†j =
1√
2~ωj

(ωjqj − ipj) , ãj =
1√
2~ωj

(ωjqj + ipj)

и

H =
s∑

j=1

ωj

2~
(
q̃j

2 + p̃j
2
)

=
s∑

j=1

ωj

(
ã†j ãj + I/2

)
.

Соответствующий оператор комплексной структуры имеет вид

J = diag
[

0 ωj

−ω−1
j 0

]
,

что соответствует умножению на i операторов уничтожения ãj , при этом
калибровочный оператор в пространстве H дается формулой (11.52), т.
е. равен N + s

2I.
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11.4 Гауссовские состояния

11.4.1 Характеристическая функция

Характеристическая функция квантового состояния S определяется со-
отношением

φ(z) = TrSW (z); z ∈ Z.

Для произвольного ядерного оператора S это выражение можно рассмат-
ривать как некоммутативный аналог преобразования Фурье, однозначно
определяющий оператор S.

Положительность оператора S влечет неотрицательную определен-
ность n× n−матриц с элементами

φ(zr − zs) exp
[
− i

2
∆(zr, zs)

]
= TrW (zs)∗SW (zr). (11.53)

для всех n = 1, 2, . . . и всевозможных наборов {z1, . . . , zn} ∈ Z.
Оператор плотности S имеет конечные вторые моменты, если TrSq2

j <

∞,TrSp2
j < ∞ для всех j, где след определяется как в (10.6). В этом слу-

чае определены вектор средних значений m = TrSR и матрица ковари-
аций BS(R) = α (ср. раздел 2.2.3). В силу ККС (11.35) коммутационная
матрица CS(R) = ∆, так что

α− i

2
∆ = Tr(R−m)>S(R−m). (11.54)

Отсюда вытекает неравенство

α ≥ i

2
∆, (11.55)

которое есть не что иное, как соотношение неопределенностей (2.21) для
канонических наблюдаемых R. Далее будет показано (теорема 11.4.1),
что условие (11.55) не только необходимо, но и достаточно для того, что-
бы α была матрицей ковариаций некоторого состояния. В дальнейшем
будем обозначать Σ (m,α) множество всех состояний с фиксированным
вектором средних значений m и матрицей ковариаций α.

Как и в классическом случае, компоненты m,α (как и моменты более
высокого порядка) можно выразить через производные характеристиче-
ской функции.

Задача 11.4.1 Предполагая существование моментов соответствую-
щего порядка, доказать, что

TrSR(z)n = i−n dn

dtn
φ(tz)

∣∣∣∣
t=0

.
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11.4.2 Определение и свойства гауссовских состояний

Состояние S называется гауссовским, если его характеристическая функ-
ция φ(z) = TrSW (z) имеет вид

φ(z) = exp
(

im(z)− 1
2
α(z, z)

)
, (11.56)

где m(z) = mz –линейная форма, а α(z, z) = z>αz – билинейная форма на
(Z, ∆). Здесь m – вещественный (2s)-вектор-строка, а α – вещественная
симметричная (2s)× (2s)-матрица.

Задача 11.4.2 Найдите первые и вторые производные функции (11.56)
при z = 0, и покажите, используя результат задачи 11.4.1, что m –
вектор средних значений, а α – матрица ковариаций состояния S.

Теорема 11.4.1 Для того, чтобы соотношение (11.56) определяло кван-
товое состояние, необходимо и достаточно, чтобы матрица α удо-
влетворяла условию (11.55). При выполнении этого условия формула
(11.56) определяет единственное гауссовское состояние в Σ (m,α).

Доказательство. Как уже было отмечено, необходимость вытекает из
соотношения (11.54). Альтернативное доказательство вытекает из следу-
ющей леммы, которая понадобится и в дальнейшем.

Лемма 11.4.2 Пусть α – скалярное произведение, ∆ – кососимметрич-
ная форма в Z, такие что для всех n = 1, 2, . . . и всевозможных наборов
{z1, . . . , zn} ∈ Z, эрмитовы матрицы с элементами

exp{α(zr, zs)− i

2
∆(zr, zs)} (11.57)

неотрицательно определены. Тогда матрицы форм α, ∆ удовлетворяют
условию (11.55).

Доказательство. Пусть t > 0. Записывая условие неотрицательной
определенности для набора {0,

√
tz1, . . . ,

√
tzn} с переменными {c0, c1, . . . , cn} ∈

C такими, что c0 = −∑n
j=1 cj , имеем

n∑
r,s=1

c̄rcs

(
exp t

[
α(zr, zs)− i

2
∆(zr, zs)

]
− 1

)
≥ 0.

Деля на t и устремляя t к 0, получаем, что матрицы с элементами
α(zr, zs)− i

2∆(zr, zs) неотрицательно определены для всевозможных на-
боров z1, . . . , zn, что равносильно условию (11.55).
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Подставляя в (11.53) гауссовское выражение (11.56), можно видеть, что

φ(zr − zs) exp
[
− i

2
∆(zr, zs)

]
= φ(zr)φ(zs) exp{α(zr, zs)− i

2
∆(zr, zs)},

таким образом, условие леммы выполнено, откуда следует неравенство
(11.55).

Пусть теперь матрица α удовлетворяет неравенству (11.55). Из леммы
11.2.1 следует, что существует симплектическое преобразование T , такое
что

α̃ = T>αT = diag
[

αj 0
0 αj

]
, (11.58)

где αj > 0, причем неравенство (11.55) равносильно тому, что αj ≥
~
2 , j = 1, . . . , s. Полагая αj = ~

(
Nj + 1

2

)
, получаем Nj ≥ 0.

Из (11.58) следует, что

φ(Tz) = exp(im̃>z − 1
2
z>α̃z)

= exp
s∑

j=1

[i(m̃jqxj + m̃jpyj)− 1
2
αj(x2

j + y2
j )],

где m̃ = T>m. Однако в силу соотношений (11.23), (11.31)

φj(z) = exp
[
i(m̃jqx + m̃jpy)− αj

2
(x2 + y2)

]
(11.59)

является характеристической функцией оператора плотности типа (11.18)
для одной степени свободы (при ω = 1), в канонических наблюдаемых
R̃ = RT . Обозначая S(j) соответствующее состояние и полагая

S =
s⊗

j=1

S(j), (11.60)

получаем
φ(Tz) = TrS exp i R̃z = TrS W (Tz),

откуда следует, что состояние S имеет характеристическую функцию
φ(z).

В квантовой оптике представление гауссовского состояния в виде
(11.60) обычно связано с разложением на нормальные моды.

Пусть J – оператор комплексной структуры в Z и
{
eiϕG

}
– соот-

ветствующая калибровочная группа в H. Из (11.49) следует, что гаус-
совский оператор плотности S является калибровочно инвариантным,
e−iϕGS eiϕG = S, ϕ ∈ R, тогда и только тогда, когда его характеристиче-
ская функция удовлетворяет условию φ(eϕJz) = φ(z), что равносильно
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условиям m = 0 и J>α +αJ = 0. Используя (11.48), последнее равенство
можно переписать в виде

[J,∆−1α] = 0. (11.61)

Напомним, что α̂ = ∆−1α является матрицей кососимметричного опе-
ратора. Для любой матрицы ковариаций α найдется по крайней мере
один оператор комплексной структуры в Z, коммутирующий с операто-
ром ∆−1α, а именно, ортогональный оператор J из полярного разложе-
ния

α̂ =
∣∣∆−1α

∣∣ J = J
∣∣∆−1α

∣∣ (11.62)

в евклидовом пространстве (Z, α). Пусть T – симплектическое преобра-
зование, диагонализующее α, тогда J = T J̃T−1, где J̃ определено соот-
ношением (11.51). Более того,

∣∣∆−1α
∣∣ = TÃT−1, где

Ã = diag
[

αj/~ 0
0 αj/~

]
= diag

[
Nj + 1

2 0
0 Nj + 1

2

]
.

Задача 11.4.3 Гауссовское состояние S является чистым тогда и толь-
ко тогда, когда выполняется одно из равносильных условий:

i. Nj = 0; j = 1, . . . , s;
ii. | det(2∆−1α)| = 1;
iii. α = 1

2∆J , где J – оператор комплексной структуры.

При выполнении этих условий множество Σ (m,α) состоит из одного
чистого гауссовского состояния.

Пусть S – гауссовское состояние с параметрами (0, α), J – оператор
комплексной структуры из полярного разложения (11.62), и S0 – чистое
гауссовское состояние с параметрами (0, 1

2∆J). Таким образом, оба этих
состояния калибровочно-инвариантны.

Задача 11.4.4 Докажите следующее многомерное обобщение формулы
(11.15)

S =
∫

W (z)S0W (z)∗P (d2sz) =
∫

W (Jz)S0W (Jz)∗P (d2sz), (11.63)

где P – гауссовское распределение вероятностей с симплектической ха-
рактеристической функцией

∫
ei∆(w,z)P (d2sz) = exp

[
−w>

(
α− 1

2
∆J

)
w

]
.

Это распределение калибровочно-инвариантно, т. е. инвариантно от-
носительно действия оператора комплексной структуры JA в ZA. За-
метим также, что состояния W (Jz)S0W (Jz)∗ являются когерентны-
ми относительно рассматриваемой комплексной структуры.
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11.4.3 Оператор плотности гауссовского состояния

Заметим, что ∆−1α = T (∆−1α̃)T−1, где

∆−1α̃ = diag
[

0 αj/~
−αj/~ 0

]
. (11.64)

Следовательно, числа ±iαj/~; j = 1, . . . , s являются собственными зна-
чениями оператора ∆−1α.

Задача 11.4.5 Оператор −(∆−1α)2 − 1
4I является положительным в

евклидовом пространстве (Z,α), причем состояние S является чистым
тогда и только тогда, когда этот оператор равен 0, т. е.

(∆−1α)2 = −1
4
I. (11.65)

Cпектральное разложение произвольного гауссовского состояния (11.60)
можно получить как тензорное произведение спектральных разложений
одномодовых состояний S(j). Следующая теорема обобщает представле-
ние (11.17) на случай произвольных гауссовских состояний, разложение
которых не содержит “чистой” моды.

Теорема 11.4.3 Предположим, что оператор −(∆−1α)2 − 1
4I невы-

рожден, тогда гауссовский оператор плотности с нулевым средним и
матрицей ковариаций α представляется в виде

S0 = c exp
(
−1
~
RεR>

)
, (11.66)

где

c =
[
det

(
−(∆−1α)2 − 1

4
I

)]− 1
4

=
[
det

(
−4 sin2 ε∆

~

)] 1
4

, (11.67)

а ε находится из соотношения

2∆−1α = cot
ε∆

~
. (11.68)

Доказательство. Переписывая представление (11.17) (при ω = 1) в виде

(
eθ/2 − e−θ/2

)
exp

(
− θ

2~
(
q2 + p2

))
,

и используя разложение (11.58), диагонализующее матрицу α, получаем

S0 = c exp
(
−1
~
R̃ε̃R̃>

)
,
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где

c =
s∏

j=1

(
eθj/2 − e−θj/2

)
, ε̃ = diag

[
θj/2 0

0 θj/2

]
,

и θj = ln
(

αj
~ + 1

2
αj
~ − 1

2

)
, так что

eθj/2 − e−θj/2 =
[(αj

~

)2

− 1
4

]− 1
2

. (11.69)

Оператор ∆−1α имеет собственные значения±i
αj

~ , откуда следует первая
из формул (11.67). Переходя к исходным каноническим наблюдаемым R,
получаем (11.66), где ε = T ε̃T>.

Обращая соотношение (11.69), получаем

αj

~
=

1
2

coth
θj

2
. (11.70)

Имеем
ε̃∆

~
= diag

[
0 −θj/2

θj/2 0

]
.

Заметим, что ε∆ = T ε̃∆T−1 и ∆−1α = T∆−1α̃T−1 – матрицы операторов,
причем ∆−1α̃ дается соотношением (11.64). Операторы − ε̃∆

~ и ∆̃−1α̃ име-
ют одинаковые собственные векторы с собственными значениями ±iθj/2
и ±iαj/~ соответственно, поэтому из (11.70) следует (11.68).

11.4.4 Энтропия гауссовского состояния

Для вычисления энтропии произвольного гауссовского состояния исполь-
зуем разложение на нормальные моды. Для одной моды (s = 1) оператор
плотности S(j) унитарно эквивалентен оператору (11.16). Поэтому энтро-
пия фон Неймана равна

H(S0) =
1

N + 1

∞∑
n=0

(
N

N + 1

)n

[(n + 1) log(N + 1)− n log N ] = g(N),

где введено обозначение

g(x) = (x + 1) log(x + 1)− x log x, x > 0;
g(0) = 0.

Для гауссовского состояния общего вида (11.60) получаем суммировани-
ем по нормальным модам
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H(S) =
s∑

j=1

g (Nj) , (11.71)

где Nj = αj/~− 1/2.
Чтобы получить общее выражение, не зависящее от выбора базиса,

заметим, что оператор ∆−1α имеет, в силу (11.64), собственные значе-
ния ±i

αj

~ , и следовательно, диагонализуем (в поле комплексных чисел).
Для любой диагонализуемой матрицы M = U diag(mj)U−1 по аналогии
с другими непрерывными функциями на комплексной плоскости введем
функцию abs(M) = Udiag(|mj |)U−1. Тогда выражение (11.71) можно пе-
реписать в виде

H(S) =
1
2
Sp g

(
abs(∆−1α)− I

2

)
, (11.72)

где Sp – след матрицы (который следует отличать от следа Tr оператора
в гильбертовом пространстве).

Другое выражение для энтропии гауссовского состояния можно по-
лучить из представления (11.66). По определению энтропии имеем

H(S) = − log c +
1
~
Spεα,

что в силу (11.67) и (11.68) равно

1
4
Sp log

[
−(∆−1α)2 − 1

4
I

]
+ Sp(∆−1α)arc cot

(
2∆−1α

)
(11.73)

= −1
4
Sp log

(
− sin2 ε∆

~

)
+

1
2~

Spε∆ cot
ε∆

~
.

Задача 11.4.6 Используя соотношение

g

(
α− 1

2

)
=

1
2

log
(

α2 − 1
4

)
+ α log

α + 1
2

α− 1
2

,

доказать совпадение выражений (11.72) и (11.73).

Пример В случае одномодового гауссовского оператора плотности

общего вида имеем α =
[

αqq αqp

αqp αpp

]
, причем αqqαpp − (αqp)2 ≥ ~2

4 (это

неравенство равносильно условию (11.55)). Тогда

−(∆−1α)2 =
αqqαpp − (αqp)2

~2

[
1 0
0 1

]
,

следовательно,
∣∣∆−1α

∣∣ =

√
αqqαpp − (αqp)2

~

[
1 0
0 1

]
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и

H(S) = g

(√
αqqαpp − (αqp)2

~2
− 1

2

)
.

Геометрически, величина αqqαpp−(αqp)2 равна квадрату площади эллип-
соида рассеяния

π~z>α−1z = 1, z = [x, y]>,

для двумерного гауссовского распределения с матрицей ковариаций α.

Заметим, что в соответствии с (11.65) гауссовское состояние является
чистым тогда и только тогда, когда оно имеет минимальную неопреде-
ленность αqqαpp − (αqp)2 = ~2

4 . Это соотношение имеет место как для
когерентных состояний с

αqq = αpp =
~
2
, αqp = 0

так и для сжатых состояний, для которых последнее условие не вы-
полняется (в отличие от квантовой оптики, мы используем здесь веще-
ственную, а не комплексную параметризацию). Заметим, что состояние,
которое является “сжатым” относительно данной комплексной структу-
ры, всегда можно сделать “когерентным”, используя комплексную струк-
туру, ассоциированную с матрицей ковариаций. В многомодовом случае
используется разложение на нормальные моды. В квантовой оптике вы-
деляется та комплексная структура, для которой гамильтониан осцилля-
тора имеет канонический вид (11.42) и когерентные/сжатые состояния
определяются относительно этой комплексной структуры.

Тогда как чистые гауссовские состояния являются состояниями ми-
нимальной неопределенности канонических наблюдаемых, произвольные
гауссовские состояния характеризуются следующим свойством макси-
мальной энтропийной неопределенности при фиксированных моментах
канонических наблюдаемых.

Лемма 11.4.4 Гауссовское состояние имеет максимальную энтропию
среди всех состояний с фиксированными средним m и матрицей ковари-
аций α. Поэтому для любого множества состояний, заданного ограни-
чениями на первые и вторые моменты, при нахождении максимальной
энтропии достаточно ограничиться рассмотрением гауссовских состо-
яний.

Доказательство. Пусть S ∈ Σ (m, α) и пусть S̃ – единственное гауссов-
ское состояние в Σ (m,α) . Без ограничения общности можно считать, что
состояние S̃ невырождено. Общий случай можно свести к этому посред-
ством отделения чистых компонент в разложении S̃ в тензорное произве-
дение. Действительно, рассматривая разложение на нормальные моды,
можно считать, что Z = Z1 + Z2 при ∆ = ∆1 + ∆2, α = α1 + α2, где
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α1 удовлетворяет аналогу условия (11.65) и поэтому соответствует един-
ственному, обязательно гауссовскому, состоянию в Z1, в то время как α2

соответствует невырожденному оператору плотности. Имеем

H(S̃)−H(S) = H
(
S; S̃

)
+ Tr

(
S − S̃

)
log S̃,

где последнее слагаемое равно нулю, поскольку для невырожденного
гауссовского состояния S̃ оператор log S̃ является многочленом второго
порядка от канонических наблюдаемых в силу теоремы 11.4.3, а первые
и вторые моменты состояний S, S̃ совпадают. Поэтому H(S̃) − H(S) =
H

(
S; S̃

)
≥ 0.

Аналогичный результат имеет место для условной квантовой энтро-
пии.

Лемма 11.4.5 Гауссовское состояние имеет максимальную условную
энтропию среди всех состояний составной бозонной системы AB с дан-
ными средним m и матрицей ковариаций α.

Доказательство. Пусть SAB ∈ Σ (mAB , αAB) и пусть S̃AB – единствен-
ное гауссовское состояние в Σ (mAB , αAB) . Тогда SA ∈ Σ (mA, αA) и S̃A

– гауссовское состояние в Σ (mA, αA) . Мы вновь можем считать, что со-
стояние S̃AB невырождено. Обозначая

H(A|B) = H(SAB)−H(SB); H(Ã|B̃) = H(S̃AB)−H(S̃B),

имеем

H(Ã|B̃)−H(A|B) = H(SAB ; S̃AB)−H(SA; S̃A)

+Tr
(
SAB − S̃AB

)
log S̃AB − Tr

(
SA − S̃A

)
log S̃A

= H(SAB ; S̃AB)−H(SA; S̃A),

поскольку log S̃AB , log S̃A – многочлены второго порядка от канонических
переменных. В силу монотонности относительной энтропии, H(SAB ; S̃AB)−
H(SA; S̃A) ≥ 0.

11.4.5 Очищение гауссовского состояния

Рассмотрим две бозонные системы, описываемые ККС с симплектически-
ми пространствами (Z1, ∆1) , (Z2,∆2) . Симплектическим пространством
составной системы является прямая сумма Z12 = Z1 ⊕ Z2, состоящая из



11. Гауссовские системы 269

пар (z1, z2) с компонентами zi ∈ Zi, причем ∆12 = ∆1 + ∆2 . По опреде-
лению, симплектическая матрица ∆12 является блочно-диагональной по
отношению к разложению Z12 = Z1⊕Z2. Операторы Вейля для составной
системы определяются как W12(z1, z2) = W1(z1)⊗W2(z2).

Пусть S12 – гауссовское состояние составной системы с матрицей
ковариаций α12. Сужение гауссовского состояния S12 на первую под-
систему определяется математическим ожиданием операторов Вейля
W1(z1) ⊗ I2 = W12(z1, 0), а значит, в соответствии с (11.56), имеет мат-
рицу ковариаций α1, которая является первым диагональным блоком в
блочно-матричном разложении

α12 =
[

α1 β
β> α2

]
; ∆12 =

[
∆1 0
0 ∆2

]
. (11.74)

Корреляционная матрица α12 состояния S12 составной системы блочно-
диагональна тогда и только тогда, когда это состояние является состоянием-
произведением.

Пусть S1 – гауссовское состояние с матрицей ковариаций α1 = α на
симплектическом пространстве (Z1 с формой ∆1 = ∆. Рассмотрим Z2 =
Z1 с формой ∆2 = −∆, так что

∆12 =
[

∆ 0
0 −∆

]
. (11.75)

Задача 11.4.7 Рассмотрим симплектическое пространство Z12 = Z1⊕
Z2 и гауссовское состояние S12 с матрицей ковариаций

α12 =
[

α ∆
√
−(∆−1α)2 − I/4

−∆
√
−(∆−1α)2 − I/4 α

]
. (11.76)

Тогда S12 является очищением состояния S1.
Указание: Проверить, что матрица

∆−1
12 α12 =

[
∆−1α

√
−(∆−1α)2 − I/4√

−(∆−1α)2 − I/4 −∆−1α

]
(11.77)

удовлетворяет условию (11.65) для чистого гауссовского состояния.

В случае элементарных одномодовых гауссовских состояний (11.16)
эта конструкция дает

∆12 = ~




0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


 ;
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α12 =




N + 1/2 0
√

N2 + N 0
0 N + 1/2 0 −√N2 + N√

N2 + N 0 N + 1/2 0
0 −√N2 + N 0 N + 1/2




и

∆−1
12 α12 =




0 −(N + 1/2) 0
√

N2 + N

N + 1/2 0
√

N2 + N 0
0 −√N2 + N 0 N + 1/2

−√N2 + N 0 −(N + 1/2) 0


 . (11.78)

11.5 Гауссовские каналы

11.5.1 Классически-квантовый гауссовский канал

Как отмечалось в конце раздела 11.1, состояние Sµ, данное соотноше-
нием (11.18), описывает в квантовой оптике когерентный сигнал лазе-
ра в одномодовом равновесном электромагнитном поле. Отображение
µ → Sµ можно рассматривать как классически-квантовый (c-q) канал,
осуществляющий передачу классического сигнала µ на фоне аддитивно-
го квантового гауссовского шума. Вводя вещественную параметризацию
m = [mq,mp] вместо комплексной µ = 1√

2~ (mq + imp), получаем канал
m → Sm с непрерывным алфавитом X = R2, для которого

TrSmq = mq, TrSmp = mp, TrSma†a = N +
1
2~
‖m‖2, (11.79)

где ‖m‖2 = m2
q + m2

p. Для нахождения его пропускной способности ис-
пользуем общий подход раздела 10.4.

Предполагая, что слова w = (m1, . . . , mn) передаются посредством
независимой передачи букв, введем аддитивное энергетическое ограни-
чение типа (10.15):

1
2~

(‖m1‖2 + · · ·+ ‖mn‖2
) ≤ nE, (11.80)

которое соответствует выбору функции ограничения f(m) = 1
2~‖m‖2. То-

гда условия теоремы 10.4.3 выполнены при выборе оператора F = a†a, и
классическая пропускная способность канала m → Sm с энергетическим
ограничением (11.80) на входе равна

C = max
π∈PE

[
H(S̄π)−

∫
H(Sm) π(d2m)

]
, (11.81)

где PE определяется как множество входных распределений π(d2m), удо-
влетворяющих условию
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1
2~

∫
‖m‖2 π(d2m) ≤ E, (11.82)

а
S̄π =

∫
Sm π(d2m).

Заметим, что состояния Sm унитарно эквивалентны в силу (11.20) и
поэтому имеют одинаковую энтропию H(Sm) = H(S0) = g(N). Следова-
тельно, для любого входного распределения π(d2m)

χ(π) = H(S̄π)−H(S0),

и задача сводится к максимизации энтропии H(S̄π) при ограничении
(11.82). В силу (11.79) из (11.82) следует, что

Tr S̄π a†a ≤ N + E. (11.83)

Это неравенство является ограничением на второй момент состояния S̄π;
в соответствии с леммой 11.4.4, максимум энтропии, равный

H(S̄π) = g(N + E), (11.84)

достигается на гауссовском операторе плотности

S̄π =
1

N + E + 1

∞∑
n=0

(
N + E

N + E + 1

)n

|n〉〈n|, (11.85)

для которого имеет место равенство в (11.83). Такое состояние соответ-
ствует оптимальному распределению

π(d2m) =
1

2π~E
exp

(
−‖m‖

2

2~E

)
d2m. (11.86)

Окончательно, пропускная способность гауссовского c-q канала дает-
ся выражением

C = Cχ = g(N + E)− g(N) (11.87)

= log
(

1 +
E

N + 1

)
+ (N + E) log

(
1 +

1
N + E

)
−N log

(
1 +

1
N

)
,

которое при N → ∞, E/N → const асимптотически ведет себя как
log

(
1 + E

N+1

)
. Таким образом, соотношение (11.87) можно рассматри-

вать как квантовое обобщение знаменитой формулы Шеннона (4.48) с
гауссовским шумом мощности N . Отсутствие множителя 1/2 в формуле
(11.87) объясняется наличием двух независимых вещественных амплитуд
mq,mp для одной квантовой моды.
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11.5.2 Открытые бозонные системы

В этом разделе рассматриваются каналы, которые естественно порожда-
ются взаимодействием бозонной системы с бозонным окружением (шу-
мом). Пусть ZA, ZB – симплектические пространства, описывающие вход
и выход канала, а ZD, ZE – соответствующие окружения, так что

ZA ⊕ ZD = ZB ⊕ ZE = Z, (11.88)

и пусть WA(zA) . . . – операторы Вейля в гильбертовых пространствах
HA . . . соответствующих бозонных систем. Предположим, что составная
система, находящаяся в исходном состоянии SA ⊗ SD, эволюционирует
согласно каноническому унитарному преобразованию UT , которое отве-
чает симплектическому преобразованию T в Z. В соответствии с разло-
жениями (11.88) в прямые суммы, T можно записать в блочно-матричной
форме

T =
[

K L
KD LD

]
, (11.89)

где K : ZB → ZA, L : ZE → ZA,KD : ZB → ZD, LD : ZE → ZD.
Характеристическая функция состояния системы после взаимодей-

ствия, описываемого унитарным преобразованием UT , имеет вид

ϕB(zB) = TrUT (SA ⊗ SD) U∗
T (WB(zB)⊗ IE)

= Tr (SA ⊗ SD)U∗
T (WB(zB)⊗WE(0)) UT

= Tr (SA ⊗ SD) (WA(KzB)⊗WD(KDzB))
= ϕA(KzB)ϕD (KDzB) ,

где ϕD (zD) = TrSDWD(zB) – характеристическая функция исходного
состояния окружения. Это преобразование можно переписать в виде

ϕB(zB) = ϕA(KzB)f(zB), (11.90)

где
f(zB) = ϕD (KDzB) . (11.91)

Если исходное состояние окружения является гауссовским с параметрами
(mD, αD), то f имеет вид гауссовской характеристической функции

f(zB) = exp
[
il(zB)− 1

2
α(zB , zB)

]
, (11.92)

где l(zB) = mD(KDzB) и

α(zB , z′B) = αD(KDzB ,KDz′B). (11.93)

Задача 11.5.1 Преобразование состояний согласно формуле (11.90) за-
дает квантовый канал Φ : T(HA) → T(HB). Указание: преобразова-
ние представляет собой композицию унитарной эволюции и частичного
следа, которые являются каналами в смысле определения 10.5.1.
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Определение 11.5.1 Канал, преобразующий состояния согласно фор-
муле (11.90), называется линейным бозонным каналом. Если, дополни-
тельно, f – гауссовская характеристическая функция (11.92), где l –
линейная форма, а α – скалярное произведение на ZB, то линейный бо-
зонный канал называется гауссовским с параметрами (K, l, α).

Пусть RA, . . . – векторы канонических наблюдаемых в HA, . . . с ком-
мутационными матрицами ∆A, . . . . Согласно (11.39), действие оператора
UT описывается линейным преобразованием

[R′B R′E ] ≡ U∗
T [RB RE ]UT = [RA RD]T, (11.94)

где T – блочная матрица (11.89), и для упрощения обозначений мы пишем
RA, . . . вместо RA ⊗ ID, . . . . В частности,

R′B = RAK + RDKD, . (11.95)

Коммутационная матрица и матрица ковариаций канонических наблю-
даемых RB на выходе канала даются выражением

αB − i

2
∆B = Tr(R′B)>SR′B ,

где S = SA⊗SD, и SA, SD – операторы плотности вHA иHD с матрицами
ковариаций αA и αD, соответственно. Используя (11.95), получаем

∆B = K>∆AK + K>
D∆DKD (11.96)

αB = K>αAK + K>
DαDKD. (11.97)

Заметим, что в гауссовском случае α = K>
DαDKD является матрицей

соответствующей формы, входящей в выражение для функции (11.92),
определяющей канал. Поскольку αD ≥ i

2∆D, из (11.96) вытекает нера-
венство

α ≥ i

2
[
∆B −K>∆AK

]
, (11.98)

которое в дальнейшем будет играть ключевую роль.
Конечное состояние окружения определяется аналогичным уравнени-

ем для канонических наблюдаемых RE после взаимодействия:

R′E = RAL + RDLD.

Слабо комплементарный канал ΦE : SA → SE (см. раздел 6.6) определя-
ется соотношением

ϕE(zE) = ϕA (LzE) · ϕD (LDzE) ,

и, следовательно, также является линейным бозонным каналом, причем
гауссовским, если SD гауссовское. Если исходное состояние окружения
чистое, SD = |ψD〉〈ψD|, то канал ΦE является комплементарным к каналу
Φ, причем изометрия Стайнспринга дается формулой V = UT |ψD〉.
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Теорема 11.5.1 Неравенство (11.98) является необходимым и доста-
точным условием для того, чтобы набор (K, l, α) определял гауссовский
канал.

Доказательство. Необходимость условия (11.98) была установлена вы-
ше. Покажем, что при выполнении этого условия можно построить сим-
плектическое преобразование T , определяющее динамику открытой бо-
зонной системы. Прежде всего, заметим, что для данных операторов
K, KD, удовлетворяющих соотношению (11.96), всегда возможно расши-
рить преобразование (11.95) до симплектического преобразования T . Со-

отношение (11.96) означает, что преобразование zB →
[

KzB

KDzB

]
является

симплектическим вложением ZB в ZA ⊕ ZD = Z, т. е. столбцы матрицы[
K
KD

]
образуют систему, которая может быть расширена до симплекти-

ческого базиса в Z, формирующего матрицу T. Таким образом, пробле-
ма сводится к следующей: для данных K, α, удовлетворяющих неравен-
ству (11.98), найти симплектическое пространство (ZD,∆D), оператор
KD : ZB → ZD и скалярное произведение в ZD, задаваемое симметрич-
ной матрицей αD ≥ i

2∆D, так что

K>
D∆DKD = ∆B −K>∆AK ≡ ∆̃D; (11.99)

K>
DαDKD = α. (11.100)

Сначала предположим, что α невырождена. Рассмотрим евклидо-
во пространство (ZB , α) с кососимметричной формой ∆̃D. Пусть 2n =
dim ZB . По условию, α ≥ i

2∆̃D. Рассмотрим кососимметричный опера-
тор S, определяемый соотношением

∆̃D(zB , z′B) = αD(zB , Sz′B); zB , z′B ∈ ZB .

Согласно теореме из линейной алгебры, найдется ортонормированный
базис ẽj ; j = 1, . . . , 2n− l; h̃j ; j = 1, . . . , l в (ZB , α), такой что

Sẽj = sj h̃j , Sh̃j = −sj ẽj ; j = 1, . . . , l; Sẽj = 0; j = l + 1, . . . , 2n− l.

Условие α ≥ i
2∆̃D влечет I − i

2S ≥ 0, поэтому 0 < sj ≤ 2.
Пусть (ZD,∆D) – стандартное симплектическое пространство размер-

ности 2l+2(2n−2l) = 2(2n−l) с базисом ej , hj ; j = 1, . . . , 2n−l. Определим
αD как форму с диагональной матрицей

αDej = s−1
j ej , αDhj = s−1

j hj ; j = 1, . . . , l;

αDej = ej , αDhj =
1
4
hj ; j = l + 1, . . . , 2n− l,

тогда αD ≥ i
2∆D. Определим оператор KD : ZB → ZD формулой
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KD ẽj =
√

sjej , KDh̃j =
√

sjhj ; j = 1, . . . , l;
KD ẽj = ej , j = l + 1, . . . , 2n− l. (11.101)

Тогда соотношения (11.99),(11.100) вытекают из рассмотрения значе-
ний соответствующих квадратичных форм на базисных векторах ẽj ; j =
1, . . . , 2n− l; h̃j ; j = 1, . . . , l в ZB . Отметим, что по построению, αD явля-
ется матрицей ковариаций чистого состояния тогда и только тогда, когда
sj = 2, j = 1, . . . , l.

Если же α обращается в нуль на нетривиальном подпространстве
Z0 ⊂ ZB , то ∆̃D также равна нулю на Z0 в силу условия α ≥ i

2∆̃D. По-
этому векторы ẽj ; j = l + 1, . . . , 2n − l можно выбрать таким образом,
что часть из них будет образовывать базис в Z0. Тогда можно модифи-
цировать определение (11.101), потребовав KD ẽj = 0 для ẽj ∈ Z0, при
этом будут выполнены соотношения (11.99), (11.100).

11.5.3 Основные свойства гауссовских каналов

Формула (11.90) равносильна следующему соотношению для двойствен-
ного канала

Φ∗[WB(zB)] = W (KzB)f(zB), (11.102)

которое показывает, что операторы Вейля с точностью до множителя
переходят в операторы Вейля. В случае гауссовского канала

Φ∗[WB(zB)] = W (KBzB) exp
[
il(zB)− 1

2
α(zB , zB)

]
. (11.103)

Следующее утверждение показывает, что гауссовские каналы могут
быть определены соотношениями (11.90), (11.103) безотносительно к кар-
тине взаимодействия с окружением, рассмотренной в предыдущем раз-
деле.

Предложение 11.5.2 Для того, чтобы отображение (11.103) было
вполне положительно, необходимо и достаточно выполнения условия
(11.98).

Доказательство. Достаточность была установлена в теореме 11.5.1. Для
доказательства необходимости заметим, что полная положительность
отображения (11.102) влечет неотрицательную определенность матриц
с операторными элементами

W (Kzs)Φ∗[W (zs)∗W (zr)]W (Kzr)∗

= f(zr − zs) exp
i

2
[
∆(zr, zs)−∆(K>zr, K

>zs)
]
, (11.104)
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где z1, . . . , zn – произвольные конечные наборы элементов из Z. В гауссов-
ском случае (11.103) это равносильно неотрицательной определенности
эрмитовых матриц с элементами

exp{α(zr, zs)− i

2
∆(zr, zs) +

i

2
∆(Kzr,Kzs)}, (11.105)

и условие (11.98) вытекает из леммы 11.4.2.

Отметим следующие свойства:

i. Гауссовский канал преобразует гауссовские состояния в гауссовские
состояния.

ii. Двойственный к линейному бозонному каналу преобразует любой
многочлен от канонических наблюдаемых RB в многочлен от RA

того же порядка, при условии, что функция f имеет производные
достаточно высокого порядка. Это получается дифференцированием
соотношения (11.102) в точке zB = 0.

iii. Композиция гауссовских каналов является гауссовским каналом. Дей-
ствительно, пусть Φj ; j = 1, 2, – два гауссовских канала с параметра-
ми Kj , lj , αj , тогда, используя определение (11.103), получаем гаус-
совский канал Φ2 ◦ Φ1 с параметрами

K = K1K2,

l = K>
2 l1 + l2, (11.106)

α = K>
2 α1K2 + α2.

iv. Линейный бозонный, в частности, гауссовский канал ковариантен в
следующем смысле

Φ[W (z)∗SW (z)] = W (K ′z)∗Φ[S]W (K ′z), (11.107)

где K ′ = ∆−1K>∆ – симплектически сопряженное преобразование.

11.5.4 Гауссовские наблюдаемые

Пусть заданы два симплектических пространства ZA, ZB с соответству-
ющими системами Вейля в гильбертовых пространствах HA,HB . Пусть
M наблюдаемая в HA с множеством исходов ZB , которая задается ве-
роятностной операторно-значной мерой M(d2nz). Далее в этом разделе
будем опускать индекс B , так что z = zB и т. д. Наблюдаемая полностью
определяется операторной характеристической функцией

φM (w) =
∫

ei∆(w,z)M(d2nz).
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Отметим следующее очевидное свойство характеристической функции
наблюдаемой: для любого конечного подмножества {wj} ⊂ ZB блочная
матрица с операторными элементами φ(wj−wk) является неотрицательно
определенной.

Наблюдаемая M называется гауссовской, если ее операторная харак-
теристическая функция имеет вид

φM (w) = WA(Kw) exp
(
−1

2
α(w, w)

)
= exp

(
iR>AKw − 1

2
α(w,w)

)
,

(11.108)
где K : ZB → ZA – линейный оператор, а α – билинейная форма на ZB .

Теорема 11.5.3 Для того, чтобы соотношение (11.108) определяло на-
блюдаемую, необходимо и достаточно выполнения матричного неравен-
ства

α ≥ i

2
K>∆AK. (11.109)

Доказательство. Для операторной функции, заданной соотношением
(11.108),

φ(wj − wk) = W (Kwk)∗W (Kwj) exp
[
− i

2
∆(Kwj ,Kwk)− 1

2
α(wj − wk, wj − wk)

]

= C∗kCj exp
[
α(wj , wk)− i

2
∆(Kwj , Kwk)

]
,

где Cj = W (Kwj) exp
[− 1

2α(wj , wj)
]
, и неотрицательная определенность

матриц со скалярными коэффициентами exp
[
α(wj , wk)− i

2∆(Kwj ,Kwk)
]

влечет неравенство (11.109) согласно лемме 11.4.2.
Достаточность условия (11.109) будет доказана прямым построением

расширения Наймарка наблюдаемой M в духе следствия 3.1.1.

Предложение 11.5.4 Предположим, что выполняется условие (11.109),
тогда найдутся бозонная система в пространстве HC с каноническими
наблюдаемыми RC , для которой HB ⊆ HA⊗HC и гауссовское состояние
SC ∈ S(HC), такие что

M(U) = TrC (IA ⊗ SC)EAC(S), U ⊆ ZB , (11.110)

где EAC – четкая наблюдаемая в пространстве HA ⊗ HC , задаваемая
спектральной мерой коммутирующих самосопряженных операторов

XB = ∆−1
B (RAK + RCKC)> , (11.111)

где KC : ZB → ZC – оператор, такой что

K>
C ∆CKC = −K>∆AK. (11.112)
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Доказательство. Условие (11.112) означает, что K>
C ∆CKC +K>∆AK =

0, то есть коммутативность операторов (11.111). Модифицируя доказа-
тельство предложения 11.5.1, построим симплектическое пространство
(ZC ,∆C), оператор KC : ZB → ZC и скалярное произведение в ZC , зада-
ваемое симметричной матрицей αC ≥ i

2∆C , так что выполняется (11.112)
вместе с

K>
C αCKC = α.

Тогда характеристическая функция наблюдаемой EAC равна

φEAC (wB) =
∫

exp[i∆(wB , zB)]EAC

(
d2nzB

)

= exp iw>B∆BXB = exp i (RAK + RCKC)wB

= WA(KwB)WC(KCwB),

откуда следует

TrC (IA ⊗ SC)φEAC
(wB) = WA(KwB) exp

(
−1

2
αC(KCwB ,KCwB)

)

= WA(KwB) exp
(
−1

2
α(wB , wB)

)
= φM (wB),

и соотношение (11.110).

Наблюдаемая M является четкой тогда и только тогда, когда α = 0,
при этом она является спектральной мерой коммутирующих самосопря-
женных операторов RAK.

11.5.5 Гауссовские каналы, разрушающие сцепленность

Теорема 11.5.5 Гауссовский канал Φ с параметрами (K, 0, α) является
каналом, разрушающим сцепленность тогда и только тогда, когда α
допускает разложение

α = αA + αB , αA ≥ i

2
K>∆AK, αB ≥ i

2
∆B . (11.113)

В этом случае Φ имеет представление

Φ[S] =
∫

ZB

WB(z)σBWB(z)∗µS(d2nz), (11.114)

где σB – гауссовское состояние с параметрами (0, αB), а µS(U) =
TrSMA(U), U ⊆ ZB , – распределение вероятностей гауссовской наблю-
даемой MA с характеристической функцией

φMA
(w) = WA(Kw) exp

(
−1

2
αA(w, w)

)
. (11.115)
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Доказательство. Предположим сначала, что α допускает указанное раз-
ложение и рассмотрим канал, определяемый соотношением (11.114); надо
показать, что

Φ∗[WB(w)] = WA(Kw) exp
[
−1

2
α(w, w)

]
. (11.116)

В самом деле, для произвольного состояния S

TrSΦ∗[WB(w)] = TrΦ[S]WB(w) =
∫

ZB

TrWB(z)σBWB(z)∗WB(w)µS(d2nz)

=
∫

ZB

TrσBWB(z)∗WB(w)WB(z)µS(d2nz)

= TrσBWB(w)
∫

ZB

exp [i∆(w, z)] µS(d2nz)

= exp
[
−1

2
αB(w,w)

]
TrSφMA(w) (11.117)

= TrSWA(Kw) exp
[
−1

2
αB(w, w)− 1

2
αA(w,w)

]
,

откуда и следует соотношение (11.116).
Обратно, пусть канал Φ гауссовский и разрушает сцепленность. Мы

используем гауссовскую версию доказательства теоремы 10.7.2. Фиксиру-
ем гауссовское невырожденное состояние SA в S(HA) и пусть {|ej〉}+∞j=1 –
базис собственных векторов оператора SA с соответствующими (положи-
тельными) собственными значениями {λj}+∞j=1. Рассмотрим единичный
вектор

|Ω〉 =
+∞∑

j=1

√
λj |ej〉 ⊗ |ej〉

в пространстве HA ⊗HA, тогда |Ω〉〈Ω| является гауссовским очищением
состояния SA. Поскольку Φ разрушает сцепленность, гауссовское состо-
яние

SAB = (IdA ⊗ Φ) [|Ω〉〈Ω|] (11.118)

в S(HA ⊗HB) является разделимым. Отсюда вытекает представление

SAB =
∫

ZA

∫

ZB

WA(zA)σAWA(zA)∗ ⊗WB(zB)σBWB(zB)∗P (d2mzAd2nzB),

(11.119)
где σA, σB – гауссовские состояния, а P – гауссовское распределение веро-
ятностей. В самом деле, из представления (10.41) для разделимого состо-
яния следует, что матрица ковариаций αAB состояния SAB удовлетворяет
неравенству



11. Гауссовские системы 280

αAB ≥
[

αA 0
0 αB

]
≡ α̂AB ,

где αA, αB – матрицы ковариаций некоторых квантовых состояний в си-
стемах A,B. Обозначая σA, σB гауссовские состояния с такими матри-
цами ковариаций и P – гауссовское распределение вероятностей с сим-
плектическим преобразованием Фурье, соответствующим матрице кова-
риаций αAB − α̂AB , получаем (11.119).

Беря частичный след по системе B, получаем

SA = TrB(IdA ⊗ Φ) [|Ω〉〈Ω|]
=

∫

ZA

∫

ZB

WA(zA)σAWA(zA)∗P (d2mzAd2nzB)

=
∫

ZA

∫

ZB

WA(zA)σAWA(zA)∗P (d2mzAd2nzB),

где черта означает комплексное сопряжение в базисе из собственных зна-
чений оператора SA. Тогда аналогично (10.52) получаем, что соотноше-
ние

MA(U)

= S
−1/2
A




∫

ZA

∫

U

WA(zA)σAWA(zA)∗ P (d2mzAd2nzB)


 S

−1/2
A ,

задает ограниченный положительный оператор, такой что MA(U) ≤
MA(ZB) = IA. Нетрудно показать, что MA(U) является вероятностной
операторно-значной мерой на борелевских подмножествах U ⊆ ZB .

Покажем, что имеет место представление (11.114) для канала Φ с
так определенными MA и σB . Рассмотрим канал, разрушающий сцеп-
ленность

Φ̂[S] =
∫

ZB

WB(z)σBWB(z)∗µS(d2nz).

где µS(U) = TrSMA(U); U ⊆ ZB . Чтобы доказать, что Φ = Φ̂, достаточно
показать Φ̂[|ej〉〈ek|] = Φ[|ej〉〈ek|] для всех j, k. Однако

Φ̂[|ej〉〈ek|] =
∫

ZB
WB(z)σBWB(z)∗〈ek|MA(d2nz)|ej〉

= λ
−1/2
j λ

−1/2
k

∫
ZA

∫
ZB

〈ej |WA(zA)σAWA(zA)∗|ek〉WB(zB)σBWB(zB)∗P (d2mzAd2nzB)

= λ
−1/2
j λ

−1/2
k TrA(|ek〉〈ej | ⊗ IB)SAB = Φ[|ej〉〈ek|],

в силу (11.118), (11.119).
Остается доказать, что MA – гауссовская наблюдаемая с характери-

стической функцией (11.115), где αA = α − αB , а αB – корреляционная
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функция состояния σB ; не ограничивая общности, мы можем предпо-
ложить, что среднее равно нулю, так как его всегда можно устранить
действием операторов Вейля. Однако из (11.117) следует

Φ∗[WB(w)] = exp
[
−1

2
αB(w, w)

]
φMA

(w)

для любого канала Φ с представлением (11.114), откуда, принимая во
внимание (11.116), в самом деле получаем (11.115) с αA = α− αB .

Условие теоремы автоматически выполнено в частном случае, когда

K>∆AK = 0.

В этом случае компоненты векторного оператора RAK коммутируют,
поэтому MA – четкая наблюдаемая, задаваемая их спектральной ме-
рой, и распределение вероятностей µS(d2nz) может быть сколь угод-
но сконцентрировано в любой точке z при надлежащем выборе состо-
яния S. Таким образом, в этом случае естественно отождествить Φ с
классически-квантовым (c-q) каналом, определяемым семейством состо-
яний z → W (z)σBW (z)∗.

11.6 Пропускные способности гауссовских каналов

11.6.1 Максимизация квантовой взаимной информации

Мы начнем с рассмотрения классической пропускной способности с ис-
пользованием сцепленного состояния, поскольку она находится наиболее
эффективно в гауссовском случае. Если состояние S и канал Φ являются
гауссовскими, то величины H(S), H(Φ[S]),H(S, Φ) и I(S,Φ) могут быть
вычислены с использованием формул (11.72), (11.97), (11.77). В частно-
сти, энтропия H(Φ[S]) дается формулой (11.72), с заменой α на матрицу
α′, вычисленную по формуле (11.97). Производя очищение входного со-
стояния и используя формулу (7.40), имеем

H(S,Φ) =
1
2
Sp g

(
abs(∆−1

12 α′12)−
I

2

)
,

где матрица

α′12 =
[

α′ Kβ
β>K> α

]
(11.120)

c β = ∆
√
−(∆−1α)2 − I/4, получается подстановкой уравнения (11.95) в

соотношение
α′12 −

i

2
∆′

12 = Tr [R′R2]
>

S [R′R2] ,
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в котором R2 обозначает неизменяемые канонические наблюдаемые эта-
лонной системы. С другой стороны, если имеется явное описание компле-
ментарного канала Φ̃, то обменную энтропию можно найти как выходную
энтропию H(Φ̃[S]).

Следующий результат существенно упрощает вычисление пропуск-
ной способности гауссовских каналов для передачи классической инфор-
мации с помощью сцепленного состояния, сводя вычисления к случаю
гауссовских входных состояний.

Теорема 11.6.1 Пусть Φ – гауссовский канал. Максимум взаимной ин-
формации I(S, Φ) на множестве состояний Σ (m,α) с фиксированными
первыми и вторыми моментами достигается на гауссовском состоя-
нии.

Доказательство. Используя представление (7.45) для квантовой взаим-
ной информации, можно записать

I(S, Φ) = H(B|E) + H(B),

где B – выход канала и E – окружение. Для гауссовского канала пер-
вые и вторые моменты преобразуются одинаково для всех состояний из
Σ(m,α). Применяя лемму 11.4.4, получаем

H(B) = H(Φ[S]) ≤ H(Φ̃[S]) = H(Φ[S̃]) = H(B̃),

где Φ̃[S] (соответственно, S̃) – гауссовское состояние с теми же пер-
выми и вторыми моментами, что и Φ[S] (соответственно, S.) Канал
S → SBE = V SV ∗, где V – изометрия Стайнспринга для Φ, также являет-
ся гауссовским, поскольку он осуществляется каноническим унитарным
преобразованием с гауссовским состоянием окружения, именно,

Tr SBEW (zB)⊗W (zE) = φA(KzB + LzE)φD(KDzB + LDzE). (11.121)

Поэтому аналогичное рассуждение, основанное на лемме 11.4.5, показы-
вает, что H(B|E) ≤ H(B̃|Ẽ). Таким образом, I(S,Φ) ≤ I(S̃, Φ).

Из этого результата вытекает, что если максимум информации I(S,Φ)
на некотором множестве состояний, задаваемом ограничениями на пер-
вые и вторые моменты, вообще достигается, то он достигается на гаус-
совском состоянии. Рассмотрим энергетическое ограничение

TrSF ≤ E, (11.122)

где F = RεR> – квадратичный оператор с положительной невырожден-
ной матрицей энергии ε. Заметим, что
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TrSF = Sp(εαA) + mAεm>
A,

где mA – вектор-строка средних значений и αA – матрица ковариаций
состояния S. Предложение 10.6.2 дает выражение для классической про-
пускной способности передачи с использованием сцепленного состояния
Cea(Φ,F,E) в виде максимума квантовой взаимной информация I(S,Φ)
на множестве всех состояний S, удовлетворяющих ограничению (11.122).
Покажем, что оператор F = RεR> удовлетворяет условиям этого пред-
ложения. Действительно, в силу теоремы 11.4.3, оператор F удовле-
творяет условию (10.9). Выбирая F̃ = c[RR> − (SpαEK>

E KE)I], имеем
Φ∗[F̃ ] = cRK>KR> и всегда можно подобрать положительное c такое,
что Φ∗[F̃ ] ≤ F . Более того, F̃ удовлетворяет условию (10.9). Поэтому
максимум величины I(S, Φ) достигается и имеет место формула (10.39).
Поскольку энергетическое ограничение выражается через первые и вто-
рые моменты mA, αA, то значение Cea(Φ,F, E) достигается на гауссов-
ском состоянии.

Дальнейшее упрощение максимизации получается в калибровочно-
инвариантном случае.

11.6.2 Калибровочно-ковариантные каналы

Рассмотрим канал Φ : T(HA) → T(HB). Предположим, что в ZA, ZB фик-
сированы некоторые операторы комплексной структуры JA, JB , и пусть
GA, GB – операторы, порождающие унитарные группы калибровочных
преобразований в HA,HB согласно формуле (11.49). Канал называется
калибровочно-ковариантным, если

Φ[eiϕGASe−iϕGA ] = eiϕGBΦ[S]e−iϕGB (11.123)

для всех входных состояний S и вещественных чисел ϕ. В случае линей-
ного бозонного канала Φ, в силу (11.49), (11.90), это равносильно следу-
ющему

φ(eϕJAKzB)f(zB) = φ(KeϕJBzB)f(eϕJBzB),

где φ(zA) – характеристическая функция состояния S. Для гауссовского
канала с параметрами (K, 0, α) это сводится к соотношениям

KJB − JAK = 0, [∆−1
B α, J ] = 0.

Таким образом, естественный выбор комплексной структуры в ZB дается
любым оператором JB , коммутирующим с оператором ∆−1

B α. Существо-
вание такой комплексной структуры доказывается аналогично (11.61) с
той разницей, что матрица α может быть вырожденной.

В задачах максимизации с ограниченной средней энергией естествен-
ная комплексная структура в ZA определяется оператором энергии F =
RεR>, а именно, JA – оператор комплексной структуры в ZA, коммути-
рующий с оператором ε∆A, так что
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JAε + εJ>A = 0. (11.124)

В случае обычного гамильтониана системы осцилляторов H = 1
~F дей-

ствие оператора JA сводится к умножению на i в соответствующей ком-
плексификации.

Пусть теперь гауссовский канал Φ ковариантен по отношению к ука-
занным естественным комплексным структурам. Тогда

I(eiϕGASe−iϕGA , Φ) ≡ I(S, Φ),

что вытекает из аналогичного свойства всех трех слагаемых, составляю-
щих I(S, Φ). Для H(S) это просто следствие унитарной инвариантности
энтропии, для H(Φ[S]) дополнительно используется ковариантность ка-
нала Φ, а для H(S,Φ) = H(Φ̃[S]) это следует из ковариантности компле-
ментарного канала Φ̃ (задача 6.7.2). Определяя усредненное GA- инвари-
антное состояние

S̄ =
1
2π

∫ 2π

0

eiϕGASe−iϕGAdϕ,

имеем
TrSF = Sp(εαA) + mAεm>

A ≥ Sp(εαA) = TrS̄F,

где mA, αA – первые и вторые моменты состояния S и последнее равен-
ство вытекает из (11.124):

TrS̄F =
1
2π

∫ 2π

0

TreiϕGASe−iϕGASp
(
RεR>

)
dϕ

=
1
2π

∫ 2π

0

Sp
(
eϕJAεeϕJT

A αA

)
dϕ = Sp(εαA).

Теперь, используя вогнутость взаимной информации I(S,Φ), мы заклю-
чаем, что I(S,Φ) ≤ I(S̄, Φ). Таким образом, максимум квантовой взаим-
ной информации при энергетическом ограничении TrSF ≤ E достигается
на калибровочно-инвариантном (GA-инвариантном) состоянии. Первые
и вторые моменты такого состояния с необходимостью удовлетворяют
соотношениям mA = 0, [JA,∆−1αA] = 0. Рассматривая гауссовское состо-
яние с этими же первыми и вторыми моментами, в итоге получаем

Следствие 11.6.1 Пусть Φ – гауссовский канал, калибровочно кова-
риантный относительно естественных комплексных структур JA, JB

(где JA ассоциирована с оператором энергии). Тогда максимум кван-
товой взаимной информации на множестве состояний с ограничен-
ной средней энергией достигается на калибровочно-инвариантном (GA-
инвариантном) гауссовском состоянии.
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11.6.3 Максимизация когерентной информации

Рассмотрим когерентную информацию

Ic (S, Φ) = H(Φ[S])−H (S,Φ) .

Предложение 11.6.2 Пусть Φ – гауссовский деградируемый канал, так
что

Φ̃ = T ◦ Φ (11.125)

где T – также гауссовский канал, тогда квантовая пропускная способ-
ность канала Φ равна

Q(Φ) = sup
S̃

Ic

(
S̃, Φ

)
,

где супремум берется по множеству гауссовских состояний S̃. Если,
дополнительно, все каналы калибровочно-ковариантны относительно
некоторых комплексных структур, то супремум достаточно брать
только по множеству калибровочно-инвариантных (GA-инвариантных)
гауссовских состояний.

Доказательство. Если канал Φ является деградируемым, т. е. имеет ме-
сто (11.125), где Φ̃ – комплементарный канал и T – некоторый канал, то
(см. раздел 9.3.3)

Ic (S,Φ) = H (E′|E) = H (SE′E)−H (SE) , (11.126)

где SE′E = V ′SBV ′∗ и V ′ : HB → HE ⊗ HE′ – изометрия Стайнспринга
для канала T. Если же канал T можно выбрать гауссовским, то канал
SB → SE′E также гауссовский и значит применимо рассуждение с ис-
пользованием леммы 11.4.5. Поэтому Ic (S, Φ) = H (E′|E) ≤ H

(
Ẽ′|Ẽ

)
=

Ic

(
S̃, Φ

)
. Следовательно, квантовая пропускная способность канала Φ

равна
Q(Φ) = sup

S
Ic (S, Φ) = sup

S̃

Ic

(
S̃, Φ

)
,

где супремум берется по множеству гауссовских состояний S̃.
Если, дополнительно, канал Φ калибровочно-ковариантен, то из во-

гнутости условной квантовой энтропии (11.126) следует, что этот су-
премум можно брать только по множеству калибровочно-инвариантных
гауссовских состояний, аналогично рассуждениям из предыдущего раз-
дела.
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11.6.4 Классическая пропускная способность

Классическую пропускную способность гауссовского канала Φ естествен-
но рассматривать при аддитивном входном ограничении (10.28), соответ-
ствующем оператору

F (n) = F ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I + · · ·+ I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ F,

где F = R>εR – квадратичный оператор энергии с положительно опреде-
ленной матрицей ε. Однако нахождение значения пропускной способно-
сти C(Φ,F,E) зависит от решения до сих пор открытой проблемы адди-
тивности для гауссовских каналов. Естественной оценкой для C(Φ, F, E)
является величина Cχ(Φ,F, E), определяемая выражением (10.31), кото-
рая совпадает с C(Φ,F,E) в случае аддитивности, например, для кана-
лов, разрушающих сцепленность. Во всяком случае, эта величина дает
нижнюю границу для C(Φ,F, E).

Однако даже вычисление величины Cχ(Φ,F, E) для гауссовских ка-
налов остается в общем случае открытым вопросом (за исключением c-q
каналов и специального случая, который будет рассмотрен в предложе-
нии 11.7.2). Отметим, что по крайней мере в рассматриваемой ситуации
оптимальный обобщенный ансамбль всегда существует, поскольку набор
условий в следствии 10.5.1 выполнен для F = R>εR, как было показано
в разделе 11.6.1. Таким образом, максимум величины χΦ(π) достигается,
и для Cχ(Φ,F, E) имеет место формула (10.36).

Выдвигается следующая гипотеза о гауссовских оптимальных
ансамблях. Для гауссовского канала Φ с квадратичным энергетиче-
ским ограничением максимум величины χΦ(π) в выражении (10.36) для
Cχ(Φ,F, E) достигается на гауссовском обобщенном ансамбле π, ко-
торый состоит из обобщенных когерентных состояний W (z)S0W (z)∗,
где S0 – чистое гауссовское состояние, с гауссовским распределением
P (d2nz).

Для ансамбля описанного типа в силу свойства ковариантности (11.107)
гауссовских каналов H(Φ[W (z)S0W (z)∗]) = H(Φ[S0]), поэтому

χΦ(π) = H(Φ[S̄π])−H(Φ[S0]), (11.127)

что приводит к гипотезе о гауссовской минимальной энтропии:
Для гауссовского канала Φ минимум выходной энтропии достигается
на (чистом) гауссовском состоянии S0.

Рассмотрим калибровочные преобразования в HA, ассоциированные
с оператором комплексной структуры. Определим действие калибровоч-
ных преобразований на обобщенные ансамбли состояний соотношением

πϕ(U) = π({S : eiϕGASe−iϕGA ∈ U}), ϕ ∈ [0, 2π],

для борелевских подмножеств U ∈ S(HA). Обобщенный ансамбль калибровочно-
инвариантен, если πϕ ≡ π. Используя вогнутость функционала χΦ(π)
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(задача 10.5.2) и рассуждая как в разделе 11.6.1, нетрудно доказать, что
если гауссовский канал Φ калибровочно-ковариантен относительно ком-
плексной структуры, ассоциированной с матрицей энергии ε, то макси-
мум в соотношении (10.36) достигается на калибровочно-инвариантном
обобщенном ансамбле. Отсюда также следует, что среднее состояние S̄π

такого оптимального ансамбля является калибровочно-инвариантным.
Однако в том же предположении можно доказать следующее условное

утверждение, связывающее две гипотезы, сформулированные выше.

Предложение 11.6.3 Пусть гауссовский канал Φ калибровочно-ковариантен
относительно естественных комплексных структур JA, JB. Предполо-
жим также, что минимум выходной энтропии достигается на GA-
инвариантном гауссовском состоянии S0. Тогда выполняется гипотеза
о гауссовских оптимальных ансамблях, причем оптимальный ансамбль
π может быть выбран так, что выходное состояние S̄B = Φ[S̄π] явля-
ется GB-инвариантным гауссовским состоянием.

Доказательство. Выше было отмечено, что оптимальный ансамбль π
существует. Обозначим S̄B = Φ[S̄π], тогда TrS̄πF ≤ E и

Cχ(Φ,F, E) = χΦ(π) = H(S̄B)− ĤΦ(S̄B)

≤ H(S̄B)− Ȟ(Φ) = H(S̄B)−H(Φ[S0]), (11.128)

в силу общего неравенства ĤΦ(S̄B) ≥ Ȟ(Φ) и предположения H(Φ[S0]) =
Ȟ(Φ).

Рассмотрим GA−инвариантное состояние

S̄A =
1
2π

∫ 2π

0

eiϕGA S̄πe−iϕGAdϕ,

тогда TrS̄AF = TrS̄πF. Пусть теперь S̃A – гауссовское состояние с теми
же первыми и вторыми моментами, что и S̄A, тогда вновь

TrS̃AF = TrS̄AF = TrS̄πF. (11.129)

Более того, S̃A является GA−инвариантным гауссовским состоянием, а
S̃B = Φ[S̃A] – GB−инвариантным гауссовским состоянием, причем

H(S̃B) ≥ H(Φ[S̄A]) ≥ H(S̄B). (11.130)

Здесь первое неравенство следует из леммы 11.4.4, а второе – из вогну-
тости энтропии. Поскольку S0 чистое GA−инвариантное гауссовское со-
стояние, то согласно формуле (11.63), имеет место разложение

S̃A =
∫

W (z)S0W (z)∗P (d2sz).
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Обозначим π̃ ансамбль когерентных состояний W (z)S0W (z)∗ с гауссов-
ским распределением P (d2sz). Тогда

S̃B = Φ[S̃A] =
∫

Φ[W (z)S0W (z)∗]P (d2sz) =
∫

W (K ′z)Φ[S0]W (K ′z)∗P (d2sz)

в силу свойства ковариантности (11.107) гауссовских каналов, поэтому

ĤΦ(S̃B) ≤ H(Φ[S0]) = Ȟ(Φ).

В силу равенства (11.129), ансамбль π̃ удовлетворяет энергетическому
ограничению. Более того,

χΦ(π̃) = H(S̃B)− ĤΦ(S̃B) ≥ H(S̃B)−H(Φ[S0]). (11.131)

Сопоставляя неравенства (11.128), (11.128), (11.131), получаем χΦ(π̃) ≥
χΦ(π) = Cχ(Φ,F, E), поэтому π̃ является оптимальным ансамблем с тре-
буемыми свойствами.

11.7 Случай одной моды

11.7.1 Классификация гауссовских каналов

В этом разделе нас будет интересовать задача о приведении произволь-
ного одномодового квантового гауссовского канала к простейшему виду
путем подходящих канонических унитарных преобразований на входе и
выходе канала:

Φ∗′ [V (z)] = U∗
T1

Φ∗
[
U∗

T2
V (z)UT2

]
UT1

то есть
Φ∗′ [V (z)] = V (T1KT2z)f(T2z).

Здесь мы дадим полное решение этой задачи в случае s = 1.
Пусть Z – двумерное симплектическое пространство, т. е. линейное

пространство векторов z = [x, y]> с симплектической формой

∆(z, z′) = x′y − xy′. (11.132)

(Для упрощения обозначений в этом разделе полагаем ~ = 1). Базис
e, h в Z является симплектическим, если ∆(e, h) = 1, т. е. если площадь
ориентированного параллелограмма со сторонами e, h равна 1. Линейное
преобразование T в Z является симплектическим, если оно отображает
симплектический базис в симплектический базис.

В соответствии с формулой (11.103) гауссовский канал характеризу-
ется параметрами K, l, α, удовлетворяющими условию
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α ≥ i

2
[
∆−K>∆K

]
. (11.133)

Используя преобразование смещения (11.32), всегда можно получить
l = 0, что и будем подразумевать далее. Поэтому

Φ∗[W (z′)] = W (Kz′) exp
[
−1

2
α(z′, z′)

]
. (11.134)

Теорема 11.7.1 Пусть e, h некоторый симплектический базис; в зави-
симости от значения

A) ∆(Ke, Kh) = 0; B) ∆(Ke,Kh) = 1;

C) ∆(Ke, Kh) = k2 > 0, k 6= 1; D) ∆(Ke, Kh) = −k2 < 0

найдутся симплектические преобразования T1, T2 такие, что канал Φ∗′

имеет вид (11.90) с

A1) K [x, y]> = [0, 0]> ;

f(z) = exp
[
−1

2
(

N0 +
1
2
) (

x2 + y2
)]

; N0 ≥ 0;

A2) K [x, y]> = [x, 0]> ;

f(z) = exp
[
−1

2
(

N0 +
1
2
) (

x2 + y2
)]

;

B1) K [x, y]> = [x, y]> ;

f(z) = exp
[
−1

4
y2

]
;

B2) K [x, y]> = [x, y]> ;

f(z) = exp
[
−1

2
Nc

(
x2 + y2

)]
; Nc ≥ 0;

C) K [x, y]> = [kx, ky]> ; k > 0, k 6= 1;

f(z) = exp
[
−1

2
(

Nc +
|k2 − 1|

2
) (

x2 + y2
)]

;

D) K [x, y]> = [kx,−ky]> ; k > 0;

f(z) = exp
[
−1

2
(

Nc +
(k2 + 1)

2
) (

x2 + y2
)]

.

Очевидно, что в случаях A), B2), C) канал является калибровочно ин-
вариантным по отношению к естественной комплексной структуре, ассо-
циированной с умножением на i в комплексной плоскости x, y.

Доказательство. A) ∆(Ke,Kh) = 0. В этом случае ∆(Kz, Kz′) ≡ 0, и
либо K = 0, либо K имеет ранг 1. Тогда неравенство (11.133) есть просто
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условие, характеризующее корреляционную матрицу квантового гауссов-
ского состояния. Из леммы 11.2.1 следует, что найдется симплектическое
преобразование T2 такое, что

α(T2z, T2z) =
(
N0 +

1
2
) (

x2 + y2
)
. (11.135)

Если K = 0, то мы получаем случай A1).
Пусть теперь K имеет ранг 1, тогда и KT2 имеет ранг 1, значит най-

дется вектор e′ такой, что KT2 [x, y]> = (k1x + k2y) e′. Тогда найдется
симплектическое преобразование T1 такое, что T1e

′ = [1, 0] и следова-
тельно, T1KT2 [x, y]> = [k1x + k2y, 0]> . Производя поворот T ′2, который
оставляет инвариантным α, мы можем преобразовать этот вектор к ви-
ду [k′1x, 0]> с k′1 6= 0, и производя затем симплектическое масштабное
преобразование T ′1, мы приходим к случаю A2).

B,C) ∆(Ke, Kh) = k2 > 0. Тогда T = k−1K – симплектическое пре-
образование и ∆(Kz,Kz′) = k2∆(z, z′). Положим T1 = (TT2)−1, где T2

будет выбрано позднее, так что T1KT2 = kI. Отображение T2 выбирается
следующим образом:

В случае B) k = 1, и условие (11.133) означает неотрицательную опре-
деленность матрицы α. Тогда имеем следующие подслучаи:

B2) Если α невырождена, то согласно лемме 11.2.1 найдется симплек-
тическое преобразование T2 такое, что

α(T2z, T2z) = Nc

(
x2 + y2

)
,

где Nc > 0. Также если α = 0, то получаем аналогичную формулу с
Nc = 0.

B1) С другой стороны, если форма α вырождена и имеет ранг 1, то
α(z, z) = (k1x + k2y)2 при некоторых k1, k2, не равных нулю одновремен-
но, тогда для произвольного Nc > 0 найдется симплектическое преобра-
зование T2, такое что

α(T2z, T2z) = Nc y2

в частности, можно взять Nc = 1
2 .

В случае C) k 6= 1, и условие (11.133) влечет, что α/|k2 − 1| является
корреляционной матрицей квантового гауссовского состояния, поэтому
найдется симплектическое преобразование T2, такое что

α(T2z, T2z) = |k2 − 1|( N0 +
1
2
) (

x2 + y2
)

=
(

Nc +
|k2 − 1|

2
) (

x2 + y2
)
,

где N0 ≥ 0, Nc = |k2 − 1|N0.
D) ∆(Ke, Kh) = −k2 < 0. Тогда T = k−1K – антисимплектическое

преобразование (∆(Tz, Tz′) = −∆(z, z′)), и ∆(Kz, Kz′) = −k2∆(z, z′).
Аналогично случаям B,C), получаем
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α(T2z, T2z) = (k2 + 1)
(

N0 +
1
2
) (

x2 + y2
)

=
(

Nc +
(k2 + 1)

2
) (

x2 + y2
)
,

где N0 ≥ 0, Nc = (k2 + 1)N0. Полагая T1 = Λ (TT2)
−1

, где Λ [x, y]> =
[x,−y]> , мы получаем первое уравнение в D). Заметим, что T1 – сим-
плектическое преобразование, поскольку как T , так и Λ антисимплекти-
ческие.

Как показано в разделе 11.5.2, гауссовский канал Φ можно расширить
до линейной динамики открытой бозонной системы, описываемой кано-
ническими наблюдаемыми q, p и каноническими наблюдаемыми окруже-
ния qE , pE , . . . в гауссовском состоянии SE ; более того, эта линейная ди-
намика также дает описание слабо комплементарного канала ΦE , отоб-
ражающего исходное состояние системы q, p в конечное состояние окру-
жения q′E , p′E , . . . ; если состояние SE чистое, то ΦE – комплементарный
канал Φ̃, который определяется каналом Φ однозначно с точностью до
унитарной эквивалентности. Заметим, что окружение может быть много-
модовым, что отражается символом . . . в обозначении вспомогательных
переменных.

Дадим описание в терминах открытой системы в каждом из случаев
теоремы предыдущего раздела.

A1) Это есть полностью деполяризующий канал

q′ = qE

p′ = pE

где наблюдаемые qE , pE описывают окружение в равновесном состоянии
SE со средним числом квантов N0. Слабо комплементарным является
идеальный канал Id.

A2) Линейное преобразование канонических переменных моды имеет
вид

q′ = q + qE (11.136)
p′ = pE ,

где мода qE , pE снова находится в равновесном состоянии SE со средним
числом квантов N0. Слабо комплементарным к этому каналу является
канал, который задается преобразованием

q′E = q (11.137)
p′E = p− pE ,

где pE может рассматриваться как классическая случайная величина с
дисперсией N0 + 1

2 .
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B1) Уравнение канала имеет вид (11.137), где pE имеет дисперсию 1
2 ,

так что мода qE , pE находится в чистом (вакуумном) состоянии, при этом
комплементарный канал задается преобразованием (11.136).

B2) Канал с аддитивным комплексным гауссовским шумом интенсив-
ности Nc

q′ = q + ξ

p′ = p + η.

Задача 11.7.1 Доказать, что расширение Стайнспринга для этого ка-
нала дается окружением с двумя бозонными модами qj , pj ; j = 1, 2 в чи-
стом гауссовском состоянии, которое имеет нулевые средние, нулевые
ковариации и дисперсии

Dq1 = Dq2 = Nc; Dp1 = Dp2 =
1

4Nc
,

так что ξ = q1, η = q2, причем динамика составной системы описыва-
ется уравнениями

q′ = q + q1,

p′ = p + q2,

q′1 = q1,

p′1 = p1 − p− q2/2,

q′2 = q2,

p′2 = p2 + q + q1/2.

C) Аттенюатор/усилитель с коэффициентом k и квантовым шумом
со средним числом квантов N0. В случае аттенюатора (k < 1) уравнение
канала имеет вид

q′ = kq +
√

1− k2qE

p′ = kp +
√

1− k2pE ,

где мода qE , pE находится в равновесном состоянии SE со средним числом
квантов N0. Слабо комплементарный канал задается уравнениями

q′E =
√

1− k2q − kqE (11.138)

p′E =
√

1− k2p− kpE , (11.139)

и также является аттенюатором (с коэффициентом k′ =
√

1− k2).
В случае усилителя (k > 1) имеем

q′ = kq +
√

k2 − 1qE

p′ = kp−
√

k2 − 1pE ,
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со слабо комплементарным каналом

q′E =
√

k2 − 1q + kqE

p′E = −
√

k2 − 1p + kpE ,

см. случай D).
D) Уравнение канала имеет вид

q′ = kq +
√

k2 + 1qE

p′ = −kp +
√

k2 + 1pE ,

т. е. этот канал является слабо комплементарным к усиливающему ка-
налу с коэффициентом k′ =

√
k2 + 1 и квантовым шумом со средним

числом квантов N0.

11.7.2 Каналы, разрушающие сцепленность

Применим теорему 11.5.5 к случаю одной бозонной моды A = B, где

∆A(z, z′) = ∆B(z, z′) = ∆(z, z′) = x′y − xy′

Как было показано выше, произвольный одномодовый гауссовский канал
приводится к одной из нормальных форм.

Нам остается только найти форму K>∆AK и проверить разложи-
мость (11.113) в каждом из этих случаев. Мы опираемся на следующий
простой факт:

Задача 11.7.2 (
N +

1
2
)
I ≥ i

2
∆

тогда и только тогда, когда N ≥ 0.

A) K>∆K = 0, поэтому Φ является c-q каналом (фактически, клас-
сическим каналом);

B) K>∆K = ∆, поэтому необходимое условие разложимости (11.113)
влечет α ≥ i∆. Это не может быть выполнено в случае B1) в силу вы-
рожденности α, следовательно канал не является разрушающим сцеп-
ленность. С другой стороны, в случае B2) условие (11.113) выполняется
при αB = αA = α/2 тогда и только тогда, когда Nc ≥ 1, и Φ является
каналом, разрушающим сцепленность;

C) K>∆K = k2∆. Ясно, что в этом случае условие разложимости
выполняется тогда и только тогда, когда α ≥ i

2 (1+k2)∆, что равносильно
неравенству Nc + |1−k2|

2 ≥ (1+k2)
2 или

Nc ≥ min
(
1, k2

)
. (11.140)
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Это дает условие разрушения сцепленности (которое также формально
включает случай B2));

D) K>∆K = −k2∆. Условие разложимости выполняется тогда и
только тогда, когда α ≥ i

2 (1+k2)∆, что выполнено всегда, поэтому канал
является разрушающим сцепленность для всех Nc ≥ 0.

Таким образом, свойство аддитивности (10.32) выполняется для од-
номодовых гауссовских каналов вида A), D) с произвольными значения-
ми параметров, и B2), C) с параметрами, удовлетворяющими (11.140). В
общем случае каналы, разрушающие сцепленность, имеют нулевую кван-
товую пропускную способность, Q(Φ) = 0, см. следствие 9.3.1. Однако в
разделе 11.7.4 на основе анализа деградируемости будет найдена более
широкая область нулевой квантовой пропускной способности.

11.7.3 Аттенюатор/усилитель

Рассмотрим подробно случай C). Введя параметр Nc = |k2 − 1|N0 ≥ 0,
можно представить действие канала Φ следующим образом

Tr Φ[S] W (z) = TrSW (kz)×
× exp

[
−1

2
(|k2 − 1|/2 + Nc

)‖z‖2
]

. (11.141)

Как отмечалось, этот канал является калибровочно инвариантным по
отношению к естественной комплексной структуре, ассоциированной с
умножением на i в комплексной плоскости x, y. Поэтому далее, опираясь
на результаты раздела 11.6, мы ограничимся рассмотрением калибровоч-
но инвариантных состояний.

Пусть входное состояние S = S(N) системы является гауссовским с
характеристической функцией

TrS(N)W (z) = exp
[
−1

2
(
N +

1
2
)‖z‖2

]
,

где параметр N представляет мощность (среднее число квантов) сигнала

TrS(N)a†a = N, (11.142)

где a = 1√
2
(q + ip). Энтропия состояния S(N) равна

H(S(N)) = g(N). (11.143)

Из (11.141) следует, что выходное состояние Φ[S] является гауссовским
состоянием S(N ′), где

N ′ = k2N + N ′
0, (11.144)

а
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N ′
0 = max{0, (k2 − 1)}+ Nc

– среднее число фотонов на выходе, соответствующем входному вакуум-
ному состоянию S(0). Тогда

H(Φ[S(N)]) = g(N ′). (11.145)

Найдем обменную энтропию H(S(N), Φ). Чистое входное состояние
S12 расширенной системы H⊗H0 характеризуется 2×2−матрицей кова-
риаций (11.78). В соответствии с (11.120), действие расширенного канала
Φ⊗ Id преобразует эту матрицу в

∆−1
12 α′12 =




0 −(N ′ + 1/2) 0 k
√

N2 + N

N ′ + 1/2 0 k
√

N2 + N 0
0 −k

√
N2 + N 0 N + 1/2

−k
√

N2 + N 0 −(N + 1/2) 0




Из формулы (11.72) получаем H(S(N), Φ) = g(|λ1| − 1
2 ) + g(|λ2| − 1

2 ),
где ±λ1,±λ2 – собственные значения матрицы в правой части. Решая
характеристическое уравнение, находим

λ1,2 =
i

2
((N ′ −N)±D) , (11.146)

где

D =
√

(N + N ′ + 1)2 − 4k2N(N + 1).

Следовательно,

H(S(N), Φ) = (11.147)

= g

(
D + N ′ −N − 1

2

)
+ g

(
D −N ′ + N − 1

2

)
.

Зависимость энтропий H(Φ[S(N)]),H(S(N), Φ) от k для случая Nc = 0
показана на рис. 11.1. Заметим, что для всех N когерентная информация
H(Φ[S(N)]) − H(S(N), Φ) оказывается положительной при k > 1/

√
2 и

отрицательной при остальных значениях k. Она стремится к −H(S(N))
при k → 0, равна H(S(N)) при k = 1, и быстро убывает к нулю при
k →∞.

Рассмотрим классические пропускные способности канала Φ при ад-
дитивных входных энергетических ограничениях, соответствующих опе-
ратору F = a†a. В соответствии с теоремой 11.6.1 и следствием из нее
классическая пропускная способность с использованием сцепленного со-
стояния равна

Cea(Φ,F, E) = max
S:TrSa†a≤E

I(S, Φ)

и достигается на калибровочно инвариантном гауссовском состоянии S.
Поскольку условие (10.40) очевидно выполнено для данного канала, для
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Рис. 11.1. Энтропии: выходная энтропия (11.145), обменная энтропия
(11.147) в случае Nc = 0.

этого состояния TrSa†a = E. Поэтому S = S(E), и для энтропий имеют
место выражения (11.143), (11.145) и (11.147). Следовательно, указанный
выше максимум равен

Cea(Φ,F, E) = I(S(E), Φ) = H(S(E)) + H(Φ[S(E)])−H(S(E), Φ).

Рассматривая величину Cea(Φ,F, E) как функцию параметров E, k, Nc,
интересно сравнить ее с величиной Cχ(Φ,F, E), которая является нижней
границей для классической пропускной способности C(Φ,F, E) (возмож-
но, совпадающей с нею). Если верна гипотеза о гауссовских оптимальных
ансамблях, то оптимальным является ансамбль, состоящий из когерент-
ных состояний Sζ = |ζ〉〈ζ|; ζ ∈ C, с гауссовской плотностью вероятности
p(ζ) = (πE)−1 exp

(−|ζ|2/E
)
, что приводит к значению

Cχ(Φ, F, E) = g
(
k2E + N ′

0

)− g (N ′
0) .

Отношение
G =

Cea(Φ,F, E)
Cχ(Φ,F, E)

(11.148)

дает по крайней мере верхнюю границу для выигрыша за счет исполь-
зования сцепленных состояний при передаче классических сообщений.
В частности, если среднее число квантов E сигнала стремится к нулю,
тогда как N ′

0 > 0, то

Cχ(Φ,F, E) ∼ Ek2 log
(

N ′
0 + 1
N ′

0

)
,

Cea(Φ,F, E) ∼ −E log E/(N ′
0 + 1),

и G стремится к бесконечности как − log E. График отношения G как
функции k при Nc = 0 показан на рис. 11.2.

Гипотеза о гауссовских оптимальных ансамблях верна в частном слу-
чае аттенюатора Φ с вакуумным шумом Nc = 0, k < 1. Более того, в
этом случае выполняется и гипотеза аддитивности, так что величина
Cχ(Φ,F, E) дает классическую пропускную способность канала.
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Рис. 11.2. Выигрыш (11.148) за счет использования сцепленного состояния
как функция k при Nc = 0. Параметр=входная мощность E.

Предложение 11.7.2 Для аттенюатора Φ с вакуумным шумом

C(Φ,F, E) = Cχ(Φ,F,E) = g(k2E). (11.149)

Доказательство. Докажем свойство аддитивности

C(n)
χ (Φ,H(n), nE) = nCχ(Φ,F,E). (11.150)

Действительно, для этого канала N ′
0 = 0, N ′ = k2E и H(Φ[S(E)]) =

g(k2E). Следовательно,
H(Φ[Sz]) = 0 (11.151)

для произвольного когерентного состояния Sz с E = 0 и поэтому мини-
мальная выходная энтропия равна нулю

min
S

H(Φ[S]) = 0.

Следовательно, minS(n) H(Φ⊗n[S(n)]) = 0 и аддитивность выходной эн-
тропии очевидна. Подставляя ансамбль когерентных состояний и исполь-
зуя (11.151), получаем

Cχ(Φ,F,E) ≥ g(k2E) = max
S:TrSa†a≤E

H(Φ[S]).

С другой стороны, используя субаддитивность выходной энтропии, име-
ем

nCχ(Φ,F, E) ≤ C(n)
χ (Φ, F, E) ≤ n max

S:TrSa†a≤E
H(Φ[S]).

Сравнение этих неравенств дает (11.150) и (11.149).
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11.7.4 Квантовая пропускная способность

В этом разделе мы вычислим квантовую пропускную способность ряда
одномодовых гауссовских каналов, опираясь на свойства (анти-)деградируемости
(разделы 9.3.3, 11.6.3). При этом мы используем тот факт, что компози-
ция одномодовых гауссовских каналов является одномодовым гауссов-
ским каналом. В частности, из общих правил (11.106) вытекают следую-
щие соотношения.

Обозначая ΦC,k (соответственно ΦD,k) канал класса C (соответствен-
но D) с коэффициентом k и фиксированным значением параметра Nc,
имеем

ΦC,k2 ◦ ΦC,k1 = ΦC,k1k2 ; если k1, k2 < 1, (11.152)
ΦD,k2 ◦ ΦC,k1 = ΦD,k1k2 ; если k1 > 1. (11.153)

Предложение 11.7.3 Для аттенюатора с коэффициентом k ≤ 1√
2

квантовая пропускная способность Q(ΦC,k) = 0. Для аттенюатора/усилителя
с k ≥ 1√

2
и Nc = 0

Q(ΦC,k) = QG(ΦC,k) = log
k2

|k2 − 1| . (11.154)

Здесь
QG(Φ) = sup

N≥0
Ic(S(N), Φ),

где супремум когерентной информации Ic(S,Φ) = H(Φ[S])−H(S,Φ) бе-
рется по всем гауссовским калибровочно инвариантным входным со-
стояниям вида S(N).

Доказательство. Достаточно доказать, что аттенюатор с k < 1√
2
– анти-

деградируемый канал, тогда как аттенюатор/усилитель с k ≥ 1√
2
и Nc =

0 – деградируем.
Если k < 1√

2
, то k1 = k√

1−k2 < 1. Принимая во внимание, что слабо
комплементарным к каналу ΦC,k является канал

Φ̃w
C,k = ΦC,

√
1−k2 , (11.155)

см. (11.138), соотношение (11.152) можно записать в виде

ΦC,k = ΦC, k√
1−k2

◦ Φ̃w
C,k, (11.156)

откуда следует, что ΦC,k – анти-деградируемый канал, и следовательно,
в силу теоремы 9.3.5, его квантовая пропускная способность равна нулю.

В случае Nc = 0, когда состояние окружения – чистое, комплементар-
ный канал совпадает со слабо комплементарным: Φ̃C,k = Φ̃w

C,k = ΦC,k′ , где
k′ =

√
1− k2 > 1√

2
, и соотношение (11.156) приобретает вид
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Φ̃C,k′ = ΦC, k√
1−k2

◦ ΦC,k′ ,

откуда следует, что ΦC,k′ – деградируемый канал при 1√
2

< k′ < 1. По-
этому из предложения 11.6.2 следует, что

Q(ΦC,k) = QG(ΦC,k). (11.157)

Аналогично в случае усилителя (k > 1, Nc = 0) из соотношения (11.153)
следует, что

Φ̃C,k = Φ
D,

√
k2−1
k

◦ ΦC,k,

поэтому ΦC,k – деградируемый канал, и снова имеет место равенство
(11.157). Остается найти величину QG(ΦC,k).

В случае Nc ≥ 0 когерентная информация

Ic(S(N), Φ) = g(N ′)− g

(
D + N ′ −N − 1

2

)
− g

(
D −N ′ + N − 1

2

)

(11.158)
сложным образом зависит от входной мощности N . Имеем Ic(S(0), Φ) = 0
и

lim
N→∞

Ic(S(N), Φ) = log k2 − log |k2 − 1| − g
(
Nc/|k2 − 1|) , k 6= 1.

Пусть теперь Nc = 0. В случае k < 1 находим N ′ = k2N,D = (1 −
k2)N + 1 и

Ic(S(N), Φ) = g(k2N)− g
(
(1− k2)N

)
.

Задача 11.7.3 Показать, что Ic(S(N), Φ) – выпуклая убывающая функ-
ция параметра N при k2 < 1

2 (соответственно вогнутая возрастающая
функция при k2 > 1

2 ), следовательно,

sup
N

Ic(S(N), Φ) =
{

Ic(S(N), Φ)|N=0 = 0, k2 < 1
2

limN→∞ Ic(S(N), Φ) = log k2

1−k2 , k2 > 1
2 .

В случае k > 1, используя (11.144), имеем N ′ = k2(N + 1) − 1, D =
k2(N + 1)−N и

Ic(S(N), Φ) = g(k2(N + 1)− 1)− g
((

k2 − 1
)
(N + 1)

)
.

Задача 11.7.4 Показать, что Ic(S(N), Φ) – вогнутая возрастающая
функция N и, следовательно,

sup
N

Ic(S(N), Φ) = lim
N→∞

Ic(S(N), Φ) = log
k2

k2 − 1
.
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Окончательно получаем общее выражение (11.154) для квантовой про-
пускной способности аттенюатора/усилителя при Nc = 0.

Обширная область нулевой квантовой пропускной способности, пере-
крывающая область (11.140) каналов, разрушающих сцепленность, дает-
ся следующим предложением.

Предложение 11.7.4 Пусть k ≥ 1√
2
, тогда Q(ΦC,k) = 0 при

Nc ≥ 1
2

(
k2 − |k2 − 1|) = min{k2, 1} − 1

2
. (11.159)

Доказательство. Рассмотрим композицию Φ = Φ2 ◦ Φ1, где

Φ∗1[W (z)] = W (
√

2kz) exp
[
− (2k2 − 1)

2

(
N1 +

1
2

)]
,

Φ∗2[W (z)] = W

(
z√
2

)
exp

[
−1

4

(
N2 +

1
2

)
,

]

так что Q(Φ2) = 0 в силу предложения 11.7.3 и, следовательно, Q(Φ2 ◦
Φ1) = 0 в силу (9.45). Тогда

Φ∗1 ◦ Φ∗2[W (z)] = W (kz) exp
[
−1

2

( |k2 − 1|
2

+ Nc

)]
,

где
|k2 − 1|

2
+ Nc =

1
2

(
N2 +

1
2

)
+

(2k2 − 1)
2

(
N1 +

1
2

)
.

Варьируя числа N1, N2 ≥ 0, можно получить все значения Nc, удовле-
творяющие (11.159).

Задача 11.7.5 Доказать, что в случае A)

Φ = Φ ◦ Φ̃,

где Φ̃ – комплементарный канал, откуда следует, что канал Φ анти-
деградируемый и значит Q(Φ) = 0.

Задача 11.7.6 Доказать, что в случае B1) Q(Φ) = ∞, рассматривая
когерентную информацию Ic(S, Φ) = H(Φ[S])−H(Φ̃[S]), где S – гауссов-
ское состояние с σ2

q = DQ, σ2
p = DP и нулевыми средними и ковариацией.

Показать, что

H(Φ[S]) = g

(√
σ2

Q

(
σ2

P +
1
2

)
− 1

2

)
,

H(Φ̃[S]) = g

(√(
σ2

Q +
1
2

)
1
2
− 1

2

)
.
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В частности, выбирая состояния с σ2
Qσ2

P → ∞, σ2
Q → 0, получаем

Ic(S, Φ) →∞.

Задача 11.7.7 Доказать, что в случае D) канал Φ является анти-
деградируемым и следовательно Q(Φ) = 0.

Поскольку Ic(S, Φ) = H(Φ[S])−H(Φ̃[S]), для пропускной способности
Q(Φ̃) имеет место выражение, аналогичное (9.40), в котором Ic заменено
на −Ic. Следовательно,

sup
S

Ic(S,Φ) ≤ Q(Φ),

sup
S

[−Ic(S, Φ)] ≤ Q(Φ̃).

Таким образом, если когерентная информация Ic(S, Φ) принимает зна-
чения разных знаков, то обе пропускные способности положительны
и следовательно, канал Φ не является ни деградируемым, ни анти-
деградируемым.

Задача 11.7.8 Рассмотрим канал с аддитивным классическим гаус-
совским шумом интенсивности Nc (случай B2), k = 1). Показать, что

F (N) ≡ Ic(S(N), Φ) = g(N + Nc)− g

(
D + Nc − 1

2

)
− g

(
D −Nc − 1

2

)
,

где D =
√

(Nc + 1)2 + 4NcN . При этом F (0) = 0,

lim
N→∞

F (N) = − log eNc,

где использована асимптотика g(x) ' log ex, x → ∞, следовательно,
limN→∞ F (N) = 0, если Nc = e−1. Рассматривая функцию F (N) при
Nc = 0.99e−1, показать, что она принимает значения разных знаков,
и, следовательно, канал Φ не является ни деградируемым, ни анти-
деградируемым.

11.8 Комментарии

1. Квантовый гармонический осциллятор, впервые исследованный Ди-
раком [8], лежит в основе многих математических моделей квантовой
оптики и квантовой электроники. В частности, полезное символическое
исчисление, позволяющее получить алгебраические тождества, вытека-
ющие из канонических коммутационных соотношений, такие как (11.46),
развито в книге Люиселла [15]. Анализ, основанный на когерентных со-
стояниях, разработан Глаубером [7]. Формула (11.14) – это знаменитое
P -представление операторов плотности, широко используемое в кванто-
вой оптике. Представление поля излучения в виде ансамбля квантовых
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осцилляторов, также предложенное Дираком, в подходящей для прило-
жений в квантовой оптике форме рассмотрено, например, в книгах Кла-
удера и Сударшана [12] и Хелстрома [30].

Используя переполненность системы когерентных векторов (задача
11.1.4)), можно определить нечеткую наблюдаемую со значениями в C ≡
R2

M(B) =
1
π

∫

B

|ζ〉〈ζ|d2ζ. (11.160)

которая играет ключевую роль для описания “приближенного совместно-
го измерения” наблюдаемых q и p. Подробное обсуждение этого вопроса
и дальнейшие ссылки см. в книгах Холево [37], Дэвиса [75].

2. На полезность представления ККС в симметричной форме (11.28)
было указано Сигалом [27]. Доказательство следующей теоремы можно
найти, например, в [37].

Теорема единственности Стоуна - фон Неймана.Пусть Vx, Uy; x, y ∈
Rs – сильно непрерывные группы унитарных операторов в сепарабель-
ном гильбертовом пространстве H, удовлетворяющие ККС Вейля (11.26).
Тогда Vx, Uy унитарно эквивалентны прямой сумме не более чем счет-
ного числа копий представления Шредингера (11.25). В частности, лю-
бое неприводимое представление ККС унитарно эквивалентно пред-
ставлению Шредингера.

Работа Вильямсона [155] содержит общую классификацию класси-
ческих квадратичных гамильтонианов (необязательно положительных).
Доказательство леммы 11.2.1 см. также в главе V книги [37].

3. Многочисленные физические приложения линейной динамики си-
стем с квадратичным гамильтонианом рассматриваются в книге Малки-
на и Манько [18].

4. Рассмотрение квантовых гауссовских состояний основано на главе
V книги Холево [37], где можно найти доказательства утверждений задач
11.4.1, 11.4.2, 11.4.3, 11.4.5. Условие (11.53) является не только необходи-
мым, но и достаточным для положительности оператора S. Подход к
квантовым гауссовским состояниям, основанный на характеристической
функции, опирается на очевидные аналогии с классической теорией ве-
роятностей, и является, по-видимому, наиболее прямым и аналитически
прозрачным.

Формулы для энтропии квантовых состояний общего вида были по-
лучены Холево, Сома и Хирота [102]. Характеризация гауссовского со-
стояния как состояния с максимальной энтропией (лемма 11.4.4) тесна
связана с принципом максимальной энтропии в статистической физике,
см. например [15], раздел 6.6; аналогичное свойство для условной кван-
товой энтропии (лемма 11.4.5) было установлено Айсертом и Вольфом
[81].

Очищение произвольного гауссовского состояния построено в работе
Холево [32].
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5. Формула для пропускной способности гауссовского c-q канала бы-
ла предугадана Гордоном [89]. Приведенное доказательство следует ра-
боте Холево [35], где рассмотрен и случай многомодового гауссовского
c-q канала, в частности, реалистичная модель временно́го классического
сигнала на фоне окрашенного квантового шума. Пропускная способность
для канала со сжатым гауссовским шумом вычислена в работе Холево,
Сома и Хирота [102]. Более детальную информацию о скорости сходимо-
сти вероятности ошибки для гауссовских каналов с чистыми состояниями
можно получить, модифицируя оценки функции надежности из раздела
5.7 на случай каналов с бесконечным алфавитом и входными ограниче-
ниями [103].

Общее описание бозонных гауссовских каналов было дано в работе
Холево и Вернера [105] (см. также обзор [81]), следуя работе [31]. Ис-
пользуя общее описание бозонного гауссовского канала, можно показать,
что в квантовой оптике такие каналы могут быть реализованы из бло-
ков, соответствующих линейным многоканальным смесителям и основ-
ным одномодовым преобразователям, таким как параметрический уси-
литель [67].

С другой стороны, гауссовские каналы представляют собой вполне
положительные отображения C∗-алгебры ККС; Демоэн, Ванеуверцвийн
и Вербер [77] показали, что неотрицательная определенность матриц
(11.104) необходима и достаточна для полной положительности отобра-
жения Φ.

Гауссовские наблюдаемые фактически соответствуют гауссовским q-
c каналам; они рассматриваются в гл. VI книги [37]. В частности, там
показано, что расширение Наймарка для нечеткой наблюдаемой (11.160)
дается спектральной мерой коммутирующих операторов q + qC , p − pC ,
где мода C находится в вакуумном состоянии.

Гауссовские каналы, разрушающие сцепленность, исследованы в ра-
боте Холево [43].

6. Принцип “пропускная способность гауссовского канала достигается
для гауссовского сигнала” выполняется в классической теории информа-
ции [72]. Гипотеза об оптимальных гауссовских ансамблях экстраполи-
рует аналогичный принцип на квантовые гауссовские каналы, однако в
этом направлении пока получены лишь частичные результаты. Имеются
основания полагать, что подтверждение этой гипотезы для классической
пропускной способности квантового гауссовского канала по крайней мере
частично зависит от решения проблемы аддитивности. В работе Вольфа,
Гидке и Сирака [159] показано, что если гипотеза аддитивности верна, то
среднее состояние S̄π оптимального ансамбля должно быть гауссовским.

Теорема 11.6.1, доказанная в статье Холево и Вернера [105], означает
выполнение “гауссовского” принципа для классической пропускной спо-
собности с использованием сцепленного состояния. Предложение 11.6.2,
подтверждающее этот принцип для квантовой пропускной способности
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деградируемых гауссовских каналов, основано на результатах Вольфа,
Перес-Гарсиа и Гидке [160].

7. Классификация одномодовых гауссовских каналов получена Холе-
во [43], см. также [69].

Пропускные способности аттенюатора/усилителя изучались в работе
[105]. Предложение 11.7.2 для аттенюатора с вакуумным шумом доказано
в статье Джованнетти, Гуха, Ллойда, Макконе, Шапиро и Юна [88].

Утверждение о том, что квантовая пропускная способность аттенюа-
тора/усилителя дается гауссовским выражением, полученным в [105], бы-
ло установлено Вольфом и Перес-Гарсиа в [160]. Области нулевой кван-
товой пропускной способности описаны в статье Карузо, Джованнетти и
Холево [69]. Решения задач из раздела 11.7.4, в частности, подробное опи-
сание канала, комплементарного к каналу с аддитивным классическим
гауссовским шумом см. в работе Холево [41].
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66. I. Bjelaković, R. Siegmund-Schultze, A new proof of the monotonicity of

quantum relative entropy for finite quantum systems, e-print quant-ph/0307170.
67. S. L. Braunstein, Squeezing as an irreducible resource, e-print quant-

ph/9904002.
68. R. Calderbank, P. W. Shor: Good quantum error-correcting codes exist, Phys.

Rev. A 54, pp 1098-1105 1996.Good Quantum Error-Correcting Codes Exist,
Phys. Rev. A, Vol. 54, No. 2, pp. 1098-1106, 1996; quant-ph/9512032



Литература 308

69. F. Caruso, V. Giovannetti, A. S. Holevo, One-mode Bosonic Gaussian channels:
a full weak-degradability classification, New Journal of Physics 8, 310 (2006);
quant-ph/0609013

70. C. M. Caves, P. B. Drummond, Quantum limits of bosonic communication
rates, Rev. Mod. Phys. 66, 481-538 1994.

71. M.-D. Choi. Completely positive maps on complex matrices // Linear Alg. and
Its Appl. 1975. V. 10. P. 285-290.

72. T. M. Cover, J. A. Thomas: Elements of Information Theory, Wiley Series in
Telecommunications, John Wiley & Sons, New York 1991).

73. T. S. Cubitt, M.-B. Ruskai, G. Smith, The structure of degradable quantum
channels, arXiv:0802.1360

74. E. B. Davies: Information and quantum measurement, IEEE Trans. Inform.
Theory 24 N6, pp. 596-599 1978.

75. E. B. Davies: Quantum theory of open systems, Academic Press, London 1976.
76. Dell’Antonio G.F., On the limits of sequences of normal states, Commun. Pure

Appl. Math., 20, 413-430, 1967;
77. B. Demoen, P. Vanheuverzwijn, A. Verbeure, Completely positive quasi-free

maps on the CCR algebra, Rep. Math. Phys. 15, 27-39, 1979.
78. I. Devetak, The private classical information capacity and quantum information

capacity of a quantum channel, e-print no. quant-ph/0304127, 2003.
79. I. Devetak, P. Shor, The capacity of a quantum channel for simultaneous

transition of classical and quantum information, quant-ph/0311131.
80. D. Di Vincenzo, P. W. Shor, J. Smolin, Quantum channel capacities of very

noisy channels, Phys. Rev. A 57, 830-839, 1998.
81. J. Eisert, M. M. Wolf, Gaussian quantum channels, quant-ph/0505151
82. E. G. Effros, A matrix convexity approach to some celebrated quantum

inequalities, math-ph/0802.1234
83. M. Fannes, A continuity property of quantum entropy for spin lattice systems,

Commun. Math. Phys., 31, 291-294, 1973
84. Foundations of quantum mechanics and ordered linear spaces. Eds. A.

Hartkamper and H. Neumann, Lect. Notes Phys. 29, Springer-Verlag, New York-
Heidelberg-Berlin 1974.

85. C. A. Fuchs, Quantum mechanics as quantum information (and only a little
more), e-print quant-ph/0205039.

86. M. Fukuda, C. King, D. Moser, Comments on Hastings’ Additivity
Counterexamples, e-print arXiv:0905.3697

87. M. Fukuda, M. M. Wolf, Simplifying additivity problems using direct sum
constructions, J. Math. Phys., vol. 48, 072101, 2007.

88. V. Giovannetti, S. Guha, S. Lloyd, L. Maccone, J. H. Shapiro and H. P. Yuen,
Classical capacity of the lossy bosonic channel: the exact solution, e-print quant-
ph/0308012.

89. J. P. Gordon, Noise at optical frequencies; information theory, In: Quantum
Electronics and Coherent Light, Proc. Int. School Phys. “Enrico Fermi”, Course
XXXI, ed. P. A. Miles, Academic Press, New York 1964, pp.156-181.

90. M. B. Hastings, A counterexample to additivity of minimum output entropy,
quant-ph/0809.3972

91. P. Hausladen, R. Josza, B. Schumacher, M. Westmoreland, W. Wootters:
Classical information capacity of a quantum channel, Phys. Rev. A 54, pp. 1869-
1876 1996.

92. M. Hayashi, Quantum information: an introduction, Springer, Berlin 2006.
93. M. Hayashi and H.Nagaoka, General formulas for capacity of classical-quantum

channels, e-print quant-ph/0206186.



Литература 309

94. P. Hayden, The maximal p-norm multiplicativity conjecture is false quant-
ph/0707.3291

95. P. Hayden, Entanglement in Random Subspaces, Proc. of QCMC04. AIP
conference procedings vol. 734, pp. 226-229, 2004; quant-ph/0409157

96. P. Hayden, P. W. Shor, A. Winter, Random quantum codes from Gaussian
ensembles and an uncertainty relation, Open Syst. Inf. Dyn. 15, pp. 71-89 2008;
quant-ph/0712.0975

97. T. Hiroshima, Additivity and multiplicativity properties of some Gaussian
channels for Gaussian inputs, Phys. Rev. A 73, 012330 (2006); quant-ph/0511006

98. W. Hoeffding, Probability inequalities for sums of bounded random variables,
J. Amer. Statist. Assoc. 58, N31, pp. 13-30, 1963.

99. A. S. Holevo, Statistical definition of observable and the structure of statistical
models. Rep. Math. Phys., 1985, v.22, N3, 385-407.

100. A. S. Holevo, The capacity of quantum communication channel with general
signal states, e-print quant-ph/9611023, 1996; IEEE Trans. Inform. Theory 44,
269-272 1998.

101. A. S. Holevo, On entanglement-assisted classical capacity, J. Math. Phys., 43,
2002; e-print quant-ph/0106075.

102. A. S. Holevo, M. Sohma, O. Hirota, Capacity of quantum Gaussian channels,
Phys. Rev. A 59, 1820-1828, 1999.

103. A. S. Holevo, M. Sohma, O. Hirota, Error exponents for quantum channels
with constrained inputs, Rep. Math. Phys. 46, 343-358, 2000.

104. A. S. Holevo, M. E. Shirokov, On Shor’s channel extension and constrained
channels. Commun. Math. Phys. v. 249, 417-430, 2004. Arxiv e-print quant-
ph/0306196

105. A. S. Holevo, R. F. Werner, Evaluating capacities of Bosonic Gaussian
channels, Phys. Rev. A 63, 032312, 2001,; LANL e-print quant-ph/9912067,
1999.

106. A. S. Holevo, The additivity problem in quantum information theory, Proc.
ICM, Madrid, Spain, 2006, pp. 999-1018.

107. M. Horodecki, J. Oppenheim, A. Winter, Quantum state merging and negative
information, Comm. Math. Phys. 269, 107 (2006); quant-ph/0512247

108. M. Horodecki, P.W. Shor, M.B. Ruskai, General entanglement breaking
channels, Rev. Math. Phys. 15, 629-641, (2003); quant-ph/0302031.

109. R. Josza, B. Schumacher: A new proof of the quantum noiseless coding theorem,
J. Modern Optics 41, pp. 2343-2349 1994.

110. K. Kato, M. Osaki, O. Hirota, Derivation of classical capacity of quantum
channels for discrete information sources, e-print quant-ph/9811085.

111. K. Kato, M. Osaki, T. Suzuki, M. Ban, O. Hirota, Upper bound of the accessible
information and lower bound of the Bayes cost in quantum signal detection
processes, Phys. Rev. A 54 2718-2727 1996.

112. M. Keyl: Fundamentals of Quantum Information, e-print quant-ph/0202122,
Feb. 2002.

113. C. King, Additivity for a class of unital qubit channels, e-print quant-
ph/0103156.

114. C. King, The capacity of quantum depolarizing channel, e-print quant-
ph/0204172.

115. C. King, K. Matsumoto, M. Natanson and M. B. Ruskai, Properties of
conjugate channels with applications to additivity and multiplicativity, quant-
ph/0509126.

116. E. Knill, R. Laflamme: Theory of quantum error-correcting codes, Phys. Rev.
A 55, pp. 900-911 1997.



Литература 310

117. K. Kraus: States, Effects and Operations, Springer Lecture Notes in Physics
190 1983.

118. D. Kretschmann, R. Werner, Tema con variazioni: quantum channel
capacities, e-print quant-ph/0311037.

119. D. Kretschmann, R. Werner, Quantum channels with memory, e-print quant-
ph/0502106.

120. A. Lesniewski, M. B. Ruskai: Monotone Riemannian metrics and relative
entropy on noncommutative probability spaces, J. Math. Phys. 40, pp. 5702-5724
1999.

121. L. B. Levitin, Optimal quantum measurement for two pure and mixed states,
In: Quantum Communications and Measurement, Proc. QCM94, ed. by V. P.
Belavkin, O. Hirota, R. L. Hudson, Plenum, New York 1995, pp. 439-448.

122. E. H. Lieb, M. B. Ruskai, Proof of the strong subadditivity of quantum
mechanical entropy, J. Math. Phys., 14, 1938-1941 1973.

123. G. Lindblad: Entropy, information and quantum measurements, Commun.
Math. Phys. 33, pp. 305-322 1973.

124. G. Lindblad: Expectations and entropy inequalities for finite quantum systems,
Commun. Math. Phys. 39, pp. 111-119 1974.

125. G. Lindblad: Completely positive maps and entropy inequalities, Commun.
Math. Phys. 40, pp. 147-151 1975.

126. G. Lindblad, Quantum entropy and quantum measurements, Lect. Notes
Phys., 378, Quantum Aspects of Optical Communication, Ed. by C.
Benjaballah, O. Hirota, S. Reynaud, 1991, pp. 71-80.

127. S. Lloyd, Capacity of noisy quantum channel, Phys. Rev. A 55, 1613-1622
1997.

128. G. Ludwig: Foundations of Quantum Mechanics I, Springer, Berlin-
Heidelberg-New York 1983.

129. M. Ohya, D. Petz: Quantum Entropy and Its Use, Texts and Monographs in
Physics, Springer, New York 1993.

130. M. Ozawa, On information gain by quantum measurement of continuous
observable, J. Math. Phys. 27, 759-763 1986.

131. M. Ozawa, Quantum measuring process of continuous observables, J. Math.
Phys. 18, 412-421 1987.

132. K. R. Parthasarathy, Probability measures on metric spaces, Academic Press,
New York and London, 1967

133. D. Petz, Quantum information theory and quantum statistics, Berlin:
Springer, 2008

134. M. B. Ruskai, S. Szarek, E. Werner, A characterization of completely-positive
trace-preserving maps on M2, e-print quant-ph/0005004.

135. M. Sasaki, S. M. Barnett, R. Jozsa, M. Osaki, O. Hirota, Accessible
information and optimal strategies for real symmetric quantum sources, Phys.
Rev. A 59, 3325, 1999; e-print quant-ph/9812062.

136. B. Schumacher, M. D. Westmoreland, Sending classical information via noisy
quantum channel, Phys. Rev. A. 56, 131-138 1997.

137. B. Schumacher, Westmoreland M. D., Quantum privacy and quantum
coherence// Phys. Rev. Lett., 1998, vol. 80, pp. 5695-5697; e-print quant-
ph/9709058.

138. B. Schumacher, M. D. Westmoreland, Optimal signal ensembles, e-print quant-
ph/9912122.

139. B. Schumacher, M. D. Westmoreland, Approximate quantum error correction,
e-print quant-ph/0112106.



Литература 311

140. M. E. Shirokov, The Holevo capacity of infinite dimensional channels and
the additivity problem, Commun. Math. Phys. 2006. 262, N.2, 137-159; e-print
quant-ph/0408009;

141. P. W. Shor, Introduction to quantum algorithms, e-print quant-ph/0005003.
142. P. W. Shor, On the number of elements needed in a POVM attaining the

accessible information, e-print quant-ph/0009077.
143. P. W. Shor, Additivity of the classical capacity of entanglement-breaking

quantum channels, J. Math. Phys., 2002, vol. 43, pp. 4334-4340; e-print quant-
ph/0201149.

144. P. W. Shor, The adaptive classical capacity of a quantum channel, or
information capacity of 3 symmetric pure states in three dimensions, e-print
quant-ph/0206058.

145. P. W. Shor, Equivalence of additivity questions in quantum information theory
// Commun. Math. Phys. 2004. V. 246. P. 453-472; arXiv: quant-ph/0305035.

146. P. W. Shor, The classical capacity achievable by a quantum channel assisted
by limited entanglement, in: Quantum Information, Statistics, Probability, Ed.
by O. Hirota, Rinton Press, Inc., Princeton, New Jersey 2004; quant-ph/0402129.

147. G. Smith and J.A. Smolin, Degenerate quantum codes for Pauli channels Phys.
Rev. Lett. 98, 030501 (2007).

148. A. Steane: Quantum computing, Rept. Prog. Phys. 61, pp. 117-173 1997.
149. W. F. Stinespring. Positive functions on C∗-algebras // Proc. Amer. Math.

Soc. 1955. V. 6. P. 211-316.
150. A. Uhlmann: The “transition probability” in the state space of a ∗-algebra,

Rept. Math. Phys. 9, pp. 273-279 1976.
151. A. Uhlmann, Relative entropy and the Wigner-Yanase-Dyson-Lieb concavity

in an interpolation theory, Commun. Math. Phys., vol. 54, 21-32 1977.
152. A. Wehrl: General properties of entropy, Rev. Mod. Phys. 50, pp. 221-260

1978.
153. Werner R.F., Wolf M. M., Bound entangled Gaussian states// e-print quant-

ph/0009118.
154. A. S. Wightman, Hilbert’s sixth problem: mathematical treatment of the

axioms of physics, Proc. Symp. in pure math. 28, pt. 1, 147-240 1977
155. J. Williamson: On the algebraic problem concerning the normal forms of linear

dynamical systems, Am. J. Math 58, 141 (1936); Am. J. Math 59, 599 (1937);
61, 897 (1939)

156. A. Winter, Coding theorem and strong converse for quantum channels, IEEE
Trans. Inform. Theory, 45, 2481-2485, 1999.

157. A. Winter, Compression of sources of probability distributions and density
operators, e-print quant-ph/0208131.

158. A. Winter, The maximum output p-norm of quantum channels is not
multiplicative for any p>2, e-print quant-ph/ 0707.0402

159. M. Wolf, G. Giedke, J. I. Cirac, Extremality of Gaussian quantum states,
quant-ph/0509154.
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