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Знаменитая теорема Семереди об арифметических прогрессиях утвер-
ждает, что любое подмножество целых чисел положительной асимптоти-
ческой плотности содержит арифметические прогрессии любой длины. Из
этой замечательной теоремы выросла новая большая область комбинатор-
ной теории чисел. Обсуждению этой тематики и посвящен настоящий
обзор.
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§ 1. Введение

Пусть k и d – натуральные числа. Арифметической прогрессией длины k
с разностью d называется множество n, n + d, n + 2d, . . . , n + (k − 1)d, где n –
целое число. В 1927 году Б.Л. Ван дер Варден доказал свою знаменитую
теорему об арифметических прогрессиях (см. [1]), которую А.Я. Хинчин назвал
жемчужиной теории чисел (см. [2]).
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Теорема 1 (Ван дер Варден). Пусть h и k – натуральные числа. Для
любого разбиения целых чисел на h подмножеств C1, . . . , Ch одно из подмно-
жеств содержит арифметическую прогрессию длины k .

Несмотря на кажущуюся простоту и естественность теорема Ван дер Вар-
дена сыграла значительную роль в развитии двух разделов математики – ад-
дитивной комбинаторики и комбинаторной эргодической теории. В нашем об-
зоре еще пойдет речь об этих разделах, отметим сейчас лишь только то, что
обе указанные области математики связаны между собой теснейшим образом
и находятся на стыке таких наук, как аддитивная и аналитическая теория чи-
сел, теория графов и теория динамических систем. Сама по себе теорема Ван
дер Вардена является одним из фундаментальных результатов теории Рамсея
(см. [3], [4]). Действительно, если в теореме 1 разбиение множества целых чи-
сел на h подмножеств C1, . . . , Ch трактовать как раскраску Z в h различных
цветов, то теорема Ван дер Вардена утверждает, что в множестве целых чисел
найдется монохроматическая арифметическая прогрессия, т.е. прогрессия, все
элементы которой раскрашены в один и тот же цвет.

Настоящий обзор посвящен обсуждению всего многообразия результатов,
так или иначе связанных с теоремой Ван дер Вардена и ее обобщениями.

Прежде чем обсуждать эти обобщения, переформулируем теорему 1.

Теорема 2. Пусть h и k – натуральные числа. Существует такое чис-
ло N(h, k), что для любого натурального N > N(h, k) и любого разбиения мно-
жества 1, . . . , N на h подмножеств одно из подмножеств содержит ариф-
метическую прогрессию длины k .

В теореме 2, в отличие от теоремы 1, все множества конечны. По этой
причине теорему 2 называют конечной версией теоремы 1. Легко показать,
что эти результаты эквивалентны (см. ниже).

Пожалуй, самый простой вопрос, который может возникнуть в связи с теоре-
мой Ван дер Вардена, это вопрос о том, как быстро стремится к бесконечности
величина N(h, k). К сожалению, оригинальное доказательство Ван дер Вар-
дена дает очень слабые оценки на N(h, k), даже когда h = 2. Сформулируем
имеющийся здесь результат более точно.

Мы определим последовательность функций (иерархия Аккермана),
fi : N → N. Пусть f1(n) = n + 1 и для всех i > 2 выполнено
fi+1(n) = (fi ◦ · · · ◦ fi︸ ︷︷ ︸

n

)(1). Тогда, например f2(n) = 2n, f3(n) = 2n, а

f4(n) – башня из n двоек. Функцией Аккермана называется функция
A(n) = fn(n), n ∈ N. Ясно, что A(n) стремится к бесконечности быстрее
любой фиксированной функции fi(n). Кроме того, функция A(n) не является
примитивно-рекурсивной (грубо говоря, A(n) не может быть выражена
через конечное число композиций обычных функциональных операций, более
подробно см. [5]). Из оригинального доказательства теоремы Ван дер Вардена
вытекает оценка величины N(2, k) вида N(2, k) 6 A(k) для всех k > 2.

В 1987 году С. Шелах, получил первую примитивно-рекурсивную оценку
для N(2, k) (см. [6]). Пусть S(1) = 2 и для всех n > 2 выполнено S(n) =
f4(S(n − 1)). Тогда при k > 2 справедливо неравенство N(2, k) 6 S(Ck), где
C – некоторая абсолютная константа.
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Другое обобщение, связанное с теоремой 1, было высказано в 1936 году
П. Эрдёшем и П. Тураном.

Пусть A – произвольное подмножество целых чисел. Верхней плотностью
Банаха (или просто верхней плотностью) множества A называется величина

D∗(A) = lim sup
N→∞

|A ∩ [1, 2, . . . , N ]|
N

.

Эрдёш и Туран предположили, что любое множество целых чисел поло-
жительной верхней плотности содержит арифметическую прогрессию любой
длины. Ясно, что из этой гипотезы вытекает теорема Ван дер Вардена. Дей-
ствительно, верхняя плотность Банаха обладает полуаддитивным свойством

D∗
( m⋃
i=1

Ai

)
6

m∑
i=1

D∗(Ai),

где Ai ⊆ Z, i = 1, . . . ,m, – произвольные множества. Следовательно, если Z
разбито на h подмножеств, то одно из этих подмножеств имеет верхнюю плот-
ность не меньшую, чем 1/h > 0. Сформулируем гипотезу Эрдёша и Турана
более точно.

Гипотеза 1 (Эрдёш, Туран). Пусть A ⊆ Z – произвольное множество.
Пусть также D∗(A) > 0. Тогда для любого натурального k > 3 множество A
содержит арифметическую прогрессию длины k .

Из гипотезы 1 вытекает, что любое множество положительной плотности
содержит бесконечно много арифметических прогрессий длины k.

Гипотеза Эрдёша и Турана имеет еще одну, эквивалентную, формулировку.
Обозначим, для удобства, множество {1, 2, . . . , N} через [N ].

Гипотеза 1′ (Эрдёш, Туран). Пусть k > 3 – натуральное число, а 0 < δ 6
1 – произвольное действительное число. Существует натуральное N(k, δ)
такое, что для всех N > N(k, δ) произвольное множество A ⊆ [N ], |A| > δN ,
содержит арифметическую прогрессию длины k .

Для полноты изложения мы приведем здесь доказательство эквивалентно-
сти гипотез 1 и 1′. Примерно такое же рассуждение устанавливает эквивалент-
ность теорем 1 и 2.

Очевидно, что из гипотезы 1′ вытекает гипотеза 1. Докажем обратную им-
пликацию. Предположим, что для некоторого натурального k > 3 и некоторого
δ ∈ (0, 1] гипотеза 1′ не верна. Иными словами, для любого натурального N
существует множество A ⊆ [N ], |A| > δN , такое, что A не содержит арифмети-
ческих прогрессий длины k. Пусть N1 = 1, b1 = 0 и для i > 2 выполнено

Ni := bi−1 +Ni−1, bi := bi−1 +Ni−1 +Ni + 1. (1)

Получаем такую возрастающую последовательность натуральных чисел 1 =
N1 < N2 < N3 < · · · и такую последовательность множеств A1, A2, A3, . . . ,
что для любого i выполнено Ai ⊆ [Ni], |Ai| > δNi и ни одно Ai не содержит
арифметических прогрессий длины k. Пусть Ãi = Ai + bi. Ясно, что множе-
ства Ãi не пересекаются и не содержат арифметических прогрессий длины k.
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Пусть A =
⊔
i Ãi. Применяя формулу (1), получаем, что A также не содержит

арифметических прогрессий длины k. Имеем bi 6 3Ni для всех i > 1. Далее,

|A ∩ [bi +Ni]|
bi +Ni

>
|Ãi ∩ [bi, bi +Ni]|

4Ni
>
δNi
4Ni

=
δ

4
. (2)

Из формулы (2) вытекает, что верхняя плотность множества A не меньше, чем
δ/4 > 0. Получаем противоречие с гипотезой 1.

Гипотеза Эрдёша и Турана оказалась чрезвычайно трудной. Самый простой
случай k = 3 был доказан К.Ф. Ротом лишь в 1953 году (см. [7]). Следует
сказать, что случай прогрессий длины три – особый, поскольку в этой ситуации
можно применить более или менее известную технику, связанную с круговым
методом.

Переформулируем гипотезу Эрдёша–Турана еще раз.
Пусть N – натуральное число. Положим

ak(N) =
1
N

max{|A| : A ⊆ [N ],

A не содержит арифметических прогрессий длины k}.

Сделаем одно замечание относительно функции ak(N). Пусть k > 3 – на-
туральное число, N , M – произвольные натуральные числа и A – некоторое
подмножество [N + M ] без арифметических прогрессий длины k. Тогда мно-
жества A1 = A ∩ [1, . . . , N ] и A2 = A ∩ [N + 1, . . . , N + M ] также не содер-
жат арифметических прогрессий длины k. Получаем очевидное неравенство
ak(N +M)(N +M) 6 ak(N)N +ak(M)M , из которого вытекает существование
предела limN→∞ ak(N). Гипотеза Эрдёша–Турана означает, что для всех k > 3
выполнено

ak(N) → 0 при N →∞. (3)

К.Ф. Рот доказал следующую теорему.

Теорема 3 (Рот). Пусть N – натуральное число, N > 3. Тогда

a3(N) � 1
log logN

.

Таким образом, Рот получил больше, чем требовала гипотеза Эрдёша–Тура-
на для k = 3. Его теорема представляет собой количественную оценку скорости
стремления к нулю величины a3(N). Мы приведем доказательство теоремы 3
в § 2.

Результат Рота был затем улучшен Е. Семереди в [8] и Д. Р. Хиф-Брауном
в [9]. Независимо друг от друга оба этих автора получили следующую оценку
для a3(N).

Теорема 4 (Семереди, Хиф-Браун). Пусть N – натуральное число,N > 3.
Тогда

a3(N) � 1
(logN)c

,

где константу c можно взять равной 1/20.
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Наилучший, на сегодняшний день, результат об оценке сверху величины
a3(N) принадлежит Ж. Бургейну [10] (см. также его статью [11] о подмно-
жествах Rk, не содержащих арифметических прогрессий).

Теорема 5 (Бургейн). Пусть N – натуральное число, N > 3. Тогда

a3(N) �

√
log logN

logN
. (4)

Теоремы Рота, Семереди, Хиф-Брауна и Бургейна относятся к оценке вели-
чины a3(N) (см. также интересную статью [12], в которой гипотеза Эрдёша–
Турана для k = 3 доказывается методами теории графов). Как было отмечено
выше, вопрос гипотезы 3, когда k = 3, гораздо более простой, чем случай
k > 4. Если k > 4, то обычные аналитические методы перестают работать.
Лишь в 1969 году Семереди доказал гипотезу Эрдёша–Турана для случая k = 4
(см. [13]), а затем, в 1975 году им было получено полное решение этой проблемы
для всех k > 4 (см. [14]). Сформулируем этот замечательный результат.

Теорема 6 (Семереди). Пусть A – произвольное подмножество нату-
рального ряда иD∗(A) > 0. Тогда для любого натурального k > 3 множество A
содержит арифметическую прогрессию длины k .

В своем доказательстве Семереди использует трудные комбинаторные ар-
гументы. Основу его доказательства составляет так называемая лемма регу-
лярности, которая является, на сегодняшний день, важнейшим инструментом
исследования графов. Более подробно доказательство Семереди будет обсуж-
даться в § 4.

Альтернативное доказательство теоремы 6 было предложено Х. Фюрстенбер-
гом в [15] (более простое доказательство изложено в [16]). Его подход использу-
ет методы эргодической теории. Фюрстенберг показал, что теорема Семереди
эквивалентна утверждению о кратной возвращаемости для почти всех точек
в произвольной динамической системе.

Теорема 7 (Фюрстенберг). Пусть X – некоторое множество и B – сиг-
ма-алгебра измеримых множеств на X и µ – конечная мера на X , µ(X) > 0.
Пусть также T – сохраняющее меру µ отображение X в себя и E – произ-
вольное измеримое подмножество X , µ(E) > 0. Тогда найдется натуральное
n > 0 такое, что

µ(E ∩ T−nE ∩ T−2nE ∩ · · · ∩ T−(k−1)nE) > 0.

Теорема Фюрстенберга будет обсуждаться в § 5.
Следует отметить, что, используя свой метод, Фюрстенберг и его ученики

получили множество глубоких обобщений теоремы Семереди (см., например,
[17]–[21]), которые комбинаторными методами доказать пока не удалось.

Мы приведем здесь лишь один результат из статьи [19].

Теорема 8 (Бергельсон, Лейбман). Пусть X – некоторое множество и
B – сигма-алгебра измеримых множеств на X и µ – конечная мера на X ,
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µ(X) > 0. Пусть k > 2, T1, . . . , Tk – обратимые сохраняющие меру µ комму-
тирующие отображения X в себя и p1(n), . . . , pk(n) – многочлены с рациональ-
ными коэффициентами, принимающие целые значения для целых значений n.
Пусть также pi(0) = 0, i = 1, . . . , k . Тогда для любого измеримого множе-
ства E с µE > 0 выполнено

lim inf
N→∞

1
N

N−1∑
n=0

µ(T−p1(n)
1 E ∩ T−p2(n)

2 E ∩ · · · ∩ T−pk(n)
k E) > 0.

Как показывает теорема 8, линейные функции n, 2n, 3n, . . . , (k−1)n из теоре-
мы 7 могут быть заменены на произвольные целые полиномы p1(n), p2(n), . . . ,
pk(n) с условием pi(0) = 0, i = 1, . . . , k.

К сожалению, методы Семереди дают очень слабые верхние оценки для
ak(N). Эргодический подход вообще не дает никаких оценок. Только в 2001 го-
ду В. Т. Гауэрс [22] получил первый эффективный результат о скорости стрем-
ления к нулю величины ak(N) для k > 4. Более слабую оценку для a4(N) см.
в [23].

Теорема 9 (Гауэрс). Для всех натуральных N > 3 и k > 4 справедливо
неравенство

ak(N) � 1/(log logN)ck ,

где константа ck = 2−2k+9
.

Следствие 1. Пусть k , N – натуральные числа, и пусть множество [N ]
раскрашено не более чем в (log logN)ck цветов. Тогда в [N ] найдется монохро-
матическая арифметическая прогрессия длины k .

Хотя при доказательстве теорем Семереди, Фюрстенберга и Гауэрса исполь-
зуются разные методы, все они имеют много общего. В каждом из этих под-
ходов доказательство представляет собой итеративную процедуру, а ключевая
идея состоит в дихотомии между структурой и случайностью. Говоря точнее,
на каждом шаге итеративной процедуры (алгоритма, доказывающего теорему)
происходит проверка интересующего нас объекта X (множества или динами-
ческой системы) на обладание “случайными” свойствами. Итеративная проце-
дура устроена так, что если X обладает случайными свойствами (например,
если система X является слабо-перемешивающей динамической системой или
множество X имеет “маленькие” коэффициенты Фурье), то установить наличие
арифметических прогрессий вX относительно легко. Если же уX отсутствуют
случайные свойства, то это означает, что у некоторой части X (подмножества
или факторсистемы) есть некоторые “структурные свойства”. Применяя наши
рассуждения к этой части X, мы либо докажем требуемый результат, найдя
в объекте X подобъект, обладающий случайными свойствами, либо будем на
каждом шаге итеративной процедуры выделять все более и более “структури-
рованный” подобъект X, так что в конце концов наличие интересующих нас
конфигураций в этом подобъекте станет совершенно очевидным.

Результат Гауэрса является значительным шагом к доказательству другой
знаменитой гипотезы Эрдёша и Турана об арифметических прогрессиях.
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Гипотеза 2 (Эрдёш, Туран). Пусть A = {n1 < n2 < · · · } – бесконечная
последовательность натуральных чисел такая, что

∞∑
i=1

1
ni

= ∞.

Тогда A содержит арифметическую прогрессию любой длины.

Легко показать (и это будет сделано в § 5), что гипотеза 2 эквивалентна тому,
что для всех натуральных k > 3 ряд

∑∞
l=1 ak(4

l) сходится. Следовательно, для
доказательства гипотезы 2 достаточно для всех k > 3 и для некоторого ε > 0
получить оценку ak(N) � 1/(logN)1+ε.

Доказательство теоремы 9 содержит в себе много новых и красивых идей.
Методы из работы Гауэрса развивались различными авторами (см., например,
[24]–[33]). Самым ярким из полученных в этих статьях результатом является,
несомненно, теорема Б. Грина и Т. Тао о прогрессиях в простых числах.

Теорема 10 (Грин, Тао). Для всех натуральных k > 3 множество про-
стых чисел содержит арифметическую прогрессию длины k .

На самом деле Грин и Тао доказали еще более сильный результат.
Пусть A – произвольное подмножество множества простых чисел P, и пусть

π(N) – число простых чисел, не превосходящих N . Верхней плотностью A
относительно P называется величина lim supN→∞ |A ∩ [N ]|/π(N).

Теорема 11 (Грин, Тао). Пусть A ⊆ P – произвольное множество поло-
жительной верхней плотности относительно P , и пусть k > 3. Тогда A
содержит арифметическую прогрессию длины k .

Теорему 11 для k = 3 доказал Грин в [34]. Он доказал даже более сильный
результат. Пусть log означает логарифм по основанию 2. Обозначим log[1] =
logN и для l > 2 положим log[l]N = log(log[l−1]N). Таким образом, log[l]N
есть результат взятия логарифма от числа N l раз подряд.

Теорема 12 (Грин). Пусть N – достаточно большое натуральное число
и A – произвольное подмножество P ∩ [N ] такое, что

|A| �
N

√
log[5]N

logN
√

log[4]N
.

Тогда A содержит арифметическую прогрессию длины три.

Выведем одно простое следствие теоремы 11 (см. [24]). Как известно (см.,
например, [35]), множество A1 простых чисел, дающих в остатке один по моду-
лю четыре, имеет положительную верхнюю плотность относительно P. Кроме
того, любой элемент A1 может быть представлен в виде суммы двух квадратов
(см., например, [36; с. 82–83]). Применяя теорему 11 к множеству A1, получаем,
что найдется арифметическая прогрессия произвольной длины, все элементы
которой являются суммами двух квадратов.

В заключение заметим, что из гипотезы 2 вытекают обе теоремы 10 и 11.
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Опишем вкратце структуру настоящего обзора. В § 2 мы рассмотрим про-
стейший случай k = 3 гипотезы 1′ и докажем теорему Рота 13. В § 3 мы приве-
дем результаты Ф.А. Беренда, Р. Ранкина и других авторов о нижних оценках
величины ak(N). Следующий § 4 посвящен теореме Семереди и простым след-
ствиям из этой теоремы и лемме регулярности. В § 5 мы обсудим идеи, лежащие
в основе доказательства результата Гауэрса для случая k = 4, а также свойства
норм Гауэрса, которые используются при доказательстве общей теоремы 9. Так
как доказательство теоремы 9 очень трудное, то в нашем изложении мы будем
следовать более простой статье [23], в которой получена более слабая, чем в
теореме 9, оценка величины a4(N). В § 6 мы приведем схему доказательства
Фюрстенберга теоремы Семереди и дадим небольшой обзор результатов, по-
лученных методами эргодической комбинаторной теории чисел. В следующем
параграфе мы рассмотрим простейшее двумерное обобщение теоремы 6. Пара-
граф § 8 посвящен результату Грина–Тао 10 о прогрессиях в простых числах.
В § 9 обсуждаются дальнейшие обобщения теоремы Рота, а также теоремы Шу-
ра (см. [37]). Основные результаты этого раздела комбинаторной теории чисел
получены К.Ф. Ротом [38], Р. Радо [39]–[41], а также П. Франклом, Р. Грэхе-
мом и В. Рëдлом [42]. В § 10 мы приведем две теоремы Е. Крута о критических
множествах без арифметических прогрессий, несколько результатов об ариф-
метических прогрессиях в суммах и одну теорему о радугах. Наконец, в за-
ключении обсуждаются несколько нерешенных задач, связанных с теоремой
Семереди и арифметическими прогрессиями.

Мы завершим введение доказательством теоремы Ван дер Вардена (см. [43]).
Пусть k, r – натуральные числа, k > 1, r > 0. Обозначим символом[a, r, k]

арифметическую прогрессию a, a + r, . . . , a + (k − 1)r. Пусть c : [N ] → [m] –
некоторая раскраска отрезка натурального ряда 1, . . . , N в m цветов.

Определение 1. Веером радиуса k , степени d и с начальной точкой a на-
зывается набор арифметических прогрессий ([a, r1, k], . . . , [a, rd, k]), каждая из
которых принадлежит [N ]. Любая прогрессия вида [a+ ri, ri, k − 1], 1 6 i 6 d,
называется спицей веера.

Веер ([a, r1, k], . . . , [a, rd, k]) называется полихроматическим, если найдется
d+ 1 различных цветов c0, c1, . . . , cd таких, что начальная точка a окрашена в
цвет c0 и все элементы i-й спицы веера раскрашены в цвет ci, i = 1, . . . , d.

Доказательство теоремы 2. Доказательство проводится индукцией по
длине арифметической прогрессии k. Если k = 1, то теорема Ван дер Вар-
дена, очевидно, выполняется, поэтому пусть k > 2. Будем считать, что для
k − 1 теорема доказана. Иными словами, для всех натуральных m существует
N(m, k− 1) такое, что в любой раскраске [N(m, k− 1)] найдется монохромати-
ческая арифметическая прогрессия длины k − 1.

Пользуясь нашим индуктивным предположением, мы докажем утверждение,
состоящее в том, что для всех d > 0 существует натуральное числоNf (m, k−1, d)
такое, что в любой раскраске [N(m, k−1, d)] найдется либо монохроматическая
арифметическая прогрессия длины k, либо полихроматический веер радиуса k
и степени d. Назовем это утверждение Nf и будем доказывать его индукцией
по d. Если d = 0, то утверждение Nf очевидно. Заметим, что для
существования полихроматического веера степени d нужен по крайней мере
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d+ 1 цвет. Следовательно, если мы докажем наше утверждение для d = m, то
тем самым и теорема Ван дер Вардена будет доказана.

Предположим, что справедливость Nf установлена для d − 1, d > 1. Пусть
N = Nf (m, k − 1, d) := 4kN1N2, где N1 = Nf (m, k − 1, d − 1) и N2 = N(mdNd

1 ,
k − 1). Заметим, что существование чисел N1 и N2 следует из наших индук-
тивных предположений. Пусть c – произвольная раскраска в m цветов множе-
ства [N ]. Для любого b из [N2] множество {bkN1+1, bkN1+2, . . . , bkN1+N1} яв-
ляется арифметической прогрессией длины N1, принадлежащей отрезку нату-
рального ряда [N ]. По индуктивной гипотезе множество {bkN1+1, bkN1+2, . . . ,
bkN1 + N1} содержит либо монохроматическую арифметическую прогрессию
длины k, либо полихроматический веер радиуса k и степени d − 1. Если мы
нашли монохроматическую прогрессию длины k, то мы доказали теорему Ван
дер Вардена, поэтому будем считать, что для всех b ∈ [N2] найдется поли-
хроматический веер радиуса k и степени d − 1. Другими словами, для всяко-
го b ∈ [N2] существуют a(b), r1(b), . . . , rd−1(b) ∈ {1, . . . , N1} и различные цве-
та c0(b), c1(b), . . . , cd−1(b) ∈ [m] такие, что c(bkN1 + a(b)) = c0(b) и для всех
j = 1, . . . , k−1, i = 1, . . . , d−1 выполнено c(bkN1+a(b)+jri(b)) = ci(b). Отобра-
жение b→ (a(b), r1(b), . . . , rd−1(b), c0(b), c1(b), . . . , cd−1(b)) задает раскраску [N2]
в mdNd

1 цветов. Можно считать, что эти цвета нумерованы числами от 1 до
mdNd

1 . По определению числа N2 существует монохроматическая арифмети-
ческая прогрессия [b, s, k − 1] длины k − 1, принадлежащая [N2]. Пусть эта
прогрессия раскрашена в цвет (a, r1, . . . , rd−1, c0, c1, . . . , cd−1). Без ограничения
общности можно считать, что s > 0, так как в противном случае мы можем рас-
смотреть вместо [b, s, k−1] арифметическую прогрессию b, b−s, . . . , b− (k−2)s.

Пусть b0 = (b − s)kN1 + a. Так как N = 4kN1N2, то b ∈ [N ]. Рассмотрим
веер радиуса k, степени d и с начальной точкой b0

([b0, skN1, k], [b0, skN1 + r1, k], . . . , [b0, skN1 + rd−1, k]). (5)

Докажем, что веер (5) полихроматический. Рассмотрим первую спицу веера.
Для всех j = 1, . . . , k − 1 выполнено

c(b0 + jskN1) = c((b+ (j − 1)s)kN1 + a) = c0(b+ (j − 1)s) = c0.

Следовательно, первая спица веера является монохроматической. Остальные
спицы веера также монохроматические. Действительно, для всех j = 1, . . . ,
k − 1, t = 1, . . . , d− 1 выполнено

c(b0 + j(skN1 + rt)) = c((b+ (j − 1)s)kN1 + a+ jrt) = ct(b+ (j − 1)s) = ct.

Если некоторая спица веера раскрашена в тот же цвет, что и начальная точ-
ка b0, то мы нашли монохроматическую арифметическую прогрессию длины k.
Если же цвет b0 не совпадает с цветом ни одной спицы веера, то мы получили
полихроматический веер радиуса k и степени d. Иными словами, мы доказали
утверждение Nf , а вместе с ним и теорему Ван дер Вардена.

§ 2. Теорема Рота

В настоящем параграфе мы докажем теорему Рота 3. Сформулируем эту
замечательную теорему еще раз.
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Теорема 13 (Рот). Пусть δ > 0 – действительное число и N – натураль-
ное число, N � exp exp(δ−1). Пусть также A – произвольное подмноже-
ство [N ], |A| = δN . Тогда A содержит арифметическую прогрессию длины
три.

Прежде чем доказывать теорему 13, мы дадим несколько определений, а по-
сле этого приведем схему доказательства.

Пусть комплексная функция f определена на множестве целых чисел. Пусть
также E – произвольное подмножество Z. Будем писать f : E → C, если вне E
функция f равна нулю.

Пусть функция f принимает конечное число ненулевых значений. Преобра-
зование Фурье функции f задается формулой

f̂(x) =
∑
n

f(n)e−2πinx, x ∈ S1. (6)

(Числа f̂(x) называются также коэффициентами Фурье функции f .) Будем

писать
∫

вместо
∫ 1

0

и
∑
n

вместо
∑
n∈Z

. Справедливы формулы

∫
|f̂(x)|2 dx =

∑
n

|f(n)|2, (7)∫
f̂(x)ĝ(x) dx =

∑
n

f(n)g(n). (8)

Определение 2. Пусть α ∈ (0, 1) – действительное число, N – натуральное
число. Функция f : [N ] → C называется α-равномерной, если

‖f̂‖∞ 6 αN. (9)

Пусть A ⊆ [N ]. Обозначим через χ[N ] характеристическую функцию мно-
жества [N ]. Функция f = A − δχ[N ] называется балансовой функцией A.
Множество A называется α-равномерным, если его балансовая функция α-
равномерна. Заметим, что

∑
n f(n) = 0.

Простейшими примерами α-равномерных множеств являются так называе-
мые случайные множества. Остановимся на этих множествах чуть подробнее.
Пусть δ > 0 – произвольное число. Пусть Ω – пространство последователь-
ностей длины N , состоящих из нулей и единиц, а F – сигма-алгебра всех
подмножеств Ω. Если последовательность ω ∈ Ω имеет k единиц и N − k
нулей, то припишем этой последовательности вероятность δk(1 − δ)N−k. Мы
задали вероятностное пространство (Ω,F ,P). Каждой точке ω = (ω1, . . . , ωN )
множества Ω сопоставим множество A(ω) = {i : ωi = 1}. Случайные множе-
ства – это множества A(ω) для “типичных” последовательностей ω. Например,
легко показать, что математическое ожидание мощности множества A(ω) рав-
но δN . Исходя из этого факта говорят, что мощность случайного множества
в заданной выше вероятностной модели равна δN . Аналогично, можно най-
ти математическое ожидание числа арифметических прогрессий в случайном
множестве. Оно оказывается по порядку равным величине δ3N2. Пользуясь



ТЕОРЕМА СЕМЕРЕДИ 121

оценками больших уклонений для последовательности независимых одинаково
распределенных случайных величин, можно также показать, что все ненуле-
вые коэффициенты Фурье случайного множества не превосходят N1/2+ε, где
ε > 0 (более подробно см., например, [44]). Следовательно, случайные множе-
ства представляют собой пример α-равномерных множеств, когда α > N−1/2+ε.
Можно сказать, что в некотором смысле “почти все” подмножества [N ] мощ-
ности δN являются α-равномерными. Тем не менее легко привести примеры
множеств из [N ] мощности δN , не являющихся α-равномерными. Например,
можно взять любую арифметическую прогрессию в [N ] длины δN .

Обсудим основные идеи, лежащие в доказательстве теоремы Рота. Пред-
положим, что множество A ⊆ [N ], |A| = δN , не содержит арифметических
прогрессий длины три. Доказательство теоремы Рота представляет собой ал-
горитм. На первом шаге этого алгоритма возможны две ситуации: либо множе-
ство A является α-равномерным с некоторым α, зависящим только от δ (в до-
казательстве берется α = 2−5δ2), либо не является.

Если множество A есть α-равномерное множество, то легко показать, что A
содержит очень много арифметических прогрессий длины три. Более точно,
количество арифметических прогрессий длины три в множестве A равно, по
порядку, δ3N2. Заметим, что случайные множества содержат как раз это число
арифметических прогрессий. В A также есть так называемые тривиальные,
или вырожденные, прогрессии, т.е. прогрессии с нулевой разностью. Ясно, что
число таких прогрессий не больше, чем мощность множества A. По условию
число N не меньше, чем exp exp(δ−1). Отсюда делается вывод, что если A
является α-равномерным, то число арифметических прогрессий в множестве A
больше, чем |A| = δN . Следовательно, A содержит по крайней мере одну не
тривиальную прогрессию (на самом деле таких прогрессий в A будет много).
Получаем противоречие с предположением об отсутствии в A арифметических
прогрессий длины три.

Пусть теперь множество A не является α-равномерным. Можно показать,
что α-равномерность множества A эквивалентна равномерной распределен-
ности A в длинных арифметических прогрессиях. Говоря точнее, мощность
пересечения α-равномерного множества A мощности δN с любой достаточно
длинной прогрессией P примерно равна δ|P |. Точный смысл слов “достаточно
длинный” будет ясен из доказательства теоремы Рота. Следовательно, если
множество A не является α-равномерным, то найдется прогрессия P такая,
что |A ∩ P | = (δ + θ)|P |, где |θ| > 0. Более аккуратные рассуждения позволя-
ют доказать, что прогрессию P можно выбрать так, чтобы величина θ была
положительна и выражалась явным образом в терминах плотности δ.

После этого мы рассматриваем новое множество A′ = A ∩ P и применяем
к нему наш алгоритм. Заметим, что так как A′ ⊆ A, то множество A′ не со-
держит арифметических прогрессий длины три. Кроме того, плотность A′ в P
не меньше, чем δ + θ, где θ > 0. Следовательно, на каждом шаге алгоритма
плотность получающихся множеств увеличивается на положительную величи-
ну. С другой стороны, плотность всегда не превосходит единицы. Это означает,
что через конечное число шагов наш алгоритм остановится. Следовательно,
на каком-то шаге алгоритма мы получим арифметическую прогрессию P̃ и
α-равномерное множество Ã, принадлежащееA ∩ P̃ . Как было сказано выше,
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в этом случае множество Ã содержит арифметическую прогрессию длины три.
Значит, множество A также содержит арифметическую прогрессию. Опять
получаем противоречие с предположением об отсутствии в A арифметических
прогрессий длины три.

Мы привели схему доказательства теоремы Рота. Приступим к самому до-
казательству.

Предложение 1. Пусть δ – действительное число,M – натуральное чис-
ло, P – арифметическая прогрессия длины M и A – некоторое подмноже-
ство P , |A| = δM , без арифметических прогрессий длины три. Пусть также

M > 225π2δ−4. (10)

Тогда существует прогрессия P ′ ⊆ P такая, что
1) |A ∩ P ′| > (δ + 2−9δ2)|P ′|,
2) |P ′| > 2−15δ2

√
M .

Покажем, как из предложения 1 вытекает теорема Рота.
Как было сказано выше, доказательство теоремы Рота представляет собой

алгоритм. Проведем первый шаг этого алгоритма. Предположим, что мно-
жество A ⊆ [N ] не содержит арифметических прогрессий длины три. Пусть
P0 = [N ], A0 = A, δ0 = δ. Имеем N > 225π2δ−4. Применяя предложение 1, по-
лучаем прогрессию P1 ⊆ [N ], для которой выполнено |A0∩P1| > (δ0+2−9δ20)|P1|
и |P1| > 2−15δ20

√
|P0|. После этого положим A1 = A0 ∩ P1.

Пусть на i-м шаге алгоритма, i > 1, мы построили прогрессию Pi и множе-
ство Ai ⊆ Pi без арифметических прогрессий длины три такие, что

|Ai−1 ∩ Pi| > (δi−1 + 2−9δ2i−1)|Pi|, |Pi| > 2−15δ2i−1

√
|Pi−1| . (11)

Заметим, что на каждом шаге алгоритма плотность множеств Ai в прогрес-
сиях Pi увеличивается на величину 2−9δ2i−1. На первом шаге алгоритма плот-
ность A0 в P0 равна δ. Если

Ni := |Pi| > 225π2δ−4 > 225π2δ−4
i , (12)

то мы можем провести (i+ 1)-й шаг алгоритма.
Оценим максимальное число шагов алгоритма. Пусть ε(t) = 2−9t2. Пусть

также k1 = dδ0/ε(δ0)e, k2 = dδk1/ε(δk1)e, . . . , ks = dδks−1/ε(δks−1)e, . . . . Приме-
няя первое неравенство (11), получаем δk1 > 2δ, δk2 > 22δ, . . . , δks

> 2sδ, . . . .
Отсюда следует, что не более чем через

k1 + k2 + · · · < 200
(

1
δ

+
1
2δ

+
1

22δ
+ · · ·

)
=

400
δ

= K

шагов плотность δK станет больше 1. Полученное противоречие еще не дока-
зывает теорему Рота, поскольку мы не проверили выполнение условия (12) на
каждом шаге нашего алгоритма. Имеем N � exp exp(δ−1). Применяя второе
неравенство (11), получаем

NK > (2−15δ2K)KN1/2K

> (2−15δ2)KN1/2K

= 2−6000/δδ800/δN1/2K

> 225π2δ−4.

Так как Ni > NK для всех i 6 K, то неравенство (12) выполняется на каждом
шаге алгоритма. Теорема 13 доказана.
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Доказательство предложения 1. Пусть P = {b, b+d, . . . , b+(|P |− 1)d}.
Без ограничения общности можно считать, что b = d = 1. Действительно,
в противном случае рассмотрим прогрессию P̃ = {n : n = (p − b)/d, p ∈ P}
и множество Ã = {n : n = (a − b)/d, a ∈ A}. Тогда Ã ⊆ P̃ и Ã не содержит
арифметических прогрессий длины три.

Итак, пусть P = {1, . . . ,M}.
Случай 1. Множество A является α-равномерным. Предположим, что A

является α-равномерным подмножеством P , α = 2−5δ2. Количество арифме-
тических прогрессий в A равно

σ =
∫
Â2(x)Â(−2x) dx. (13)

Имеем

σ = δ3
∫
P̂ 2(x)P̂ (−2x) dx+ δ2

∫
P̂ 2(x)(Â− δP̂ )(−2x) dx

+ δ

∫
P̂ (x)(Â− δP̂ )(x)Â(−2x) dx+

∫
(Â− δP̂ )(x)Â(x)Â(−2x) dx

= σ∗ + σ1 + σ2 + σ3 . (14)

Каждое слагаемое σ1, σ2, σ3 не превосходит по модулю величины αδM2. Оце-
ним, например, σ3. Пользуясь α-равномерностью множества A, равенством (7)
и неравенством Коши–Буняковского, находим

|σ3| 6 ‖Â− δP̂‖∞
∫
|Â(x)| |Â(−2x)| dx

6 αM

(∫
|Â(x)|2 dx

)1/2(∫
|Â(−2x)|2 dx

)1/2

= αδM2.

Аналогично оцениваются σ1, σ2. Отсюда

σ = δ3
∫
P̂ 2(x)P̂ (−2x) dx+ 3αδM2θ1, (15)

где |θ1| 6 1. Величина
∫
P̂ 2(x)P̂ (−2x) dx есть число арифметических прогрес-

сий в [M ]. Это число равно (M −2)+(M −4)+ · · ·+(M −bM/2c) > M2/8. Так
как α = 2−5δ2, то σ > δ3M2/8 − 3δ3M2/32 = δ3M2/32. Количество тривиаль-
ных арифметических прогрессий в A равно δM . По условию M > 225π2δ−4.
Отсюда δ3M2/32 > δM . Последнее неравенство означает, что множество A
содержит нетривиальную арифметическую прогрессию длины три. Противо-
речие с условием предложения 1.

Случай 2. Множество A не является α-равномерным. Пусть теперь A не
является α-равномерным подмножеством P с α = 2−5δ2. Пусть f – балансо-
вая функция множества A. Так как A не α-равномерно, то найдется x0 ∈ S1

такое, что |f̂(x0)| > αM . Пусть M1 =
√
M . По теореме Дирихле существует

натуральное q 6 M1 такое, что ‖qx0‖ 6 1/M1, где ‖ · ‖ означает расстояние до
ближайшего целого. Другими словами, x0 = p/q + θ/(qM1), где |θ| 6 1. Пусть
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Pj = {n ∈ [M ] | n ≡ j (mod q)}, j = 1, . . . , q. Имеем |Pj | = b(M − j)/qc + 1 и
Pj = j + kq, k = 0, 1, . . . , b(M − j)/qc. Пусть P̃j = 0, 1, . . . , b(M − j)/qc.

Пусть t = d(π25)/(αM1) ·M/qe > 1. Имеем t < M/q. Несложно показать, что
всякая прогрессия P̃j может быть разбита на t прогрессий P̃ lj , длины которых
отличаются не более чем на 1. Имеем

αM 6 |f̂(x0)| =
∣∣∣∣ ∑
n

f(n)e−2πinx0

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ q∑
j=1

t∑
l=1

∑
k∈ eP l

j

f(j + kq)e−2πi(j+kq)
(

p
q + θ

qM1

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ q∑
j=1

e−2πij
(

p
q + θ

qM1

) t∑
l=1

∑
k∈ eP l

j

f(j + kq)e−2πi kθ
M1

∣∣∣∣
6

q∑
j=1

t∑
l=1

∣∣∣∣ ∑
k∈ eP l

j

f(j + kq)e−2πi kθ
M1

∣∣∣∣. (16)

Пусть P̃ lj = [c, c+ 1, . . . , c+ r], r = |P̃ lj |. Тогда

∑
k∈ eP l

j

f(j + kq)e−2πi kθ
M1 = e−2πi cθ

M1

( ∑
k∈ eP l

j

f(j + kq) + 2πθ′
r2

M1

)
. (17)

Так как длины прогрессий P̃ lj отличаются не более чем на 1, то для любого l
выполнено r = |P̃ lj | 6 4M/(tq). Применяя последнее неравенство и (16), (17),
находим

q∑
j=1

t∑
l=1

∣∣∣∣ ∑
k∈ eP l

j

f(j + kq)
∣∣∣∣ >

αM

2
. (18)

Имеем
q∑
j=1

t∑
l=1

∑
k∈ eP l

j

f(j + kq) = 0. (19)

Из неравенства (18) и равенства (19) вытекает существование такой прогрессии
P̃ l0j0 , что ∑

k∈ eP l0
j0

f(j + kq) >
αM

4qt
. (20)

Пусть P ′ = {n : n = j+kq, k ∈ P̃ l0j0 }. Имеем |P ′| = |P̃ l0j0 | > M/(4qt). Так как t =
dπ25/(αM1) ·M/qe, то |P ′| > 2−10αM1 = 2−15δ2

√
M и пункт 1) предложения 1

выполнен. Докажем теперь пункт 2). Применяя неравенство (20), получаем

2−9δ2|P ′| = α|P ′|
16

6
αM

4qt
6

∑
n∈P ′

f(n) = |A ∩ P ′| − δ|P ′|. (21)

Предложение 1 доказано.
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Недавно в работе [25] Б. Грин несколько усилил теорему Рота. Он доказал,
что любое достаточно плотное подмножество [N ] содержит арифметическую
прогрессию длины три, разность которой представляется в виде x2 + y2, где x,
y – некоторые натуральные числа.

Теорема 14 (Грин). Пусть N – натуральное число. Существует поло-
жительная эффективная константа c > 0 такая, что всякое множество
A ⊆ [N ], |A| � N/(log logN)c , содержит арифметическую прогрессию длины
три, разность которой представима в виде x2 + y2 .

§ 3. Нижние оценки величины ak(N)

В предыдущем параграфе мы доказали теорему Рота о верхней оценке вели-
чины a3(N). Сейчас мы приведем несколько результатов о нижних границах
для ak(N), k > 3 – натуральное.

В 1946 году Ф.А. Беренд в статье [45], развивая метод из работ Р. Салема
и Д. Спенсера [46], [47], получил следующую нижнюю оценку величины a3(N)
(см. также [48]).

Теорема 15 (Беренд). Пусть ε > 0 – любое действительное число. То-
гда существует Nε ∈ N такое, что для любого натурального N , N > Nε ,
выполнено

a3(N) > exp
(
−(1 + ε)C

√
lnN

)
,

где C – некоторая положительная абсолютная константа.

Доказательство. Пусть Nε – натуральное число такое, что для всех N >
Nε, N ∈ N, выполнено ln(4 lnN)/

√
lnN < ε. Пусть также m и n – натуральные

параметры, и пусть Λ = {0, 1, . . . ,m − 1}n. Рассмотрим n-мерную сферу St =
{x ∈ Λ : x2

1 + · · ·+ x2
n = t}, где 0 6 t 6 n(m− 1)2. Ясно, что любая сфера St не

содержит арифметических прогрессий длины три, в том смысле, что равенство
x + y = 2z для x, y, z ∈ St возможно, только если x = y = z.

Заметим, что число всех сфер не превосходит nm2. Так как любая точка
множества Λ принадлежит некоторой сфере, то по принципу Дирихле суще-
ствует такое t0 ∈ N, что мощность St0 не меньше, чем mn/(nm2) = mn−2/n.

Итак, мы нашли достаточно плотное множество St0 из Λ, не содержащее
арифметических прогрессий длины три. Построим по St0 множество A ⊆ N,
также не содержащее арифметических прогрессий. Для этого рассмотрим
отображение ϕ : Λ → Z, задаваемое формулой ϕ(x) =

∑n
i=1 xi(2m)i−1. Пусть

A = ϕ(St0). Так как равенство ϕ(x) + ϕ(y) = 2ϕ(z) выполнено тогда и толь-
ко тогда, когда x + y = 2z, то множество A не содержит арифметических
прогрессий длины три. Заметим, что при этом множество A лежит в отрезке
натурального ряда {1, 2, . . . , (2m)n}.

Выберем параметры m и n. Пусть n = d
√

2 logN e, а m удовлетворяет усло-
виям (2(m− 1))n 6 N < (2m)n. Имеем

|A| = |St0 | >
mn−2

n
> N

N−2/n

2nn
> N exp

(
−

(
2
√

2 ln 2 +
ln(4 lnN)√

lnN

)√
lnN

)
> N exp

(
−

(
2
√

2 ln 2 + ε
)√

lnN
)
. (22)
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Так как a3(N) > |A|/N , то мы получили утверждение теоремы 15.

Несмотря на свою простоту, результат Ф.А. Беренда, полученный им в 1946
году, на сегодняшний день остается наилучшим.

Р. Ранкин в [49] обобщил теорему Беренда на случай всех k > 3.

Теорема 16 (Ранкин). Пусть ε > 0 – любое действительное число и k > 3
– натуральное. Тогда для всех достаточно больших N выполнено

ak(N) > exp(−(1 + ε)Ck(lnN)1/(k−1)),

где Ck – некоторая положительная абсолютная константа, зависящая толь-
ко от k .

В своей работе Ранкин, развивая основную идею теоремы 15, строит целую
последовательность сфер St. При этом он использует асимптотическую форму-
лу из статьи [50] для числа решений уравнения x2

1 + · · ·+x2
n = t, 0 6 xi 6 m−1,

i = 1, . . . , n.
Первый пример бесконечной последовательности натуральных чисел, кото-

рая не содержит арифметических прогрессий длины три, был предложен П. Эр-
дёшем и П. Тураном в [51] (см. также [52]). Эта последовательность состоит
из чисел, в троичном разложении которых отсутствует цифра два:

0, 1, 3, 4, 9, 10, 12, 13, 27, . . . . (23)

К сожалению, эта последовательность имеет очень маленькую плотность. В от-
резке натурального ряда от 1 до N содержится примерно N log 2/ log 3 элементов
этой последовательности. Ранкин в [49] предложил способ построения беско-
нечного подмножества натуральных чисел, плотность которого та же, что и
в теореме 16 (см. также [52]). Мы ограничимся, для простоты, случаем k = 3.

Предложение 2. Пусть ε > 0 – любое действительное число. Тогда су-
ществует бесконечное множество A∗ ⊆ N такое, что для всех достаточно
больших M выполнено

|A∗ ∩ [M ]|
M

> exp
(
−(1 + ε)C

√
lnM

)
, (24)

где C – константа из теоремы 15.

Доказательство. Пусть Nε то же, что и в теореме Беренда 15. Пусть
также s – натуральное число такое, что 3s−2 < N 6 3s−1. Рассмотрим непере-
секающиеся полуинтервалы [2 · 3t−1, 3t), t > s. По теореме Беренда для любого
t > s существует множество At, принадлежащее [2 · 3t−1, 3t), не содержащее
арифметических прогрессий длины три и имеющее мощность

|At| > 3t−1 exp(−(1 + ε)C(ln 3t−1)1/2) . (25)

Пусть A∗ =
⊔∞
t=sAt. Тогда A∗ – бесконечное множество. Легко убедиться,

что A∗ не содержит арифметических прогрессий длины три. Пусть M ∈ N
достаточно большое, M > 3s. Положим p = [lnM/ ln 3]. Имеем

|A∗ ∩ [M ]|
M

>
|Ap|
M

>
1
9

exp(−(1 + ε)C(lnM)1/2) > exp(−(1 + 2ε)C(lnM)1/2).

(26)
Предложение 2 доказано.
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§ 4. Теорема Семереди

В этом параграфе мы обсудим некоторые идеи, лежащие в доказательстве
теоремы Семереди. По мнению автора сердцем доказательства является так
называемая лемма регулярности, которая утверждает, грубо говоря, что лю-
бой граф на n вершинах и с cn2 ребрами (0 < c 6 1 – абсолютная константа)
может быть разбит на небольшое число подграфов, обладающих “случайными”
свойствами. Нет никакой возможности привести здесь доказательство леммы
регулярности, ни, тем более, теоремы 6. Мы ограничимся лишь формулиров-
кой указанной леммы и покажем, как из леммы регулярности вытекает оценка
a3(n) = o(1). Таким образом, мы рассматриваем лишь простейший случай
теоремы Семереди k = 3.

Сформулируем лемму регулярности.
Пусть G = (V,E) – конечный неориентированный граф без петель и кратных

ребер, и пусть A,B ⊆ V – два непустых непересекающихся подмножества V .
Пусть e(A,B) – число ребер (a, b) графа G, где a ∈ A и b ∈ B. Реберной
плотностью пары (A,B) называется отношение

d(A,B) :=
e(A,B)
|A| |B|

.

Определение 3. Пара (A,B) называется ε-равномерной, если для всех
A′ ⊆ A, B′ ⊆ B, для которых |A′| > ε|A|, |B′| > ε|B|, выполнено

|d(A′, B′)− d(A,B)| < ε.

Приведем пример ε-равномерных пар. Пусть A и B – два непересекающихся
множества, и пусть 0 < p 6 1. Двудольным случайным графом называется
граф Gp = (V,E), где V = A t B и ребро (a, b), a ∈ A, b ∈ B, принадлежит E
с вероятностью p. Таким образом в Gp нет ребер, идущих из A в A или из B в B.
Ясно, что для Gp почти наверное выполнено d(A,B) = p и при фиксированном
ε > 0 пара (A,B) почти наверное является ε-равномерной.

Определение 4. Разбиение множества вершин V графа G на множества
C0, C1, . . . , Ck называется ε-равномерным, если

1) |C0| < ε|V |;
2) |C1| = |C2| = · · · = |Ck|;
3) все, кроме, может быть, ε

(
k
2

)
пар (Ci, Cj), 1 6 i < j 6 k, являются

ε-равномерными.

Лемма 1 (лемма регулярности Семереди). Пусть 0 < ε 6 1 – действи-
тельное число и l – натуральное число. Тогда найдутся два натуральных
числа n0(ε, l) и k0(ε, l) такие, что для всякого графа G с не менее чем n0(ε, l)
вершинами найдется ε-равномерное разбиение вершин G на k классов, причем
l < k < k0(ε, l).

Классы Ci называются группами или кластерами. Лемма регулярности
утверждает, грубо говоря, что множество вершин всякого достаточно большого
графа может быть разбито на не очень большое число кластеров Ci, i = 1, . . . , k,
и “исключительное” множество C0 так, что “почти все” пары (Ci, Cj) ведут себя
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как двудольные случайные графы. Число l в лемме регулярности нужно для
того, чтобы мощность кластеров |Ci|, i = 1, . . . , k, была достаточно малой. Это
бывает необходимым, чтобы утверждать, например, что число ребер между
кластерами значительно больше, чем число ребер с началом и концом в одном
и том же кластере Ci. Следует отметить, что оценки Семереди для чисел
n0(ε, l) и k0(ε, l) чрезвычайно слабые (по этому поводу см. статью [53]).

Доказательство леммы регулярности может быть найдено в [14] и в [54] (см.
также хороший обзор [55]).

Сделаем еще одно замечание. Пусть ε > 0 и число ребер в графе G = (V,E)
равно ε′|V |2, где ε′ – достаточно малое число, зависящее от ε (например, ε′ =
ε3/100). В этом случае утверждение леммы регулярности становится тривиаль-
ным, поскольку любое разбиение множества V на k кластеров, для которого
выполнено 1) и 2), будет обладать также и свойством 3). Таким образом, лем-
ма регулярности применима лишь для достаточно плотных графов, например,
для которых выполнено |E| > c|V |2, где c > 0 – абсолютная константа. Тем
не менее существуют работы, где лемма регулярности перенесена на случай
графов с малым числом ребер (см., например, [56]).

Покажем, как, пользуясь леммой регулярности, получить оценку a3(n) =
o(1) (см. [12]). В своем доказательстве мы следуем обзору [57].

Теорема 17 (Ружа–Семереди). a3(n) = o(1) при n→∞.

Доказательство. Пусть 0 < δ 6 1 – фиксированное число и множество
A ⊆ [n], |A| = δn, не содержит арифметических прогрессий длины три. Пусть
также X, Y , Z – три непересекающихся копии отрезка [1, 3n]. Рассмотрим
множество S всех троек (x, y, z) ∈ X × Y × Z таких, что

y − x = z − y =
z − x

2
∈ A. (27)

Построим по множеству A граф G = (V,E). Пусть V = X t Y tZ, |V | = 9n.
Пусть также пара вершин множества V соединена ребром тогда и только тогда,
когда найдется тройка из S, содержащая эту пару. Ясно, что |E| > 3|A|n.
Тройка (x, y, z) ∈ X × Y × Z в графе G называется треугольником, если все
вершины x, y, z соединены ребрами. Если тройка (x, y, z) принадлежит S, то
назовем такой треугольник простым.

Легко видеть, что если граф G содержит треугольник, не являющийся про-
стым, то множество A содержит арифметическую прогрессию длины три. Дей-
ствительно, пусть (x, y, z) – треугольник, не являющийся простым. Пусть, на-
пример, в этом треугольнике выполнено y − x 6= z − y. Положим a := y − x,
b := z − y. Тогда a ∈ A, b ∈ B и (a + b)/2 = (z − x)/2 ∈ A. Следовательно,
множество A содержит арифметическую прогрессию длины три.

Таким образом, для доказательства теоремы достаточно показать, что G со-
держит треугольник, не являющийся простым. Пусть m = 9n = |V |, и пусть

β = |E|/
(
m

2

)
. Так как |E| > 3|A|n = 3δn2, то β – положительное число, не

зависящее от n. Пусть ε = β/15, и пусть l = [ε−1] + 1. Применяя лемму ре-
гулярности с параметрами ε и l к графу G, получаем разбиение множества V
на кластеры C1, . . . , Ck и C0, для которых выполнены неравенства 1)–3). Име-
ем |C0| < ε|V |. Отсюда число ребер в G с концом в C0 не больше, чем εm2.
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Из свойств 1) и 2) вытекает неравенство m/(2k) 6 |Ci| 6 m/k, i = 1, . . . , k.
Следовательно, число ребер с началом и концом в одном и том же кластере не

превосходит величины k

(
m/k

2

)
. Кроме того, по свойству 3) существует не бо-

лее ε
(
k
2

)
пар (Ci, Cj), 1 6 i < j 6 k, не являющихся ε-равномерными. Значит,

число ребер, не содержащихся в ε-равномерных парах (Ci, Cj) с d(Ci, Cj) > β/6,
не больше, чем

εm2 + k

(
m/k

2

)
+ ε

(
k
2

) (
m

k

)2

+
β

6

(
k
2

) (
m

k

)2

<
β

3

(
m
2

)
. (28)

После удаления этих ребер мы получим граф G′ и три различных кластера Cp,
Cq и Cr, содержащихся в G′, причем каждая пара этих кластеров является
ε-равномерной с реберной плотностью не меньше, чем β/6.

Докажем, что в кластере Cr найдется x, содержащийся по крайней мере
в (β/10)3|Cp| |Cq| треугольниках.

Так как d(Cp, Cr), d(Cq, Cr) > β/6, то найдется не менее (1−2ε)|Cr| вершин x
из Cr, соединенных по крайней мере с (β/6−ε)|Ci| вершинами кластера Ci, где
i = p или i = q. Пусть N i

x – вершины из Ci, i = p, q, соединенные с x. Имеем
β/6 − ε = β/10 > ε. Из определения ε-равномерности вытекает, что найдется
не менее (β/10)3|Cp| |Cq| ребер, соединяющие вершины из Np

x и Nq
x . Ясно, что

каждому такому ребру соответствует треугольник, содержащий x.
Завершая доказательство теоремы, заметим, что существует не более трех

простых треугольников, имеющих две общих вершины. Следовательно, суще-
ствует не более 3|Cp| = 3|Cq| простых треугольников, содержащих x. Кроме
того, из неравенства |Ci| > m/(2k), i = 1, . . . , k, при достаточно большом m и
фиксированном k вытекает оценка(

β

10

)3

|Cp| |Cq| > 3|Cp|. (29)

Поэтому G содержит треугольник, не являющийся простым. Значит, множе-
ство A содержит арифметическую прогрессию длины три и теорема 17 доказа-
на.

Недавно в работах [58]–[60] были получены аналоги леммы регулярности для
гиперграфов и показано, как из этих аналогов вытекает оценка ak(n) = o(1)
для всех k > 3.

Сформулируем небольшое усиление теоремы Семереди, принадлежащее
П. Варнавидесу [61].

Теорема 18 (Варнавидес). Пусть k > 3 – натуральное число и δ > 0 – ве-
щественное число. Пусть также N – достаточно большое число, а A ⊆ [N ] –
некоторое множество такое, что

|A| > δN. (30)

5 УМН, т. 61, вып. 6
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Тогда для некоторой положительной постоянной c(k, δ) > 0, зависящей толь-
ко от k и δ , выполнено

1
N2

∑
x,r∈[N ]

A(x)A(x+ r) · · ·A(x+ (k − 1)r) > c(k, δ). (31)

Замечание 1. Пусть ρ ∈ (0, 1] – вещественное число. Обозначим через
Nk(ρ) минимальное натуральное число такое, что для всех натуральных
m > Nk(ρ) в произвольном множестве T ⊆ [m] со свойством |T | > ρm найдется
арифметическая прогрессия длины k. Как будет следовать из доказательства
теоремы 18, константу c(k, δ) можно взять равной δ2/(16Nk(δ/2)3).

Доказательство. Пусть N > 2Nk(ρ/2). Пусть также K = Nk(ρ/2). Обо-
значим через Pd, d > 1, семейство арифметических прогрессий длины K и
шагом d, содержащихся в [N ]. Ясно, что для всех d > 1 выполнено |Pd| 6 N .
Пусть P =

⊔
d>1 Pd.

Прогрессия p ∈ P называется хорошей, если |A ∩ p| > δ/2 · K. Пусть G –
множество всех хороших прогрессий. Докажем, что |G| > δ2N2/(32K). Рас-
смотрим случай, когда

d <
δN

8K
. (32)

Заметим, что любой x ∈ [Kd,N −Kd] принадлежит в точности K прогрессиям
из Pd. Применяя неравенство (32), находим

σ =
∑
p∈Pd

|A ∩ p| =
∑
x∈[N ]

A(x)
∑
p∈Pd

p(x) >
∑

x∈[Kd,N−Kd]

A(x)
∑
p∈Pd

p(x)

= K|A ∩ [Kd,N −Kd]| > K(|A| − 2Kd) = K(δN − 2Kd) > 3δKN/4. (33)

С другой стороны,

3δKN/4 6 σ 6
∑

p∈(Pd∩G)

|A ∩ p|+
∑

p∈(Pd\G)

|A ∩ p| 6 |Pd ∩G|K + δKN/2. (34)

Следовательно, для всех 1 6 d < δN/(8K) справедливо неравенство |Pd ∩G| >
δN/4. Отсюда |G| > δ2N2/(32K).

По определению для каждой прогрессии из G найдутся x, r ∈ [N ] такие, что
A(x)A(x+ r) · · ·A(x+ (k − 1)r) > 0. К сожалению, для различных прогрессий
из G числа x, r ∈ [N ] могут совпасть. Оценим число прогрессий p ∈ P , со-
держащих фиксированную прогрессию x0, x0 + r0, . . . , x0 + (k− 1)r0. Ясно, что
существует не более K − 2 таких прогрессий из Pr0 . Кроме того, если прогрес-
сия p ∈ Pd, d 6= r0, содержит x0, x0 + r0, . . . , x0 + (k− 1)r0, то d делит r0. Пусть
d = r0/t, t > 1. Так как прогрессия p ∈ Pd содержит x0, x0+r0, . . . , x0+(k−1)r0,
то Kd > 2r0 = 2td и, следовательно, t < K/2. Поэтому число прогрессий
p ∈ P , содержащих прогрессию x0, x0 + r0, . . . , x0 + (k − 1)r0, не превосходит
K − 2 + (K − 2)K/2 6 K2/2.

Имеем 2|G|/(K2N2) > δ2/(16K3). Отсюда получаем, что константу c(k, δ) в
неравенстве (31) можно взять равной δ2/(16K3) = δ2/(16Nk(δ/2)3). Теорема 18
доказана.
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В работе [62] Э. Крут рассмотрел вопрос о количестве арифметических про-
грессий по модулю N и немного усилил теорему 18.

Теорема 19 (Крут). Пусть k > 3 – натуральное число и δ > 0 – веще-
ственное число. Пусть также N – достаточно большое число, а A ⊆ ZN –
некоторое множество такое, что

|A| > δN. (35)

Тогда для некоторой положительной постоянной c(k, δ) > 0, зависящей толь-
ко от k и δ , выполнено

1
N2

∑
x,r∈ZN

A(x)A(x+ r) · · ·A(x+ (k − 1)r) > c(k, δ). (36)

При этом константу c(k, δ) можно взять равной δ/(16Nk(δ/2)2).

Пусть k > 3 – натуральное число и δ > 0 – вещественное число. Пусть также
N – достаточно большое натуральное число, а A ⊆ ZN – некоторое множество
такое, что |A| > δN . В связи с теоремами 18 и 19 возникает следующий вопрос.
Сколько арифметических прогрессий длины k содержит множество A при до-
статочно большом N? Обозначим число арифметических прогрессий длины k
в A, деленное на N2, через µk(A). Применяя оценку теоремы 5 и оценки тео-
рем 18, 19, находим, что µ3(A) > exp(Cδ−2 log(1/δ)), где C > 0 – некоторая
абсолютная константа. Для произвольного k > 4 из теорем 18, 19 и теоремы 9
вытекает, что µk(A) � exp(− exp(δ−ck)), ck > 0 – абсолютная константа из тео-
ремы 9. В работе [62] Крут, применяя результат Беренда [45] и Ранкина [49],
получил нижние оценки величины µk(A).

Теорема 20 (Крут). Пусть k > 3 – натуральное число и δ ∈ (0, 1) –
вещественное число. Пусть также N – достаточно большое натуральное
число. Тогда существует множество A ⊆ ZN такое, что |A| > δN
и количество арифметических прогрессий длины k в A не больше, чем

N2 exp
(
−

(
1

2Ck
log

1
4δ

)k−1)
, где Ck – абсолютная константа из теоремы 16.

Иными словами, теорема 20 дает оценку величины µk(A) снизу: µk(A) >

exp
(
−

(
1

2Ck
log

1
4δ

)k−1)
.

Доказательство. Пусть Lk(x) = exp(2Ck(log x)1/(k−1)), где Ck – абсолют-
ная константа из теоремы 16. Найдем x из неравенств 4Lk(x)< 1/δ6 4Lk(x+1).
Пусть N > 4x. Применим теорему 16 с ε = 1. По этой теореме существует
множество S ⊆ [x], |S| 6 xLk(x)−1, без арифметических прогрессий длины k.
Пусть

A = {s+ 2mx : s ∈ S, : 0 6 m 6 M = [N/(4x)]}.

Тогда A ⊆ [N/2] ⊆ ZN . Заметим, что

|A|
N

=
|S|(M + 1)

N
>
|S|
4x

>
1

4Lk(x)
> δ.

5*
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Таким образом, плотность A в ZN не меньше, чем δ. Предположим, что чис-
ла a1, . . . , ak ∈ A образуют арифметическую прогрессию длины k. Так как
A ⊆ [N/2], то числа a1, . . . , ak составляют арифметическую прогрессию дли-
ны k в ZN тогда и только тогда, когда a1, . . . , ak образуют арифметическую
прогрессию длины k в [N ]. Из свойств множества A вытекает, что ai = s+2mix,
i = 1, . . . , k, где s ∈ S и m1, . . . ,mk составляют арифметическую прогрессию
в [M ]. Поэтому множество A содержит не более |S|M2 арифметических про-
грессий длины k. Имеем

|S|M2 6
xN2

4x2
6

N2

x+ 1
6

N2

exp
((

1
2Ck

log
1
4δ

)k−1) .

Теорема 20 доказана.

§ 5. Оценки Гауэрса величины ak(N)

В этом параграфе мы обсудим верхние оценки величины ak(N) (см. теоре-
му 9), полученные в работе В.Т. Гауэрса [22]. Доказательство теоремы 9 очень
сложное, поэтому мы ограничимся лишь обсуждением главных идей, лежащих
в основе метода Гауэрса.

В своей замечательной работе Гауэрс дал определение α-равномерных функ-
ций степени d. Мы обсудим комбинаторный смысл α-равномерных функций
степени d несколько позже, а сейчас дадим строгие определения.

Пусть d > 0 – натуральное число и {0, 1}d = {ω = (ω1, . . . , ωd) : ωj ∈ {0, 1},
j = 1, . . . , d} – обычный d-мерный куб. Для ω ∈ {0, 1}d пусть |ω| равно ω1 +
· · · + ωd. Если h = (h1, . . . , hd) ∈ ZdN , то ω · h := ω1h1 + · · · + ωdhd. Пусть
также C означает оператор комплексного сопряжения. Если n – натуральное
число, то C n означает применение оператора комплексного сопряжения n раз.

Определение 5. Пусть даны 2d комплексных функций (fω)ω∈{0,1}d , опре-
деленных на ZN . Скалярным произведением Гауэрса функций (fω)ω∈{0,1}d на-
зывается величина

〈(fω)ω∈{0,1}d〉Ud :=
1

Nd+1

∑
x∈ZN , h∈Zd

N

∏
ω∈{0,1}d

C |ω|fω(x+ ω · h). (37)

Мы получим некоторые свойства скалярного произведения Гауэрса.
Пусть d > 1. Предположим вначале, что функции (fω)ω∈{0,1}d не зависят

от последней цифры ωd, иными словами, fω = fω1,...,ωd−1 . Тогда формула (37)
может быть переписана следующим образом:

〈(fω)ω∈{0,1}d〉Ud =
1

Nd+1

∑
x∈ZN , h′∈Zd−1

N , hd∈ZN

×
∏

ω′∈{0,1}d−1

C |ω′|(fω′(x+ ω′ · h′)fω′(x+ hd + ω′ · h′) ),
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где ω′ = (ω1, . . . , ωd−1) и h′ = (h1, . . . , hd−1). Отсюда

〈(fω)ω∈{0,1}d〉Ud =
1

Nd+1

∑
h′∈Zd−1

N

∣∣∣∣ ∑
y∈ZN

∏
ω′∈{0,1}d−1

C |ω′|fω′(y + ω′ · h′)
∣∣∣∣2. (38)

Следовательно, для d > 1 и любой функции f : ZN → C скалярное произведе-
ние Гауэрса обладает свойством неотрицательности

〈(f)ω∈{0,1}d〉Ud > 0. (39)

Неравенство (39) позволяет определить равномерную норму Гауэрса (или про-
сто норму Гауэрса) функции f : ZN → C по формуле

‖f‖Ud := 〈(f)ω∈{0,1}d〉1/2
d

Ud =
(

1
Nd+1

∑
x∈ZN , h∈Zd

N

∏
ω∈{0,1}d

C |ω|fω(x+ ω · h)
)1/2d

.

(40)
Как мы увидим в дальнейшем, формула (40) определяет норму лишь для d > 2.
Для d = 1 норма Гауэрса на самом деле является полунормой.

Если функции (fω)ω∈{0,1}d зависят от последней цифры ωd, то сумма (37)
должна быть переписана следующим образом:

〈(fω)ω∈{0,1}d〉Ud =
1

Nd+1

∑
h′∈Zd−1

N

( ∑
y∈ZN

∏
ω′∈{0,1}d−1

C |ω′|fω′,0(y + ω′ · h′)
)

×
( ∑
y∈ZN

∏
ω′∈{0,1}d−1

C |ω′|fω′,1(y + ω′ · h′)
)
.

Применяя неравенство Коши–Буняковского и формулу (38), получаем

|〈(fω)ω∈{0,1}d〉Ud | 6 〈(fω′,0)ω∈{0,1}d〉1/2
Ud · 〈(fω′,1)ω∈{0,1}d〉1/2

Ud .

Применяя теперьнеравенство Коши–Буняковского и формулу (38) для каждой
цифры ω ∈ {0, 1}d, находим

|〈(fω)ω∈{0,1}d〉Ud | 6
∏

ω∈{0,1}d

‖fω‖Ud . (41)

Неравенство (41) называется неравенством Коши–Буняковского–Гауэрса. Поль-
зуясь неравенством (41), полилинейностью скалярного произведения (37) и
формулой бинома Ньютона, легко получаем

|〈(f + g)ω∈{0,1}d〉Ud | 6 (‖f‖Ud + ‖g‖Ud)2
d

, (42)

откуда следует неравенство треугольника для нормы Гауэрса

‖f + g‖Ud 6 ‖f‖Ud + ‖g‖Ud , d > 1. (43)

Как было сказано ранее, для d = 1 норма Гауэрса не является нормой. Дей-
ствительно, ‖f‖U1 = 1

N

∣∣ ∑
x∈ZN

f(x)
∣∣ и ‖f‖U1 равна нулю для всех функций,
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для которых
∑
x∈ZN

f(x) = 0. Напротив, для d > 2 норма Гауэрса есть норма.
Докажем это.

Пусть f̂(r) =
∑
x∈ZN

f(x)e−2πixr/N – r-й коэффициент Фурье функции f .
Тогда справедлива формула обращения f(x) = 1/N ·

∑
r∈ZN

f̂(r)e2πixr/N , из
которой вытекает равенство

‖f‖U2 =
( ∑
r∈ZN

|f̂(r)|4
)1/4

. (44)

Отсюда получаем, что ‖f‖U2 = 0 тогда и только тогда, когда f̂ ≡ 0 или, что то
же самое, f ≡ 0. Итак, мы доказали, что ‖f‖U2 – норма.

Покажем, что ‖f‖Ud является нормой для всех d > 2. Пусть νconst обозна-
чает функцию, тождественно равную единице. Имеем ‖νconst‖Ud = 1. Пусть
f : ZN → C – некоторая функция. Рассмотрим набор функций (fω)ω∈{0,1}d , где
fω := νconst, если ωd = 1, и fω := f , если ωd = 0. Применяя неравенство (41)
к набору (fω)ω∈{0,1}d , получаем

‖f‖Ud−1 6 ‖f‖Ud (45)

для всех d > 2. Неравенство (45) называется неравенством монотонности
нормы Гауэрса. Из (45) вытекает, что если для d > 2 выражение ‖f‖Ud равно
нулю, то норма ‖f‖U2 функции f равна нулю и, следовательно, f ≡ 0.

Дальнейшие свойства норм Гауэрса могут быть найдены в недавней рабо-
те [32] (см. также [63]).

Пользуясь понятием нормы ‖ · ‖Ud , Гауэрс дал определение α-равномерных
функций степени d.

Определение 6. Пусть d > 2 – натуральное число и α ∈ [0, 1] – веществен-
ное число. Функция f : ZN → C называется α-равномерной степени d, если

‖f‖d 6 α.

В § 2 мы дали другое определение α-равномерных функций (см. определе-
ние 2). Легко показать, что обычное понятие α-равномерности из § 2 совпадает
с определением 6 при d = 2 (см. [23], [22]). Мы видим, таким образом, что
подход Гауэрса значительно обобщает классическое определение 2.

Пусть f = A − δ – балансовая функция множества A. Множество A на-
зывается α-равномерным степени d, если его балансовая функция является
α-равномерной степени d.

Обсудим комбинаторный смысл понятия α-равномерных множеств степе-
ни d.

Пусть d > 0 и a0, a1, . . . , ad ∈ ZN – некоторые вычеты. Тогда d-мерным
кубом называются 2d точек из ZN вида a0 + ε1a1 + · · · + εdad, где εi ∈ {0, 1}.
Пусть A ⊆ ZN – некоторое множество. A содержит d-мерный куб, если A
содержит все точки этого куба. Используя неравенство Коши–Буняковского,
легко показать, что любое множество A ⊆ ZN мощности δN всегда содержит не
менее δ2

d

Nd+1 d-мерных кубов, причем равенство достигается на “случайных
подмножествах” ZN , имеющих плотность δ. C другой стороны, справедлив
следующий результат.
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Теорема 21 (комбинаторный смысл α-равномерных множеств степени d).
Пусть d > 2 и A ⊆ ZN , |A| = δN , – α-равномерное множество степени d.
Тогда A содержит не более (δ + α)2

d

Nd+1 кубов.

Доказательство. Имеем A = δ + f . Применяя неравенство треугольника
для нормы Гауэрса (43), получаем ‖A‖d 6 ‖δ‖d + ‖f‖d. Ясно, что ‖δ‖d = δ

и Nd+1‖A‖2d

d есть число d-мерных кубов в A. Так как множество A является
α-равномерным степени d, то, по определению, ‖f‖d 6 α. Отсюда ‖A‖d 6 δ+α
и мы получаем требуемый результат.

Теорема 21 показывает, что при маленьких значениях параметра α α-рав-
номерные множества степени d содержат d-мерных кубов примерно столько,
сколько содержат кубов случайные множества. В этом смысле α-равномерные
множества являются близкими к случайным. Более того, во многих ситуациях
α-равномерные множества ведут себя как случайные множества. Так, в пер-
вой части своих рассуждений Гауэрс показал, что α-равномерные и случайные
множества содержат примерно одинаковое количество арифметических про-
грессий.

Теорема 22. Пусть k > 3 и A ⊆ ZN , |A| = δN , – α-равномерное множе-
ство степени k − 1. Тогда∑

r∈ZN

|(A+ r) ∩ (A+ 2r) ∩ · · · ∩ (A+ kr)− δkN2| 6 2kα1/2k−1
Nk.

Из теоремы 22 Гауэрс выводит следствие.

Следствие 2. Пусть k > 3 и A ⊆ ZN , |A| = δN , – α-равномерное мно-
жество степени k − 1. Пусть также α 6 (δ/2)2k и N > 32k2δ−k . Тогда
множество A содержит арифметическую прогрессию длины k .

Следствие 2 завершает первую часть доказательства Гауэрса. Так как даль-
нейшие рассуждения очень сложны, то мы ограничимся, для простоты, случа-
ем k = 4 и будем следовать при этом более простой статье [23]. В этой статье
Гауэрс доказал более слабую оценку

a4(N) � 1/(log log logN)c, (46)

где c – некоторая константа.
Изложим план доказательства. Пусть A ⊆ ZN , |A| = δN , – некоторое множе-

ство. Если множество A является α-равномерным множеством с достаточно ма-
лым α и при этом числоN достаточно большое, N > 32k2δ−k, то по следствию 2
множество A содержит прогрессию и мы получаем требуемый результат. Та-
ким образом, мы можем предпологать, что исходное множество A не является
α-равномерным с некоторым α = α0. Во второй части своей работы Гауэрс
доказывает, что для любого не α0-равномерного множества найдется арифме-
тическая прогрессия P размера не меньше Nβ такая, что |A ∩ P | > (δ + ε)|P |,
где β и ε зависят только от δ и α0. После этого он применяет те же самые
аргументы к новому множеству A′ = A∩P , плотность которого в P не меньше,
чем δ + ε. И так далее. После некоторого числа итераций мы либо найдем α0-
равномерное подмножество A, либо плотность A в некоторой прогрессии станет
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достаточно близкой к единице. Если у A есть α0-равномерное подмножество,
то по следствию 2 это подмножество и, следовательно, множество A содержит
арифметическую прогрессию. Если же плотность A в некоторой прогрессии
больше, чем 3/4, то существование арифметической прогрессии длины четы-
ре в множестве A становится очевидным. Рассуждая, как при доказательстве
теоремы Рота и оценивая число итераций в терминах β и ε, получаем неравен-
ство (46).

Договоримся об обозначениях. Пусть в дальнейшем величины αi означают
параметры, зависящие от α0 полиномиальным образом. В работе [22] все па-
раметры αi выражены в терминах α0, нам же будет удобнее не выписывать их
в явном виде.

Доказательство Гауэрса существенным образом опирается на замечательную
теорему Г.А. Фреймана [64] (см. также [65], [66] и [67]). Пусть D > 1 – нату-
ральное число и E,F ⊆ ZD – некоторые множества. Суммой по Минковскому
множеств E+F называется множество E+F = {e+ f : e ∈ E, f ∈ F}. Анало-
гичным образом определяется разность двух множеств. Если мощность E +E
не слишком превосходит |E| (например, если для некоторой константы C > 1
выполнено |E+E| 6 C|E|), то множество E называется множеством с малень-
кой суммой. Теорема Фреймана описывает структуру всех таких множеств. Яс-
но, что любая арифметическая прогрессия является множеством с маленькой
суммой. Легко видеть, что множество вида P1 + · · ·+Ps, где Pi – арифметиче-
ские прогрессии, также есть множество с маленькой суммой. Такие множества
называются d-мерными арифметическими прогрессиями. Кроме того, любые
большие подмножества P1 + · · ·+ Ps будут множествами с маленькой суммой.
Теорема Фреймана утверждает, что других примеров множеств с маленькой
суммой не существует. Приведем точную формулировку.

Теорема 23 (Фрейман). Пусть C > 0 – некоторое число,D > 1 и A ⊆ ZD –
некоторое множество. Пусть также |A+A| 6 C|A|. Тогда найдутся числа d
и K , зависящие только от C и D , и d-мерная арифметическая прогрессия Q
такие, что |Q| 6 K|A| и A ⊆ Q.

Для разности A−A теорема Фреймана также остается верной.
Вернемся к определению 6. Как было показано в теореме 21, множество

A ⊆ ZN , |A| = δN , является α-равномерным степени d тогда и только то-
гда, когда оно содержит примерно δ2

d

Nd+1 d-мерных кубов. Существует дру-
гая характеризация α-равномерных множеств. Мы знаем, что если d = 2, то
множество A является α-равномерным степени два тогда и только тогда, ко-
гда оно имеет маленькие коэффициенты Фурье. Оказывается, что A будет
α-равномерным степени три тогда и только тогда, когда “почти все” множе-
ства вида A∩ (A+k), k ∈ ZN , имеют маленькие (в терминах α) коэффициенты
Фурье. В этом обзоре мы не можем долго останавливаться на характериза-
ции α-равномерных множеств в терминах коэффициентов Фурье их подмно-
жеств, а лишь укажем, что такая характеризация существует для всех сте-
пеней d > 2 (см. [22]). Сформулируем точный результат для случая, когда
d = 2. Пусть f : ZN → ZN – некоторая функция, и пусть k ∈ ZN – произволь-
ный вычет. Разностной функцией ∆(f ; k) : ZN → ZN называется функция
∆(f ; k)(s) = f(s)f(s− k).
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Утверждение 1. Пусть A ⊆ ZN , |A| = δN , – не α0-равномерное множе-
ство степени 3. Пусть B – множество тех k , для которых найдется r = r(k)
такое, что |∆(f ; k)̂(r)| > α1N . Тогда |B| > α2N .

Из определения множества B вытекает, что на B корректно определена
функция ϕ : B → ZN такая, что для всех k из B выполнено |∆(f ; k)̂(ϕ(k))| >
α1N . Следующее предложение показывает, что функция ϕ обладает некото-
рым свойством, похожим на линейность.

Предложение 3. Существует не менее α3N
3 четверок (a, b, c, d) ∈ B4

таких, что a+ b = c+ d и ϕ(a) + ϕ(b) = ϕ(c) + ϕ(d).

Рассмотрим график Γ ⊆ Z2 функции ϕ, т.е. множество Γ = {(b, ϕ(b)) : b ∈ B}.
По предложению 3 у Γ существует не менее α3N

3 четверок (x, y, z, w) ∈ Γ таких,
что x + y = z + w. Такие четверки называются аддитивными. Гауэрс пока-
зал, что множества, имеющие много аддитивных четверок, обладают весьма
специальными свойствами.

Предложение 4. Пусть c0 > 0, и пусть M ⊆ ZD – некоторое множество
мощности m, имеющее не менее c0m3 аддитивных четверок. Тогда найдутся
постоянные c и C , зависящие только от c0 , и множество M ′ ⊆M , |M ′| > cm,
такие, что |M ′ −M ′| 6 Cm.

Соединяя предложение 4 и теорему Фреймана 23, Гауэрс получает следую-
щий результат.

Предложение 5. Пусть B ⊆ ZN – множество мощности βN , и пусть
график функции ϕ : B → ZN имеет не менее c′N3 аддитивных четверок. Тогда
найдутся постоянные γ и η , зависящие только от β и c′ , арифметическая
прогрессия P ⊆ ZN , |P | > Nγ , и числа λ и µ такие, что∑

k∈P

|∆(f ; k)̂(λk + µ)|2 > η|P |N2. (47)

Мы проведем очень грубые рассуждения, поясняющие доказательство пред-
ложения 5. Применим предложение 4 к графику Γ. Тогда у Γ найдется под-
множество Γ′ с маленькой разностью. Из теоремы Фреймана вытекает, что
найдется не очень большая d-мерная арифметическая прогрессия Q, содер-
жащая Γ′. С другой стороны, каждая d-мерная арифметическая прогрессия
может быть разбита на некоторое число прогрессий вида Q1 × Q2, где Q1, Q2

являются одномерными арифметическими прогрессиями в Z. Следовательно,
существует прогрессия вида Q1×Q2, которая пересекает Γ′ по достаточно боль-
шому множеству. Но это и означает, что на Q1 значения функции ϕ очень ча-
сто совпадают со значениями некоторой линейной функции. Эти рассуждения
позволяют получить неравенство (47). Применяя принцип Дирихле, можно
показать, что прогрессии Q1, Q2 имеют длину не меньше, чем |Q|1/d. Отсюда
вытекает неравенство |P | > Nγ .

Затем Гауэрс доказывает следующее предложение.
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Предложение 6. Пусть выполнены условия предложения 5. Тогда най-
дутся многочлены второй степени ψ0, ψ1, . . . , ψN−1 такие, что∑

s

∣∣∣∣ ∑
x∈P+s

f(x)e2πiψs(x)/N

∣∣∣∣ >
η|P |N√

2
. (48)

После этого Гауэрс применяет оценки Вейля для тригонометрических сумм
от многочленов второй степени и выводит следствие предложения 6.

Предложение 7. Пусть выполнены условия предложения 5. Тогда най-
дутся ζ > 0, m 6 |P |ζ и прогрессии Psj , s ∈ [N ], j ∈ [m], такие, что для
любого s ∈ [N ] прогрессии Ps1, . . . , Psm разбивают P + s и∑

s

m∑
j=1

∣∣∣∣ ∑
x∈Psj

f(x)
∣∣∣∣ >

η|P |N
2
√

2
. (49)

Так как f – балансовая функция множества A, то
∑
s

∑m
j=1

∑
x∈Psj

f(x) = 0
и из неравенства (49) легко вытекает, что найдется прогрессия Psj , для которой
выполнено ∑

x∈Psj

f(x) >
β|P |

4m
√

2
>
β|Psj |
4
√

2
.

Таким образом, мы нашли арифметическую прогрессию P ′, для которой
|A ∩ P ′| > (δ + ε)|P ′|, где ε зависит только от δ и α0. Как было сказано выше,
проделав ту же самую процедуру несколько раз, мы в конце концов найдем
арифметическую прогрессию в A.

Простым следствием теоремы 9 является предложение о раскраске множе-
ства [N ] в два цвета.

Следствие 3. Пусть k , N – натуральные числа и N > 2222
2k+9

. Пусть
также множество [N ] раскрашено в два цвета. Тогда в [N ] найдется моно-
хроматическая арифметическая прогрессия длины k .

Итак, как может убедиться читатель, доказательство Гауэрса теоремы 9 су-
щественным образом опирается на теорему Фреймана. Еще одно приложение
теоремы 23 принадлежит С.Л. Чои [68]. Он соединил теорему Семереди и
теорему Фреймана и получил следующий результат.

Теорема 24 (Чои). Пусть A – произвольное подмножество Z, C > 0 –
положительная константа и k > 3 – натуральное число. Пусть также |A+
A| 6 C|A|. Тогда найдется константа α = α(C, k) такая, что множество A
содержит α|A|2 арифметических прогрессий длины k .

Мы завершаем этот параграф некоторыми замечаниями о гипотезе Эрдёша
и Турана 2.

Гипотеза 3 (Эрдёш, Туран). Пусть A = {n1 < n2 < · · · } – бесконечная
последовательность натуральных чисел таких, что

∞∑
i=1

1
ni

= ∞. (50)

Тогда A содержит арифметическую прогрессию любой длины.
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Существует тесная связь между оценками величины ak(N) и гипотезой 3.

Утверждение 2. Гипотеза 3 справедлива тогда и только тогда, когда для
всех k > 3 выполнено

∞∑
l=1

ak(4l) <∞. (51)

Доказательство. Для доказательства утверждения нам потребуется про-
стая лемма об ak(N).

Лемма 2. Пусть k > 3 – натуральное число. Пусть также x, y – нату-
ральные числа, x 6 y . Тогда

ak(y) 6
x

y

(⌊
y

x

⌋
+ 1

)
ak(x) 6 3ak(x). (52)

Доказательство. Пусть M ⊆ [y] – максимальное множество без арифме-
тических прогрессий длины k. Рассмотрим непересекающиеся отрезки ∆1 =
[1, x], ∆2 = [x+1, 2x], . . . , ∆s = [(s− 1)x+1, sx], где s = by/xc+1. Ясно, что [y]
лежит в объединении этих отрезков. Так как M не содержит арифметических
прогрессий длины k, то для всякого j = 1, . . . , s выполнено |M ∩∆j | 6 xak(x).
Отсюда

ak(y)y = |M | =
s∑
j=1

|M ∩∆j | 6
s∑
j=1

xak(x) = x

(⌊
y

x

⌋
+ 1

)
ak(x). (53)

Замечание 2. В лемме 2 было установлено простейшее неравенство для
функции ak(N). Дальнейшие результаты, касающиеся ak(N), могут быть най-
дены в статье К.Ф. Рота [7], а также недавней статье Э. Крута [62].

Приступим теперь к доказательству утверждения 2.
Достаточность. Пусть для всех k > 3 ряд

∑∞
l=1 ak(4

l) сходится. Предполо-
жим, что гипотеза Эрдёша и Турана неверна. Иными словами, для некоторого
k0 > 3 найдется бесконечная последовательность натуральных чисел A = {n1 <
n2 < · · · }, не содержащая арифметических прогрессий длины k0, такая, что
ряд (50) расходится. Пусть N = 16. Разобьем натуральный ряд N на подмно-
жества C0 = [1, N), C1 = [N, 4N), C2 = [4N, 42N), . . . , Cl = [4l−1N, 4lN), . . . .
Так как A не содержит арифметических прогрессий длины k0, то для любого
l = 0, 1, 2, . . . выполнено |A ∩ Cl| 6 4l−1N · ak0(4l−1N). Имеем

∞∑
i=1

1
ni

=
∞∑
l=0

∑
ni∈Cl

1
ni

6 4
∞∑
l=0

|A ∩ Cl|
4l−1N

6 4
∞∑
l=0

ak0(4
l+1) = 4

∞∑
l=1

ak0(4
l) <∞ .

(54)
Неравенство (54) противоречит неравенству (50). Достаточность доказана.

Необходимость. Пусть для некоторого k0 > 3 ряд
∑∞
l=1 ak0(4

l) расходит-
ся. Как и при доказательстве эквивалентности гипотез 1 и 1′, построим две
последовательности натуральных чисел. Пусть N1 = 1, b1 = 1 и для l > 2
выполнено

Nl := bl−1 +Nl−1, bl := bl−1 +Nl−1 +Nl + 1. (55)
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Получаем возрастающую последовательность натуральных чисел 1 = N1 <
N2 < N3 < · · · . Для всякого l = 1, 2, . . . найдется множество Al ⊆ [Nl], не
содержащее арифметических прогрессий длины k0, такое, что |Al| = ak0(Nl)Nl.
Пусть Ãl = Al + bl. Ясно, что множества Ãl не пересекаются и не содержат
арифметических прогрессий длины k0. Пусть A =

⊔
i Ãi, A = {n1 < n2 < · · · }.

Применяя формулу (55), получаем, что A также не содержит арифметических
прогрессий длины k0. Имеем bl 6 3Nl для всех l > 1. Аналогично, Nl+1 6 4Nl
для l > 1. Отсюда Nl 6 4l, l > 1. Применяя лемму 1, находим

∞∑
i=1

1
ni

=
∞∑
l=1

∑
ni∈[bl,bl+Nl]

1
ni

>
∞∑
l=1

ak0(Nl)Nl
bl +Nl

>
1
4

∞∑
l=1

ak0(Nl) >
1
12

∞∑
l=1

ak0(4
l).

(56)
Из формулы (56) вытекает, что ряд

∑∞
i=1 1/ni расходится. Применяя гипо-

тезу Эрдёша–Турана, получаем, что множество A содержит арифметическую
прогрессию длины k0. Противоречие. Утверждение 2 доказано.

§ 6. Эргодический подход к теореме Семереди

Пусть X – некоторое множество с сигма-алгеброй множеств B. Пусть так-
же T – измеримое, сохраняющее меру µ отображение X в себя. Всюду ниже
будем считать, что µ(X) = 1. Четверка (X,B, µ, T ) называется динамической
системой с инвариантной мерой. Хорошо известная теорема А. Пуанка-
ре о возвращении [69] утверждает, что для всякого измеримого множества
E ⊆ X, µ(E) > 0, существует натуральное n > 0 такое, что µ(E ∩ T−nE) > 0.

В работе [15](см. также [17], [16]) Х. Фюрстенберг обобщил теорему Пуанкаре
на случай нескольких степеней отображения T .

Теорема 25 (Фюрстенберг). Пусть X – пространство с сигма-алгеброй
измеримых множеств B и µ – мера на X . Пусть T – отображение X в себя,
сохраняющее меру µ, и k > 3. Тогда для любого измеримого множества E
с µ(E) > 0 существует натуральное n > 0 такое, что

µ(E ∩ T−nE ∩ T−2nE ∩ · · · ∩ T−(k−1)nE) > 0.

В этом параграфе мы покажем, что теорема 25 эквивалентна теореме Семе-
реди и, следовательно, Фюрстенбергом получено альтернативное доказатель-
ство гипотезы Эрдёша–Турана 1, использующее методы эргодической теории.
Сформулируем теорему Семереди еще раз.

Теорема 26 (Семереди). Пусть A – произвольное подмножество нату-
рального ряда и D∗(A) > 0. Тогда для любого натурального k > 3 множе-
ство A содержит арифметическую прогрессию длины k .

Легко показать (см. [17] или [16]), что теорема 25 вытекает из теоремы 26.
Действительно, пусть N – достаточно большое натуральное число, которое бу-
дет выбрано ниже. Для любого x ∈ X рассмотрим множество Λ(x) = {l ∈ [N ] :
T lx ∈ E}. Имеем ∫

X

|Λ(x)| dµ = Nµ(E). (57)
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Пусть M = {x ∈ X : |Λ(x)| > Nµ(E)/2}. Из неравенства (57) вытекает, что
µ(M) > µ(E)/2. Как было показано во введении, гипотеза 1 (другими слова-
ми, теорема 26) эквивалентна гипотезе 1′. Пусть N = N(k, µ(E)/2). Тогда для
любого x ∈ M множество Λ(x) содержит арифметическую прогрессию дли-
ны k. Обозначим эту прогрессию через {a(x) + b(x)m}k−1

m=0. Любой точке x
из M мы сопоставили пару чисел (a(x), b(x)). Так как для всякого x ∈ X вы-
полнено (a(x), b(x)) ∈ [N ]2, то существует множество M ′ ⊆ M со свойством
µ(M ′) > ε/(2N2), всем точкам которого соответствует одна и та же пара (a, b).
Тогда µ

(⋂k−1
m=0 T

−(a+bm)E
)

> µ(M ′) > 0. Отображение T сохраняет меру µ,
следовательно,

µ

( k−1⋂
m=0

T−(a+bm)E

)
= µ

(
T−a

k−1⋂
m=0

T−(bm)E

)
= µ

( k−1⋂
m=0

T−(bm)E

)
> 0,

что и требовалось.
Итак, мы показали, что теорема 25 вытекает из теоремы 26. На самом же

деле теорема 25 и теорема 26 равносильны. Для доказательства их равно-
сильности Фюрстенберг установил следующий красивый результат, который
называется принципом соответствия Фюрстенберга (см. [15]).

Теорема 27 (Фюрстенберг). Пусть A – произвольное подмножество на-
турального ряда с D∗(A) > 0. Тогда существуют динамическая система
с инвариантной мерой (X,B, µ, T ) и измеримое множество E , µ(E) = D∗(A),
такие, что для всех натуральных k > 3 и всех натуральных положительных
m1,m2, . . . ,mk−1 выполнено

D∗(A ∩ (A+m1) ∩ · · · ∩ (A+mk−1)) > µ(E ∩ T−m1E ∩ · · · ∩ T−mk−1E). (58)

Теорема 27 указывает на тесную связь между эргодической теорией и ком-
бинаторными задачами об арифметических прогрессиях.

Утверждение 3 (Фюрстенберг). Из теорем 25 и 27 вытекает теорема 26.

Доказательство. Пусть k – натуральное число, k > 3. Пусть также мно-
жество A ⊆ N не содержит арифметических прогрессий длины k и имеет по-
ложительную верхнюю плотность. По теореме 27 существуют динамическая
система (X,B, µ, T ) и измеримое множество E положительной меры такие, что
для всех натуральных m1,m2, . . . ,mk−1, выполнено неравенство (58). C другой
стороны, по теореме 25 существует натуральное n > 0 такое, что

µ(E ∩ T−nE ∩ T−2nE ∩ · · · ∩ T−(k−1)nE) > 0. (59)

Положим m1 = n, m2 = 2n, . . . , mk−1 = (k − 1)n. Из (58) и (59) вытекает
неравенство D∗(A ∩ (A + n) ∩ · · · ∩ (A + (k − 1)n)) > 0. Это противоречит
тому, что A не содержит арифметических прогрессий длины k. Утверждение 3
доказано.

В этом обзоре мы не будем доказывать теорему 27 в полном объеме. Заин-
тересованный читатель может найти подробное доказательство принципа со-
ответствия в статье [15] или книге [17]. Тем не менее мы попытаемся показать
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схематически, каким образом по произвольному подмножеству натурального
ряда A с D∗(A) > 0 в теореме 27 строится динамическая система с требуемыми
свойствами.

Итак, пусть множество A ⊆ N имеет положительную верхнюю плотность
Банаха. Пусть Ω = {0, 1}N – пространство бесконечных в одну сторону после-
довательностей из нулей и единиц. Пусть отображение T пространства Ω в себя
задается формулой (Tω)i = ωi+1. Таким образом, отображение T представля-
ет собой сдвиг влево. Пусть также ω′ ∈ Ω – бесконечная последовательность
такая, что ω′i = 1 тогда и только тогда, когда i ∈ A. Возьмем произвольную
метрику на пространстве Ω и рассмотрим замыкание X орбиты точки ω′ под
действием отображения T . Иными словами, пусть X = {T iω′}∞i=0. Ясно, что X
является T -инвариантным множеством. Пусть C0 = {ω ∈ Ω : ω0 = 1} – эле-
ментарный цилиндр, и пусть E = C0 ∩X. Из определения точки ω′ вытекает,
что A содержит арифметическую прогрессию длины k тогда и только тогда,
когда для некоторого натурального n > 1 множество

⋂k−1
m=0 T

−mnE непусто
(заметим, что

⋂k−1
m=0 T

−mnE открыто).
Мы не будем доказывать неравенство (58), а лишь построим вероятност-

ную инвариантную относительно T меру на X так, чтобы µ(E) = D∗(A) > 0.
Так как D∗(A) > 0, то существует возрастающая последовательность нату-
ральных чисел nk такая, что limk→∞ |A ∩ [nk]|/nk = D∗(A). Пусть µk :=
1/nk ·

∑nk−1
i=0 δT iω′ , где δx означает меру Дирака на X : δx(M) = 1 тогда и

только тогда, когда x ∈M . Ясно, что для каждого k мера µk является вероят-
ностной мерой на X. Кроме того, для любого множества M ⊆ X выполнено∣∣∣∣µk(T−1M)− µk(M)

∣∣∣∣ 6
2
nk

. (60)

Пусть µ – ∗-слабый предел вероятностных мер µk (см. определение ∗-слабого
предела, например, в [70]). Тогда из неравенства (60) вытекает, что µ является
T -инвариантной вероятностной мерой на X. Кроме того,

µ(E) = lim
k→∞

µk(E) = lim
k→∞

|A ∩ [nk]|
nk

= D∗(A) > 0,

что и требовалось.
Используя эргодический подход, Х. Фюрстенберг, Я. Кацнельсон, Д. Орн-

штейн и другие получили множество обобщений теоремы Семереди. В насто-
ящем обзоре мы не сможем охватить все имеющиеся здесь результаты и огра-
ничимся лишь некоторыми из них. В работе [18] Фюрстенберг и Кацнельсон
перенесли теорему 25 на случай нескольких коммутирующих отображений.

Теорема 28 (Фюрстенберг, Кацнельсон). Пусть X – пространство с сиг-
ма-алгеброй измеримых множеств B и µ – мера на X . Пусть k > 2 и
T1, . . . , Tk – сохраняющие меру µ коммутирующие отображения X в себя.
Тогда для любого измеримого множества E с µ(E) > 0 существует нату-
ральное n > 0 такое, что

µ(E ∩ T−n1 E ∩ T−n2 E ∩ · · · ∩ T−nk E) > 0.
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В § 7 мы получим количественный вариант теоремы 28 для случая двух ком-
мутирующих отображений. Следует сказать, что недавно в работе [21] теоре-
ма 28 была доказана для произвольных разрешимых групп.

Отметим также замечательную теорему В. Бергельсона и А. Лейбмана [19]
(см. также [71]), уже упоминавшуюся во введении.

Теорема 29 (Бергельсон, Лейбман). Пусть X – некоторое множество и
B – сигма-алгебра измеримых множеств на X и µ – конечная мера на X ,
µ(X) > 0. Пусть k > 2, T1, . . . , Tk – обратимые сохраняющие меру µ комму-
тирующие отображения X в себя и p1(n), . . . , pk(n) – многочлены с рациональ-
ными коэффициентами, принимающие целые значения для целых значений n.
Пусть также pi(0) = 0, i = 1, . . . , k . Тогда для любого измеримого множе-
ства E с µ(E) > 0 выполнено

lim inf
N→∞

1
N

N−1∑
n=0

µ(T−p1(n)
1 E ∩ T−p2(n)

2 E ∩ · · · ∩ T−pk(n)
k E) > 0.

А. Шаркози в работах [72], [73] получил количественный вариант теоремы 29
для случая k = 2, T2 = T 2

1 и p1(n) = n, p2(n) = n2 (см. также [74] и [25]).
Наилучший на сегодняшний день результат по этой тематике принадлежит
Я. Пинцу, В. Стигеру и Е. Семереди (см. [75]).

Теорема 30 (Пинц, Стигер, Семереди). Пусть A – произвольное подмно-
жество [N ] и

|A| � N

(logN)c log log log logN
,

где c > 0 – некоторая абсолютная константа. Тогда A содержит два элемен-
та a, a′ такие, что a′ − a есть полный квадрат.

Используя эргодическую технику, Фюрстенберг и Кацнельсон [20] передо-
казали известную теорему Холса–Джуита [76], обобщающую теорему Ван дер
Вардена 1. Чтобы сформулировать теорему Холса–Джуита, нам потребуется
несколько определений.

Пусть
Cnt := {x1x2 . . . xn : xi ∈ {0, 1, . . . , t− 1}}

есть множество всех слов длины n, составленных из букв 0, 1, . . . , t− 1.

Определение 7. Комбинаторной прямой в Cnt называется набор из t слов
X1, . . . , Xt ∈ Cnt , где Xi = xi1 . . . xin, таких, что для некоторого непустого
множества J ⊆ {1, . . . , n} выполнено xsj = s, если j ∈ J , и для всех j /∈ J
найдется буква cj ∈ {0, 1, . . . , t−1}, для которой выполнено x1j = · · · = xtj = cj .

Пример. Пусть t = 3, n = 5. Тогда слова 01012, 11112, 21212 образуют
комбинаторную прямую в C5

3 .

Теорема 31 (Холс, Джуит). Пусть t, r – натуральные числа. Тогда су-
ществует натуральное число N = N(t, r) такое, что для всех n > N и для
любой раскраски Cnt в r цветов найдется монохроматическая комбинаторная
прямая.
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Ясно, что из теоремы 31 вытекает теорема Ван дер Вардена 2 (и, следова-
тельно, теорема Ван дер Вардена 1). Действительно, в системе исчисления по
основанию t множество Cnt можно интерпретировать как числа от 0 до tn − 1.
При этом комбинаторная прямая в Cnt будет соответствовать арифметической
прогрессии длины t в множестве {0, 1, . . . , tn − 1}.

Как было сказано ранее, теорема 25 послужила отправной точкой нового
раздела эргодической теории – комбинаторной эргодической теории. В насто-
ящем обзоре мы не в состоянии даже перечислить все имеющиеся в данной
области результаты. Мы можем лишь указать заинтересованному читателю на
замечательную книгу [17] и монографию [77]. Отметим также, что в недавних
работах [78]–[86] получены количественные варианты теоремы Пуанкаре, а в
работе [87] – теоремы 27.

Как отмечалось выше, существует тесная связь между оригинальным до-
казательством теоремы Семереди, доказательством Фюрстенберга и Гауэрса.
Мы хотим закончить этот параграф обсуждением основных идей, лежащих
в основе метода Фюрстенберга.

В первой, предварительной, части своего доказательства Фюрстенберг уста-
навливает справедливость теоремы 25 для двух специальных классов динами-
ческих систем: слабо-перемешивающих и компактных динамических систем.
Дадим строгие определения этих классов.

Динамическая система называется слабо-перемешивающей, если для любых
двух множеств A,B ∈ B выполнено

lim
N→∞

1
N

N∑
n=1

(
µ(A ∩ T−nB)− µ(A)µ(B)

)2

= 0.

С любой динамической системой (X,B, µ, T ) можно связать унитарный опе-
ратор U в L2(X,B, µ), действующий по правилу (Uf)(x) = f(Tx) для любой
функции f : X → C. Функция, тождественно равная единице, всегда являет-
ся собственным вектором этого оператора. Динамическая система называется
компактной, если U имеет дискретный спектр. Дадим другое определение. Си-
стема называется компактной, если для любой функции f ∈ L2(X,B, µ) замы-
кание в L2(X,B, µ) орбиты {Unf}∞n=0 является компактом. Можно показать,
что динамическая система не может быть одновременно слабо-перемешиваю-
щей и компактной (более подробно см. [17]).

Как было сказано ранее, для динамических систем из названных классов
справедлива теорема 25. Тем не менее причины, по которым эта теорема вы-
полняется, – совершенно разные. Слабо-перемешивающие динамические систе-
мы обладают сильными случайными свойствами, что позволяет доказать для
этих систем утверждение более сильное, чем теорема 25.

Теорема 32 (Фюрстенберг). Пусть (X,B, µ, T ) – слабо-перемешивающая
динамическая система, и пусть A0, A1, . . . , Ak ∈ B , k > 1, – произвольные
измеримые множества. Тогда

lim
N→∞

1
N

N∑
n=1

(
µ(A0∩T−nA1∩T−2nA2∩· · ·∩T−knAk)−µ(A0)µ(A1) . . . µ(Ak)

)2 = 0.
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С другой стороны, совершенно ясно, что теорема 25 верна для периодиче-
ских отображений T , т.е. для отображений, для которых найдется p ∈ N такое,
что T p является тождественным отображением. Очень широким обобщением
периодических систем являются компактные динамические системы. Рассмот-
рим следующий пример. Пусть X есть единичная окружность S1, µ – мера
Лебега на X и B – сигма-алгебра измеримых по Лебегу множеств. Пусть отоб-
ражение Tα есть поворот окружности S1, задаваемый формулой Tαx = x + α
(mod 1), где α – любое, не обязательно рациональное, действительное число.
Тогда динамическая система (X,B, µ, Tα) будет компактной. Ясно, что для
иррационального α отображение Tα не будет периодическим, но также ясно,
что Tα будет “почти периодическим”, в том смысле, например, что для любого
интервала I и любого ε > 0 найдется число n такое, что µ(TnI4I) < ε. Поль-
зуясь “почти периодическими” свойствами компактных динамических систем,
Фюрстенберг доказал для них теорему 25. Заметим, что для таких систем бо-
лее сильная теорема 32 не верна (см. [16]). Все дело в том, что компактные
системы не обладают хорошими случайными свойствами.

На втором этапе своего доказательства Фюрстенберг дает характеризацию
слабо-перемешивающих динамических систем с помощью факторов. Пусть
B1 ⊆ B – под-сигма-алгебра сигма-алгебры B. Пусть также отображение T
измеримо относительно этой сигма-алгебры, иными словами, для любого
множества A ∈ B1 выполнено T−1A ∈ B1. Тогда динамическая система
(X,B1, µ, T ) называется фактором динамической системы (X,B, µ, T ). Если
система (X,B1, µ, T ) является компактной, то мы говорим, что фактор
(X,B1, µ, T ) – компактный. Фактор называется нетривиальным, если он
содержит множества, мера которых не равна нулю или единице.

Теорема 33 (Фюрстенберг). Динамическая система (X,B, µ, T ) является
слабо-перемешивающей тогда и только тогда, когда у нее нет нетривиальных
компактных факторов.

Из теоремы 33 вытекает, что у любой динамической системы (X,B, µ, T )
существует нетривиальный фактор, для которого справедлива теорема 25.
Действительно,если (X,B, µ, T ) является слабо-перемешивающей динамиче-
ской системой, то для нее справедлива теорема 32. Если же (X,B, µ, T )
не слабо-перемешивающая система, то по теореме 33 у нее существует
нетривиальный компактный фактор. Но так как найденный фактор является
компактным, то мы получаем, что для него справедлива теорема 25.

Рассмотрим семейство M нетривиальных факторов исходной динамической
системы (X,B, µ, T ), для которых справедлива теорема 25 (на самом деле в сво-
ем доказательстве Фюрстенберг рассматривает немного другое семейство фак-
торов). Как мы только что показали, семейство M непусто. Фюрстенберг дока-
зал два факта о семействе M . Первый состоит в том, что у M есть максималь-
ный элемент, а второй – этот максимальный элемент совпадает с (X,B, µ, T ).
Ясно, что из этих двух фактов следует теорема 25.

Доказательство утверждения о существовании максимального элемента у M
относительно просто и использует лемму Цорна. Доказательство того, что мак-
симальный элемент семейства M совпадает с исходной динамической системой,
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– сложно и занимает по объему почти половину статьи [16]. Мы можем лишь
вкратце изложить имеющиеся здесь идеи.

Во-первых, Фюрстенберг обобщает понятия слабо-перемешивающих и
компактных динамических систем на факторы системы (X,B, µ, T ). Пусть
B1 ⊆ B2 – две сигма-алгебры. Фюрстенберг дает определение компактности
(а также слабого перемешивания) фактора (X,B2, µ, T ) относительно фактора
(X,B1, µ, T ) и доказывает утверждение о поднятии: если для “меньшего”
фактора была выполнена теорема 25, то она выполнена и для “большего”. Во-
вторых, Фюрстенберг устанавливает, что если фактор (X,B1, µ, T ) начальной
системы (X,B, µ, T ) не является слабо-перемешивающим, то найдется фактор
(X,B′

1, µ, T ), B1  B′
1, такой, что (X,B′

1, µ, T ) компактен относительно
(X,B1, µ, T ).

Предположим, что максимальный фактор F0 = (X,B0, µ, T ) из семейства
M не совпадает с F = (X,B, µ, T ). Если F0 является относительно слабо-пере-
мешивающим, то F ∈ M и мы получили противоречие с максимальностью F0.
Если же F0 не является относительно слабо-перемешивающим, то найдется
фактор F ′0, больший F0 и компактный относительно F0. Значит, F ′0 ∈ M и
мы опять получили противоречие с максимальностью F0. Это рассуждение
завершает доказательство Фюрстенберга.

Необходимо отметить, что рассуждения Фюрстенберга не дают никаких
верхних оценок величины N(k, δ). Как мы видели, в своем доказательстве
Фюрстенберг существенно использует лемму Цорна. Тем не менее недавно
появилось новое доказательство теоремы Семереди (см. [43]) методами
эргодической теории и дающее количественные (правда, очень слабые)
оценки N(k, δ).

§ 7. Двумерные обобщения теоремы Семереди

Рассмотрим двумерную решетку [1, N ]2 с базисом {(1, 0), (0, 1)}. Пусть

L(N) =
1
N2

max
{
|A| : A ⊆ [N ]2

и A не содержит троек вида (k,m), (k + d,m), (k,m+ d), d > 0
}
.

(61)

Тройку из (61) мы будем называть уголком. В работе [88] М. Атаи и Е. Се-
мереди доказали, что величина L(N) стремится к нулю, когда N стремится
к бесконечности. Говоря точнее, они получили следующий результат.

Теорема 34. Пусть 0 < δ 6 1 – действительное число, N – натуральное
число и S = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} – единичный квадрат. Тогда любое мно-
жество A ⊆ [N ]2 , |A| > δN2 , содержит аффинный образ S , т.е. множество
aS + b, где a ∈ N и b ∈ N2 .

Затем теорема 34 была передоказана Х. Фюстенбергом в [17] (более подробно
см. § 5).

Ясно, что задача про уголки является двумерным обобщением задачи о мно-
жествах без арифметических прогрессий длины три. Точнее, из равенства
limN→∞ L(N) = 0 вытекает limN→∞ a3(N) = 0.
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Действительно, пусть limN→∞ L(N) = 0, но limN→∞ a3(N) = a > 0 (то,
что limN→∞ a3(N) существует, было доказано во введении). Последнее ра-
венство означает, что для всех достаточно больших N найдется множество
AN ⊆ [N ] без прогрессий длины три, мощности не меньше, чем aN/2. Рас-
смотрим квадрат QN = {1, . . . , 2N}2 и множество ÃN =

⊔N
i=1

(
(AN + i)×{i}

)
⊆

QN . Двумерное множество ÃN представляет собой объединение N трансляций
множества AN в направлении правого верхнего угла квадрата QN . Нетруд-
но убедиться, что если ÃN содержит уголок, то AN содержит арифметиче-
скую прогрессию длины три, что неверно. Кроме того, мощность ÃN равна
|AN |N > aN2/2. Отсюда вытекает, что lim supN→∞ L(N) > 0. Противоречие
с равенством limN→∞ L(N) = 0.

В.Т. Гауэрс (см. [22]) поставил вопрос о скорости сходимости L(N) к 0.
В работе [89] В. Ву, развивая подход из статей [90], [91], предложил следу-
ющее решение этого вопроса. Пусть log[1] = logN и для l > 2 положим
log[l]N = log(log[l−1]N). Таким образом log[l]N есть результат взятия лога-
рифма от числа N l раз подряд. Далее, пусть k – наибольшее натуральное
число такое, что log[k]N > 2. Тогда положим log∗N = k. Ву доказал, что

L(N) 6
100

(log∗N)1/4
.

В работах [28], [29] был получен следующий результат.

Теорема 35 [28], [29]. Пусть δ > 0, N � exp exp exp(δ−C), C > 0 – неко-
торая эффективная константа и A ⊆ {1, . . . , N}2 – произвольное подмноже-
ство мощности не меньше, чем δN2 . Тогда A содержит тройку вида (k,m),
(k + d,m), (k,m+ d), где d > 0.

Затем эта теорема была улучшена (см. [30], [31]).

Теорема 36 [30], [31]. Пусть δ > 0, N � exp exp(δ−c), c > 0 – неко-
торая абсолютная константа и A ⊆ {1, . . . , N}2 – произвольное подмноже-
ство мощности не меньше, чем δN2 . Тогда A содержит тройку вида (k,m),
(k + d,m), (k,m+ d), где d > 0.

Таким образом, получена оценка величины L(N) сверху:

L(N) � 1
(log logN)C1

,

где C1 = 1/c.
Вопрос о верхних оценках для функции L(N) в группах Znp , где p – простое

число, был рассмотрен в [92]. В таких группах уголком называется тройка вида
(k,m), (k + d,m), (k,m+ d) с d 6= 0. В настоящем обзоре мы ограничимся, для
простоты изложения, случаем p = 2.

Теорема 37 (Грин). Пусть δ > 0, N и n – натуральные, N = 2n , N �
exp exp(δ−c

′
), c′ > 0 – некоторая абсолютная константа и A ⊆ Zn2 ×Zn2 – про-

извольное подмножество мощности не меньше, чем δN2 . Тогда A содержит
тройку вида (k,m), (k + d,m), (k,m+ d), где d 6= 0.
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Доказательства теорем 35 и 36 довольно сложны из-за большого количе-
ства технических деталей. В этом обзоре мы ограничимся изложением более
простой теоремы 37. При этом основные идеи доказательства теорем 35 и 36
сохранятся, а технические сложности сведутся к минимуму.

Мы излагаем доказательство по [92]. Прежде чем доказывать теорему 37,
дадим несколько определений.

Пусть x, y ∈ Zn2 . Пусть также скалярное произведение x · y задается форму-
лой

x · y = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Пусть f : Zn2 → C – некоторая функция. Обозначим через f̂(x) коэффициент
Фурье функции f :

f̂(ξ) =
∑
x∈Zn

2

f(x)e(−(x · ξ)),

где e(x) = e2πix.
Мы будем использовать несколько несложных фактов о преобразовании Фу-

рье: ∑
x∈Zn

2

|f(x)|2 =
1
N

∑
ξ∈Zn

2

|f̂(ξ)|2, (62)

∑
x∈Zn

2

f(s)g(s) =
1
N

∑
ξ∈Zn

2

f̂(ξ)ĝ(ξ), (63)

∑
x∈Zn

2

|(f ∗ g)(x)|2 :=
∑
x∈Zn

2

∣∣∣∣ ∑
y∈Zn

2

f(y)g(y − x)
∣∣∣∣2 =

1
N

∑
ξ∈Zn

2

|f̂(ξ)|2|ĝ(ξ)|2 . (64)

Определение 8. ПустьA ⊆ Zn2 и α ∈ (0, 1) – некоторый параметр. Множе-
ство A называется α-равномерным, если

max
ξ 6=0

|Â(ξ)| 6 αN. (65)

Следующая лемма позволяет лучше понять определение α-равномерных
множеств.

Лемма 3. Пусть τ, κ ∈ (0, 1) – два параметра, а S1, . . . , Sk ⊆ Zn2 – некото-
рые множества. Будем писать ε(k) = κ2kτ−k/2 . Предположим, что |Si| =
σiN и каждое Si является ε(k− 1)-равномерным. Тогда существует по край-
ней мере (1− 2kτ)Nk векторов (x1, . . . , xk) ∈ (Zn2 )k таких, что∣∣∣∣ ∑

y

S1(x1 + y)S2(x2 + y) · · ·Sk(xk + y)− σ1 · · ·σkN
∣∣∣∣ 6 ε(k)N. (66)

Доказательство. Доказательство леммы будет проходить по индукции.
Случай k = 1 тривиален. Пусть u = (x1, . . . , xk−1) – фиксированный вектор.
Будем писать Fu(y) = S1(x1 + y)S2(x2 + y) · · ·Sk−1(xk−1 + y). Тогда∑

y

S1(x1 + y)S2(x2 + y) · · ·Sk(xk + y) = (Fu ∗ Sk)(−xk) = (Fu ∗ Sk)(xk). (67)
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Пользуясь формулами (64), (62) и ε(k − 1)-равномерностью множества Sk, по-
лучаем

∑
xk

(
(Fu ∗ Sk)(xk)− σk

∑
y

Fu(y)
)2

= N−1
∑
ξ 6=0

|F̂u(ξ)|2|Ŝk(ξ)|2 6 ε(k − 1)2N3 .

(68)
По индукции существует по крайней мере (1 − 2k−1τ)Nk−1 значений u таких,
что ∣∣∣∣ ∑

y

Fu(y)− σ1 · · ·σk−1N

∣∣∣∣ 6 ε(k − 1)τN. (69)

Используя (68), получаем, что для этих u выполнено∑
xk

((Fu ∗ Sk)(xk)− σ1 · · ·σkN)2 6 4ε(k − 1)2N3 . (70)

Из (70) вытекает, что при фиксированном u количество xk, для которых
|(Fu ∗ Sk)(xk)− σ1 · · ·σkN | > ε(k)N , не превосходит

4ε(k − 1)2

ε(k)2
N 6 2k−1τN.

Следовательно, общее число (x1, . . . , xk), для которых не выполнено неравен-
ство (66), не больше, чем

2k−1τN + 2k−1τN = 2kτN.

Лемма 3 доказана.

Таким образом, если множества Si являются α-равномерными для доста-
точно малого α, то “почти все” трансляции этих множеств имеют мощность
пересечения такую же, как если бы Si были случайными множествами.

Нам понадобится лемма о не α-равномерных множествах.

Лемма 4. Пусть A ⊆ Zn2 , |A| = δN . Предположим, что A не является
α-равномерным множеством, другими словами, найдется λ 6= 0 такое, что
|Â(λ)| > αN . Пусть H = 〈λ〉⊥ ⊆ Zn2 – пространство, перпендикулярное век-
тору λ. Тогда ∑

x

(A ∗H)2(x) > (δ2 + α2)|H|2N. (71)

Доказательство. По неравенству (64)∑
x

(A ∗H)2(x) =
1
N

∑
ξ∈Zn

2

|Â(ξ)|2|Ĥ(ξ)|2

>
1
N

(
|Â(0)|2|Ĥ(0)|2 + |Â(λ)|2|Ĥ(λ)|2

)
> (δ2 + α2)|H|2N,

что и доказывает лемму 4.

Нам понадобится еще одно определение α-равномерности.
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Определение 9. Пусть f : Zn2 × Zn2 → D – некоторая функция. Определим
прямоугольную норму f , ‖f‖, по формуле

‖f‖4 =
∑

x,x′,y,y′

f(x, y)f(x′, y)f(x, y′)f(x′, y′). (72)

Ясно, что

‖f‖4 =
∑
x,x′

∣∣∣∣ ∑
y

f(x, y)f(x′, y)
∣∣∣∣2, (73)

поэтому правая часть (72) всегда неотрицательна. В [29] было доказано, что
‖ · ‖ действительно является нормой.

Определение 10. Пусть α – любое действительное число из интервала
(0, 1). Пусть E1 × E2 – некоторое подмножество Zn2 × Zn2 . Функция
f : E1 × E2 → D называется α-равномерной относительно прямоугольной
нормы, если

‖f‖4 6 α|E1|2|E2|2. (74)

Пусть A ⊆ P = E1 × E2. Множество A называется α-равномерным от-
носительно прямоугольной нормы, если функция A − δP(A)P является α-
равномерной относительно этой нормы.

Назовем четверку вида {(x, y), (x′, y), (x, y′), (x′, y′)} простейшим прямо-
угольником. Множество A ⊆ Zn2 × Zn2 содержит простейший прямоугольник,
если оно содержит все 4 точки прямоугольника.

Пусть множество A ⊆ P = E1 ×E2. Ясно, что количество простейших пря-
моугольников в A равно ‖A‖4. Применяя формулу (73) и неравенство Коши–
Буняковского, получаем

‖A‖4 =
∑
x,x′

∣∣∣∣ ∑
y

A(x, y)A(x′, y)
∣∣∣∣2 >

1
|E1|2

( ∑
x,x′

∑
y

A(x, y)A(x′, y)
)2

=
1

|E1|2

( ∑
y

∣∣∣∣ ∑
x

A(x, y)
∣∣∣∣2)2

>
1

|E1|2|E2|2

( ∑
x,y

A(x, y)
)4

= δP(A)4|E1|2|E2|2.

Значит, любое множество A ⊆ P содержит по крайней мере δP(A)4|E1|2|E2|2
простейших прямоугольников. С другой стороны, легко показать, что количе-
ство простейших прямоугольников в случайных подмножествах P примерно
равно δP(A)4|E1|2|E2|2.

Множества, α-равномерные относительно прямоугольной нормы, характе-
ризуются ясным комбинаторным свойством (см. [29]).

Теорема 38. Пусть множество A ⊆ E1 × E2 = P является α-рав-
номерным относительно прямоугольной нормы. Тогда A содержит не более
(δ + α1/4)4|E1|2|E2|2 простейших прямоугольников.

Доказательство. Пусть f = A − δP(A)P – балансовая функция мно-
жества A и δ = δP(A). Так как множество A является α-равномерным, то
‖f‖4 6 α|E1|2|E2|2. Имеем A = f + δP. Отсюда

‖A(x, y)‖4 6 (‖f‖+ ‖δP‖)4 6 (δ + α1/4)4|E1|2|E2|2. (75)
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Теорема 38 доказана.

Таким образом, число простейших прямоугольников в множествах A, α-рав-
номерных относительно прямоугольной нормы, примерно такое же, как и в слу-
чайных подмножествах P. Можно сказать, что чем меньше α, тем ближе A
к случайному множеству.

Пусть W – некоторое подпространство Zn2 . Ясно, что W изоморфно неко-
торому Zm2 с m 6 n. Пусть также E1, E2 ⊆ W , Ei = βi|W |, P = E1 × E2

и A ⊆ P, δP(A) = δ. Первый шаг доказательства теоремы 37 относится
к ситуации, когда множества E1, E2 являются α-равномерными и, кроме то-
го, само множество A является α′-равномерным относительно прямоугольной
нормы. Мы докажем, что если α, α′ достаточно малы (т.е. E1, E2 и A близки
к случайным), то в A найдется достаточно большое число уголков. Основной
инструмент при доказательстве – это неравенство Коши–Буняковского.

Теорема 39. Пусть множества Ei являются (2−36β12
1 β12

2 δ36)-равно-
мерными, а множество A является 2−8δ12-равномерным относительно
прямоугольной нормы. Тогда A содержит не менее δ3β2

1β
2
2 |W |3/2 троек вида

{(x, y), (x+ d, y), (x, y + d)}.
Доказательство. Пусть f1, f2, f3 : P → D – три произвольные функции.

Рассмотрим функционал T (f1, f2, f3) =
∑
x,y,z f1(x, y)f2(y + z, y)f3(x, x + z).

Ясно, что T линеен по каждому аргументу. Кроме того, T (A,A,A) равно числу
троек {(x, y), (x + d, y), (x, y + d)} в A (здесь мы используем специфику Zn2 ).
Пусть f = A− δP и η = 2−8δ12. Тогда T (A,A,A) = δT (P, A,A) + T (f,A,A) и
‖f‖4 6 ηβ2

1β
2
2 |W |4.

Пусть g(z) =
∑
xA(x, x + z). Тогда T (P, A,A) =

∑
z g(z)

2. Так как W –
подпространство Zn2 , то g(z) равно нулю вне W . Имеем

∑
z g(z) = δβ1β2|W |2.

Применяя неравенство Коши–Буняковского, получаем

T (A,A,A) > δ3β2
1β

2
2 |W |3 + T (f,A,A). (76)

Оценим второй член в правой части (76). Применяя неравенство Коши–Бу-
няковского второй раз, находим

T (f,A,A) =
∑
y,z

A(y + z, y)
∑
x

E1(y + z)f(x, y)A(x, x+ z)

6

(∑
y,z

E1(y + z)E2(y)
)1/2

×
( ∑
x,x′,y,z

E1(y + z)A(x, x+ z)A(x′, x′ + z)f(x, y)f(x′, y)
)1/2

.

(77)

Имеем
∑
y,z E1(y + z)E2(y) = β1β2|W |2. Далее,

σ =
∑

x,x′,y,z

E1(y + z)A(x, x+ z)A(x′, x′ + z)f(x, y)f(x′, y)

=
∑
x,x′,z

A(x, x+ z)A(x′, x′ + z)
∑
y

E1(y + z)E2(x+ z)E2(x′ + z)f(x, y)f(x′, y).
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Пусть ω(x, x′, y, y′) =
∑
z E1(y + z)E1(y′ + z)E2(x + z)E2(x′ + z). Применяя

неравенство Коши–Буняковского в третий раз, получаем

σ 6

( ∑
x,x′,z

E1(x)E1(x′)E2(x+ z)E2(x′ + z)
)1/2

×
( ∑
x,x′,y,y′

ω(x, x′, y, y′)f(x, y)f(x′, y)f(x, y′)f(x′, y′)
)1/2

. (78)

Из леммы 3 вытекает, что∑
x,x′,z

E1(x)E1(x′)E2(x+ z)E2(x′ + z) 6 2β2
1β

2
2 |W |3.

Используя неравенства (77), (78), находим

T (f,A,A)4 6 2β4
1β

4
2 |W |7

∑
x,x′,y,y′

ω(x, x′, y, y′)f(x, y)f(x′, y)f(x, y′)f(x′, y′). (79)

По лемме 3, применяемой к случаю k = 4 и τ = 2−4β4
1β

4
2η, κ = 2−12β12

1 β12
2 η3,

существует не менее (1−β4
1β

4
2η)|W |4 значений (x, x′, y, y′), для которых выпол-

нено |ω(x, x′, y, y′)− β2
1β

2
2 |W | | 6 β4

1β
4
2η. Отсюда∣∣∣∣ ∑

x,x′,y,y′

(ω(x, x′, y, y′)− β2
1β

2
2 |W |)f(x, y)f(x′, y)f(x, y′)f(x′, y′)

∣∣∣∣ 6 3β4
1β

4
2η|W |5.

(80)
По условию множество A является η-равномерным относительно прямоуголь-
ной нормы. Применяя последнее неравенство и (79), получаем

|T (f,A,A)| 6 2β2
1β

2
2η

1/4|W |3. (81)

Из (76) окончательно находим

T (A,A,A) > (δ3β2
1β

2
2 − 2β2

1β
2
2η

1/4)|W |3 > δ3β2
1β

2
2 |W |3/2.

Теорема 39 доказана.

Предположим, что условие 2−8δ12-равномерности относительно прямоуголь-
ной нормы множества A в теореме 39 не выполнено. В следующем предложе-
нии мы докажем, что тогда существует достаточно большое множество Q ⊆ P,
плотность A в котором больше δ на некоторую положительную величину.

Предложение 8. Пусть P = E1 × E2 , A ⊆ P . Пусть также δP(A) =
δ и A не η-равномерно относительно прямоугольной нормы с η > 0. Тогда
существуют множества Fi ⊆ Ei , i = 1, 2, такие, что |Fi| > 2−8η|Ei| и для
Q = F1 × F2 выполнено δQ(A) > δ + 2−14η2 .

При доказательстве предложения 8 оказывается удобным язык теории гра-
фов. Это не удивительно, поскольку существует тесная связь между α-равно-
мерными множествами и так называемыми квазислучайными графами (более
подробно см. [93], [94]).
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Пусть |E1| = M1, |E2| = M2. Может так случится, что E1 ∩ E2 6= ∅. Мы
хотим избежать этой ситуации. Пусть X есть биективный образ E1, а Y –
E2 такие, что X ∩ Y = ∅. Определим двудольный граф G, связанный с мно-
жеством A. Пусть X, Y – его доли и вершина x ∈ X соединена с вершиной
y ∈ Y тогда и только тогда, когда (x, y) ∈ A. Ясно, что у графа G ровно
δM1M2 вершин. Обозначим через N (x) множество исходящих ребер из вер-
шины x ∈ X и той же буквой N (y) множество входящих ребер в y ∈ Y . Пусть
также d(x) = |N (x)|, x ∈ X, и d(y) = |N (y)|, y ∈ Y .

Для доказательства предложения 8 нам понадобится несколько лемм.
Первая необходимая нам лемма утверждает, что “для почти всех” x ∈ X

можно считать d(x) примерно равным δM2. То же самое, по симметрии, отно-
сится и к d(y).

Лемма 5. Пусть ε1, ε2 ∈ (0, 1). Предположим, что
(a) либо существует по меньшей мере ε1M1 вершин x ∈ X , для которых

|d(x)− δM2| > ε2M2 ,
(b) либо существует не менее ε2M2 вершин y ∈ Y , для которых

|d(y) − δM1| > ε1M1 . Тогда найдутся множества X ′ ⊆ X , Y ′ ⊆ Y
такие, что |X ′| > min(ε1/2, ε2/2)M1 , |Y ′| > min(ε1/2, ε2/2)M2 и
δX′×Y ′(A) > δ + ε1ε2/2.

Доказательство. Можно считать, что выполнена первая альтернатива,
иными словами, найдется по меньшей мере ε1M1 вершин x ∈ X, для которых
|d(x)− δM2| > ε2M2.

Предположим вначале, что существует не менее ε2M1/2 вершин x ∈ X та-
ких, что d(x) > (δ + ε2)M2. Пусть X ′ – множество этих x, а Y ′ = Y . Тогда
δX′×Y ′(A) > δ + ε2 и лемма доказана.

Пусть X0 – множество тех x ∈ X, для которых d(x) < (δ − ε2)M2. Положим
X ′ = X \X0, Y ′ = Y , и пусть |X ′| = κM1. Так как количество ребер в G равно
δM1M2, то

(δ − ε2)(1− κ)M1M2 + κM1M2 > δM1M2,

откуда κ > ε2. Имеем |X0| > ε1M1/2. Отсюда κ 6 1− ε1/2 и

δX′×Y ′(A) >
δM1 − (δ − ε2)M1

|X ′|
= δ + ε2

(
1
κ
− 1

)
> δ +

ε1ε2
2

. (82)

Лемма 5 доказана.

Мы видим, что если выполнено (a) или (b), то предложение 8 доказано (по-
дробнее см. ниже). Поэтому мы будем считать, что величины d(x), d(y) “почти
всюду” равны δM2 и δM1 соответственно.

Следующую лемму можно считать обратной к теореме 38.

Лемма 6. Пусть A не является η-равномерным множеством относитель-
но прямоугольной нормы. Предположим, что для всех x ∈ X , кроме, может
быть, ηM1/56 штук, выполнено неравенство |d(x)− δM2| 6 ηM2/56 и для всех
y ∈ Y , кроме, может быть, ηM2/56 штук ,выполнено |d(y)− δM1| 6 ηM1/56.
Тогда ‖A‖4 > (δ4 + η/2)M2

1M
2
2 .
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Доказательство. Пусть f(x, y) = A(x, y)− δX(x)Y (y). Раскрывая скобки
в выражении ‖A‖4 = ‖f + δ(X × Y )‖4, получаем сумму σ, состоящую из 16
членов. Главный член в σ равен δ4M2

1M
2
2 , а член ‖f‖4 не меньше ηM2

1M
2
2 по

условию. Остальные 14 слагаемых в σ имеют вид∑
x,x′∈X, y,y′∈Y

δ · f(x′, y)g(x, y′)h(x′, y′), (83)

где g и h – некоторые функции, ‖g‖∞, ‖h‖∞ 6 1. Оценим сумму (83). Имеем

σ′ =
∣∣∣∣δ ∑
x,x′∈X, y,y′∈Y

f(x′, y)g(x, y′)h(x′, y′)
∣∣∣∣

6
∑
x,x′,y′

∣∣∣∣ ∑
y

f(x′, y)
∣∣∣∣ =

∑
x,x′,y′

|d(x′)− δM2|. (84)

Используя предположения леммы относительно d(x), получаем неравенство
σ′ 6 ηM2

1M
2
2 /28. Таким образом,

‖A‖4 > (δ4 + η − 14η/28)M2
1M

2
2 = (δ4 + η/2)M2

1M
2
2 .

Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Пусть ‖A‖4 > (δ4 + η/2)M2
1M

2
2 . Предположим, что для

всех x ∈ X , кроме, может быть, ηM1/32 штук, выполнено неравенство
|d(x)− δM2| 6 ηM2/32 и для всех y ∈ Y , кроме, может быть, ηM2/32 штук,
выполнено |d(y) − δM1| 6 ηM1/32. Тогда существуют множества X ′ ⊆ X ,
Y ′ ⊆ Y такие, что |X ′| > ηM1/32, |Y ′| > ηM2/32 и δX′×Y ′(A) > δ + η/8.

Доказательство. Пусть (x, y) ∈ X×Y и e(x, y) – число ребер между N (x)
и N (y). Легко видеть, что∑

(x,y)∈A

e(x, y) = ‖A‖4 > (δ4 + η/2)M2
1M

2
2 .

Пусть X0 – множество x ∈ X, для которых |d(x)− δM2| 6 ηM2/32, и Y0 – мно-
жество y ∈ Y таких, что |d(y)− δM1| 6 ηM1/32. По условию |Xc

0 | = |X \X0| 6
ηM1/32 и |Y c0 | = |Y \ Y0| 6 ηM2/32. Поэтому число ребер, имеющих начало
в Xc

0 и конец в Y c0 , не больше ηM1M2/16. Следовательно,∑
(x,y)∈A, x∈X0,y∈Y0

e(x, y) > (δ4 + η/4)M2
1M

2
2 . (85)

Из (85) вытекает, что существуют x ∈ X0, y ∈ Y0, для которых e(x, y) >
(δ3 + η/4δ)M1M2. Положим X ′ = N (x) и Y ′ = N (y). Так как x ∈ X0,
y ∈ Y0, то |X ′| 6 (δ + η/32)M1 и |Y ′| 6 (δ + η/32)M2. Отсюда

δX′×Y ′(A) >
δ3 + η/(4δ)
(δ + η/32)2

> δ + η/8.

Применяя тот факт, что x ∈ X0, y ∈ Y0, еще раз, находим |X ′| > δM1/2 >
ηM1/32 и |Y ′| > δM2/2 > ηM2/32. Лемма 7 доказана.
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Доказательство предложения 8. Предположим, что существует не ме-
нее ηM1/56 вершин x ∈ X, для которых |d(x) − δM2| > ηM2/56. Тогда по
лемме 5 найдутся два множества F1, F2 таких, что |Fi| > 2−8ηMi, i = 1, 2,
и для Q = F1 × F2 выполнено δQ(A) > δ + 2−14η2. Мы видим, что в этом
случае предложение доказано. Аналогично рассматривается ситуация, когда
существует не менее ηM2/56 вершин y ∈ Y , для которых |d(y)−δM1| > ηM1/56.

Если |d(x) − δM2| 6 ηM2/56 для всех x ∈ X, кроме, может быть, ηM1/56
штук, и аналогично для d(y), то по лемме 6 выполнено ‖A‖4 > δ4 + η/2. Затем
применяем лемму 7 и находим множества F1, F2, для которых выполнено |Fi| >
ηMi/32 и δQ(A) = δF1×F2(A) > δ + η/8. Предложение 8 доказано.

Объединим, для удобства, теорему 39 и предложение 8.

Предложение 9 (первый этап доказательства теоремы 37). Пусть W –
подпространство Zn2 , Ei ⊆ W , |Ei| = βi|W |, i = 1, 2, и P = E1 × E2 . Пусть
также A ⊆ P , δP(A) = δ и A не содержит уголков. Предположим, что

|W | > 2δ−3β−2
1 β−2

2 (86)

и Ei , i = 1, 2, являются 2−36β12
1 β12

2 δ36-равномерным подмножествами W .
Тогда существуют множества Fi ⊆ Ei такие, что |Fi| > 2−16δ12|Ei| и

δF1×F2(A) > δ + 2−30δ24 .

Доказательство. Предположим, что A является η-равномерным относи-
тельно прямоугольной нормы с η = 2−8δ12. По теореме 39 множество A содер-
жит не менее δ3β2

1β
2
2 |W |3 троек вида {(x, y), (x+ d, y), (x, y + d)}. Число троек

с d = 0 не больше |W |2. Применяя неравенство (86), получаем, что A содержит
уголок. Следовательно, множество A не является η-равномерным относительно
прямоугольной нормы с η = 2−8δ12. По предложению 8 существуют множества
Fi ⊆ Ei такие, что |Fi| > 2−16δ12|Ei| и δF1×F2(A) > δ + 2−30δ24. Предложение 9
доказано.

Предложение 10 (второй этап доказательства теоремы 37). Пусть δ, τ, σ ∈
(0, 1) – некоторые числа, W – подпространство Zn2 , Fi ⊆ W , |Fi| = βi|W |,
i = 1, 2, и Q = F1 × F2 . Пусть также A ⊆ Q , δQ(A) = δ + τ и

|W | > exp(16σ−2(β1β2)−1τ−1). (87)

Тогда существуют подпространство W ′ ⊆ W , dimW ′ > dimW −
16σ−2(β1β2)−1τ−1 , и t1, t2 ∈ W такие, что множества E′1 = (F1 − t1) ∩W ′ ,
E′2 = (F2 − t2) ∩W ′ , P ′ = E′1 × E′2 обладают следующими свойствами:

(a) |P ′| > β1β2τ |W ′|2/2;
(b) E′1 , E′2 являются σ-равномерными подмножествами W ′ ;
(c) δP′(A− (t1, t2)) > δ + τ/4.

Доказательство. Доказательство предложения представляет собой алго-
ритм. Опишем его в общих чертах. На j-м шаге алгоритма множество W ×W
будет разбито на клетки

C(i) = (W (i) + t
(i)
1 )× (W (i) + t

(i)
2 ), W ×W =

⊔
i∈Ij

C(i) , (88)
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где t(i)1 , t
(i)
2 ∈ W , каждое W (i) представляет собой подпространство W размер-

ности не меньше, чем dimW − j, а Ij – некоторое множество индексов. При
переходе к (j+1)-му шагу алгоритма некоторые клетки C(i), i ∈ Ij , останутся
без изменений. Для других i ∈ Ij будут выбраны подпространства H(i) ⊆W (i)

коразмерности 1. Так как W (i) = H(i) t (H(i))⊥, то клетки C(i) разобьются на
четыре подклетки C̃(ik), k = 1, 2, 3, 4, где

C̃(i1) = (H(i) + t
(i)
1 )× (H(i) + t

(i)
2 ), C̃(i2) = ((H(i))⊥ + t

(i)
1 )× (H(i) + t

(i)
2 ),

C̃(i3) = (H(i) + t
(i)
1 )× ((H(i))⊥ + t

(i)
2 ), C̃(i4) = ((H(i))⊥ + t

(i)
1 )× ((H(i))⊥ + t

(i)
2 ).

Перейдем теперь непосредственно к доказательству. Пусть β = β1β2. На
первом шаге алгоритма положим t

(1)
1 = t

(1)
2 = 0, I1 = {1} и C(1) = W ×W .

Ясно, что тогда формулы (88) справедливы. Пусть мы провели j шагов ал-
горитма и построили клетки C(i), а также множество Ij , удовлетворяющие
формулам (88). Пусть D(i)

1 = F1 ∩ (W (i) + t
(i)
1 ), D(i)

2 = F2 ∩ (W (i) + t
(i)
2 ) и

β
(i)
1 =

|D(i)
1 |

|W (i) + t
(i)
1 |

, β
(i)
2 =

|D(i)
2 |

|W (i) + t
(i)
2 |

. (89)

Пусть также β(i) = β
(i)
1 β

(i)
2 . Ясно, что∑

i∈Ij

|C(i)|β(i) = β|W |2. (90)

Будем говорить, что клетка C(i) тощая, если β(i) < βτ/2. Разделим все не
тощие клетки на два класса. В первый класс отнесем все клетки, для которых
D

(i)
1 −t(i)1 иD(i)

2 −t(i)2 являются σ-равномерными подмножествамиW (i). Назовем
эти клетки равномерными. Остальными не тощие клетки будем называть не
равномерными.

Итак, для i ∈ Ij клетка C(i) может оказаться тощей, равномерной или не
равномерной. Пусть Ej , Uj , Nj означают соответствующие подмножества Ij .
Если ∑

i∈Nj

|C(i)| < τβ|W |2/4, (91)

то мы останавливаем алгоритм на j-м шаге. В противном случае мы разобьем
клетки для всех i ∈ Nj и оставим клетки для i ∈ Ej tUj без изменения. Заме-
тим, что при таком алгоритме для всякого i ∈ Nj выполнено dimW (i) = n− j.
Применяя неравенство (91), находим, что существует не менее

τ

4
22j значений

i ∈ Nj . Без ограничения общности можно считать, что найдется не менее
τ

8
22j значений i таких, что D

(i)
1 − t

(i)
1 не являются σ-равномерными подмно-

жествами W (i). По лемме 4 для любого такого i существует подпространство
H(i) ⊆W (i) коразмерности 1 такое, что

1
2
(δ2H(i)(D

(i)
1 − t

(i)
1 ) + δ2(H(i))⊥(D(i)

1 − t
(i)
1 )) > β

(i)2
1 + σ2. (92)
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Разобьем клетку C(i) на четыре подклетки C(ik), k = 1, 2, 3, 4, как это было
сделано выше. Пусть β(ik)

1 = δC(ik)(F1), β
(ik)
2 = δC(ik)(F2), k = 1, 2, 3, 4. Из (92)

вытекает, что

1
4
(β(i1)2

1 + β
(i2)2
1 + β

(i3)2
1 + β

(i4)2
1 ) > β

(i)2
1 + σ2. (93)

Докажем, что алгоритм закончит свою работу после 16σ−2β−1τ−1 шагов или
раньше. Пусть

ind(Ij) :=
1

2|W |2
∑
i∈Ij

|C(i)|(β(i)2
1 + β

(i)2
2 ). (94)

Применяя неравенство (93) и оценку∑
i∈Nj

|C(i)| > τβ|W |2/4, (95)

находим, что ind(Ij+1) > ind(Ij) +
1
16
τβσ2. C другой стороны, ind(Ij) 6 1

для всех j. Следовательно, алгоритм обязан закончить свою работу после
16σ−2β−1τ−1 шагов.

Пусть алгоритм остановился на K-м шаге, K 6 16σ−2β−1τ−1. Так как каж-
дая равномерная клетка разбиения (88) не является тощей, то она удовлетво-
ряет условию (a) предложения 10. Ясно также, что любая равномерная клетка
удовлетворяет условию (b). Покажем, что найдется равномерная клетка, для
которой выполнено и свойство (c). Имеем∑

i∈Nj

|C(i)| < τβ|W |2/4. (96)

Пусть δ(i) = |A ∩ C(i)|/|C(i) ∩ (F1 × F2)|. Ясно, что δC(i)(A) = δ(i)β(i). Так как
для всех i ∈ EK выполнено β(i) < βτ/2, то∑

i∈EK

|C(i)|δ(i)β(i) < βτ |W |2/2. (97)

Применяя (90) и равенство δQ(A) = δ + τ , находим∑
i∈UKtNK

|C(i)|δ(i)β(i) > β(δ + τ)|W |2 − βτ |W |2/2 > β(δ + τ/2)|W |2. (98)

Предположим, что для всех i ∈ UK выполнено δ(i) < δ + τ/4. Применяя (90)
и (96), получаем противоречивое неравенство

β(δ + τ/2)|W |2 6
∑
i∈UK

|C(i)|δ(i)β(i) +
∑
i∈NK

|C(i)|δ(i)β(i)

< (δ + τ/4)
∑
i∈IK

|C(i)|β(i) + τβ|W |2/4 = β(δ + τ/2)|W |2. (99)

Поэтому существует i ∈ UK , для которого выполнено δ(i) > δ + τ/4. Поло-
жим W ′ = W (i), t1 = t

(i)
1 , t2 = t

(i)
2 . Подпространство W ′ и векторы t1, t2

удовлетворяют всем условиям предложения 10. Предложение 10 доказано.
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Прежде чем приступить к доказательству основного результата этого пара-
графа, объединим первый и второй этапы доказательства теоремы 37 в одно
предложение.

Предложение 11. Пусть W – подпространство Zn2 , Ei ⊆W , |Ei| = βi|W |,
i = 1, 2, β = β1β2 и P = E1 × E2 . Пусть также A ⊆ P , δQ(A) = δ , E1 , E2

являются 2−36β12δ36-равномерными и

|W | > exp(21681δ−1272β−25). (100)

Предположим, что A не содержит уголков. Тогда существуют подпростран-
ство W ′ ⊆W и множества E′1 , E′2 , P ′ = E′1 × E′2 такие, что

(a) числа β′1 , β′2 и β′ , задаваемые формулами E′1 = β′1|W |, E′2 = β′2|W |,
β′ = β′1β

′
2 , удовлетворяют неравенству β′ > 2−63δ48β ;

(b) E′1 , E′2 являются 2−36β′12δ36-равномерными подмножествами W ′ ;
(c) dimW ′ > dimW − 21681δ−1272β−25 ;
(d) для некоторого t ∈W ×W выполнено δP′(A− t) > δ + 2−32δ24 .

Для доказательства предложения 11 достаточно применить предложение 9,
а затем предложение 10. При этом параметры τ и σ из предложения 10 будут
равны 2−30δ24 и 2−36(β′)12δ36 соответственно.

Приступим непосредственно к доказательству теоремы 37, которое представ-
ляет собой алгоритм. На нулевом шаге алгоритма положим P0 = Zn2 × Zn2 и
предположим, что A ⊆ P0 не содержит уголков.

Пусть мы провели i шагов алгоритма, i > 0. Тогда
(i) множество Pi = E

(1)
i × E

(2)
i содержится в Wi × Wi, где Wi – подпро-

странство Zn2 коразмерности di;
(ii) |Pi| = βi|Wi|2 и E

(1)
i , E(2)

i являются 2−36β12
i δ

36-равномерными подмно-
жествами Wi;

(iii) для некоторого t ∈ Zn2 × Zn2 выполнено δPi
(A− t) > δ + 2−32δ24i.

Если
|Wi| > exp(21681δ−1272β−25

i ), (101)

то мы применяем предложение 11 и проводим (i+1)-й шаг алгоритма. Так как

di+1 6 di + 21681δ−1272β−25
i

и
βi+1 > 2−63δ48βi,

то βi > (δ/2)63i и di 6 δ−C1i, где C1 – абсолютная константа.
Используя условие (d) предложения 11, мы, как и в доказательстве теоремы

Рота, заключаем, что количество шагов алгоритма не превосходит K = C2δ
−23,

где C2 – другая абсолютная константа.
Предположим, что

N � exp(δ−C3δ
−23

), (102)

где C3 – абсолютная константа. Легко проверить, что неравенство (102) гаран-
тирует выполнение условия (101) на всех шагах алгоритма, в частности, и на его
последнем, K-м шаге. Следовательно, мы можем провести (K+1)-й шаг алго-
ритма. Полученное противоречие показывает, что вместо неравенства (102) мы
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имеем оценкуN � exp(δ−C3δ
−23

), из которой вытекает, что δ � (log logN)−1/24.
Теорема 37 доказана.

В работах [31], [81] было получено приложение теоремы 36 к теории ди-
намических систем. Прежде чем сформулировать нашу теорему, мы дадим
несколько определений.

Пусть X – некоторое множество с сигма-алгеброй измеримых множеств B.
Пусть µ – конечная мера на B. Не ограничивая общности, будем считать, что
µ(X) = 1.

Определение 11 (хаусдорфова мера). Рассмотрим меру Hh( · ) на X, опре-
деленную следующим образом:

Hh(E) = lim
δ→0

Hδ
h(E), (103)

где h(t) – неотрицательная (h(0) = 0) непрерывная возрастающая функция, а
Hδ
h(E) = inf

{∑
h(δj)

}
, где inf берется по не более чем счетным покрытиям E

открытыми множествами {Bj}, diam(Bj) = δj < δ.

Если h(t) = tα, то получаем обычную меру Хаусдорфа.
Внешняя мераHh( · ) является сигма-аддитивной на сигма-алгебре множеств,

измеримых по Каратеодори (более подробные сведения можно найти, например,
в [95]). Хорошо известно, что эта сигма-алгебра содержит все борелевские
множества.

Будем говорить, что меры µ и Hh согласованы, если любое µ-измеримое
множество является Hh-измеримым (в смысле измеримости по Каратеодори).

Пусть S и R – два коммутирующих отображения пространства X, сохра-
няющих меру µ.

Определение 12. Функция

CS,R(x) = ChS,R(x) := lim inf
n→∞

{L−1(n) ·max{h(d(Snx, x)), h(d(Rnx, x))}},

где L−1(n) = 1/L(n), называется константой одновременного (или кратного)
возвращения точки x.

Теорема 40 [31], [81]. Пусть X – метрическое пространство, имеющее
Hh(X) < ∞, а S , R – коммутирующие отображения X в себя, сохраняю-
щие меру µ. Предположим, что меры µ и Hh согласованы. Тогда CS,R(x) –
интегрируемая (по мере µ) функция и для любого µ-измеримого A выполнено∫

A

CS,R(x) dµ 6 Hh(A). (104)

Если же Hh(A) = 0, то
∫
A

CS,R(x) dµ = 0 без условия согласованности мер µ

и Hh .

Об оценках функции CS,R(x) снизу см. статью [87].
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§ 8. Арифметические прогрессии, составленные из простых чисел

Гипотеза о том, что в множестве простых чисел найдется арифметическая
прогрессия любой длины, имеет более чем двухвековую историю. Первые упо-
минания о прогрессиях в простых числах можно найти в переписке Лагранжа
и Варинга, которая датируется 1770 годом (см. [96]). Между тем первые до-
стижения в этой области относятся лишь к 1938 году, когда Н. Г. Чудаков [97],
используя метод тригонометрических сумм И. М. Виноградова, доказал, что
множество простых чисел содержит арифметические прогрессии длины три
(см. также [98], [99]). Что касается прогрессий длины больше, чем три, то до
последнего времени этот вопрос оставался открытым.

Для поиска прогрессий в простых числах применялись компьютеры. Так
в 1995 году А. Моран, П. Притчард и Э. Тайссен [100] обнаружили, используя
компьютер, следующую арифметическую прогрессию длины 22, составленную
из простых чисел:

11410337850553 + 4609098694200k,

где k = 0, 1, . . . , 21. Этот рекорд держался почти 10 лет. В 2004 году М. Фрайнд,
П. Джоблин и П. Андервуд нашли прогрессию из простых чисел длины 23
(см. [101]). Эта прогрессия начиналась с 56211383760397 и имела разность
44546738095860.

В 2004 году Б. Грин и Т. Тао доказали следующий результат о прогрессиях
в простых числах (см. [24]).

Теорема 41 (Грин, Тао). Для всех натуральных k > 3 множество про-
стых чисел содержит арифметическую прогрессию длины k .

В этом параграфе мы приведем схему доказательства теоремы Грина и Тао.
Как известно, в отрезке [N ] множество простых чисел P имеет плотность

π(N)/N ∼ 1/ lnN = o(1), N → ∞ (см., например, [35]). Поэтому мы не мо-
жем применить к P теорему Семереди 6. Одна из основных идей Грина и
Тао состояла в том, чтобы получить обобщение теоремы Семереди на так на-
зываемые псевдослучайные множества (ниже мы дадим точное определение),
которые могут иметь нулевую плотность. Говоря вообще, существует много
параллелей между подходом Грина и Тао и эргодическим методом. Напри-
мер, псевдослучайные множества являются аналогом слабо-перемешивающих
динамических систем. Более подробно об этих параллелях см. обзор [102]. Во
второй части своего доказательства Грин и Тао применяют недавние результа-
ты Д. Гольдстона и К.Я. Ялдирима (см. [103]–[105]) и показывают, что простые
числа обладают нужными псевдослучайными свойствами.

Мы начнем с более подробного обсуждения первой части доказательства
Грина и Тао, в которой они получают обобщение теоремы Семереди для псев-
дослучайных множеств. Их доказательство существенным образом опирается
на теорему Семереди. Говоря более точно, они показывают, что доказанная
ими обобщенная теорема вытекает из обычной теоремы Семереди.

Нам будет удобно сформулировать теорему Семереди для группы ZN . Пусть
N – произвольное простое число. Некоторая величина равна o(1), если она
стремится к нулю, когда N стремится к бесконечности, и равна O(1), если она
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ограничена при N , стремящемся к бесконечности. Как и ранее, мы используем
обозначение νconst : ZN → R+ для постоянной функции, тождественно равной
единице: νconst ≡ 1.

Теорема 42 (Теорема Семереди). Пусть k > 3 – натуральное число и
δ > 0 – вещественное число. Пусть также N – достаточно большое простое
число, а f : ZN → R+ – некоторая неотрицательная функция, удовлетворяю-
щая оценкам

0 6 f(x) 6 νconst(x) для всех x ∈ ZN (105)

и
1
N

∑
x∈ZN

f(x) > δ. (106)

Тогда для некоторой положительной постоянной c′(k, δ) > 0, зависящей
только от k и δ , выполнено

1
N2

∑
x,r∈ZN

f(x)f(x+ r) · · · f(x+ (k − 1)r) > c′(k, δ). (107)

Теорема 18 из § 4 и теорема 42 имеют два отличия. Первая из них относится
к Z, вторая – к ZN . Кроме того, в формулировке первой теоремы присутствуют
функции, а в формулировке второй – множества. На самом деле обе эти тео-
ремы эквивалентны и при этом константы c(k, δ) и c′(k, δ) выражаются друг
через друга явным образом. Действительно, первое отличие несущественно
(см., например, доказательство теоремы 20). Второе отличие тоже не является
важным. В самом деле, для любой функции f , удовлетворяющей неравен-
ствам (105), (106), рассмотрим множество A = {x : f(x) > δ/2}. Тогда |A| >
δ/2·N . Следовательно, по теореме 18 для характеристической функции множе-
ства A справедливо неравенство (31) с константой, равной c(k, δ/2). Тогда для
функции f неравенство (107) выполнено с константой c′(k, δ) = (δ/2)k ·c(k, δ/2).

Изложим схему доказательства теоремы 41. В своей работе Грин и Тао за-
меняют жесткое условие (105), накладываемое на функцию f , на более слабое.
Назовем функцию ν(x) мерой, если 1/N ·

∑
x∈ZN

ν(x) = 1 + o(1). Ясно, что
νconst(x) – мера. Другим примером меры является функция Мангольдта, кото-
рая сосредоточена на степенях простых чисел:

Λ(x) =

{
log p, если x = pm, ∈ N,
0 иначе.

Имеем 1/N ·
∑
x∈ZN

Λ(x) = 1+o(1) (см., например, [106]), следовательно, Λ(x) –
мера. В обобщении теоремы 42 доказывается, что тождественная единица
νconst(x) из (105) может быть заменена на некоторую меру ν(x), удовлетворя-
ющую двум условиям: условию линейных форм и корреляционному условию
(ниже мы дадим точные определения). При этом мера ν(x) может возрастать,
когда x стремится к бесконечности. После этого обобщение теоремы 42 при-
меняется к некоторой конкретной мере ν0(x), связанной с простыми числами.
При проверке того, что ν0(x) удовлетворяет условию линейных форм и корре-
ляционному условию, существенным образом используются недавние работы
Гольдстона и Ялдирима [103]–[105].

6 УМН, т. 61, вып. 6
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Определение 13 (условие линейных форм). Пусть ν : ZN → R+ – некото-
рая мера. Пусть также m0, t0, L0 – натуральные числа, L0 < N . Мера ν удо-
влетворяет (m0, t0, L0)-условию линейных форм, если выполнено следующее.
Пусть m, t – произвольные, m 6 m0, t 6 t0 и (Lij)16i6m, 16j6t – некоторые
рациональные числа, числитель и знаменатель которых не превосходит по аб-
солютной величине L0. Пусть также bi ∈ ZN , 1 6 i 6 m, и ψi : ZtN → ZN –
линейные формы ψi(x) =

∑t
j=1 Lijxj + bi, где x = (x1, . . . , xt) ∈ ZtN и рацио-

нальные числа Lij интерпретируются как элементы ZN стандартным образом.
Пусть, кроме того, для всех i = 1, . . . ,m строки (Lij)16j6t ∈ Qt ненулевые и
никакая строчка не получается из другой умножением на рациональное число.
Пусть, наконец, выполнено

1
N t

∑
x∈Zt

N

ν(ψ1(x)) · · · ν(ψm(x)) = 1 + oL0,m0,t0(1). (108)

Тогда ν удовлетворяет (m0, t0, L0)-условию линейных форм.

Определение 14 (корреляционное условие). Пусть ν : ZN → R+ – некото-
рая мера. Пусть также m0 – натуральное число и для всех m = 1, . . . ,m0

найдется функция τm : ZN → R+ такая, что для всех q > 1 справедливо нера-
венство

1
N

∑
x∈ZN

τ qm(x) = Om,q(1), (109)

и такая, что для всех h1, . . . , hm ∈ ZN выполнено

1
N

∑
x∈ZN

ν(x+ h1)ν(x+ h2) · · · ν(x+ hm) 6
∑

16i<j6m

τm(hi − hj). (110)

Тогда мера ν удовлетворяет m0-корреляционному условию.

Определение 15 (псевдослучайная мера). Пусть ν : ZN → R+ – некоторая
мера. Мера ν называется k-псевдослучайной, если она удовлетворяет
(k2k−1, 3k − 4, k) – условию линейных форм и 2k−1-корреляционному условию.

Ясно, что мера νconst(x) является k-псевдослучайной для всех натураль-
ных k. Оказывается, k-псевдослучайные меры – это меры, близкие к νconst(x)
в смысле равномерных норм Гауэрса (см. определение в § 5).

Предложение 12. Пусть ν(x) есть k-псевдослучайная мера. Тогда для
всех 1 6 d 6 k − 1 выполнено

‖ν − νconst‖Ud = ‖ν − 1‖ = o(1). (111)

Доказательство. Из свойства монотонности норм Гауэрса (45) вытекает,
что (111) достаточно доказать для d = k − 1. Иными словами, достаточно
показать, что

σ :=
∑

x∈ZN , h∈Zk−1
N

∏
ω∈{0,1}k−1

(ν(x+ ω · h)− 1) = o(Nk). (112)
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Левая часть (112) равна∑
A⊆{0,1}k−1

(−1)|A|
∑

x∈ZN , h∈Zk−1
N

∏
ω∈A

ν(x+ ω · h). (113)

Для всякого фиксированного множества A выражение∑
x∈ZN , h∈Zk−1

N

∏
ω∈A

ν(x+ ω · h) (114)

может быть переписано в виде∑
z∈Zk

N

ν(ψ1(z)) · · · ν(ψ|A|(z)), (115)

где z = (x, h1, . . . , hk−1) и ψ1, . . . , ψ|A| – ненулевые линейные формы ψω(z) :=
x+ω ·h, ω ∈ A. Ясно, что никакая из этих форм не получается из другой умно-
жением на рациональное число. Так как мера ν является k-псевдослучайной,
то она удовлетворяет (k2k−1, 3k − 4, k)-условию линейных форм и, в частно-
сти, (2k−1, k, 1)-условию линейных форм. Следовательно, каждое выражение
вида (114) равно Nk + o(Nk). Отсюда

σ = Nk
∑

A⊆{0,1}k−1

(−1)|A|(1 + o(1)) = o(Nk),

что и требовалось доказать.

Cформулируем обобщение теоремы Семереди, доказанное Грином и Тао.

Теорема 43 (теорема Семереди для псевдослучайных мер). Пусть k – на-
туральное число, k > 3 и 0 < δ 6 1. Пусть также ν : ZN → R+ являет-
ся k-псевдослучайной мерой и функция f : ZN → R+ удовлетворяет неравен-
ствам

0 6 f(x) 6 ν(x) для всех x ∈ ZN (116)

и
1
N

∑
x∈ZN

f(x) > δ. (117)

Тогда для положительной постоянной c′(k, δ) > 0 из теоремы 42 выполнено

1
N2

∑
x,r∈ZN

f(x)f(x+ r) · · · f(x+ (k − 1)r) > c′(k, δ). (118)

Чтобы вывести из теоремы 43 теорему 41, необходимо предъявить псевдослу-
чайную меру ν(x) и функцию f(x), которые бы удовлетворяли условиям (116)
и (117).

В качестве функции f(x) можно попытаться взять функцию Мангольдта
Λ(x). Как было замечено ранее, 1/N ·

∑
x∈ZN

Λ(x) = 1 + o(1), следовательно,
Λ(x) удовлетворяет (117). Теперь надо найти k-псевдослучайную меру ν(x) та-
кую, чтобы для некоторой положительной константы c(k) выполнялось нера-
венство ν(x) > c(k)Λ(x). Если такая мера будет предъявлена, то по теоре-
ме 43 мы найдем арифметическую прогрессию длины k в множестве чисел

6*
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вида p, p2, p3, . . . , p ∈ P. Это, конечно, еще не доказывает теорему 41, так как
члены найденной арифметической прогрессии могут не оказаться простыми
числами. На самом деле, легко показать, что старшие степени простых чи-
сел p2, p3, . . . дадут вклад, равный o(1), в сумму (118). Поэтому, если бы мы
нашли k-псевдослучайную меру ν(x) такую, что ν(x) > c(k)Λ(x), c(k) > 0, то
теорема 41 была бы доказана.

К сожалению, k-псевдослучайной меры с требуемым свойством не существу-
ет. Мы приведем здесь схематическое доказательство этого факта. Легко
показать, что для всякого фиксированного целого q > 1 любая псевдослу-
чайная мера равномерно распределена по всем q классам вычетов a (mod q).
Пусть ϕ(x) – функция Эйлера. Известно, что величина ϕ(x)/x может быть
сделана сколь угодно малой (см., например, [36; с. 35]), поэтому существу-
ет q такое, что ϕ(q)/q < 1/c(k). С другой стороны, если для класса выче-
тов a выполнено (a, q) > 1, то простых чисел в таком классе не существует.
Так как вклад старших степеней простых чисел p2, p3, . . . в среднее значение
функции Мангольдта равен o(1), то найдется класс вычетов a, для которо-
го 1/N ·

∑
x∈ZN , x≡a (mod q) Λ(x) > 1/ϕ(q) + o(1). Так как ϕ(q)/q < 1/c(k) и

1/N ·
∑
x∈ZN ,x≡a (mod q) ν(x) = 1/q + o(1), то неравенство ν(x) > c(k)Λ(x) не

может быть верным для всех x.
Итак, мы видим, что “неравномерности” в распределении простых чисел не

позволяют найти псевдослучайную меру с требуемыми свойствами. Чтобы из-
бежать описанные выше трудности, Грин и Тао предложили подход, который
они назвали W -прием.

Пусть w(N) – некоторая функция, медленно возрастающая к бесконечности
(порядок роста w(N) будет выбран позже), и пусть W =

∏
p∈[w(N)] p – произ-

ведение простых чисел из отрезка [w(N)]. Определим измененную функцию
Мангольдта Λ̃ : Z+ → R+ по формуле

Λ̃(x) =


ϕ(W )
W

log(Wx+ 1), если Wx+ 1 – простое число,

0 иначе.

Если w(N) � log logN , то, применяя теорему Дирихле об арифметических
прогрессиях, получаем

∑
x∈ZN

Λ̃(x) = N(1+o(1). Таким образом, для Λ̃(x), так
же как и для Λ(x), неравенство (117) выполнено. Будем считать в дальнейшем,
что w(N) � log logN . Главное отличие Λ̃(x) от функции Мангольдта состоит
в том, что для Λ̃(x) существует k-псевдослучайная мера ν(x) такая, что ν(x) >
c(k)Λ(x), c(k) > 0. Говоря более строго, справедливо следующее предложение.

Предложение 13. Пусть εk = 1/(2k(k + 4)!) и N – достаточно большое
простое число. Тогда существует k-псевдослучайная мера ν : ZN → R+ такая,
что для всех x ∈ [εkN, 2εkN ] выполнено ν(x) > k−12−k−5Λ̃(x).

Выведем из предложения 13 теорему 41. Пусть f : ZN → R+ – функция
такая, что f(x) = k−12−k−5Λ̃(x) для всех x ∈ [εkN, 2εkN ] и f(x) = 0 – иначе.
Применяя теорему Дирихле об арифметических прогрессиях, находим

1
N

∑
x∈ZN

f(x) =
k−12−k−5

N

∑
x∈[εkN,2εkN ]

Λ̃(x) = k−12−k−5εk(1 + o(1)). (119)
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Применяя теперь предложение 13 и теорему 43, получаем

1
N2

∑
x,r∈ZN

f(x)f(x+ r) · · · f(x+ (k − 1)r) > c′(k, k−12−k−5) + o(1). (120)

Вклад в сумму (120) слагаемых с r = 0 равен O((logN)k/N) = o(1). Следова-
тельно, мы можем считать, что суммирование в (120) проходит по r 6= 0. Так
как εk < 1/k, то все числа x, x + r, . . . , x + (k − 1)r принадлежат [N ]. Зна-
чит, суммирование в (120) проходит по числам x, r ∈ [N ], r 6= 0, таким, что
x+ r, . . . , x+(k− 1)r принадлежат [N ], и, следовательно, в множестве простых
чисел найдется нетривиальная арифметическая прогрессия длины k. Теоре-
ма 41 доказана.

Таким образом, чтобы установить справедливость результата Грина и Тао,
достаточно доказать предложение 13, построив мажорирующую k-псевдослу-
чайную меру ν(x).

Нам понадобится определение, данное Гольдстоном и Ялдиримом (см. [103]–
[105]).

Определение 16 (Гольдстон, Ялдирим). Пусть N – простое число и R –
некоторый вещественный параметр, зависящий от N . Тогда

ΛR(x) :=
∑

d|x,d6R

µ(d) log(R/d) =
∑
d|x

µ(d) log(R/d)+ , (121)

где µ – функция Мёбиуса и log(x)+ = max(log x, 0).

Используя определение 16, Грин и Тао строят мажорирующую k-псевдослу-
чайную меру ν : ZN → R+.

Определение 17. Пусть R = Nk−12−k−4
, εk = 1/(2k(k + 4)!). Тогда

ν(x) :=


ϕ(W )
W

ΛR(Wn+ 1)2

logR
, если x ∈ [εkN, 2εkN ],

1, если x ∈ ZN \ [εkN, 2εkN ].

Докажем, что ν(x) мажорирует Λ̃(x).

Лемма 8. Для всех x ∈ ZN выполнено ν(x) > 0. Более того, для доста-
точно больших N и всех x ∈ [εkN, 2εkN ] выполнено ν(x) > k−12−k−5Λ̃(x).

Доказательство. Первое утверждение леммы тривиально. Если число
Wx + 1 не является простым, то второе утверждение леммы также триви-
ально. Пусть Wx + 1 – простое, и пусть N таково, что Wx + 1 > R. Тогда
в сумме (121) присутствует только одно слагаемое с d = 1. Отсюда получа-

ем, что ΛR(Wx + 1) = logR и ν(x) =
ϕ(W )
W

logR > k−12−k−5Λ̃(x). Лемма 8
доказана.

Нам осталось доказать, что ν является k-псевдослучайной мерой. Для этого
надо проверить, что ν удовлетворяет условию линейных форм и корреляцион-
ному условию. Развивая метод работы [105], Грин и Тао доказали два пред-
ложения, из которых вытекает справедливость условий (108), (109), (110) для
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меры ν. Мы не будем останавливаться на этом подробно, отсылая заинтересо-
ванного читателя к статье [24], и просто сформулируем указанные предложе-
ния.

Предложение 14. Пусть m, t – целые положительные числа. Пусть
ψi(x) :=

∑t
j=1 Lij + bj , i ∈ [m], – линейные формы с целыми коэффициен-

тами Lij такими, что |Lij | 6
√
w(N)/2, i ∈ [m], j ∈ [t]. Пусть также

θi = Wψi + 1 и B =
∏t
i=1 Ii ⊆ Rt , где Ii , i ∈ [m], – интервалы длины не мень-

ше, чем R10m . Предположим, что функция w(N) возрастает к бесконечности
достаточно медленно. Тогда

1
|B|

∑
x∈B

ΛR(θ1(x))2 · · ·ΛR(θm(x))2 = (1 + om,t(1))
(
W logR
ϕ(W )

)m
. (122)

Предложение 15. Пусть m > 1 – целое число и I – интервал длины не
меньше, чем R10m . Пусть также h1, . . . , hm – различные целые, |hi| 6 N2 ,
i ∈ [m], и

∆ :=
∏

16i<j6m

|hi − hj |.

Предположим, что функция w(N) возрастает к бесконечности достаточно
медленно. Тогда

1
|I|

∑
x∈I

ΛR(W (x+ h1) + 1)2 · · ·ΛR(W (x+ hm) + 1)2

6 (1 + om(1))
(
W logR
ϕ(W )

)m ∏
p|∆

(1 +Om(p−1/2)). (123)

§ 9. Теорема Радо о системах линейных уравнений

В § 2 мы доказали теорему Рота 3, которая утверждает, что любое подмно-
жество [N ] без арифметических прогрессий длины три имеет мощность, по
порядку не большую, чем 1/ log logN . В работе [38] Рот обобщил этот резуль-
тат.

Пусть U = (uij) есть матрица размера m × n, все элементы которой целые.
Множество A называется U -множеством, если в A не существует n различных
элементов x1, . . . , xn, удовлетворяющих m уравнениям

n∑
j=1

uijxj = 0, i = 1, . . . ,m. (124)

Пусть

aU (N) =
1
N

max{|A| : A ⊆ [N ], A ∈ U }.

В терминах функции aU (N) результат Рота может быть переформулирован
следующим образом. Если U есть (1 × 3)-матрица (1,−2, 1), то aU (N) �
1/ log logN . Возникает вопрос: при каких ограничениях на матрицу U можно
утверждать, что aU (N) → 0 при N →∞?

Сформулируем основной результат работы [38].
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Теорема 44 (Рот). Пусть матрица U удовлетворяет двум условиям:
(a) для всех i = 1, . . . ,m выполнено

∑n
j=1 uij = 0;

(b) существует m линейно-независимых столбцов матрицы U , обладаю-
щих следующим свойством: если удалить любой из этих столбцов, то
оставшиеся n−1 столбцов матрицы U можно разбить на два множе-
ства, каждое из которых содержит m линейно-независимых столбцов.

Тогда
aU (N) � 1

(log logN)1/l2
.

Заметим, что условие (a) теоремы 44 необходимо для того, чтобы aU (N) → 0
при N → ∞. Действительно, если для некоторого q ∈ [n] и некоторого D ∈ Z,
D 6= 0, выполнено

n∑
j=1

uqj = D,

то все xj , равные 1 по модулю |D| + 1, не удовлетворяют q-му уравнению си-
стемы (124). Следовательно, aU (N) > 1/(|D|+ 1) > 0.

Напротив, второе условие теоремы 44 не является необходимым. Рассмот-
рим матрицу U размера 2× 4,

U =
(

1 −2 1 0
0 1 −2 1

)
.

Тогда матрица U не удовлетворяет второму условию теоремы 44, поскольку из
этого условия вытекает, что n > 2m + 1. C другой стороны, aU (N) = a4(N) и
по теореме Семереди a4(N) → 0 при N →∞. Мы опишем все матрицы U , для
которых выполнено limN→∞ aU (N) = 0, несколько позднее. А сейчас сформу-
лируем интересный результат Р. Радо (см. [39]–[41]).

Определение 18. Пусть U = (uij) – матрица размера m× n, все элементы
которой целые. Система уравнений (124) называется регулярной в N, если
для любой раскраски N в конечное число цветов найдется монохроматическое
решение системы (124).

Заметим, что числа x1, . . . , xn не предполагаются различными.

Теорема 45 (Радо). Пусть U = (uij) – матрица размера m × n, все эле-
менты которой целые. Система уравнений (124) является регулярной в N
тогда и только тогда, когда найдутся столбцы c1, . . . , cn и числа ki , 1 6 k1 <
· · · < kt = n, такие, что новые столбцы

Ai =
ki∑

j=ki−1+1

Cj

удовлетворяют условиям
(a) A1 является нулевым столбцом;
(b) для i = 1, . . . , t столбец Ai есть линейная комбинация C1, . . . , Cki−1 с ра-

циональными коэффициентами.
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Матрицы, для которых выполнены условия (a) и (b) теоремы 45, будем на-
зывать регулярными.

В случае, когда m = 1, теорема Радо записывается наиболее просто.

Теорема 46 (Радо). Пусть n – натуральное число и c1, . . . , cn – ненулевые
целые числа. Система уравнений

c1x1 + · · ·+ cnxn = 0 (125)

является регулярной в N тогда и только тогда, когда найдется непустое
множество I ⊆ [n] такое, что сумма

∑
i∈I ci равна нулю.

Например, уравнения x− 2y + z = 0 и x+ y − z = 0 являются регулярными,
а уравнение x + y − 5z = 0 – нет. Если x − 2y + z = 0, то числа x, y, z
образуют арифметическую прогрессию. Заметим, что для этого уравнения
теорема 46 тривиальна, поскольку можно взять x = y = z = 1. Теорема
Ван дер Вардена 1 для случая k = 3 позволяет утверждать, что для всякой
раскраски N в конечное число цветов существуют различные x, y , z одного
цвета, для которых выполнено x− 2y + z = 0. Что касается уравнения x+ y −
z = 0, то существование в любой конечной раскраске N монохроматического
решения этого уравнения было доказано ранее И. Шуром в работе [37].

Мы не будем здесь полностью доказывать теорему 46, ни, тем более, теоре-
му 45. Тем не менее справедливость необходимого условия теоремы 46 устано-
вить достаточно просто.

Итак, пусть для любого непустого множества I ⊆ [n] сумма
∑
i∈I ci не равна

нулю. Найдем раскраску N в конечное число цветов, для которой не существует
монохроматического решения уравнения (125). Пусть p – простое число, кото-
рое будет выбрано позже. Мы раскрасим в p−1 цветов множество Q∗ = Q\{0}.
Ясно, что это даст нам раскраску и множества N.

Любое q ∈ Q∗ может быть записано единственным образом в виде

q =
pja

b
, j ∈ Z, a ∈ Z, b ∈ N, p - a, p - b, (a, b) = 1. (126)

Если q представлено в виде (126), то раскрасим q в цвет Sp(q), где Sp(q) = ab−1

(mod p) ∈ Z∗p. Раскраска Sp множества Q∗ в (p− 1) цвет обладает следующим
свойством: если Sp(x) = Sp(y), то для всех α ∈ Q∗ выполнено Sp(αx) = Sp(αy).

Так как число подмножеств I ⊆ [n] конечно и для всякого непустого I ⊆ [n]
выполнено

∑
i∈I ci 6= 0, то найдется простое p, для которого

∑
i∈I ci 6= 0

(mod p) для всех ∅ 6= I ⊆ [n].
Предположим, что x1, . . . , xn ∈ N – монохроматическое решение (125) для

раскраски Sp. Так как для любого µ ∈ Q∗ набор µx1, . . . , µxn также будет моно-
хроматическим, то можно считать без ограничения общности, что наибольший
общий делитель x1, . . . , xn равен единице. Перенумеровав, если это необходи-
мо, числа x1, . . . , xn, найдем 1 6 s 6 n такое, что p не делит x1, . . . , xs и делит
xs+1, . . . , xn. Имеем

σ =
n∑
j=1

cjxj ≡
k∑
j=1

cjxj ≡ 0 (mod p).
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Так как x1, . . . , xn имеют один и тот же цвет, то x1 ≡ · · · ≡ xn ≡ a (mod p), где
a 6= 0 (mod p). Отсюда

σ ≡ a ·
k∑
j=1

cj ≡ 0 (mod p).

Следовательно,
∑k
j=1 cj ≡ 0 (mod p). Противоречие.

Скажем несколько слов о результатах, связанных с теоремой 45. В рабо-
те [107] был найден аналог теоремы Радо для произвольных абелевых групп.
Фюрстенберг [17] доказал теорему Радо с помощью методов эргодической тео-
рии. В статьях [108]–[110] были получены результаты, аналогичные теореме 45,
для некоторых нелинейных уравнений. Другие результаты, обобщающие тео-
рему Радо, могут быть найдены в [111] и [17].

Теперь мы можем описать все матрицы U , для которых limN→∞ aU (N) = 0.
Ясно, что такие матрицы обязаны удовлетворять условию теоремы 45. Кроме
того, для них должно быть выполнено первое условие теоремы 44. Оказы-
вается, эти необходимые условия являются и достаточными. Говоря точнее,
справедлив следующий результат (см. [42]), вытекающий из теоремы Семере-
ди.

Теорема 47 (Франкл, Грэхем, Рёдл). Пусть U = (uij) – регулярная мат-
рица размера m × n, все элементы которой целые. Предположим, что си-
стема уравнений Ux = 0 имеет хотя бы одно решение x′ = (x′1, . . . , x

′
n), все

элементы x′i которого попарно различны. Тогда следующие два утверждения
эквивалентны:

(a)
∑n
j=1 uij = 0, i = 1, . . . ,m;

(b) для любого множества E ⊆ N, D∗(E) > 0, система уравнений Ux = 0
имеет решение x = (x1, . . . , xn), все элементы xi которого принадле-
жат E и попарно различны.

Доказательство. (1)⇒(2) Пусть x′ = (x′1, . . . , x
′
n) – решение системы урав-

нений Ux′ = 0, все элементы x′i которого попарно различны. Пусть N = maxx′i.
Так как множество X имеет положительную верхнюю плотность, то по теореме
Семереди в X существует арифметическая прогрессия длины N . Пусть c+jd –
элементы этой прогрессии, j = 0, 1, . . . , N . Пусть также y = c · 1 + d · x′, где
1 = (1, . . . , 1). Применяя свойство (a), получаем Ay = 0. Так как N = maxx′i,
то все компоненты вектора y принадлежат множеству X, что и требовалось.

(2)⇒(1) Пусть N – натуральное число такое, что N >
∑
i,j |aij |. Пусть также

X = {Ny + 1 : y ∈ N}. Тогда верхняя плотность множества X равна 1/N .
Пусть x = (x1, . . . , xn) ∈ X – решение системы уравнений Ux = 0. Тогда для
некоторых yi ∈ N выполнено xi = Nyi + 1 и

0 =
n∑
j=1

uijxj = N

( n∑
j=1

uijyj

)
+

n∑
j=1

uij . (127)

Из равенства (127) следует, что
∑n
j=1 uij = 0 для всех i = 1, . . . ,m. Дей-

ствительно, если для некоторого i ∈ [m] выполнено
∑n
j=1 uijyj = 0, то и∑n

j=1 uij = 0. Если же для этого i имеем
∑n
j=1 uijyj 6= 0, то из-за выбора N

снова
∑n
j=1 uij = 0. Теорема 47 доказана.
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§ 10. Другие результаты об арифметических прогрессиях

Задачи, которыми мы занимались до сих пор, можно описать следующим
образом. Пусть некоторое множество A содержится в некотором “базовом”
множестве B и имеет достаточно большую плотность относительно B. Тогда
множество A содержит набор точек x1, . . . , xm, обладающий некоторыми напе-
ред заданными свойствами.

При этом в качестве B выступало множество целых чисел (теорема Семе-
реди), отрезок [N ] (теорема Рота), двумерная решетка [N ]2 или Zn2 × Zn2 (тео-
ремы 36 и 37), простые числа (теорема 10) и другие множества. В качестве
же свойств, которым должен удовлетворять набор точек x1, . . . , xm из A, мы, в
основном, рассматривали свойство точек образовывать арифметическую про-
грессию той или иной длины, либо же образовывать уголок (теоремы 36 и 37),
либо удовлетворять системе линейных уравнений (теоремы 44, 45 и 47).

В этом параграфе мы рассмотрим задачи об арифметических прогрессиях,
не вписывающиеся в указанную схему, а именно задачи о критических мно-
жествах, вопросы, связанные с арифметическими прогрессиями в суммах, и,
наконец, теоремы о радугах.

В работах [62], [112] Э. Крут изучал вопрос о структуре критических мно-
жеств в Zp без арифметических прогрессий длины три. Пусть ρ > 0 – веще-
ственное число. Множество C ⊆ Zp мощности не меньше, чем ρp, называется
ρ-критическим, если C содержит наименьшее число арифметических прогрес-
сий длины три среди всех множеств, имеющих мощность не меньше, чем ρp.
В [62] Крут доказал, что критические множества имеют сильную аддитивную
структуру. Его теорема опирается на известную гипотезу о простых числах.

Гипотеза 4. Для всех θ > 0 и для всех достаточно больших x отрезок
[x, x+ xθ] содержит простое число.

В настоящий момент гипотеза 4 доказана для всех θ > 0.525 (см. [113]).

Теорема 48 (Крут). Пусть ρ0 ∈ (0, 1). Существуют числа ρ ∈ (0, ρ0) и
d ∈ (0, 1), а также бесконечно много простых p такие, что для всякого ρ-
критического множества C ⊆ Zp существует b, 1 6 b 6 p − 1, для которого
выполнено

|C ∩ (C + bj)| > |C|
(

1− K

| log ρ|

)
, j = 0, 1, . . . , pd,

где K > 0 – абсолютная константа.

Результат Крута можно переформулировать следующим образом. Если C –
ρ-критическое множество, то C ≈ A + B, где B = {0, b, 2b, . . . , [pd]b}. Здесь
знак ≈ означает, что мощность симметрической разности S4(A + B) не пре-
восходит O(|C| log−1(1/ρ)). Следовательно, чем меньше ρ, тем ближе становит-
ся C к сумме A+B. Заметим, что множество, построенное в теореме 20 из § 4,
как раз имеет вид A+B, где B – некоторая арифметическая прогрессия.

В статье [112] Крут получил безусловный результат о структуре критических
множеств.
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Теорема 49 (Крут). Пусть ρ ∈ (0, 1) и p – достаточно большое нату-
ральное число. Тогда всякое ρ-критическое множество C ⊆ Zp содержит
арифметическую прогрессию длины не меньше, чем log1/4+o(1) p.

Теперь рассмотрим задачи об арифметических прогрессиях в суммах, т.е.
в множествах вида A1 +A2 + · · ·+Ak. Оказывается, такие множества содержат
на удивление длинные арифметические прогрессии. В последнее время появи-
лось много работ по этой тематике, см., например, [114]–[126]. Мы не можем
даже упомянуть все имеющиеся здесь результаты, а коснемся лишь некоторых
из них. В работе [114] Ж. Бургейн получил следующий результат.

Теорема 50 (Бургейн). Пусть A,B ⊆ [N ] – некоторые множества, при-
чем |A| = γN , |B| = δN . Тогда существует абсолютная константа c > 0
такая, что множество A+B содержит арифметическую прогрессию длины
не меньше, чем exp(c(γδ logN)1/3 − log logN).

С другой стороны, И. Ружа нашел нижнюю оценку для длины максимальной
арифметической прогрессии в множестве A+A (см. [115]).

Теорема 51 (Ружа). Пусть ε > 0 – произвольное число. Тогда найдет-
ся число p0(ε) такое, что для всех простых p, p > p0(ε), существует сим-
метричное (т.е. A = −A) множество A ⊆ Zp , |A| > (1/2 − ε)p, такое, что
A+A не содержит арифметических прогрессий, длины которых больше, чем
exp((log p)2/3+ε).

Так как для любого множества A ⊆ Zp, |A| > p/2, выполнено A+A = Zp, то
константа 1/2 в теореме 51 является неулучшаемой. Сравним теоремы 50 и 51.
Предположим, что параметры γ и δ в теореме 50 не зависят от N . Тогда по
этой теореме для любого A множество A + A содержит арифметическую про-
грессию длины не меньше, чем exp(c(logN)1/3), где c – некоторая константа.
С другой стороны, по теореме 51 найдется A такое, что A+A не содержит про-
грессий длины больше, чем exp(c(logN)2/3). Как мы видим, оценки в теоремах
Бургейна и Ружи достаточно близки.

В работе [117] Г. А. Фрейман, Х. Хальберстам и И. Ружа рассмотрели во-
прос об арифметических прогрессиях в множествах вида A+A+A и доказали
следующий результат (см. также [118]).

Теорема 52 (Фрейман, Хальберстам, Ружа). Пусть N – натуральное чис-
ло, δ > 0 и A ⊆ ZN – произвольное множество мощности δN . Тогда множе-
ство A+A+A содержит арифметическую прогрессию длины не меньше, чем
cδNCδ3 , где c, C > 0 – абсолютные константы.

В той же статье три названных автора доказали теорему, аналогичную тео-
реме 51, а именно, они построили множество A ⊆ ZN такое, что A + A + A не
содержит арифметических прогрессий, длины которых больше, чем 2N log(1/δ).

В работе [116] Б. Грин улучшил обе теоремы 50 и 52.

Теорема 53 (Грин). Пусть A,B ⊆ [N ] – некоторые множества, причем
|A| = γN , |B| = δN . Тогда существует абсолютная константа C > 0 та-
кая, что множество A+B содержит арифметическую прогрессию длины не
меньше, чем exp(C(γδ logN)1/2 − log logN).
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Теорема 54 (Грин). Пусть N – натуральное число, δ > 0 и A ⊆
ZN – произвольное множество мощности δN . Тогда множество A +
A + A содержит арифметическую прогрессию длины не меньше, чем
2−24δ5(log(1/δ))−2N δ2/(250 log(1/δ)) .

В последней части этого параграфа мы рассмотрим вопросы, связанные
с арифметическими прогрессиями в радугах.

Пусть c : N → {R,G,B} – произвольная раскраска множества натуральных
чисел в цвета R, G и B. Из теоремы Ван дер Вардена вытекает, что для любой
такой раскраски N существует монохроматическая арифметическая прогрессия
длины три. Возникает вопрос: можно ли утверждать, что для произвольной
раскраски c всегда найдется арифметическая прогрессия, все элементы кото-
рой раскрашены в разные цвета? Bопросы такого рода называются антирам-
сеевскими (см. первую работу по этой тематике [127], а также [128]). Как мы
увидим чуть позже, вообще говоря, ответ на поставленный выше вопрос от-
рицательный. Тем не менее, в работе [129] был получен следующий результат
(см. также [130], [131]).

Арифметическая прогрессия, составленная из чисел a1, a2, a3, называется
радугой, если c(ai) 6= c(aj) для всех i 6= j. Определим множества Rc(n) :=
[n] ∩ {i : c(i) = R} и, аналогично, Gc(n), Bc(n).

Теорема 55 [129]. Пусть c – произвольная раскраска N. Пусть также

lim sup
n→∞

(min{|Rc(n)|, |Gc(n)|, |Bc(n)|} − n/6) = +∞. (128)

Тогда в раскраске c существует радуга.

Вместо раскраски натурального ряда можно рассматривать раскраску мно-
жества вычетов Zn. Радугой в Zn называются вычеты a1, a2, a3, раскрашенные
в три разных цвета, такие, что a1 + a2 ≡ 2a3 (mod n). Из теоремы 55 вытекает
следствие.

Следствие 4. Пусть n – натуральное число и c – произвольная раскрас-
ка Zn . Пусть также Rc = {i : c(i) = R}, Gc = {i : c(i) = G} и Bc = {i : c(i) =
B}. Если min(|Rc|, |Gc|, |Bc|) > n/6, то раскраска c содержит радугу.

Действительно, пусть c – произвольная раскраска Zn. Рассмотрим
раскраску c множества N такую, что c(i) := c(i (mod n)). По условию
min(|Rc|, |Gc|, |Bc|) > n/6. Отсюда

lim sup
n→∞

(min{|Rc(n)|, |Gc(n)|, |Bc(n)|} − n/6) = +∞.

Применяя теорему 55, находим радугу в c, что дает нам радугу в c.
Следующее предложение показывает, что константа 1/6 в неравенстве (128)

не может быть заменена ни на какую меньшую.

Предложение 16. Существует раскраска c множества N такая, что для
всех n ∈ N выполнено

min{|Rc(n)|, |Gc(n)|, |Bc(n)|} = [(n+ 2)/6].
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Доказательство. Рассмотрим раскраску c множества N:

c(i) =


R, если i ≡ 1 (mod 6),
G, если i ≡ 4 (mod 6),
B иначе.

(129)

Легко видеть, что c не содержит радуг и для всех n выполнено

min{|Rc(n)|, |Gc(n)|, |Bc(n)|} = |Gc(n)| = [(n+ 2)/6].

§ 11. Заключение

Мы заканчиваем настоящий обзор формулировкой нескольких нерешенных
проблем, связанных с теоремой Семереди и задачами об арифметических про-
грессиях. Часть из этих проблем уже была сформулирована в предыдущих
параграфах.

Наиболее сложной нерешенной задачей остается гипотеза Эрдёша–Турана 2.
Как было показано в § 5, эта гипотеза тесно связана с проблемой изучения
поведения функции ak(N). Заметим, что даже в простейшем случае k = 3
точный порядок роста a3(N) до сих пор остается неизвестным. Недавно Грин
и Тао анонсировали результат о верхней оценке величины ak(N), k > 4, вида
ak(N) � 1/(logN)Ck , Ck > 0 – абсолютная константа, и доказали аналогичный
результат для функции a4(N) в группах Znp , где p – простое, p 6= 2, 3 (см. [33]).

Другая возникающая задача состоит в получении количественного варианта
теоремы Бергельсона–Лейбмана 8. Эта теорема может быть переформулиро-
вана на языке теории чисел следующим образом.

Теорема 56 (Бергельсон, Лейбман). Пусть δ > 0 – действительное число.
Пусть также p1, p2, . . . , pk – многочлены такие, что pi(N) ⊆ N и pi(0) = 0,
i = 1, . . . , k . Тогда существует натуральное N(δ, p1, . . . , pk) такое, что для
любого множества A ⊆ [N ], |A| > δN , найдутся натуральные числа a, d
такие, что все числа a+ pi(d), i = 1, . . . , k , принадлежат множеству A.

Под словами “количественный вариант теоремы 56” мы понимаем результат,
в котором устанавливается явная верхняя оценка величины N(δ, p1, . . . , pk).

Если k = 2 и p1(n) ≡ 0 и p2(n) = n2, то количественный аналог теоремы
Бергельсона–Лейбмана известен (см. теорему 30). Тем не менее действитель-
ный порядок роста функции N(δ, p1, p2) не найден даже в этом простом случае.
Это дает возможность сформулировать следующий вопрос.

Вопрос. Пусть ε > 0 и N > N0(ε) – достаточно большое натуральное
число. Существует ли множество A ⊆ [N ], |A| > N1−ε , такое, что A−A не
содержит ненулевых квадратов?

В работе [132] Ружа показал, что если ε = 0.267, то существует множество
A ⊆ [N ], |A| > N1−ε, такое, что разность двух любых элементов из A не
является ненулевым квадратом.

В связи с теоремами 34–36 возникает вопрос о получении многомерных коли-
чественных аналогов теорем об уголках, а также количественной версии теоре-
мы Холса–Джуита 31. Очень интересен вопрос о получении аналога теоремы 56
в случае, если A есть множество простых чисел.
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Comm. Math. Phys., 219:2 (2001), 443–463.

[85] L. Barreira, B. Saussol, “Product structure of Poincaré recurrence”, Ergodic Theory
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[121] A. Sárközy, “Finite addition theorems, III”, Groupe de travail en théorie analytique
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