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‰ËÏÒfl ÌËÊÂ, ‡ ÒÂÈ˜‡Ò ÓÚÏÂÚËÏ ÎË¯¸ ÚÓ, ̃ ÚÓ ‰‡ÌÌ˚È
‚ÓÔÓÒ Á‡‰‡‚‡Î ÙËÎ‰ÒÓ‚ÒÍËÈ Î‡ÛÂ‡Ú Ç.í. É‡Û˝Ò ‚
Ó·ÁÓÂ [1].

Ç 2002 „. å.-ó. ó‡Ì„ ‰ÓÍ‡Á‡Î‡ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú [2].
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ê‡Á‚Ë‚‡fl ÔÓ‰ıÓ‰ ËÁ [3] (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ [4]), ó‡Ì„ ÔË-

ÎÓÊËÎ‡ Ò‚ÓÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Í ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Û ÁÌ‡ÏÂÌË-
ÚÓÈ ÚÂÓÂÏ˚ îÂÈÏ‡Ì‡ [5] Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı Ò Ï‡ÎÂÌ¸-
ÍÓÈ ÒÛÏÏÓÈ. ÇÚÓÓÂ ÔËÎÓÊÂÌËÂ ÚÂÓÂÏ˚ 1 ÔÓÎÛ-
˜ËÎ Å. ÉËÌ ‚ ÒÚ‡Ú¸Â [6] (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ ·ÓÎÂÂ ‡ÌÌËÂ
‡·ÓÚ˚ [8, 9]). Ç ‰Û„ÓÈ ‡·ÓÚÂ (ÒÏ. [7]) ÉËÌ ÔÓÍ‡-
Á‡Î, ˜ÚÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ÚÂÓÂÏ‡ ó‡Ì„‡ fl‚Îfl-
ÂÚÒfl ÚÓ˜ÌÓÈ. èÛÒÚ¸ 

 

E

 

 = {

 

e

 

1

 

, 

 

e

 

2

 

, …, 

 

e

 

|

 

E

 

|

 

}

 

 ⊆ 

 

�

 

N

 

 – ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ Span(

 

E

 

)

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÒÛÏÏ ‚Ë‰‡ 

 

e

 

i

 

, „‰Â 

 

ε

 

i

 

 ∈ 

 

{–1, 0, 1}.

í Â Ó  Â Ï ‡  2 (ÉËÌ). èÛÒÚ¸ δ, α – ‰ÂÈÒÚ‚Ë-

ÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡, δ ≤ , 0 < α ≤ . èÛÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ

 ≤ .

íÓ„‰‡ Ì‡È‰ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó A ⊂  �N, |A| = [δN]
Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �α, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ÙÓÏÛ-
ÎÓÈ (3), ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚ Span(Λ) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚‡ Λ ÏÓ˘ÌÓÒÚË 2–12 .

ÇÓÔÓÒ Ó ÒÚÛÍÚÛÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �α, ÍÓ„‰‡ Ô‡‡-
ÏÂÚ α ·ÎËÁÓÍ Í δ, ËÁÛ˜‡ÎÒfl ‚ ‡·ÓÚ‡ı [10–12].

å˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ó ÒÚÓÂÌËË ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ �α fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚‡ÊÌ˚ÏË ‰Îfl ÍÓÏ·ËÌ‡ÚÓÌÓÈ
ÚÂÓËË ˜ËÒÂÎ. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏ ÒÓÓ·˘ÂÌËË Ï˚ ‰ÓÍ‡-
Á˚‚‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÚÂÓÂÏÛ.

í Â Ó  Â Ï ‡  3. èÛÒÚ¸ δ, α – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â
˜ËÒÎ‡, 0 < α ≤ δ, A – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
�N ÏÓ˘ÌÓÒÚË δN, k ≥ 2 – ˜ÂÚÌÓÂ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �α
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (3). èÛÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ B ⊆
⊆  �α\{0} – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. íÓ„‰‡ ‚ÂÎË-
˜ËÌ‡

(5)

r εiλ i mod N( ),
i 1=

Λ

∑=

εi

i 1=

E

∑

1
8
--- δ

32
------

δ
α
--- 

 
2

1/δ( )2log
N2log

N2log2log
------------------------

δ
α
--- 

 
2 1

δ
--- 

 
2log

Tk B( ) := r1 r2 … rk r1' r2' … rk', , , , , , ,( ) B2k: r1 + ∈{

 + r2 … rk r1' r2' … rk' }+ + +=+ +

Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡

é ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı ·ÓÎ¸¯Ëı ÚË„ÓÌÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÒÛÏÏ
© 2006 „.   à. Ñ. òÍÂ‰Ó‚

èÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‡Í‡‰ÂÏËÍÓÏ Ç.Ç. äÓÁÎÓ‚˚Ï 24.04.2006 „.

èÓÒÚÛÔËÎÓ 16.05.2006 „.

ìÑä 511.218+511.336

åÓÒÍÓ‚ÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ
ËÏ. å.Ç. ãÓÏÓÌÓÒÓ‚‡



2

ÑéäãÄÑõ ÄäÄÑÖåàà çÄìä      ÚÓÏ 411      ‹ 4    2006

òÍÂ‰Ó‚

ÌÂ ÏÂÌ¸¯Â ˜ÂÏ .

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Û ÚÂÓÂÏ˚ 3 ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÈ ‡Á‰ÂÎ. í‡Ï Ï˚ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÔÓ‰Ó·ÌÓ ‡Á·Ë‡ÂÏ
ÒÎÛ˜‡È k = 2, ‡ Á‡ÚÂÏ ÔË‚Ó‰ËÏ ÒıÂÏÛ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸-
ÒÚ‚‡ ÚÂÓÂÏ˚ 3 ‚ Ó·˘ÂÈ ÒËÚÛ‡ˆËË. äÓÏÂ ÚÓ„Ó,
Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔËÎÓÊÂÌËÈ Ì‡¯Â„Ó ÓÒ-
ÌÓ‚ÌÓ„Ó ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ Í Á‡‰‡˜‡Ï ÍÓÏ·ËÌ‡ÚÓÌÓÈ
ÚÂÓËË ˜ËÒÂÎ, ‰ÓÍ‡ÊÂÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, ÛÒËÎË‚‡˛˘ËÈ
ÚÂÓÂÏÛ 1 (ÒÏ. ÚÂÓÂÏÛ 4), Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ
ÔËÎÓÊÂÌËÂ ÚÂÓÂÏ˚ 3 Í ÛÊÂ ÛÔÓÏflÌÛÚÓÈ ÚÂÓÂ-
ÏÂ îÂÈÏ‡Ì‡.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ 
ÚÂÓÂÏ˚

å˚ Ì‡˜ÌÂÏ ̋ ÚÓÚ ‡Á‰ÂÎ Ò Ó·˙flÒÌÂÌËfl ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ
Ë‰ÂË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÚÂÓÂÏ˚ 3. èÛÒÚ¸ N – Ì‡ÚÛ-

‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ë (r) – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ îÛ¸Â
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A. ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ „Ó‚ÓËÎË ‚˚¯Â, ‰Îfl ÍÓ-
˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ îÛ¸Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó è‡ÒÂ‚‡Îfl. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÎË Â˘Â Í‡ÍËÂ-
ÚÓ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ÍÓ˝ÙÙË-

ˆËÂÌÚ‡ÏË îÛ¸Â (r) ÍÓÏÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2)? ãÂ„ÍÓ
‚Ë‰ÂÚ¸, ̃ ÚÓ ÓÚ‚ÂÚ Ì‡ ̋ ÚÓÚ ‚ÓÔÓÒ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È.

èÛÒÚ¸ f, g: �N → � – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÍÓÏÔÎÂÍÒ-
Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË. èÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ÙÓÏÛÎÓÈ Ó·‡˘ÂÌËfl

(6)

ÎÂ„ÍÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó

(7)

ÖÒÎË ÚÂÔÂ¸ f – ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÌÂ-
ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A ⊂ �N, ÚÓ ÙÓÏÛÎÛ (7) ÏÓÊ-
ÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

(8)

üÒÌÓ, ˜ÚÓ (8) ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û
ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË îÛ¸Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A. ç‡ÔËÏÂ,
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó è‡ÒÂ‚‡Îfl (2) ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl, ÂÒÎË ‚ ÙÓ-
ÏÛÎÂ (8) ÔÓÎÓÊËÚ¸ u = 0.

èÂÂÈ‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ Í ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Û ÚÂÓÂÏ˚ 3.
óÚÓ·˚ ÎÛ˜¯Â ÔÓÍ‡Á‡Ú¸ „Î‡‚ÌÛ˛ Ë‰Â˛ ‰ÓÍ‡Á‡-
ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ Ì‡¯Â„Ó ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡, ‰ÓÍ‡ÊÂÏ
ÚÂÓÂÏÛ 3 ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl k = 2. àÚ‡Í, ÔÛÒÚ¸
k = 2 Ë B – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �α\{0}.
ç‡Ï ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl

δα2k B 2k

24kδ2k( )
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Î‡, 0 < α' ≤ δ Ë A – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �N

ÏÓ˘ÌÓÒÚË δN. èÛÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ

(9)

Ë B' – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó \{0}. íÓ-
„‰‡ T2(B') ≥ (α')4|B'|4/(16δ3).

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó. èÛÒÚ¸ f B'(x) =
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≥ |B'|4N8. éˆÂÌËÏ ‚ÂÎË˜ËÌÛ σ2 Ò‚ÂıÛ. àÏÂÂÏ
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Â

f̂ B' r( ) Â r s–( )
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∑
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(14)

éÚÒ˛‰‡

(15)

èËÏÂÌflfl ÙÓÏÛÎÛ (8) Ë ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó è‡ÒÂ‚‡Îfl,
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ (r) = (r)B'(r) Ë B' ⊆ \{0}, ÚÓ

| (r)| ≤ 2α'B'(r)N. éÚÒ˛‰‡ σ1 ≤ 16(α')4T2(B')N4.
èËÏÂÌflfl ÓˆÂÌÍË ‰Îfl σ1, σ2 Ë ÌËÊÌ˛˛ ÓˆÂÌÍÛ ‰Îfl

σ2, Ì‡ıÓ‰ËÏ T2(B') ≥ . ãÂÏÏ‡ 1 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

èÛÒÚ¸

(16)

üÒÌÓ, ̃ ÚÓ B = . èËÏÂÌflfl ÎÂÏÏÛ 1 Í Í‡Ê‰ÓÏÛ

Bi, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ T2(Bi) ≥ , i ≥ 1. éÚÒ˛‰‡

(17)

àÏÂÂÏ |B| = . àÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ äÓ¯Ë–ÅÛÌfl-

ÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÓˆÂÌÍ‡

(18)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ÓˆÂÌÍÛ (18) ‚ (17), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÌÂ‡‚ÂÌ-

ÒÚ‚Ó T2(B) ≥ |B|4. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÒÎÛ˜‡Â k = 2

ÚÂÓÂÏ‡ 3 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. Ç Ó·˘ÂÈ ÒËÚÛ‡ˆËË, ÍÓ„‰‡ k ≥ 2

σ f̂ B' r( ) f̂ B' r'( ) Â r s–( ) Â r' s–( )  =
r r',
∑

s

∑=
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.
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∑
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Â r( ) Â r u–( )
r

∑
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∑
u
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∑
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∑
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˜ÂÚÌÓÂ, Ï˚ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‡Ì‡ÎÓ„ ÎÂÏ-
Ï˚ 1.

ã Â Ï Ï ‡  2. èÛÒÚ¸ δ, α' – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ̃ ËÒ-
Î‡, 0 < α' ≤ δ, A – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �N

ÏÓ˘ÌÓÒÚË δN Ë k ≥ 2 ˜ÂÚÌÓÂ. èÛÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

 ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (9) Ë B' – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-

ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó \{0}.

íÓ„‰‡ Tk(B') ≥ .

á‡ÚÂÏ, ÔËÏÂÌflfl ÎÂÏÏÛ 2 Ë ÔÓ‚Ó‰fl ‡ÒÒÛÊ‰Â-
ÌËfl, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ÚÂÏ, ÍÓÚÓ˚Â ·˚ÎË ÔËÏÂÌÂÌ˚
‚ (16)–(18), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÚÂ·ÛÂÏÛ˛ ÓˆÂÌÍÛ. íÂÓÂÏ‡
3 ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

èËÎÓÊÂÌËfl Í Á‡‰‡˜‡Ï 
ÍÓÏ·ËÌ‡ÚÓÌÓÈ ÚÂÓËË ˜ËÒÂÎ

Ç ˝ÚÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ï˚ ‰ÓÍ‡ÊÂÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, ÛÒËÎË-
‚‡˛˘ËÈ ÚÂÓÂÏÛ ó‡Ì„. ç‡¯ ÏÂÚÓ‰ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸-
ÒÚ‚‡ Ë ‡·ÓÚ˚ [13, 14] ËÏÂ˛Ú ÏÌÓ„Ó Ó·˘Ëı ÏÓÏÂÌ-
ÚÓ‚.

í Â Ó  Â Ï ‡  4. èÛÒÚ¸ N – Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ,
(N, 6) = 1, δ, α – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡, 0 < α ≤ δ ≤

≤ , A – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �N ÏÓ˘-

ÌÓÒÚË δN Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �α ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚ÓÏ (3).

íÓ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Λ* ⊆ �N, |Λ|* ≤

≤ max 230 , 4exp 4 ,

Ú‡ÍÓÂ, ̃ ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ‚˚˜ÂÚ‡ r ∈  �α ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û-

ÂÚ Ì‡·Ó , , …,  ËÁ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ 8

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Λ*, Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ

(19)

„‰Â εi ∈ {–1, 0, 1}.

ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÚÂÓÂÏ˚ 4 Ì‡Ï ÔÓÌ‡‰Ó·flÚ-
Òfl ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÈ Ë
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ.

é Ô  Â ‰ Â Î Â Ì Ë Â  1. èÛÒÚ¸ k, s – Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚Â
˜ËÒÎ‡. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Λ(k, s) ËÁ
�N, Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ. ÖÒÎË

�α''

�α''

δ α'( )2k B' 2k

2δ( )2k
-----------------------------

1
16
------

-
 δ

α
--- 

 
2

1/δ( )2log -
 1

δ
--- 

 



2

2 


log

2
log



λ1* λ2* λM*
1
δ
--- 

 
2

log

r εiλ i* mod N( ),
i 1=

M

∑=



4
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òÍÂ‰Ó‚

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Λ = {λ1, λ2, …, λ|Λ|} ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÒÂ-
ÏÂÈÒÚ‚Û Λ(k, s), ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

(20)

‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ si ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛.
éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÍÎ‡ÒÒ‡ Λ(k, 1) ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ ÒÚ‡-

Ú¸Â [15]. ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ Λ(k, 3) ÒÔ‡‚Â‰-
ÎË‚‡ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ‚ÂıÌflfl ÓˆÂÌÍ‡ Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ Tk.

ì Ú ‚ Â  Ê ‰ Â Ì Ë Â  1. èÛÒÚ¸ k – Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ
˜ËÒÎÓ, Λ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÁ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡

Λ(k, 3) Ë ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó  ≥ .

íÓ„‰‡ Tk(Λ) ≤ 220kkk|Λ|k.
Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó  Ú Â Ó  Â Ï ˚  4. èÛÒÚ¸

k = 2  . èÛÒÚ¸ Λ = {λ1, λ2, …, λ|Λ|} – Ï‡Í-
ÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �α\{0}, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ÂÂ
ÒÂÏÂÈÒÚ‚Û Λ(k, 3). ÖÒÎË �α = {0}, ÚÓ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡Ú¸ ÌÂ-
˜Â„Ó. ÖÒÎË �α\{0} ÌÂÔÛÒÚÓ, ÚÓ ÚÓ„‰‡ Ë Λ ÌÂÔÛÒÚÓ.

èÛÒÚ¸ Λ* = Λ  ∪ {0}. íÓ„‰‡ |Λ*| ≤ 4|Λ| Ë

0 ∈ Λ *. ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ �α\{0} Ì‡È-
‰ÂÚÒfl j ∈ {1, 2, …, s} Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ

(21)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰Îfl Î˛·˚ı i ∈  {1, 2, …, |Λ|}, j ∈  {1, 2,
…, s} ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ j–1λi ∈ Λ *, ÚÓ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (21)
·Û‰ÂÚ ‚˚ÚÂÍ‡Ú¸ ÌÛÊÌÓÂ Ì‡Ï ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ. àÚ‡Í,
ÔÛÒÚ¸ x – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ �α\ Λ, x ≠ 0.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÒÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‚Ë‰‡ si = 0,

„‰Â  ∈  Λ {x} Ë si ∈ �, |si| ≤ s,  ≤ 2k. ÖÒÎË

‚ÒÂ Ú‡ÍËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚, Ú.Â. ÂÒÎË ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó Ú‡ÍÓ„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ si = 0, i ∈
∈  {1, 2, …, |Λ| + 1}, ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ
Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÒÚ¸˛ Λ. áÌ‡˜ËÚ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÚË-
‚Ë‡Î¸ÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‚Ë‰‡ (21) Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ ÌÂ ‚ÒÂ
˜ËÒÎ‡ s1, s2, …, s|Λ|, j ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛. èË ˝ÚÓÏ j ∈  {–s,
s + 1, …, s}. ÖÒÎË j = 0, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ
Ò ÚÂÏ, ˜ÚÓ Λ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÍÎ‡ÒÒÛ Λ(k, 3). ëÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ j ∈ {1, 2, …, s}. í‡Í

Í‡Í 2k ≤ 8 , ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó-

„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈ �α ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ì‡·Ó , , …,

λ isi

i 1=

Λ

∑ 0 mod N( ), λ i Λ , si �,∈ ∈=

si s, si

i 1=

Λ

∑ 2k,≤≤

Λ2log k2
2log

1/δ( )2log

j 1–

j 1=

s

∪





xj = λ isi, „‰Â si �, si s, si

i 1=

Λ

∑ 2k.≤≤∈
i 1=

Λ

∑

λ̃ i

i 1=

Λ 1+

∑

λ̃ i si

i 1=

Λ 1+

∑

1
δ
--- 

 
2

log

λ1* λ1*

 ËÁ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ 8  ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Λ*, Ú‡-

ÍÓÈ, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (19).
ç‡Ï ÓÒÚ‡ÎÓÒ¸ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÓˆÂÌÍÛ ÏÓ˘ÌÓÒÚË Λ*.

ÖÒÎË  ≤ ( )2, ÚÓ |Λ| ≤

≤ exp 4  Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, |Λ*| ≤

≤ 4exp 4 .

ÖÒÎË ÊÂ  ≥ ( )2, ÚÓ ÔÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌË˛ 1
ËÏÂÂÏ Tk(Λ) ≤ 220kkk|Λ|k. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÔËÏÂÌflfl ÚÂÓÂ-

ÏÛ 3, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Tk ≥ . éÚÒ˛‰‡ |Λ| ≤

≤ 227  Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, |Λ*| ≤

≤ 230 .

Ç Î˛·ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â |Λ*| ≤ max(230(δ/α)2 ,

4exp 4 . íÂÓÂÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

èÛÒÚ¸ K – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �N Ë
ε ∈ (0, 1) – Î˛·ÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ. åÌÓÊÂ-
ÒÚ‚ÓÏ ÅÓ‡ B(K, ε) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

èË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ÚÂÓÂÏÂ îÂÈÏ‡Ì‡ ‚ ‡·Ó-
ÚÂ [2] ó‡Ì„ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ.

è  Â ‰ Î Ó Ê Â Ì Ë Â  1. èÛÒÚ¸ N – Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ
˜ËÒÎÓ, δ ∈ (0, 1) – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ë A –
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �N, |A| = δN.

íÓ„‰‡ 2A – 2A ÒÓ‰ÂÊËÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÅÓ‡ B(K, ε),

„‰Â |K| ≤ 8δ–1  Ë ε = .

èËÏÂÌflfl ÚÂÓÂÏÛ 4 Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔÓ‰ıÓ‰ ËÁ [2],
Ï˚ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÏ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÛÒËÎÂÌËÂ ÔÂ‰ÎÓÊÂ-
ÌËfl 1.

è  Â ‰ Î Ó Ê Â Ì Ë Â  2. èÛÒÚ¸ N – Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ
˜ËÒÎÓ, (N, 6) = 1, 0 < δ ≤ 2–128 – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ̃ ËÒ-
ÎÓ Ë A – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �N, |A| = δN.

íÓ„‰‡ 2A – 2A ÒÓ‰ÂÊËÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÅÓ‡ B(K,

ε), „‰Â |K| ≤ 233  Ë ε = .

Ä‚ÚÓ ‚˚‡Ê‡ÂÚ „ÎÛ·ÓÍÛ˛ ·Î‡„Ó‰‡ÌÓÒÚ¸
ë.Ç. äÓÌfl„ËÌÛ Á‡ Â„Ó Ë‰Â˛, ÔÓÁ‚ÓÎË‚¯Û˛ ÛÒËÎËÚ¸
ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ
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é ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı ·ÓÎ¸¯Ëı ÚË„ÓÌÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÒÛÏÏ 5

ÔÓÙ. ç.É. åÓ˘Â‚ËÚËÌÛ Á‡ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÂ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ
Í ‡·ÓÚÂ.
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