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Àííîòàöèÿ.

Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Z/NZ è ïóñòü R � ìíîæåñòâî áîëüøèõ êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå ìíîæåñòâà A. Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà R èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ì.�×. ×àíã è Á. Ãðèíà.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ó óðàâíåíèÿ
r1 + r2 = r3 + r4, ãäå r1, r2, r3, r4 ∈ R. Ýòî óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî
R èìååò ñèëüíûå àääèòèâíûå ñâîéñòâà. Òàêæå ìû îáñóæäàåì îáîáùåíèÿ è ïðèëîæåíèÿ
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

1. Ââåäåíèå.
Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZN = Z/NZ ìíîæåñòâî âû÷åòîâ ïî

ìîäóëþ N . Ïóñòü f : ZN → C � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè
f çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f̂(r) =
∑

n∈ZN

f(n)e(−nr) , (1)

ãäå e(x) = e−2πix/N . Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f cïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàð-
ñåâàëÿ ∑

r∈ZN

|f̂(r)|2 = N
∑

n∈ZN

|f(n)|2 . (2)

Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1 è ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíîæå-
ñòâî ZN ìîùíîñòè δN . Áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé A õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ýòîãî ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Rα áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì A

Rα = Rα(A) = { r ∈ ZN : |Â(r)| ≥ αN } . (3)

Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë âàæíî çíàòü ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà Rα.
Èíûìè ñëîâàìè, êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ìíîæåñòâîRα? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ î÷åíü
âàæåí, â ÷åì ìû óáåäèìñÿ íèæå, à ñåé÷àñ îòìåòèì ëèøü òî, ÷òî äàííûé âîïðîñ çàäàâàë
Â.Ò. Ãàóýðñ â îáçîðå [1].

Ïåðå÷èñëèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà Rα. Èç îïðåäåëåíèÿ Rα âûòåêàåò, ÷òî
0 ∈ Rα è Rα = −Rα â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè r ∈ Rα, òî è −r ∈ Rα. Äàëåå, èç ðàâåíñòâà

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ N 06-01-00383, ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ N
1726.2006.1, ãðàíòà ÍØ-691.2008.1 è INTAS (ãðàíò N 03�51�5-70).
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Ïàðñåâàëÿ (2) âûòåêàåò îöåíêà íà ìîùíîñòü Rα, à èìåííî |Rα| ≤ δ/α2. Ñóùåñòâóþò ëè ó
ìíîæåñòâà Rα åùå êàêèå�òî íåòðèâèàëüíûå ñâîéñòâà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì.

Ïóñòü log îçíà÷àåò ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ äâà. Â 2002 ãîäó M.�×. ×àíã äîêàçàëà
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [3].

Òåîðåìà 1.1 (×àíã) Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1, A �
ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN è ìíîæåñòâîRα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
(3). Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|} ⊆ ZN , |Λ| ≤ 2(δ/α)2 log(1/δ) òàêîå,
÷òî âñÿêèé ýëåìåíò r ìíîæåñòâà Rα ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

r =

|Λ|∑
i=1

εiλi (mod N) , (4)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.
Ðàçâèâàÿ ïîäõîä èç [4] (ñì. òàêæå [5]) ×àíã ïîëó÷èëà ïðèëîæåíèå ñâîåãî ðåçóëüòàòà

ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ôðåéìàíà [6] î ìíîæåñòâàõ ñ ìàëåíüêîé ñóììîé. Íàïîìíèì,
÷òî ìíîæåñòâî Q ⊆ Z íàçûâàåòñÿ d�ìåðíîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé, åñëè

Q = {n0 + n1λ1 + · · ·+ ndλd : 0 ≤ λi < mi} ,

ãäå mi � íàòóðàëüíûå, à ni � öåëûå ÷èñëà. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.2 (Ôðåéìàí) Ïóñòü C > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî è A ⊆ Z � ïðîèçâîëüíîå

ìíîæåñòâî. Ïóñòü òàêæå |A + A| ≤ C|A|. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà d è K, çàâèñÿùèå
òîëüêî îò C è d�ìåðíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ Q òàêàÿ, ÷òî |Q| ≤ K|A| è A ⊆
Q.

Âòîðîå ïðèëîæåíèå òåîðåìû 1.1 ïîëó÷èë Á. Ãðèí â ñòàòüå [7] (ñì. òàêæå áîëåå ðàííèå
ðàáîòû [11, 12] è íåäàâíþþ ðàáîòó [13]). Ñôîðìóëèðóåì îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
ñòàòüè [7].

Òåîðåìà 1.3 (Ãðèí) Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN .
Òîãäà A + A + A ñîäåðæèò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, äëèíà êîòîðîé íå ìåíüøå

2−24δ5(log(1/δ))−2N δ2/250 log(1/δ) . (5)

Â äðóãîé ðàáîòå (ñì. [8]) Ãðèí ïîêàçàë, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå òåîðåìà ×àíã ÿâëÿåòñÿ
òî÷íîé. Ïóñòü E = {e1, . . . , e|E|} ⊆ ZN � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Span(E) ìíîæåñòâî âñåõ ñóìì âèäà

∑|E|
i=1 εiei, ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.

Òåîðåìà 1.4 (Ãðèí) Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, δ ≤ 1/8, 0 < α ≤ δ/32.
Ïóñòü òàêæå (

δ

α

)2

log(1/δ) ≤ log N

log log N
. (6)

Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ ZN , |A| = [δN ] òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî Rα, îïðå-
äåëåííîå ôîðìóëîé (3), íå ñîäåðæèòñÿ â Span(Λ) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Λ, |Λ| ≤
2−12(δ/α)2 log(1/δ).

Âîïðîñ î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà Rα êîãäà ïàðàìåòð α áëèçîê ê δ èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ
[14, 15, 16], ñì. òàêæå îáçîð [17].

Ìû âèäèì, ÷òî ðåçóëüòàòû î ñòðîåíèè ìíîæåñòâà Rα ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè äëÿ êîìáè-
íàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 1.5 Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ, A � ïðîèçâîëüíîå ïîä-
ìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN , k ≥ 2 � ÷åòíîå è ìíîæåñòâî Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
(3). Ïóñòü òàêæå B ⊆ Rα \ {0} � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà âåëè÷èíà

Tk(B) := |{ (r1, . . . , rk, r
′
1, . . . , r

′
k) ∈ B2k : r1 + · · ·+ rk = r′1 + · · ·+ r′k }| (7)

íå ìåíüøå, ÷åì
δα2k

24kδ2k
|B|2k . (8)

Ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.5 íå òðèâèàëüíî, êîãäà ïàðàìåòð δ ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ïðè N ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (åñëè δ íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N →
∞, òî ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà Rα ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó ðàáîòû
[18, 19, 20]). Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé k = 2. Ïóñòü ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Rα ïî�
ïîðÿäêó ðàâíà δ/α2. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.5 êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

r1 + r2 = r3 + r4 , ãäå r1, r2, r3, r4 ∈ Rα \ {0} . (9)

ïî�ïîðÿäêó íå ìåíüøå, ÷åì δ/α4. Ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé ñóùåñòâóåò òðè ñåðèè òðèâèàëü-
íûõ ðåøåíèé. Ïåðâàÿ ñåðèÿ � r1 = r3, r2 = r4, âòîðàÿ � r1 = r4, r2 = r3 è, íàêîíåö, òðåòüÿ
ñåðèÿ � r1 = −r2, r3 = −r4. Ñëåäîâàòåëüíî, ó óðàâíåíèÿ (9) ñóùåñòâóåò íå áîëåå 3|Rα|2
òðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. Òàê êàê ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Rα íå ïðåâîñõîäèò δ/α2, òî âåëè-
÷èíà 3|Rα|2 ìåíüøå, ÷åì 3δ2/α4. Ìû âèäèì, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ìåíüøå, ÷åì δ/α4, êîãäà
δ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.5 óòâåðæäàåò, ÷òî ó óðàâíåíèÿ (9) ñóùå-
ñòâóþò íå òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå òåîðåìà 1.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
Rα îáëàäàåò íåêîòîðîé àääèòèâíîé ñòðóêòóðîé.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.5 ïîñâÿùåí ïàðàãðàô 2. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñíà÷àëà
ïîäðîáíî ðàçáèðàåì ñëó÷àé k = 2, à çàòåì äîêàçûâàåì òåîðåìó 1.5 â îáùåé ñèòóàöèè.

Îáîáùåíèþ òåîðåìû 1.5 íà ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîñâÿùåí �3. Â íàøåì äî-
êàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçóåì ñâîéñòâà íîðì Ãàóýðñà (ñì. [2]).

Â ïàðàãðàôå 4 ìû ïîëó÷èì íåñêîëüêî ïðèëîæåíèé íàøåãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ê
çàäà÷àì êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë. Ìû ïîêàæåì êàê èç òåîðåìû 1.5 è íåðàâåíñòâà Â.
Ðóäèíà [21] âûòåêàåò òåîðåìà M.�×. ×àíã. Áîëåå òîãî, ìû äîêàæåì ðåçóëüòàò, óñèëèâàþ-
ùèé òåîðåìó 1.1 (ñì. òåîðåìó 4.3). Òàêæå íàìè áóäåò ïîëó÷åíî ïðèëîæåíèå òåîðåìû 1.5
ê óæå óïîìÿíàâøåéñÿ òåîðåìå Ôðåéìàíà 1.2.

Â íàøèõ ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ ïî íàñòîÿùåé òåìàòèêå, ìû ïëàíèðóåì ïîëó÷èòü äàëü-
íåéøèå ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ î áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóììàõ ê çàäà÷àì êîì-
áèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàòü óñèëåíèå òåîðåìû 1.3.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Ñ.Â.Êîíÿãèíó çà äâå åãî èäåè, ïîçâîëèâøèå
óñèëèòü ôîðìóëèðîâêó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, à òàêæå Í. Ã.Ìîùåâèòèíó çà ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå.

2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû.
Ìû íà÷íåì ýòîò ïàðàãðàô ñ îáúÿñíåíèÿ îñíîâíîé èäåè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.5.

Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è Â(r) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè A. Êàê ìû óæå ãîâîðèëè âûøå, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî ∑

r∈ZN

|Â(r)|2 = N |A| . (10)
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Ñóùåñòâóþò ëè åùå êàêèå�òî íåòðèâèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè Ôó-
ðüå Â(r) êðîìå ðàâåíñòâà (10)? Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé.

Ðàññìîòðèì ÷óòü áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü f : ZN → C � ïðîèçâîëüíàÿ êîì-
ïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îá-
ðàùåíèÿ

f(x) =
1

N

∑

r∈ZN

f̂(r)e(rx) . (11)

Ôóíêöèÿ f(x) áóäåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èç ZN òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ x èç ZN âûïîëíåíî

|f(x)|2 = f(x) . (12)

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëó (11) â (12), ïîëó÷àåì

1

N2

∑

r′,r′′
f̂(r′)f̂(r′′)e(r′x− r′′x) =

1

N

∑
u

f̂(u)e(ux) . (13)

Îòñþäà
∑

u

(
1

N

∑
r

f̂(r)f̂(r − u)

)
e(ux) =

∑
u

f̂(u)e(ux) . (14)

Ðàâåíñòâî (14) âûïîëíåíî ïðè âñåõ x ∈ ZN . Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f̂(u) =
1

N

∑
r

f̂(r)f̂(r − u) . (15)

Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ f : ZN → C ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó (15). ßñíî, ÷òî
äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè A(x) ìíîæåñòâà A ôîðìóëà (15) òàêæå âûïîëíåíà.
Êðîìå òîãî, (15) ñîäåðæèò âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ìíîæåñòâà
A. Íàïðèìåð, ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (2) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â ôîðìóëå (15) ïîëîæèòü u = 0.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ íåáîëüøîå îáîáùåíèå ðàâåíñòâà (15). Ïóñòü f, g :
ZN → C � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ôóíêöèè. Òîãäà

1

N

∑
r

f̂(r)ĝ(r − u) =
∑

x

f(x)g(x)e(−xu) . (16)

ßñíî, ÷òî èç ðàâåíñòâà (16) âûòåêàåò ôîðìóëà (15).
Ïðèñòóïèì ê îáúÿñíåíèþ îñíîâíîé èäåè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.5. Ïóñòü A ⊆ ZN

� ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, |A| = δN è Rα � ìíîæåñòâî áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ñóìì, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé (3). Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü äëÿ âñåõ
r ∈ Rα \ {0} âûïîëíåíî |Â(r)| = αN , à åñëè r /∈ Rα, r 6= 0, òî Â(r) = 0 (îáîñíîâàííîñòü
ïîäîáíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ áóäåò îáñóæäàòñÿ íèæå). Ïóñòü δ ≤ 1/4 è u � ïðîèçâîëü-
íûé íåíóëåâîé âû÷åò èç Rα. Òîãäà |Â(u)| = αN . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (15) è íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì

αN = |Â(u)| ≤ 1

N

∑
r

|Â(r)||Â(r − u)| ≤

4



≤ 1

N
δN |Â(−u)|+ 1

N
|Â(u)|δN +

1

N

∑

r 6=0,r 6=u

|Â(r)||Â(r − u)| . (17)

Îòñþäà,
1

N

∑

r 6=0,r 6=u

|Â(r)||Â(r − u)| ≥ αN

2
.

Äëÿ âñåõ r 6= 0 èìååì |Â(r)| = αN · Rα(r). Ñëåäîâàòåëüíî,
∑

r 6=0,r 6=u

Rα(r)Rα(r − u) ≥ 1

2α
. (18)

Èç íåðàâåíñòâà (18) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ u ∈ Rα \ {0} ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
r1 − r2 = u, ãäå r1, r2 ∈ Rα \ {0} íå ìåíüøå, ÷åì 1/(2α). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Rα

îáëàäàåò íåòðèâèàëüíûìè àääèòèâíûìè ñîîòíîøåíèÿìè.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñòðîãîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.5. ×òîáû ëó÷øå ïîêàçàòü ãëàâ-

íóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà íàøåãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ìû äîêàæåì òåîðåìó 1.5 îòäåëüíî
äëÿ ñëó÷àÿ k = 2, à çàòåì è â îáùåé ñèòóàöèè. Èòàê, ïóñòü k = 2 è B � ïðîèçâîëüíîå
ïîäìíîæåñòâî Rα \ {0}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [N ] îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà {1, 2, . . . , N}.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 2.1 Ïóñòü δ, α′ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α′ ≤ δ è A � ïðîèçâîëüíîå

ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN . Ïóñòü òàêæå

R′
α′ = { r ∈ ZN : α′N ≤ |Â(r)| < 2α′N } . (19)

è B′ � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî R′
α′ \ {0}. Òîãäà T2(B

′) ≥ (α′)4|B′|4/(16δ3).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

fB′(x) =
1

N

∑

r∈B′
Â(r)e(rx) .

Ôóíêöèÿ fB′(x), âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ êîìëåêñíîé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f̂B′(r) =

Â(r)B′(r). Ðàññìîòðèì ñóììó

σ =
∑

s

|
∑

r

f̂B′(r)Â(r − s)|2 . (20)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (16) è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, íàõîäèì

σ = N2
∑

s

|
∑

x

fB′(x)A(x)e(−xs)|2 = N3
∑

x

|fB′(x)|2A(x)2 . (21)

Îöåíèì ñíèçó ñóììó
∑

x |fB′(x)|2A(x)2. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ è îïðåäåëåíèå
ìíîæåñòâà R′

α′ , ïîëó÷àåì
(∑

x

fB′(x)A(x)

)2

=

(
1

N

∑
r

f̂B′(r)Â(r)

)2

=

(
1

N

∑
r

|f̂B′(r)|2
)2

≥ (22)

≥ (Nα′2|B′|)2 = α′4|B′|2N2 . (23)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû
(∑

x

fB′(x)A(x)

)2

≤
(∑

x

|fB′(x)|2A(x)2

)
·
(∑

x

A(x)2

)
= δN

(∑
x

|fB′(x)|2A(x)2

)
.

(24)
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà (23) è (24), íàõîäèì

σ2 ≥ α′8

δ2
|B′|4N8 . (25)

Îöåíèì âåëè÷èíó σ2 ñâåðõó. Èìååì

σ =
∑

s

∑

r,r′
f̂B′(r)f̂B′(r′) · Â(r − s)Â(r′ − s) =

=
∑

u

(∑
r

f̂B′(r)f̂B′(r − u)

)
·
(∑

r

Â(r)Â(r − u)

)
. (26)

Îòñþäà

σ2 ≤
∑

u

∣∣∣∣∣
∑

r

f̂B′(r)f̂B′(r − u)

∣∣∣∣∣

2

·
∑

u

∣∣∣∣∣
∑

r

Â(r)Â(r − u)

∣∣∣∣∣

2

= σ1 · σ2 . (27)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (15) è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, ïîëó÷àåì

σ2 = N2
∑

u

|Â(u)|2 = δN4 . (28)

Òàê êàê f̂B′(r) = Â(r)B′(r) è B′ ⊆ R′
α′ \ {0}, òî |f̂B′(r)| ≤ 2α′B′(r)N . Îòñþäà

σ1 ≤ 16(α′)4T2(B
′)N4 . (29)

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêè (28), (29) â íåðàâåíñòâî (25), íàõîäèì T2(B
′) ≥ (α′)4|B′|4/(16δ3). Ëåì-

ìà 2.1 äîêàçàíà.
Ïóñòü

Bi = { r ∈ B : α2i−1N ≤ |Â(r)| < α2iN } , i ≥ 1 .

ßñíî, ÷òî B =
⊔

i≥1 Bi. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1 ê êàæäîìó Bi, ïîëó÷àåì T2(Bi) ≥
(α2i−1)4|Bi|4/(16δ3), i ≥ 1. Îòñþäà

T2(B) ≥
∑

i

T2(Bi) ≥ α4

δ328

∑
i

24i|Bi|4 . (30)

Èìååì |B| = ∑
i |Bi|. Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî âûòåêàåò îöåíêà

|B|4 =

(∑
i

|Bi|2i2−i

)4

≤
(∑

i

24i|Bi|4
)
·
(∑

i

2−4i/3

)3

≤
∑

i

24i|Bi|4 . (31)

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêó (31) â (30), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

T2(B) ≥ α4

δ328
|B|4 . (32)
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ k ≥ 2.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5 Äîêàæåì ñíà÷àëà àíàëîã ëåììû 2.1.
Ëåììà 2.2 Ïóñòü δ, α′ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α′ ≤ δ, A � ïðîèçâîëüíîå

ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN è k ≥ 2 � ÷åòíîå. Ïóñòü òàêæå

R′
α′ = { r ∈ ZN : α′N ≤ |Â(r)| < 2α′N } . (33)

è B′ � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî R′
α′ \ {0}. Òîãäà Tk(B

′) ≥ δ(α′)2k|B′|2k/(2δ)2k.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ fB′(x) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

fB′(x) =
1

N

∑

r∈B′
Â(r)e(rx) .

Ðàññìîòðèì ñóììó

σ =

(∑
x

fB′(x)A(x)

)k

. (34)

Îöåíèâàÿ σ ñíèçó êàê â ëåììå 2.1, íàõîäèì

σ ≥ (α′2|B′|N)k . (35)

Òàê êàê k � ÷åòíîå, òî k èìååò âèä k = 2k′, k′ ∈ N. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà,
ïîëó÷àåì

σ =

(∑
x

fB′(x)A(x)

)2k′

≤
(∑

x

|fB′(x)|2k′A2(x)

)(∑
x

A(x)

)k−1

=

=

(∑
x

|fB′(x)|2k′A2(x)

)
(δN)k−1 . (36)

Îòñþäà

σ′2 =

(∑
x

|fB′(x)|2k′A2(x)

)2

≥ δ2α′4k

δ2k
|B′|2kN2 . (37)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ (11), íàõîäèì

σ′ =
∑

x

|fB′(x)|2k′A2(x) =

=
1

N2k′+2

∑
x

∑

r1,...,rk′ ,r′1,...,r′
k′

∑
y,z

f̂B′(r1) . . . f̂B′(rk′)f̂B′(r1) . . . f̂B′(rk′)Â(y)Â(z)

×e(x(r1 + · · ·+ rk′ − r′1 − · · · − r′k′))e(x(y − z)) =

=
1

N2k′+1

∑
u,y

∑

r1,...,rk′ ,r′1,...,r′
k′ ,r1+···+rk′=r′1+···+r′

k′−u

f̂B′(r1) . . . f̂B′(rk′)

×f̂B′(r1) . . . f̂B′(rk′)Â(y)Â(y − u) =

7



=
1

N2k′+1

∑
u

(∑
y

Â(y)Â(y − u)

)
×

×

 ∑

r1,...,rk′ ,r′1,...,r′
k′ ,r1+···+rk′=r′1+···+r′

k′−u

f̂B′(r1) . . . f̂B′(rk′)f̂B′(r1) . . . f̂B′(rk′)


 (38)

Îòñþäà

σ′2 ≤ 1

N4k′+2

∑
u

∣∣∣∣∣
∑

y

Â(y)Â(y − u)

∣∣∣∣∣

2

×

×
∑

u

∣∣∣∣∣∣
∑

r1,...,rk′ ,r′1,...,r′
k′ ,r1+···+rk′=r′1+···+r′

k′−u

f̂B′(r1) . . . f̂B′(rk′)f̂B′(r1) . . . f̂B′(rk′)

∣∣∣∣∣∣

2

=

=
1

N4k′+2
· σ1 · σ2 . (39)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (15) è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, ïîëó÷àåì

σ1 = N2
∑

u

|Â(u)|2 = δN4 . (40)

Òàê êàê B′ ⊆ R′
α′ \ {0}, òî |f̂B′(r)| ≤ 2α′B′(r)N . Îòñþäà

σ2 ≤
(
(2α′N)2k′

)2 ∑
u

∣∣∣∣∣∣
∑

r1,...,rk′ ,r′1,...,r′
k′ ,r1+···+rk′=r′1+···+r′

k′−u

B′(r1) . . . B′(rk′)B
′(r1) . . . B′(rk′)

∣∣∣∣∣∣

2

= (2α′N)2k · Tk(B
′) . (41)

Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâà (39), (40) è íåðàâåíñòâà (37), (41), íàõîäèì

Tk(B
′) ≥ δ(α′)2k|B′|2k/(2δ)2k . (42)

Ëåììà 2.2 äîêàçàíà.
Ïóñòü

Bi = { r ∈ B : α2i−1N ≤ |Â(r)| < α2iN } , i ≥ 1 .

ßñíî, ÷òî B =
⊔

i≥1 Bi. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2 ê êàæäîìó Bi, ïîëó÷àåì Tk(Bi) ≥
δ(α2i−1)2k|Bi|2k/(2δ)2k, i ≥ 1. Îòñþäà

Tk(B) ≥
∑

i

Tk(Bi) ≥ δα2k

24kδ2k

∑
i

22ki|Bi|2k . (43)

Èìååì |B| = ∑
i |Bi|. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, íàõîäèì

|B|2k =

(∑
i

|Bi|2i2−i

)2k

≤
(∑

i

22ki|Bi|2k

)
·
(∑

i

2−2ki/(2k−1)

)2k−1

≤
∑

i

22ki|Bi|2k . (44)
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Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêó (44) â (43), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

Tk(B) ≥ δα2k

24kδ2k
|B|2k . (45)

Òåîðåìà 1.5 äîêàçàíà.
3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà áîëüøèõ òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì.
Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, d ≥ 0 � öåëîå. Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà (2d+1k× (d+

1)), ãäå ýëåìåíòû (aij) ìàòðèöû A îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

aij =





1, åñëè â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè (j − 1) íà (i− 1)-îì ìåñòå ñòîèò 1
è 1 ≤ j ≤ 2dk ,

−1, åñëè â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè (j − 1) íà (i− 1)-îì ìåñòå ñòîèò 1
è 2dk < j ≤ 2d+1k ,

0, èíà÷å.

Íàïîìèíàåì, ÷òî äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó
n =

∑
nl · 2l−1, ãäå l ≥ 1 è nl ∈ {0, 1}.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ìàòðèöû A. Ïóñòü k = 2 è d = 2. Òîãäà

A =




1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
0 1 0 1 0 1 0 1 0 −1 0 −1 0 −1 0 −1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 −1 −1 0 0 −1 −1




Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ, A � ïðîèçâîëüíîå

ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN , k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, d ≥ 0 � öåëîå è ìíîæåñòâî
Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3). Ïóñòü òàêæå B ⊆ Rα\{0} � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

2d+1k∑
j=1

aijrj = 0 , i = 1, 2, . . . , d + 1 , (46)

ãäå ýëåìåíòû (aij) ìàòðèöû A = (aij), îïðåäåëåíû ôîðìóëîé âûøå è âñå rj ∈ B. Òîãäà
÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû (46) íå ìåíüøå, ÷åì

(
δα2k

24kδ2k
|B|2k

)2d

. (47)

ßñíî, ÷òî òåîðåìà 3.1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 1.5. ×òîáû ýòî óâèäåòü äîñòà-
òî÷íî ïîëîæèòü â òåîðåìå 3.1 ÷èñëî d ðàâíûì íóëþ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñâîéñòâà íîðì Ãàóýðñà (ñì. [2]).
Ïóñòü d ≥ 0 � öåëîå ÷èñëî è {0, 1}d = {ω = (ω1, . . . , ωd) : ωj ∈ {0, 1}, j = 1, 2, . . . , d}

� îáû÷íûé d�ìåðíûé êóá. Äëÿ ω ∈ {0, 1}d ïóñòü |ω| ðàâíî ω1 + · · · + ωd. Åñëè
h = (h1, . . . , hd) ∈ Zd

N , òî ω · h := ω1h1 + . . . ωdhd. Ïóñòü òàêæå C îçíà÷àåò îïåðàòîð
êîìëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Åñëè n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî Cn îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå îïå-
ðàòîðà êîìëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ n ðàç. Ïóñòü òàêæå ‖ω‖ =

∑d
i=1 ωi · 2i−1 +1. Äëÿ âñÿêîãî
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ω ∈ {0, 1}d îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå èç Z2d

N â ZN , êîòîðîå îáîçíà÷èì òîé æå áóêâîé ω, ïî
ïðàâèëó : åñëè ~r ∈ Z2d

N , òî ω(~r) åñòü ‖ω‖�àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ~r.
Îïðåäåëåíèå 3.2 Ïóñòü f : ZN → C � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàâíîìåðíîé íîðìîé

Ãàóýðñà (èëè ïðîñòî íîðìîé Ãàóýðñà) ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

‖f‖Ud :=


 1

Nd+1

∑

x∈ZN ,h∈Zd
N

∏

ω∈{0,1}d

C|ω|f(x + ω · h)




1/2d

. (48)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [2]).
Ëåììà 3.3 (íåðàâåíñòâî ìîíîòîííîñòè äëÿ íîðì Ãàóýðñà) Ïóñòü f : ZN → C

� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ è d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

‖f‖Ud ≤ ‖f‖Ud+1 . (49)

Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà íîðì Ãàóýðñà ìîãóò áûòü íàéäåíû â [2].
Äîêàæåì ëåììó.
Ëåììà 3.4 Ïóñòü δ, α′ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α′ ≤ δ, A � ïðîèçâîëüíîå

ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN , k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è d ≥ 0 � öåëîå. Ïóñòü
òàêæå

R′
α′ = { r ∈ ZN : α′N ≤ |Â(r)| < 2α′N } . (50)

è B′ � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî R′
α′ \ {0}. Òîãäà ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû (46) ñ

rj ∈ B′ íå ìåíüøå, ÷åì (
δα′2k

22kδ2k
|B′|2k

)2d

. (51)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

f(x) =
1

N

∑

r∈B′
Â(r)e(rx) .

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, íàõîäèì
∣∣∣∣∣
∑

x

f(x)A(x)

∣∣∣∣∣

2k

≤
∑

x

|f(x)|2k ·
(∑

x

A(x)

)2k−1

=
∑

x

|f(x)|2k · (δN)2k−1 . (52)

C äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ è îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà R′
α′ , ïîëó-

÷àåì ∑
x

f(x)A(x) =
1

N

∑
r

f̂(r)Â(r) =
1

N

∑
r

|f̂(r)|2 ≥ α′2|B′|N . (53)

Ðàññìîòðèì ñóììó

σ = ‖ |f |2k ‖U0 = ‖ |f |2k ‖U1 =
1

N

∑
x

|f(x)|2k . (54)

Èç (52) è (53), âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

σ ≥ δα′4k

δ2k
|B′|2k (55)
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Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3, íàõîäèì

σ2d ≤ 1

Nd+1

∑

x∈ZN

∑

h∈Zd
N

∏

ω∈{0,1}d

|f(x + ω · h)|2k =
1

Nd+1

∑

x∈ZN

∑

h∈Zd
N

∣∣∣∣∣∣
∏

ω∈{0,1}d

f(x + ω · h)

∣∣∣∣∣∣

2k

(56)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ (11), ïîëó÷àåì
∏

ω∈{0,1}d

f(x + ω · h) =
1

N2d

∑

~r∈Z2d
N

∏

ω∈{0,1}d

f̂(ω(~r))e(ω(~r)(x + ω · h)) . (57)

Îòñþäà,

σ2d

=
1

Nk2d+1+d+1

∑

x∈ZN

∑

h∈Zd
N

∑

r(1),...,r(k),r(k+1),...,r(2k)∈Z2d
N

k∏
i=1

∏

ω(i)∈{0,1}d

f̂(ω(i)(r(i)))e(ω(i)(r(i))(x+ω(i)·h))

×
2k∏

i=k+1

∏

ω(i)∈{0,1}d

f̂(ω(i)(r(i)))e(−ω(i)(r(i))(x + ω(i) · h)) (58)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∑

ñèñòåìó óðàâíåíèé

k∑
i=1

∑

ω(i)∈{0,1}d

ω(i)(r(i)) =
2k∑

i=k+1

∑

ω(i)∈{0,1}d

ω(i)(r(i))

k∑
i=1

∑

ω(i)∈{0,1}d, ω
(i)
1 =1

ω(i)(r(i)) =
2k∑

i=k+1

∑

ω(i)∈{0,1}d, ω
(i)
1 =1

ω(i)(r(i))

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
k∑

i=1

∑

ω(i)∈{0,1}d, ω
(i)
d =1

ω(i)(r(i)) =
2k∑

i=k+1

∑

ω(i)∈{0,1}d, ω
(i)
d =1

ω(i)(r(i))

Òîãäà

σ2d

=
1

Nk2d+1+d+1

∑

r(1),...,r(k),r(k+1),...,r(2k)∈Z2d
N

k∏
i=1

∏

ω(i)∈{0,1}d

f̂(ω(i)(r(i)))

×
2k∏

i′=k+1

∏

ω(i′)∈{0,1}d

f̂(ω(i′)(r(i′)))
∑

x∈ZN

∑

h∈Zd
N

e(ω(i)(r(i))(x + ω(i) · h)− ω(i′)(r(i′))(x + ω(i′) · h))

=
1

Nk2d+1

∑

r(1),...,r(k),r(k+1),...,r(2k)∈P

k∏
i=1

∏

ω(i)∈{0,1}d

f̂(ω(i)(r(i)))
2k∏

i=k+1

∏

ω(i)∈{0,1}d

f̂(ω(i)(r(i))) (59)

Ñóììèðîâàíèå â ôîðìóëå (59) ïðîõîäèò ïî âåêòîðàì r(1), . . . , r(k), r(k+1), . . . , r(2k), óäîâëå-
òâîðÿþùèì ñèñòåìå óðàâíåíèé

∑
. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ñèñòåìà ñîâïàäàåò ñ ñè-

ñòåìîé óðàâíåíèé (46).
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Òàê êàê f̂B′(r) = Â(r)B′(r) è B′ ⊆ R′
α′ \ {0}, òî |f̂B′(r)| ≤ 2α′B′(r)N . Îòñþäà

σ2d ≤ (22k(α′)2k)2d

Nk2d+1 (60)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà (55), (56) è (60), îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

∗∑

r(1),...,r(k),r(k+1),...,r(2k)∈P
1 ≥

(
δ(α′)4k

δ2k
|B′|2k

)2d

1

(22k(α′)2k)2d =

(
δα′2k

22kδ2k
|B′|2k

)2d

. (61)

Ñóììèðîâàíèå â (61) ïðîõîäèò ïî âåêòîðàì r(i), i ∈ 1, 2, . . . , 2k âñå êîìïîíåíòû êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B′. Èíûìè ñëîâàìè, ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû (46) ñ ri ∈ B′ íå
ìåíüøå, ÷åì (

δα′2k

22kδ2k
|B′|2k

)2d

.

Ëåììà 3.4 äîêàçàíà.
Ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.1.
Ïóñòü

Bi = { r ∈ B : α2i−1N ≤ |Â(r)| < α2iN } , i ≥ 1 .

ßñíî, ÷òî B =
⊔

i≥1 Bi.
Ïóñòü E � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk,d(E) ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû

óðàâíåíèé (46) ñ ri ∈ E. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.4 ê êàæäîìó Bi, ïîëó÷àåì

Sk,d(Bi) ≥
(

δ(α2i−1)2k

22kδ2k
|Bi|2k

)2d

,

ãäå i ≥ 1. Îòñþäà

Sk,d(B) ≥
∑

i

Sk,d(Bi) ≥
(

δα2k

24kδ2k

)2d ∑
i

(
22ki|Bi|2k

)2d

. (62)

Èìååì |B| = ∑
i |Bi|. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, íàõîäèì

|B|k2d+1

=

(∑
i

|Bi|2i2−i

)k2d+1

≤
(∑

i

(
22ki|Bi|2k

)2d

)
·
(∑

i

2−(k2d+1i)/(k2d+1−1)

)k2d+1−1

≤

≤
∑

i

(
22ki|Bi|2k

)2d

. (63)

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêó (63) â (62), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

Sk,d(B) ≥
(

δα2k

24kδ2k
|B|2k

)2d

. (64)

Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.
4. Ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë.
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Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1 ×àíã èñïîëüçîâàëà òåîðåìó Ðóäèíà [21] (ñì. òàêæå [22])
î äèññîöèàòèâíûõ ïîäìíîæåñòâàõ ZN . Ìíîæåñòâî D = {d1, . . . , d|D|} ⊆ ZN íàçûâàåòñÿ
äèññîöèàòèâíûì, åñëè èç ðàâåíñòâà

|D|∑
i=1

εidi = 0 (mod N) , (65)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1} âûòåêàåò, ÷òî âñå εi ðàâíû íóëþ.
Òåîðåìà 4.1 (Ðóäèí) Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî äèññîöèàòèâíîãî ìíîæåñòâà D ⊆ ZN , ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
an ∈ C è âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p ≥ 2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

1

N

∑

x∈ZN

∣∣∣∣∣
∑
n∈D

ane(nx)

∣∣∣∣∣

p

≤ (C
√

p)p

(∑
n∈D

|an|2
)p/2

. (66)

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1 è òåîðåìû ×àíã ìîãóò áûòü òàêæå íàéäåíû â [9, 10]. Ìû
ïîêàæåì êàê èç òåîðåìû Ðóäèíà è òåîðåìû 1.5 âûòåêàåò àíàëîã òåîðåìû 1.1, îòëè÷àþ-
ùèéñÿ îò òåîðåìû ×àíã òîëüêî ëèøü ÷óòü áîëåå ñëàáîé îöåíêîé íà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
Λ.

Ïðåäëîæåíèå 4.2 Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1, A � ïðîèç-
âîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN è ìíîæåñòâî Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3).
Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî D = {d1, . . . , d|D|} ⊆ ZN , |D| ≤ 28C2(δ/α)2 log(1/δ) òàêîå,
÷òî âñÿêèé ýëåìåíò r ìíîæåñòâà Rα ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

r =

|D|∑
i=1

εidi (mod N) , (67)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}, a C � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà Ðóäèíà (66).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k = 2dlog(1/δ)e è ïóñòü D ⊆ Rα � ìàêñèìàëüíîå äèññîöèà-
òèâíîå ïîäìíîæåñòâî Rα. Òàê êàê D � äèññîöèàòèâíîå ìíîæåñòâî, òî 0 /∈ D. Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó 1.5, ïîëó÷àåì îöåíêó

Tk(D) ≥ δα2k

24kδ2k
|D|2k . (68)

C äðóãîé ñòîðîíû
Tk(D) ≤ C2k2kkk|D|k , (69)

ãäå C � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà èç òåîðåìû 4.1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ÷èñëà an â ôîðìóëå
(66) ðàâíû D(n), à p = 2k. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü â íåðàâåíñòâå (66) åñòü Tk(D), à ïðàâàÿ
ðàâíà C2k2kkk|D|k. Èìååì k = 2dlog 1/δe. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà (68) è (69), íàõîäèì
|D| ≤ 28C2(δ/α)2(log 1/δ). Òàê êàê D ìàêñèìàëüíîå äèññîöèàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî Rα,
òî ëþáîé ýëåìåíò r ìíîæåñòâà Rα ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå r =

∑|D|
i=1 εidi (mod N), ãäå

di ∈ D è εi ∈ {−1, 0, 1}. Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà |D| ≤ 28C2(δ/α)2 log(1/δ) îòëè÷àåòñÿ îò
àíàëîãè÷íîé îöåíêè â òåîðåìå ×àíã ëèøü â êîíñòàíòó ðàç. Ïðåäëîæåíèå 4.2 äîêàçàíî.

Â ýòîé ñòàòüå ìû äîêàæåì ðåçóëüòàò, óñèëèâàþùèé òåîðåìó ×àíã. Íàø ìåòîä äîêà-
çàòåëüñòâà è ðàáîòû [23, 24, 25] èìåþò ìíîãî îáùèõ ìîìåíòîâ.
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Òåîðåìà 4.3 Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, (N, 2) = 1, δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1/16, A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN è ìíîæåñòâî
Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3). Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Λ∗ ⊆ ZN ,

|Λ∗| ≤ max( 212(δ/α)2 log(1/δ), 26 log2(1/δ) ) (70)

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà r ∈ Rα ñóùåñòâóåò íàáîð λ∗1, . . . , λ
∗
M èç íå áîëåå, ÷åì

8 log(1/δ) ýëåìåíòîâ Λ∗ òàêîé, ÷òî

r =
M∑
i=1

εiλ
∗
i (mod N) , (71)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.
Êðîìå òîãî, åñëè ÷èñëî N � ïðîñòîå, òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Λ̃ ⊆ ZN ,

|Λ̃| ≤ 212(δ/α)2 log(1/δ) log log(1/δ) (72)

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà r ∈ Rα ñóùåñòâóåò íàáîð λ̃1, . . . , λ̃M èç íå áîëåå, ÷åì
8 log(1/δ) ýëåìåíòîâ Λ̃ òàêîé, ÷òî

r =
M∑
i=1

εiλ̃i (mod N) , (73)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.
Çàìå÷àíèå 4.4 Â îòëè÷èå îò òåîðåìû 1.1 â òåîðåìå 4.3 âû÷åòû λ∗1, . . . , λ

∗
M ∈ Λ∗ â

ðàâåíñòâå (71) è, àíàëîãè÷íî, âû÷åòû λ̃1, . . . , λ̃M ∈ Λ̃ â ðàâåíñòâå (73) íå îáÿçàòåëüíî
ðàçëè÷íûå.

Ñëåäñòâèå 4.5 Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, (N, 6) = 1, δ, α � äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà, 0 < α ≤ δ · log1/2(1/δ) è ìíîæåñòâî Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ìíîæåñòâî Λ∗ ⊆ ZN , |Λ∗| ≤ 212(δ/α)2 log(1/δ) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà
r ∈ Rα ñóùåñòâóåò íàáîð λ∗1, . . . , λ

∗
M èç íå áîëåå, ÷åì 8 log(1/δ) ýëåìåíòîâ Λ∗ òàêîé,

÷òî r =
∑M

i=1 εiλ
∗
i (mod N) , ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.3 íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåð-
æäåíèé è îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 4.6 Ïóñòü k, s � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
Λ(k, s) èç ZN , îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè ìíîæåñòâî Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|}
ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ(k, s), òî èç ðàâåíñòâà

|Λ|∑
i=1

λisi = 0 (mod N) , λi ∈ Λ , si ∈ Z , |si| ≤ s ,

|Λ|∑
i=1

|si| ≤ 2k , (74)

âûòåêàåò, ÷òî âñå si ðàâíû íóëþ.
Îïðåäåëåíèå êëàññà Λ(k, 1) ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [26].
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ Λ ∈ Λ(k, s) âûïîëíåíî 0 /∈ Λ è Λ ∩ −Λ = ∅. Âñþäó íèæå

ìû íå áóäåì ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàòü, ÷òî ðàâåíñòâî äâóõ ýëåìåíòîâ èç ZN ïîíèìàåòñÿ â
ñìûñëå ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ N . Äëÿ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà Λ(k, s) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
âåðõíÿÿ îöåíêà íà âåëè÷èíó Tk.
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Óòâåðæäåíèå 4.7 Ïóñòü k, s � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, Λ � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
èç ñåìåéñòâà Λ(k, s) è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |Λ| ≥ k. Òîãäà

Tk(Λ) ≤ 23kkk|Λ|k max

{
1,

(
k

|Λ|
)k

|Λ|k/s

}
. (75)

Ïðèìåð 4.8 Ïóñòü log |Λ| ≥ log2 k è Λ � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç êëàññà Λ(k, 3).
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (75), ïîëó÷àåì Tk(Λ) ≤ 220kkk|Λ|k. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà îöåíêà
ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé ïî ïîðÿäêó â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà Λ è äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k òàêîãî, ÷òî log |Λ| ≥ log2 k âñåãäà âûïîëíåíî Tk(Λ) ≥ (|Λ|

k

)
(k!)2 À

e−kkk|Λ|k.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4.7. Ïóñòü x ∈ ZN � ïðîèçâîëüíûé âû÷åò è âå-

ëè÷èíà Nk(x) ðàâíà ÷èñëó âåêòîðîâ (λ1, . . . , λk) òàêèõ, ÷òî âñå λi ïðèíàäëåæàò Λ è
λ1 + · · · + λk = x. Òîãäà Tk(Λ) =

∑
x∈ZN

N2
k (x). Ïóñòü s1, . . . , sl � íàòóðàëüíûå ÷èñëà

òàêèå, ÷òî s1 + · · · + sl = k. Ìîæíî ñ÷èòàòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, íàáîð s1, . . . , sl óïîðÿ-
äî÷åííûì ïî óáûâàíèþ s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sl ≥ 1. Ïóñòü

E(s1, . . . , sl)(x) = {(λ1, . . . , λk) : ñðåäè λ1, . . . , λk ñóùåñòâóåò ðîâíî s1 îäèíàêîâûõ λ̃1 ,

s2 îäèíàêîâûõ λ̃2 , . . . , sl îäèíàêîâûõ λ̃l òàêèõ, ÷òî s1λ̃1+· · ·+slλ̃l = x è âñå λ̃i � ðàçëè÷íûå}
Áóäåì îáîçíà÷àòü, äëÿ êðàòêîñòè, ìíîæåñòâî E(s1, . . . , sl)(x), ÷åðåç E(~s)(x). Íàïîìèíàåì,
÷òî ÷èñëà s1, . . . , sl â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâ E(~s)(x) = E(s1, . . . , sl)(x) îáëàäàþò òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî

∑l
i=1 si = k. Òîãäà

Nk(x) =
∑

~s

|E(~s)(x)| ,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîõîäèò ïî âñåì âåêòîðàì ñî ñâîéñòâîì
∑l

i=1 si = k. Îòñþäà

σ = Tk(Λ) =
∑

x∈ZN

(
∑

~s

|E(~s)(x)|)2 . (76)

Ïóñòü ~s = (s1, . . . , sl) è G = G(~s) = {i : si ≤ s}, B = B(~s) = {i : si > s}. Òîãäà
|G(~s)|+ |B(~s)| = l(~s) = l. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

l ≤ k − s|B| . (77)

Äåéñòâèòåëüíî,
k =

∑
i∈G

si +
∑
i∈B

si ≥ |G|+ (s + 1)|B| = l + s|B| . (78)

Èç íåðàâåíñòâà (78) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (77).
Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 4.9 Äëÿ ëþáîãî ~s,

∑l
i=1 si = k è ëþáîãî x ∈ ZN âûïîëíåíî

|E(~s)(x)| ≤ k!

s1! . . . sl!
|Λ||B(~s)| . (79)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.9. Ïóñòü (λ1, . . . , λk) � ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç E(~s)(x).
Òîãäà

∑k
i=1 λi =

∑l
i=1 siλ̃i = x, ãäå λ̃i ∈ {λ1, . . . , λk} � ðàçëè÷íûå. Ðàññìîòðèì äðóãîé
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íàáîð (λ′1, . . . , λ
′
k) èç E(~s)(x),

∑k
i=1 λ′i =

∑l
i=1 siλ̃

′
i = x, ãäå λ̃′i ∈ {λ′1, . . . , λ′k} � ðàçëè÷-

íûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ B(~s) âûïîëíåíî λ̃i = λ̃′i. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà äëÿ
âñåõ i ∈ G(~s) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî λ̃i = λ̃′i. Èìååì

∑l
i=1 siλ̃i = x =

∑l
i=1 siλ̃

′
i. Îòñþäà∑

i∈G siλ̃i =
∑

i∈G siλ̃
′
i. Êðîìå òîãî, Λ ∩ −Λ = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ∑

i∈G siλ̃i −
∑

i∈G siλ̃
′
i =∑

i s
′
iλ

0
i = 0, ãäå s′i ∈ Z, |s′i| ≤ s,

∑
i |s′i| ≤ 2k è λ0

i ∈ Λ � ðàçëè÷íûå. Èç îïðåäåëåíèÿ
ñåìåéñòâà Λ(k, s) âûòåêàåò, ÷òî âñå s′i ðàâíû íóëþ. Îòñþäà äëÿ âñåõ i ∈ G(~s) âûïîë-
íåíî λ̃i = λ̃′i. Çíà÷èò, íàáîð (λ′1, . . . , λ

′
k) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé íàáîðà (λ1, . . . , λk). Ïî

îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà E(~s)(x) ñðåäè âû÷åòîâ λ1, . . . , λk ñóùåñòâóþò ðîâíî s1 îäèíà-
êîâûõ λ̃1, s2 îäèíàêîâûõ λ̃2, . . . , sl îäèíàêîâûõ λ̃l òàêèõ, ÷òî s1λ̃1 + · · · + slλ̃l = x ïðè-
÷åì âñå λ̃i � ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê îäíîãî íàáîðà (λ1, . . . , λk)
ðàâíî k!/(s1! . . . sl!). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííûõ λ̃i, i ∈ B ìû èìååì íå áîëåå
k!/(s1! . . . sl!) íàáîðîâ (λ1, . . . , λk), ïðèíàäëåæàùèõ E(~s)(x). Îòñþäà ìîùíîñòü E(~s)(x) íå
ïðåâîñõîäèò |Λ||B(~s)|k!/(s1! . . . sl!). Ëåììà 4.9 äîêàçàíà.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 4.7.
Îöåíèì ñóììó σ. Ïóñòü b � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è ïóñòü

σb =
∑

x∈ZN


 ∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)|



2

. (80)

Èç íåðàâåíñòâà (77) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ~s âûïîëíåíî |B(~s)| ≤ [k/s]. Îòñþäà è
íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì σ ≤ ([(k− 1)/s] + 1)2

∑[k/s]
b=0 σb . Çàôèê-

ñèðóåì b è îöåíèì ñóììó σb. Èìååì

σb ≤

 ∑

x∈ZN

∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)|

 ·


max

x∈ZN

∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)|

 . (81)

Ïóñòü Pk(~s) = k!/(s1! . . . sl!). Òîãäà

∑

~s

Pk(~s) ≤
k∑

l=1

k∑

s1,...,sl=0 ,s1+···+sl=k

k!

s1! . . . sl!
=

k∑

l=1

lk ≤ 2kk . (82)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.9, íàõîäèì |E(~s)(x)| ≤ Pk(~s)|Λ||B(~s)|. Îòñþäà è íåðàâåíñòâà (82), ïî-
ëó÷àåì

max
x∈ZN

∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)| ≤ 2kk|Λ|b . (83)

Ðàññìîòðèì ñóììó ∑

x∈ZN

∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)| . (84)

Èç íåðàâåíñòâà (77) âûòåêàåò, ÷òî äàííàÿ ñóììà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ÷èñëîì íàáîðîâ
(λ1, . . . , λk) ∈ Λk òàêèõ, ÷òî ñðåäè λ1, . . . , λk èìååòñÿ íå áîëåå k− sb ðàçëè÷íûõ. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

∑

x∈ZN

∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)| ≤
( |Λ|

k − sb

)
(k − sb)k ≤ |Λ|k−sb

(k − sb)!
(k − sb)k ≤ ekksb|Λ|k−sb . (85)
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Îòñþäà è (83), íàõîäèì

σb ≤ 2ekkk|Λ|b
(

k

|Λ|
)sb

|Λ|k . (86)

Çíà÷èò,

σ ≤ 2([(k− 1)/s] + 1)2ekkk|Λ|k
[(k−1)/s]∑

b=0

(
ks

|Λ|s−1

)b

= 2([(k− 1)/s] + 1)2ekkk|Λ|kσ∗ . (87)

Îöåíèì ñóììó σ∗. Åñëè ks ≤ |Λ|s−1, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî σ∗ ≤ [(k− 1)/s] + 1. Åñëè
æå ks > |Λ|s−1, òî σ∗ ≤ ([(k− 1)/s] + 1)(k/|Λ|)k|Λ|k/s·|Λ|1−1/s/k. Â ëþáîì ñëó÷àå σ∗ ≤
([(k− 1)/s] + 1) max{1, (k/|Λ|)k|Λ|k/s·|Λ|1−1/s/k}. Cëåäîâàòåëüíî,

σ = Tk(Λ) ≤ 23kkk|Λ|k max

{
1,

(
k

|Λ|
)k

|Λ|k/s

}
. (88)

Óòâåðæäåíèå 4.7 äîêàçàíî.
Ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k = 2dlog(1/δ)e. Ïóñòü òàêæå s = 2 è ïóñòü Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|}

� ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî Rα \ {0}, ïðèíàäëåæàùåå ñåìåéñòâó Λ(k, s). Åñëè Rα =
{0}, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè Rα \ {0} íå ïóñòî, òî òîãäà è Λ íå ïóñòî. Ïóñòü Λ∗ =
(
⋃s

j=1 j−1Λ)
⋃{0}. Òîãäà |Λ∗| ≤ 4|Λ| è 0 ∈ Λ∗. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rα \ {0}

íàéäåòñÿ j ∈ [s] òàêîå, ÷òî

xj =

|Λ|∑
i=1

λisi , ãäå si ∈ Z , |si| ≤ s ,

|Λ|∑
i=1

|si| ≤ 2k . (89)

Òàê êàê äëÿ ëþáûõ i ∈ [|Λ|], j ∈ [s] âûïîëíåíî j−1λi ∈ Λ∗, òî èç ðàâåíñòâà (89) áóäåò
âûòåêàòü íóæíîå íàì óòâåðæäåíèå. Èòàê, ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Rα \ Λ,
x 6= 0. Ðàññìîòðèì âñå ñîîòíîøåíèÿ âèäà

∑|Λ|+1
i=1 λ̃isi = 0, ãäå λ̃i ∈ Λ

⊔{x} è si ∈ Z,
|si| ≤ s,

∑|Λ|+1
i=1 |si| ≤ 2k. Åñëè âñå òàêèå ñîîòíîøåíèÿ òðèâèàëüíû, òî åñòü åñëè äëÿ

ëþáîãî òàêîãî ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíåíî si = 0, i ∈ [|Λ|+1], òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå
ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ Λ. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå âèäà (89) òàêîå,
÷òî íå âñå ÷èñëà j, s1, . . . , s|Λ| ðàâíû íóëþ. Ïðè ýòîì j ∈ [−s, . . . , s]. Åñëè j = 0, òî
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî Λ ïðèíàäëåæèò êëàññó Λ(k, s). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî j ∈ [s]. Òàê êàê 2k ≤ 8 log(1/δ), òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
x ∈ Rα ñóùåñòâóþò íàáîð λ∗1, . . . , λ

∗
M èç íå áîëåå, ÷åì 8 log(1/δ) ýëåìåíòîâ Λ∗ òàêîé, ÷òî

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (71).
Ïîëó÷èì îöåíêó |Λ∗| ≤ max( 212(δ/α)2 log(1/δ), 26 log2(1/δ) ).
Åñëè |Λ| ≤ k2, òî |Λ| ≤ 24 log2(1/δ) è, ñëåäîâàòåëüíî, |Λ∗| ≤ 26 log2(1/δ). Åñëè æå

|Λ| > k2, òî ïî óòâåðæäåíèþ 4.7 èìååì Tk(Λ) ≤ 23kkk|Λ|k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìå-
íÿÿ òåîðåìó 1.5, ïîëó÷àåì Tk(Λ) ≥ δα2k|Λ|2k/(24kδ2k). Îòñþäà |Λ| ≤ 210(δ/α)2 log(1/δ) è,
ñëåäîâàòåëüíî, |Λ∗| ≤ 212(δ/α)2 log(1/δ).

Â ëþáîì ñëó÷àå |Λ∗| ≤ max( 212(δ/α)2 log(1/δ), 26 log2(1/δ) ).
Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà Λ̃. Ïóñòü s = [log log(1/δ)] è Λ1 � ìàêñè-

ìàëüíîå ïîäìíîæåñòâîRα\{0}, ïðèíàäëåæàùåå ñåìåéñòâó Λ(k, s), k = 2dlog(1/δ)e. Ïóñòü
Λ̃ =

⋃s
j=1 j−1Λ1. Òîãäà |Λ̃| ≤ s|Λ1|. Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì
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âûøå, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà r ∈ Rα ñóùåñòâóåò íàáîð λ̃1, . . . , λ̃M èç íå
áîëåå, ÷åì 8 log(1/δ) ýëåìåíòîâ Λ̃ òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (73).

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (72). Åñëè |Λ1| ≤ ks/(s−1), òî |Λ1| ≤ 210 log(1/δ) è |Λ̃| ≤
s|Λ1| ≤ 212 log(1/δ) log log(1/δ). Ìû âèäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (72) äîêàçà-
íî. Ïóñòü òåïåðü |Λ1| > ks/(s−1). Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 4.7, íàõîäèì Tk(Λ1) ≤ 23kkk|Λ1|k .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç òåîðåìû 1.5 âûòåêàåò, ÷òî Tk(Λ1) ≥ δα2k|Λ1|2k/(24kδ2k). Îòñþäà
|Λ1| ≤ 210(δ/α)2 log(1/δ) è, ñëåäîâàòåëüíî, |Λ̃| ≤ 212(δ/α)2 log(1/δ) log log(1/δ). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ïîëó÷èì òåïåðü ïðèëîæåíèå äîêàçàííûõ òåîðåì 1.5 è 4.3 ê çàäà÷àì êîìáèíàòîðíîé
òåîðèè ÷èñåë.

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN è ε ∈ (0, 1) � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Ìíîæåñòâîì Áîðà B(K, ε) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

B(K, ε) = {x ∈ ZN :
∥∥∥rx

N

∥∥∥ < ε , äëÿ âñåõ r ∈ K} ,

ãäå ‖ · ‖ � îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. Î ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâ Áîðà ñì.
ñòàòüþ [27]. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîé ñòàòüå áûëî ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî

|B(K, ε)| ≥ 1

2
ε|K|N . (90)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîëè÷åñòâåííîãî âàðèàíòà òåîðåìû Ôðåéìàíà â ðàáîòå [3] (ñì.
òàêæå [10]) ×àíã èñïîëüçîâàëà ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.10 Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, δ ∈ (0, 1) � äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî è A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN , |A| = δN . Òîãäà 2A− 2A ñîäåðæèò ìíî-
æåñòâî Áîðà B(K, ε), ãäå |K| ≤ 8δ−1 log(1/δ) è ε = δ/(28 log(1/δ)).

Ìû äîêàæåì íåáîëüøîå óñèëåíèå ïðåäëîæåíèÿ 4.10.
Ïðåäëîæåíèå 4.11 Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, (N, 2) = 1, 0 < δ ≤ 2−256 �

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN , |A| = δN . Òîãäà 2A− 2A
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Áîðà B(K, ε), ãäå |K| ≤ 215δ−1 log(1/δ) è ε = 1/(28 log(1/δ)).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (90) ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçìåð ìíîæåñòâà Áîðà B(K, ε) â ïðåäëîæåíèè
4.10 íå ìåíüøå (1/2) · 2−8δ−1(log 1/δ)2N . Â ïðåäëîæåíèè 4.11 ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Áîðà íå
ìåíüøå (1/2) · 2−220δ−1(log 1/δ)(log log 1/δ)N .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 4.11 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 4.12 Ïóñòü f, g : ZN → C � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Ñâåðòêîé ôóíêöèé

f è g íàçîâåì ôóíêöèþ (f ∗ g)(x), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(f ∗ g)(x) =
∑

y∈ZN

f(y)g(y − x) . (91)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
(f̂ ∗ g)(r) = f̂(r)ĝ(r) . (92)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîëæåíèÿ 4.11. Ïóñòü α = δ3/2/2
√

2. Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå
4.5 ê Rα(A), íàõîäèì ìíîæåñòâî Λ∗ ⊆ ZN , |Λ∗| ≤ 215δ−1 log(1/δ) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
âû÷åòà r ∈ Rα ñóùåñòâóåò íàáîð λ∗1, . . . , λ

∗
M èç íå áîëåå, ÷åì 8 log(1/δ) ýëåìåíòîâ Λ∗

òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (71). Ïóñòü R∗
α = Rα \ {0}. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Áîðà

B1 = B(R∗
α, 1/20). Äëÿ âñåõ x ∈ B1 è âñåõ r ∈ R∗

α âûïîëíåíî

|1− e(rx)| = 2| sin(πrx/N)| ≤ 2π

20
<

1

2
. (93)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå (A ∗A ∗A ∗A)(x) ðàâíî ÷èñëó ÷åòâåðîê (a1, a2, a3, a4) ∈ A4,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó a1 + a2 − a3 − a4 = x. Îòñþäà, (A ∗ A ∗ A ∗ A)(x) > 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ 2A − 2A. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (11) è (92), ïîëó÷àåì, ÷òî x

ïðèíàäëåæèò 2A − 2A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∑

r |Â(r)|4e(rx) > 0. Ïóñòü x ∈ B1.
Òîãäà
∑

r

|Â(r)|4e(rx) =
∑

r

|Â(r)|4 −
∑

r

|Â(r)|4(1− e(rx)) >
1

2

∑
r

|Â(r)|4 − 2
∑

r/∈R,r 6=0

|Â(r)|4 ≥

≥ 1

2
δ4N4 − 2 max

r/∈R,r 6=0
|Â(r)|2

∑
r

|Â(r)|2 ≥ 1

2
δ4N4 − 2

δ3N2

8
δN2 =

δ4N4

4
> 0 . (94)

(ïðè âûâîäå ôîðìóëû (94) ìû èñïîëüçîâàëè ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (2)). Èç íåðàâåíñòâà
(94) âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî Áîðà B1 ïðèíàäëåæèò 2A−2A. Ðàññìîòðèì äðóãîå ìíîæå-
ñòâî Áîðà B2 = B(Λ∗, 1/(28 log(1/δ)) è äîêàæåì âêëþ÷åíèå B2 ⊆ B1. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî
âû÷åòà r ∈ R∗

α ñóùåñòâóåò íàáîð λ∗1, . . . , λ
∗
M èç íå áîëåå, ÷åì 8 log(1/δ) ýëåìåíòîâ Λ∗ òàêîé,

÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (71), òî äëÿ âñåõ x ∈ B2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥∥∥rx

N

∥∥∥ ≤
M∑
i=1

∥∥∥∥
λ∗i x
N

∥∥∥∥ ≤ 8 log(1/δ) · 1

28 log(1/δ)
<

1

20
. (95)

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé x ∈ B2 ïðèíàäëåæèò B1. Ìû ïîëó÷èëè ìíîæåñòâî Áîðà B2 ⊆
2A− 2A, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì òðåáóåìûì ñâîéñòâàì. Ïðåäëîæåíèå 4.11 äîêàçàíî.
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