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Àííîòàöèÿ.

Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Z/NZ è ïóñòü R � ìíîæåñòâî áîëüøèõ êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå ìíîæåñòâà A. Âîïðîñ î ñòðîåíèè R îòíîñèòñÿ ê îáðàòíûì çàäà÷àì àääèòèâíîé
òåîðèè ÷èñåë. Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà R èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ì.�×. ×àíã, Á. Ãðèíà è àâòîðà.
Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó íîâûõ ðåçóëüòàòîâ î ìíîæåñòâàõ áîëüøèõ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Êðîìå òîãî, ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå íåóëó÷øàåìîñòü
ïîëó÷åííûõ ðàíåå òåîðåì.

1. Ââåäåíèå.
Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZN = Z/NZ ìíîæåñòâî âû÷åòîâ ïî

ìîäóëþ N . Ïóñòü f : ZN → C � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè
f çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f̂(r) =
∑

n∈ZN

f(n)e(−nr) , (1)

ãäå e(x) = e2πix/N .
Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1 è ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíîæå-

ñòâî ZN ìîùíîñòè δN . Áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé A õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ýòîãî ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Rα áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì A

Rα = Rα(A) = { r ∈ ZN : |Â(r)| ≥ αN } . (2)

Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë âàæíî çíàòü ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà Rα

(ñì. [1]). Èíûìè ñëîâàìè, êàêèìè íåòðèâèàëüíûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ìíîæåñòâî Rα?
ßñíî, ÷òî âîïðîñ î ñòðîåíèè Rα îòíîñèòñÿ ê îáðàòíûì çàäà÷àì àääèòèâíîé òåîðèè ÷èñåë
(ñì. [3]).

Ïóñòü log îçíà÷àåò ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ äâà. Â 2002 ãîäó M.�×. ×àíã ïîëó÷èëà
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [4].

Òåîðåìà 1.1 (×àíã) Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1, A �
ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN è ìíîæåñòâîRα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ N 06-01-00383, ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ N
1726.2006.1, ãðàíòà ÍØ-691.2008.1 è INTAS (ãðàíò N 03�51�5-70).
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(2). Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|} ⊆ ZN , |Λ| ≤ 2(δ/α)2 log(1/δ) òàêîå,
÷òî âñÿêèé ýëåìåíò r ìíîæåñòâà Rα ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

r =

|Λ|∑
i=1

εiλi (mod N) , (3)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.
Ðàçâèâàÿ ïîäõîä èç [5] (ñì. òàêæå [6]) ×àíã ïðèìåíèëà ñâîé ðåçóëüòàò â äîêàçàòåëü-

ñòâå êîëè÷åñòâåííîãî âàðèàíòà çíàìåíèòîé òåîðåìû Ã.À. Ôðåéìàíà [7] î ìíîæåñòâàõ ñ
ìàëåíüêîé ñóììîé. Äðóãèå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 1.1 ïîëó÷èë Á. Ãðèí â ñòàòüå [8], à òàêæå
T. ×îåí â [14]. Âîïðîñ î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà Rα, êîãäà ïàðàìåòð α áëèçîê ê δ, èçó÷àëñÿ
â ðàáîòàõ [16, 17, 18], ñì. òàêæå îáçîð [19].

Ìû âèäèì, ÷òî ðåçóëüòàòû î ñòðîåíèè ìíîæåñòâà Rα ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè äëÿ êîìáè-
íàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë.

Â äðóãîé ðàáîòå [9] Ãðèí ïîêàçàë, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå òåîðåìà ×àíã ÿâëÿåòñÿ
òî÷íîé. Ïóñòü E = {e1, . . . , e|E|} ⊆ ZN � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Span(E) ìíîæåñòâî âñåõ ñóìì âèäà

∑|E|
i=1 εiei, ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.

Òåîðåìà 1.2 (Ãðèí) Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, δ ≤ 1/8, 0 < α ≤ δ/32.
Ïóñòü òàêæå (

δ

α

)2

log(1/δ) ≤ log N

log log N
. (4)

Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ ZN , |A| = [δN ] òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî Rα, îïðå-
äåëåííîå ôîðìóëîé (2), íå ñîäåðæèòñÿ â Span(Λ) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Λ, |Λ| ≤
2−12(δ/α)2 log(1/δ).

Â ñòàòüÿõ [32, 33] áûëè ïîëó÷åíû äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû î ìíîæåñòâàõ áîëüøèõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì. Â ÷àñòíîñòè, òàì áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ, A � ïðîèçâîëüíîå
ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN , k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ìíîæåñòâî Rα îïðå-
äåëåíî ðàâåíñòâîì (2). Ïóñòü òàêæå B ⊆ Rα \ {0} � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
âåëè÷èíà

Tk(B) := |{ (r1, . . . , rk, r
′
1, . . . , r

′
k) ∈ B2k : r1 + · · ·+ rk = r′1 + · · ·+ r′k }| (5)

íå ìåíüøå, ÷åì
δα2k

24kδ2k
|B|2k . (6)

Åñëè íå îáðàùàòü âíèìàíèå íà àáñîëþòíûå êîíñòàíòû, ïîÿâëÿþùèåñÿ â îöåíêàõ äëÿ
ìîùíîñòè äèññîöèàòèâíîãî ìíîæåñòâà Λ, òî êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [33] èç òåîðåìû
1.3 è íåðàâåíñòâà Â. Ðóäèíà [23] âûòåêàåò òåîðåìà M.�×. ×àíã. Êðîìå òîãî, â ñòàòüå [33]
áûëî ïîëó÷åíî óñèëåíèå òåîðåìû 1.1.

Òåîðåìà 1.4 Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, (N, 2) = 1, δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1/16, A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN è ìíîæåñòâî
Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (2). Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Λ∗ ⊆ ZN ,

|Λ∗| ≤ max( 212(δ/α)2 log(1/δ), 26 log2(1/δ) ) (7)
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òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà r ∈ Rα ñóùåñòâóåò íàáîð λ∗1, . . . , λ
∗
M èç íå áîëåå, ÷åì

8 log(1/δ) ýëåìåíòîâ Λ∗ òàêîé, ÷òî

r =
M∑
i=1

εiλ
∗
i (mod N) , (8)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.
Êðîìå òîãî, åñëè ÷èñëî N � ïðîñòîå, òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Λ̃ ⊆ ZN ,

|Λ̃| ≤ 212(δ/α)2 log(1/δ) log log(1/δ) (9)

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà r ∈ Rα ñóùåñòâóåò íàáîð λ̃1, . . . , λ̃M èç íå áîëåå, ÷åì
8 log(1/δ) ýëåìåíòîâ Λ̃ òàêîé, ÷òî

r =
M∑
i=1

εiλ̃i (mod N) , (10)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.
Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î ñîäåðæàíèè íàñòîÿùåé ñòàòüè.
Â ïàðàãðàôå 2 ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ α, δ è

k òåîðåìà 1.3 ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé. Â íàøåì äîêàçàòåëüñòâå ìû ñòðîèì êîíêðåòíûå
ìíîæåñòâà A ⊆ ZN , ó êîòîðûõ Rα(A) èìååò íóæíûå íàì ñâîéñòâà. Êðîìå òîãî, â ýòîì
ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì ðåçóëüòàò, â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîòèâîïîëîæíûé òåîðåìå ×àíã
(ñì. òåîðåìó 2.8).

Ïàðàãðàô 3 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó óñèëåíèÿ òåîðåìû 1.4 (ìû ðàññìàòðèâàåì ñè-
òóàöèþ êîãäà ÷èñëî N èç òåîðåìû 1.4 � ïðîñòîå).

Òåîðåìà 1.5 Ïóñòü N � ïðîñòîå ÷èñëî, δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤
2−8, A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN , ìíîæåñòâî Rα îïðåäåëåíî
ðàâåíñòâîì (2) è d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Λ∗ ⊆ ZN ,

|Λ∗| ≤ max{ 212+4d(log(1/δ))−1 · (δ/α)2 log(1/δ), 8 log2(1/δ) } (11)

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà r ∈ Rα \ {0} ñóùåñòâóåò ìàòðèöà M = (mij)i∈[d],j∈[|Λ∗|]
ðàíãà d òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ [d] âûïîëíåíî

∑|Λ∗|
j=1 |mij| ≤ 4 log(1/δ) è äëÿ âñåõ i ∈ [d]

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r =

|Λ∗|∑
j=1

mijλ
∗
j (mod N) . (12)

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Λ̃ ⊆ ZN ,

|Λ̃| ≤ max{ 25 log(1/δ) log log(1/δ), 210+2d log(2 log log(1/δ))(log(1/δ))−1

(δ/α)2 log(1/δ) log log(1/δ) }
(13)

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà r ∈ Rα \ {0} ñóùåñòâóåò ìàòðèöà M̃ = (m̃ij)i∈[d],j∈[|Λ̃|]
ðàíãà d òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ [d] âûïîëíåíî

∑|Λ̃|
j=1 |m̃ij| ≤ 4 log(1/δ) è äëÿ âñåõ i ∈ [d]

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r =

|Λ̃|∑
j=1

m̃ijλ̃j (mod N) . (14)
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Âîïðîñ î ñòðîåíèè ìíîæåñòâ áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, òàêæå êàê è ëþáîé
äðóãîé âîïðîñ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë, ìîæåò áûòü ïîñòàâëåí äëÿ ïðîèçâîëüíîé
êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû G, à íå òîëüêî äëÿ ZN . Ïðè ýòîì â îäíèõ ãðóïïàõ G îòâåòèòü
íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ëåãêî, à â äðóãèõ � òðóäíî. Íåäàâíî âûÿñíèëîñü (ñì. [12, 31] è,
îñîáåííî, çàìå÷àòåëüíûé îáçîð [13]), ÷òî ÷ðåçâû÷àéíî óäîáíî áðàòü â êà÷åñòâå ãðóïïû
G � ãðóïïû Zn

p , ãäå p � ìàëåíüêîå ïðîñòîå ÷èñëî (íàïðèìåð, p = 2, 3 èëè 5). Äåëî â
òîì, ÷òî íà òàêèõ ãðóïïàõ èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è
ïðè ýòîì ñàìè ãðóïïû Zn

p íå ñëèøêîì ñëîæíî óñòðîåíû. Áîëåå òîãî, îáùàÿ èäåàëîãèÿ
ñòàòüè [13] ñîñòîèò â ñëåäóþùåì : åñëè íåêîòîðûé ðåçóëüòàò êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë
äîêàçàí äëÿ ãðóïï Zn

p , òî, êàê ïðàâèëî, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü äîêà-
çàí è äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû, ïðè÷åì, áåç ïðèâëå÷åíèÿ êàêîé�òî
ïðèíöèïèàëüíî íîâîé èäåè.

Â ïàðàãðàôå 4 ìû ïîëó÷èì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòàì ïàðà-
ãðàôà 2, äëÿ ãðóïï Zn

p . Âñå òåõíè÷åñêèå äåòàëè ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ, à
îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì èç ïàðàãðàôà 2 äåëàþòñÿ ãîðàçäî ïðîçðà÷íåå.

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî òåîðåìû 1.1, 1.4 è 1.5 òðèâèàëüíû â ñëó÷àå êîãäà ïàðàìåòð δ
íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N →∞. Â ýòîé ñèòóàöèè ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà Rα ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíîé (ñì. ðàáîòû [20, 21, 22]).

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Ñ.Â.Êîíÿãèíó çà åãî èäåþ, ïîçâîëèâøóþ
óñèëèòü ôîðìóëèðîâêó îäíîãî èç ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå Í. Ã.Ìîùåâèòèíó çà ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå.

2. Ïðèìåðû ìíîæåñòâ áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì.
Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì, äëÿ óäîáñòâà, ÷åðåç [N ] îòðåçîê íàòóðàëü-

íîãî ðÿäà [N ] = {1, 2, . . . , N}. Ïóñòü òàêæå f : ZN → C � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f cïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

∑

r∈ZN

|f̂(r)|2 = N
∑

n∈ZN

|f(n)|2 . (15)

Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1 è ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíîæå-
ñòâî ZN ìîùíîñòè δN . Îòìåòèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà Rα(A). Èç ðàâåíñòâà
Ïàðñåâàëÿ (15) âûòåêàåò âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà áîëüøèõ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ñóìì Rα(A), à èìåííî |Rα(A)| ≤ δ/α2. Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ Rα ñëåäóåò,
÷òî 0 ∈ Rα è Rα = −Rα â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè r ∈ Rα, òî è −r ∈ Rα.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ìíîæåñòâ áîëüøèõ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ñóìì. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ïðîèçâîëüíîå "ìàëåíüêîå" ïîäìíîæåñòâî ZN ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâîì áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, à òî÷íåå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 Ïóñòü δ, α ∈ (0, 1] � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, δ ≤ 1/2, 20N−1/2 <
α ≤ δ/2 è S ⊆ ZN � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî 0 ∈ S, S = −S è |S| ≤ δ/(2α).
Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ ZN , |A| = [δN ] òàêîå, ÷òî Rα(A) = S.

Âñþäó íèæå ìû íå áóäåì ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàòü, ÷òî ðàâåíñòâî äâóõ ýëåìåíòîâ èç
ZN ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ N .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.1 íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ õîðîøî èçâåñòíàÿ
ëåììà (ñì. [25] è [9]).

Ëåììà 2.2 Ïóñòü f : ZN → [0, 1] � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíî-
æåñòâî C ⊆ ZN ñ |C| = [

∑
x∈ZN

f(x)] òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ r ∈ ZN \ {0} âûïîëíåíî

4



|Ĉ(r)− f̂(r)| ≤ 20
√

N .
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.1. Ïóñòü S∗ = S \ {0}. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) = δ+2α
∑

r∈S∗ e(rx). Òàê êàê S = −S, òî f(x) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ïî óñëîâèþ
|S| ≤ δ/(2α) è δ ≤ 1/2. Îòñþäà äëÿ âñåõ x ∈ ZN âûïîëíåíî 0 ≤ f(x) ≤ 1. Êðîìå òîãî,∑

x∈ZN
f(x) = δN è äëÿ âñåõ r ∈ ZN \ {0} èìååì f̂(r) = 2αS∗(r)N . Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2,

íàõîäèì ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî |A| = [
∑

x∈ZN
f(x)] = [δN ] è äëÿ ëþáîãî r ∈ ZN \ {0}

âûïîëíåíî
|Â(r)− f̂(r)| = |Â(r)− 2αS∗(r)N | ≤ 20

√
N .

Òàê êàê α > 20N−1/2, òî äëÿ âñåõ r ∈ S∗ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |Â(r)| ≥ 2αN−20
√

N ≥
αN . Òàêèì îáðàçîì, S ⊆ Rα(A). Ñíîâà ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî α > 20N−1/2, ïîëó÷àåì, ÷òî
äëÿ âñåõ r /∈ S∗, r 6= 0 âûïîëíåíî |Â(r)| < αN . Ñëåäîâàòåëüíî, Rα(A) = S. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî.

Èòàê, ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìàëåíüêîé ìîùíîñòè, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî íó-
ëÿ è ñîäåðæàùåå íóëü, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâ, ìîùíîñòü êîòîðûõ áëèçêà ê ÷èñëó δ/α2 � âåðõ-
íåé ãðàíèöå äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, âûòåêàþùåé
èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ? Ýòà ïðîáëåìà åùå äàëåêà îò ñâîåãî ðàçðåøåíèÿ. ßñíî, ÷òî íå
âñÿêîå ìíîæåñòâî R, |R| ≤ δ/α2 ìîæåò áûòü ìíîæåñòâîì áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ñóìì. Íàïðèìåð, êàê ïîêàçûâàåò òåîðåìà 1.3, ìíîæåñòâà Rα îáëàäàþò áîëüøîé âåëè÷è-
íîé Tk.

Òåîðåìà ×àíã ÿâëÿåòñÿ äðóãèì ïðèìåðîì, ãîâîðÿùèì î òîì, ÷òî èíòåðåñóþùèå íàñ
ìíîæåñòâà èìåþò âåñüìà ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà. Ñìûñë ýòîé òåîðåìû çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì : ëþáîå ìíîæåñòâî áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ñóìì îáëàäàåò íåáîëüøèì
äèññîöèàòèâíûì ïîäìíîæåñòâîì. Ìíîæåñòâî D = {d1, . . . , d|D|} ⊆ ZN íàçûâàåòñÿ äèññî-
öèàòèâíûì, åñëè èç ðàâåíñòâà

|D|∑
i=1

εidi = 0 (mod N) , (16)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1} âûòåêàåò, ÷òî âñå εi ðàâíû íóëþ. Â ñâîåé òåîðåìå ×àíã ôàêòè÷åñêè
äîêàçàëà, ÷òî ëþáîå äèññîöèàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî Rα(A) èìååò ìîùíîñòü, íå ïðåâîñõî-
äÿùóþ 2(δ/α)2 log(1/δ). Åñëè òåïåðü âçÿòü â òåîðåìå 1.1 â êà÷åñòâå Λ ìàêñèìàëüíîå äèñ-
ñîöèàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî Rα(A), òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà r ∈ Rα(A)
áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3) (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [4] èëè [11]).

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì ðåçóëüòàò, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ïðîòèâîïîëîæíûé
òåîðåìå ×àíã. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå íå î÷åíü áîëüøîå äèññîöèàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî
ZN ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ñóìì. Â ñâîåì äîêàçàòåëüñòâå ìû
èíòåíñèâíî èñïîëüçóåì ïîäõîä Á. Ãðèíà (ñì. [9]), ñâÿçàííûé ñ "ìíîæåñòâàìè óðîâíÿ" È.
Ðóæè (ñì. [15]).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ äèññîöèàòèâíîñòè. Ìíîæåñòâî D ⊆ ZN

íàçûâàåòñÿ k�äèññîöèàòèâíûì, åñëè èç ðàâåíñòâà (16), ãäå |εi| ≤ k âûòåêàåò, ÷òî âñå εi

ðàâíû íóëþ. Ïîëüçóÿñü ýòèì îïðåäåëåíèåì ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó 1.2.
Òåîðåìà 2.3 (Ãðèí) Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, δ ≤ 1/8, 20N−1/2 <

α ≤ δ/32 è Λ � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, |Λ| ≤ 2−11(δ/α)2 log(1/δ) ÿâëÿþùååñÿ 6|Λ|�
äèññîöèàòèâíûì. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ ZN , |A| = [δN ] òàêîå, ÷òî Rα(A) =
{0}⊔

Λ
⊔−Λ.
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Çàìå÷àíèå 2.4 Åñëè ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ 6|Λ| � äèññîöèàòèâíûì, òî äëÿ ìîùíîñòè
Λ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |Λ| ¿ log N/ log log N . Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2.3 íå ðàáîòàåò
äëÿ ìíîæåñòâ, ìîùíîñòü êîòîðûõ ïî�ïîðÿäêó áîëüøå, ÷åì log N/ log log N .

Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3, à äîêàæåì
÷óòü áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò. ×òîáû åãî ñôîðìóëèðîâàòü íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå (ñì. [30] è [32, 33]).

Îïðåäåëåíèå 2.5 Ïóñòü k, s � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
Λ(k, s) èç ZN , îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè ìíîæåñòâî Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|}
ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ(k, s), òî èç ðàâåíñòâà

|Λ|∑
i=1

λisi = 0 (mod N) , λi ∈ Λ , si ∈ Z , |si| ≤ s ,

|Λ|∑
i=1

|si| ≤ k , (17)

âûòåêàåò, ÷òî âñå si ðàâíû íóëþ. Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Λ(k,∞) ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|} îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì, ÷òî èç ðàâåíñòâà

|Λ|∑
i=1

λisi = 0 (mod N) , λi ∈ Λ , si ∈ Z ,

|Λ|∑
i=1

|si| ≤ k , (18)

âûòåêàåò, ÷òî âñå si ðàâíû íóëþ.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ Λ ∈ Λ(k, s), ãäå s ìîæåò áûòü ðàâíî è áåñêîíå÷íîñòè, âûïîëíåíî

0 /∈ Λ è Λ ∩ −Λ = ∅.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíî áîëåå òîíêîå îïðåäåëåíèå äèññîöèàòèâíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 2.6 Ïóñòü k, p � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè ñèì-

âîë áåñêîíå÷íîñòè. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Λ(k, s, p) èç ZN , îáëàäàþùèõ ñëåäó-
þùèì ñâîéñòâîì. Åñëè ìíîæåñòâî Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|} ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ(k, s, p),
òî ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Λ íà p ìíîæåñòâ Λ1 = {λ(1)

1 , . . . , λ
(1)
|Λ1|}, . . . , Λp =

{λ(p)
1 , . . . , λ

(p)
|Λp|}, ïðè÷åì ìîùíîñòè ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ Λi, Λj îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå,

÷åì â äâà ðàçà è, êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâà
|Λ1|∑
i=1

λ
(1)
i s

(1)
i + · · ·+

|Λp|∑
i=1

λ
(p)
i s

(p)
i = 0 (mod N) , ãäå (19)

λ
(i)
j ∈ Λi , s

(i)
j ∈ Z , |s(i)

j | ≤ s ,

|Λi|∑
j=1

|s(i)
j | ≤ k , i = 1, . . . , p (20)

âûòåêàåò, ÷òî âñå s
(i)
j , i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , |Λi| ðàâíû íóëþ.

Ïðèìåð 2.7 Ïóñòü k, s, p � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ëþáîå ìíîæåñòâî Λ ∈ Λ(kp, s),
ìîùíîñòè íå ìåíüøåé p, ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ(k, s, p).

Òåîðåìà 2.8 Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, δ ≤ 1/8, 640N−1/2 < α ≤ 2−27δ
è Λ � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, |Λ| ≤ 2−12(δ/α)2 log(1/δ), ïðèíàäëåæàùåå ñåìåéñòâó
Λ((δ/α)2, (δ/α)2, [log(1/δ)]). Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ ZN , |A| = [δN ] òàêîå, ÷òî
Rα(A) = {0}⊔

Λ
⊔−Λ.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó 2.8 ìû óñòàíîâèì îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.
Ïðåäëîæåíèå 2.9 Ïóñòü δ, α ∈ (0, 1] � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 640N−1/2 < α ≤

2−10δ è Λ � ïðîèçâîëüíîå 2�äèññîöèàòèâíîå ìíîæåñòâî, ìîùíîñòü êîòîðîãî íå ïðå-
âîñõîäèò δ

3α
log(1/δ). Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ ZN , |A| = [δN ] òàêîå, ÷òî

Rα(A) = {0}⊔
Λ

⊔−Λ.
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Ïðåäëîæåíèå 2.9 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëþáîå 2�äèññîöèàòèâíîå ìíîæåñòâî, ìîùíîñòè
÷óòü áîëüøåé, ÷åì âåëè÷èíà δ/(2α) (ìîùíîñòü, ïîëó÷àþùàÿñÿ â ïðåäëîæåíèè 2.1), ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ñóìì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.9. Ïóñòü Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|} ïðîèçâîëüíîå 2�
äèññîöèàòèâíîå ìíîæåñòâî, ìîùíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò δ

3α
log(1/δ). Ïóñòü òàêæå

m = |Λ| è c = (3 ln 2)/2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) = δ

m∏
j=1

(1 +
2cα

δ
cos(λjx)) = δ

m∏
j=1

(1 +
cα

δ
(e(λjx) + e(−λjx))) . (21)

ßñíî, ÷òî f(x) ≥ 0 è
∑

x∈ZN
f(x) = δN . Ïî óñëîâèþ m ≤ δ

3α
log(1/δ). Îòñþäà f(x) ≤

δ(1 + 2cα
δ

)m ≤ 1. Ïóñòü

νd(n) = |{r1, . . . , rd ∈ Λ : n = ±r1 ± · · · ± rd}| , d = 1, . . . , m �

êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé âû÷åòà n â âèäå ñóììû ýëåìåíòîâ Λ ñ êîýôôèöèåíòàìè, ðàâ-
íûìè ïëþñ èëè ìèíóñ åäèíèöà. Â ÷àñòíîñòè,

ν2(n) = |{r1, r2 ∈ Λ : n = ±r1 ± r2}| è ν1(n) = |{r1 ∈ Λ : n = ±r1}| .

Ðàñêðûâàÿ ïðîèçâåäåíèå Ðèññà (21), íàõîäèì

f(x) = δ+δ
cα

δ

∑
n

ν1(n)e(nx)+δ
(cα

δ

)2 ∑
n

ν2(n)e(nx)+· · ·+δ
(cα

δ

)m ∑
n

νm(n)e(nx) . (22)

Èíûìè ñëîâàìè

f(x) = δ + cαν̂1(−x) + δ
(cα

δ

)2

ν̂2(−x) + · · ·+ δ
(cα

δ

)m

ν̂m(−x) . (23)

Îòñþäà

f̂(r) =

{
δN , åñëè r = 0,

N(cα · ν1(r) + δ
(

cα
δ

)2
ν2(r) + · · ·+ δ

(
cα
δ

)m
νm(r)) , èíà÷å.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñåõ i ≥ 1 âûïîëíåíî νi(n) ≤ 1. Äåéñòâèòåëüíî, èç âèäà ïðîèçâå-
äåíèÿ Ðèññà (21) âûòåêàåò, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè n ëþáîé ýëåìåíò λ ∈ Λ

⊔−Λ íå ìîæåò
âñòðå÷àòüñÿ áîëåå îäíîãî ðàçà. Êðîìå òîãî, â ïðåäñòàâëåíèè n íå ìîãóò îäíîâðåìåííî
âñòðå÷àòüñÿ âû÷åòû λ è −λ, ãäå λ ∈ Λ. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò è 2�äèññîöèàòèâíîñòü ìíî-
æåñòâà Λ ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ n è âñåõ i ≥ 1 âûïîëíåíî νi(n) ≤ 1. Åñëè r ∈ Λ èëè
r ∈ −Λ, òî

|f̂(r)| ≥ cαN −N

(
δ
(cα

δ

)2

+ δ
(cα

δ

)3

+ · · ·+ δ
(cα

δ

)m
)
≥ (1 + 2−5)αN . (24)

Àíàëîãè÷íî, åñëè r /∈ Λ
⊔−Λ, òî

|f̂(r)| ≤ N

(
δ
(cα

δ

)2

+ δ
(cα

δ

)3

+ · · ·+ δ
(cα

δ

)m
)
≤ 1

2
αN . (25)
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Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2, íàõîäèì ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî |A| = [
∑

x∈ZN
f(x)] = [δN ] è äëÿ

âñåõ r ∈ ZN \{0} âûïîëíåíî |Â(r)− f̂(r)| ≤ 20
√

N . Èç íåðàâåíñòâ (24), (25) è íåðàâåíñòâà
α > 640N−1/2 âûòåêàåò, ÷òî Rα(A) = {0}⊔

Λ
⊔−Λ. Ïðåäëîæåíèå 2.9 äîêàçàíî.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.8.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíà ëåììà èç [9].
Ëåììà 2.10 Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è

pk(x) = 2 + x

k∑
j=0

(−1)jx2j

24jj!
. (26)

Òîãäà äëÿ âñåõ x òàêèõ, ÷òî |x| ≤
√

k âûïîëíåíî 0 ≤ pk(x) ≤ 4.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.8. Ïóñòü k = s = (δ/α)2, p = [log(1/δ)]. Ïóñòü òàêæå

ki = |Λi| è Λi = {λ(i)
1 , . . . , λ

(i)
ki
}, i = 1, 2, . . . , p. Èç îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà Λ(k, k, p) âûòåêàåò

íåðàâåíñòâî
|Λ|
2p

≤ ki ≤ 2|Λ|
p

. (27)

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

|Λ| > δ

3α
log(1/δ) > 2 log(1/δ) . (28)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |Λ| ≤ δ/(3α) · log(1/δ), òî äëÿ âñåõ i ∈ [p] âûïîëíåíî 2ki + 1 ≤
8δ/α ≤ k. Êðîìå òîãî, s ≥ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ 2�
äèññîöèàòèâíûì è ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà A ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè ëåãêî âûòåêàåò
èç ïðåäëîæåíèÿ 2.9.

Ïóñòü

g(x) = 4−p

p∏
i=1

pki

(
cos(2πλ

(i)
1 x/N) + · · ·+ cos(2πλ

(i)
ki

x/N)√
ki

)
. (29)

Èç ëåììû 2.10 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç ZN âûïîëíåíî 0 ≤ g(x) ≤ 1. Ðàññìîòðèì i�é
÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ (29). Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé cos(2πx/N) = (e(x) + e(−x))/2, ïîëó÷àåì

pki

(
cos(2πλ

(i)
1 x/N) + · · ·+ cos(2πλ

(i)
ki

x/N)√
ki

)
=

2 +
1

2
√

ki

ki∑
j=0

(−1)j

(64ki)jj!

(
e(λ

(i)
1 x) + e(−λ

(i)
1 x) + · · ·+ e(λ

(i)
ki

x) + e(−λ
(i)
ki

x)
)2j+1

. (30)

Ïåðåìíîæàÿ âñå ÷ëåíû (30), íàõîäèì

g(x) =
∑

Pk1
l=1 |s

(1)
l |≤2k1+1

· · ·
∑

Pkp
l=1 |s

(p)
l |≤2kp+1

Q(s
(1)
1 , . . . , s

(1)
k1

, . . . , s
(p)
1 , . . . , s

(p)
kp

)e((s
(1)
1 λ

(1)
1 +· · ·+s

(1)
k1

λ
(1)
k1

+· · ·+s
(p)
1 λ

(p)
1 +· · ·+s

(p)
kp

λ
(p)
kp

)x) , (31)
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ãäå Q(s
(1)
1 , . . . , s

(1)
k1

, . . . , s
(p)
1 , . . . , s

(p)
kp

) � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ñòîÿùèå ïåðåä
e(s

(1)
1 λ

(1)
1 + · · · + s

(1)
k1

λ
(1)
k1

+ · · · + s
(p)
1 λ

(p)
1 + · · · + s

(p)
kp

λ
(p)
kp

). Çàïèñûâàÿ i�é ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ
(29) â âèäå, àíàëîãè÷íîì (31), ïîëó÷àåì

pki

(
cos(2πλ

(i)
1 x/N) + · · ·+ cos(2πλ

(i)
ki

x/N)√
ki

)
=

=
∑

Pki
l=1 |s

(i)
l |≤2ki+1

Q(s
(i)
1 , . . . , s

(i)
ki

)e((s
(i)
1 λ

(i)
1 + · · ·+ s

(i)
ki

λ
(i)
ki

)x) . (32)

ßñíî, ÷òî Q(s
(1)
1 , . . . , s

(1)
k1

, . . . , s
(p)
1 , . . . , s

(p)
kp

) = 4−p
∏p

i=1 Q(s
(i)
1 , . . . , s

(i)
ki

). Çàìåòèì, ÷òî èç
îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà Λ(k, k, p) âûòåêàåò, ÷òî âñå ÷èñëà s

(1)
1 λ

(1)
1 + · · · + s

(1)
k1

λ
(1)
k1

+ · · · +
s
(p)
1 λ

(p)
1 + · · ·+ s

(p)
kp

λ
(p)
kp

� ðàçëè÷íûå. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
∑

x∈ZN

g(x) = 2−pN . (33)

Èç ôîðìóëû (31) âûòåêàåò, ÷òî r�é êîýôôèöèåíò Ôóðüå ôóíêöèè g(x), íå èìåþùèé âèäà
s
(1)
1 λ

(1)
1 +· · ·+s

(1)
k1

λ
(1)
k1

+· · ·+s
(p)
1 λ

(p)
1 +· · ·+s

(p)
kp

λ
(p)
kp
, ãäå

∑ki

l=1 |s(i)
l | ≤ 2ki+1, i ∈ [p] ðàâåí íóëþ.

Íàïðîòèâ, r�é êîýôôèöèåíò Ôóðüå g(x) âèäà s
(1)
1 λ

(1)
1 + · · ·+ s

(1)
k1

λ
(1)
k1

+ · · ·+ s
(p)
1 λ

(p)
1 + · · ·+

s
(p)
kp

λ
(p)
kp

ðàâåí N · Q(s
(1)
1 , . . . , s

(1)
k1

, . . . , s
(p)
1 , . . . , s

(p)
kp

). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ [p], j ∈ [ki]
âûïîëíåíî

|ĝ(λ
(i)
j )| = |ĝ(−λ

(i)
j )| ≥ 2−p N

8
√

ki

. (34)

ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ôîðìóëó (34) äëÿ i = j = 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàì íåîá-
õîäèìî íàéòè êîýôôèöèåíò Q(1, 0, . . . , 0). Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ñåìåéñòâà Λ(k, k, p)
ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ Q(1, 0, . . . , 0) íåîáõîäèìî âçÿòü äâîéêè èç ðàçëîæåíèÿ
(30) ìíîãî÷ëåíîâ pki

(x), i ≥ 2. Èìååì

pk1

(
cos(2πλ

(1)
1 x/N) + · · ·+ cos(2πλ

(1)
k1

x/N)√
k1

)
=

= 2 +
1

2
√

k1

k1∑
j=0

(−1)j

(64k1)jj!

(
e(λ

(1)
1 x) + e(−λ

(1)
1 x) + · · ·+ e(λ

(1)
k1

x) + e(−λ
(1)
k1

x)
)2j+1

=

=
∑

Pk1
l=1 |s

(1)
l |≤2k1+1

Q(s
(1)
1 , . . . , s

(1)
k1

)e((s
(1)
1 λ

(1)
1 + · · ·+ s

(1)
k1

λ
(1)
k1

)x) . (35)

Êîýôôèöèåíò ïåðåä e(λ
(1)
1 ) â ôîðìóëå (35) ïðè j = 0 ðàâåí 1/(2

√
k1). Äîêàæåì, ÷òî ñóììà

êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä e(λ
(1)
1 ) ïðè j ≥ 1 ìåíüøå, ÷åì 1/(4

√
k1).

Ïóñòü l = 1, 2, . . . , k1 è ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå (2l + 1) ñêîáîê(
e(λ

(1)
1 x) + e(−λ

(1)
1 x) + · · ·+ e(λ

(1)
k1

x) + e(−λ
(1)
k1

x)
)2l+1

â ôîðìóëå (35). Ñëàãàåìîå e(λ
(1)
1 x)

ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Âî�ïåðâûõ,
ìû âûáèðàåì ÷ëåí e(λ

(1)
1 x) â îäíîé èç ñêîáîê. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü (2l + 1) ñïîñîáîì.

Âî�âòîðûõ, ìû âûáèðàåì ÷ëåí e(λ
(1)
u x) ñ íåêîòîðûì u èç ïåðâîé ñðåäè åùå íå âûáðàííûõ
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ñêîáîê. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü 2k1 ñïîñîáàìè. ßñíî, ÷òî íåîáõîäèìî ñêîìïåíñèðîâàòü ÷ëåí
e(λ

(1)
u x) ÷ëåíîì e(−λ

(1)
u x) âûáðàâ ïîñëåäíèé èç êàêîé�òî äðóãîé ñêîáêè. À ýòî ìîæíî

ñäåëàòü (2l− 1) ñïîñîáàìè. È òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïåðåä e(λ
(1)
1 x) ïðè

j = l íå ïðåâîñõîäèò

1

2
√

k1

· 1

(64k1)ll!
× (2l + 1)× 2k1 × (2l − 1)× 2k1 × (2l − 3)× . . .× 2k1 × 1 ≤ 1

2
√

k1

2l + 1

24l
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1

4
√

k1

≤ 1

2
√

k1

(
1−

∞∑
j=1

2j + 1

24j

)
≤ Q(1, 0, . . . , 0) ≤ 1

2
√

k1

(
1 +

∞∑
j=1

2j + 1

24j

)
≤ 1√

k1

(36)

è íåðàâåíñòâî (34) äîêàçàíî. ×óòü áîëåå òîíêèé ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî

Q(1, 0, . . . , 0) ≤ 1

2
√

k1

. (37)

Äåéñòâèòåëüíî, ÷ëåí ïðè j = 1 â ôîðìóëå (35) áåðåòñÿ ñî çíàêîì ìèíóñ è åãî àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà ðàâíà

1

2
√

k1

· 1

64k1

(3(2k1 − 2) + 3) ≥ 1

2
√

k1

· 1

16
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Q(1, 0, . . . , 0) ≤ 1

2
√

k1

(
1− 1

16
+

∞∑
j=2

2j + 1

24j

)
≤ 1

2
√

k1

è íåðàâåíñòâî (37) äîêàçàíî.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò γ ∈ [1/2, 1] òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = γg(x) îáëàäàåò

ñâîéñòâîì
∑

x f(x) = δN . Èìååì |Λ| ≤ 2−12(δ/α)2 log(1/δ). Òàê êàê f = γg, òî äëÿ ëþáîãî
i ∈ [p] è ëþáîãî j ∈ [ki] âûïîëíåíî

|f̂(λ
(i)
j )| = |f̂(−λ

(i)
j )| ≥ 2αN (38)

(ïðè âûâîäå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìû âîñïîëüçîâàëèñü (27) è (34)). Ïðèìåíÿÿ ëåììó
2.2, íàõîäèì ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî |A| = [

∑
x∈ZN

f(x)] = [δN ] è äëÿ âñåõ r ∈ ZN \ {0}
âûïîëíåíî

|Â(r)− f̂(r)| ≤ 20
√

N . (39)
Èç íåðàâåíñòâà (38) è íåðàâåíñòâà α > 40N−1/2 âûòåêàåò, ÷òî {0}⊔

Λ
⊔−Λ ⊆ Rα(A).

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü r /∈ {0}⊔
Λ

⊔−Λ. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà r /∈
Rα(A). Êàê ìû óæå îòìå÷àëè ðàíåå, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå âû÷åòû r,
êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå r = s

(1)
1 λ

(1)
1 + · · ·+ s

(1)
k1

λ
(1)
k1

+ · · ·+ s
(p)
1 λ

(p)
1 + · · ·+ s

(p)
kp

λ
(p)
kp
,

ãäå äëÿ ëþáîãî i ∈ [p] âûïîëíåíî
∑ki

l=1 |s(i)
l | ≤ 2ki + 1. Òàê êàê r /∈ {0}⊔

Λ
⊔−Λ, òî∑p

i=1

∑ki

l=1 |s(i)
l | ≥ 2. Ïóñòü σi =

∑ki

l=1 |s(i)
l |. Òîãäà

∑p
i=1 σi ≥ 2 è ëèáî ñóùåñòâóåò i ∈ [p]

òàêîå, ÷òî σi ≥ 2, ëèáî íàéäóòñÿ i, j ∈ [p], i 6= j äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
σi, σj ≥ 1.
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Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ [p] âûïîëíåíî

|Qi(s
(i)
1 , . . . , s

(i)
ki

)| ≤




2 , åñëè σi = 0,
1

2
√

ki
, åñëè σi = 1,

2
ki
√

ki
, èíà÷å.

ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé i = 1. Ïóñòü σ = σ1. Åñëè σ = 0, òî îöåíêà
íà Q1 âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè σ = 1, òî èç íåðàâåíñòâà (37) âûòåêàåò, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà
íà Q1 ñíîâà ñïðàâåäëèâà. Ïóñòü σ ≥ 2 è ïóñòü j0 � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç
îòðåçêà 1, 2, . . . , k1 òàêîå, ÷òî 2j0 + 1 ≥ σ (åñëè òàêîãî j0 íå ñóùåñòâóåò, òî Q1 = 0 è âñå
äîêàçàíî). ßñíî, ÷òî âñå ÷ëåíû â ôîðìóëå (35) ñ j < j0 íå äàþò âêëàä â Q1(s

(1)
1 , . . . , s

(1)
k1

).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî σ � íå÷åòíîå. Òîãäà σ = 2r + 1, r ≥ 1. Êîýôôèöèåíò ïðè
j = l ≥ j0 â ôîðìóëå (35) ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò

1

2
√

k1

· 1

(64k1)ll!
× (2l + 1)!

|s(1)
1 |! . . . |s(1)

k1
|! · (2l + 1− σ)!

×

×2k1 × (2l + 1− σ − 1)× 2k1 × (2l + 1− σ − 3)× . . .× 2k1 × 1 := ρ . (40)
Äåéñòâèòåëüíî, èç ïðîèçâåäåíèÿ (2l + 1) ñêîáîê â ôîðìóëå (35) ìû äîëæíû âûáðàòü
÷ëåí e(λ

(1)
1 x), åñëè s

(1)
1 ≥ 0 èëè ÷ëåí e(−λ

(1)
1 x), åñëè s

(1)
1 < 0 â êîëè÷åñòâå |s(1)

1 | øòóê.
Êðîìå òîãî, ìû äîëæíû âûáðàòü e(λ

(1)
2 x), åñëè s

(1)
2 ≥ 0 èëè e(−λ

(1)
2 x), åñëè s

(1)
2 < 0 â

êîëè÷åñòâå |s(1)
2 | øòóê è òàê äàëåå. Òàêîé âûáîð ìîæíî ñäåëàòü (2l + 1)!/(|s(1)

1 |! . . . |s(1)
k1
|! ·

(2l + 1 − σ)!) ñïîñîáàìè. Çàòåì ìû âûáèðàåì ÷ëåí e(λ
(1)
u x) ñ íåêîòîðûì u èç ïåðâîé

ñðåäè åùå íå âûáðàííûõ ñêîáîê. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü 2k1 ñïîñîáàìè. ßñíî, ÷òî íåîáõîäèìî
ñêîìïåíñèðîâàòü ÷ëåí e(λ

(1)
u x) ÷ëåíîì e(−λ

(1)
u x) âûáðàâ ïîñëåäíèé èç êàêîé�òî äðóãîé

ñêîáêè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü (2l + 1 − σ − 1) ñïîñîáàìè. È òàê äàëåå. Â êîíöå êîíöîâ ìû
ïîëó÷èì îöåíêó (40). Èç èçëîæåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé âèäíî, ÷òî åñëè σ � ÷åòíîå,
σ ≥ 2, òî ÷èñëî Q1(s

(1)
1 , . . . , s

(1)
k1

) ðàâíî íóëþ. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî σ ≤ 2l + 1, íàõîäèì

ρ ≤ 1

2
√

k1

· kl−r
1

kl
12

5l
· (2l + 1)(2l)(2l − 1) . . . (2l + 1− σ + 1)(2l + 1− σ − 1)(2l + 1− σ − 3) . . . 1

l!

≤ 1

2
√

k1

k−r
1 (2l)r 2l + 1

24l
≤ 1

2k1

√
k1

(2l + 1)2l

24l
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|Q1(s
(1)
1 , . . . , s

(1)
k1

)| ≤ 1

k1

√
k1

∞∑

l=1

(2l + 1)2l

24l
≤ 2

k1

√
k1

è âåðõíÿÿ îöåíêà íà Q1 äîêàçàíà.
Åñëè íàéäåòñÿ i ∈ [p] òàêîå, ÷òî σi ≥ 2, òî èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé îöåíêè âûòåêàåò

íåðàâåíñòâî |ĝ(r)| ≤ 2−pN/(k′)3/2, ãäå k′ = min{ki : i ∈ [p]}. Ïîëüçóÿñü (27), (28) è (36),
ïîëó÷àåì, ÷òî |ĝ(r)| ≤ αN/4. Åñëè ñóùåñòâóåò áîëåå äâóõ σi ðàâíûõ åäèíèöå, òî îïÿòü
èç (27), (28) è (36) âûòåêàåò, ÷òî |ĝ(r)| ≤ αN/4. Ïóñòü, íàêîíåö, íàéäåòñÿ ðîâíî äâå σi

ðàâíûõ åäèíèöå. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà (27), (28) è (37), íàõîäèì

|ĝ(r)| ≤ 2−pN

16k′
≤ δpN

4|Λ| <
3αN

4
.

11



Â ëþáîì ñëó÷àå äëÿ âñåõ r /∈ {0}⊔
Λ

⊔−Λ âûïîëíåíî |f̂(r)| ≤ |ĝ(r)| < 3αN/4. Ïðèìå-
íÿÿ íåðàâåíñòâî (39), íàõîäèì |Â(r)| < αN äëÿ âñåõ r /∈ {0}⊔

Λ
⊔−Λ. Ñëåäîâàòåëüíî,

Rα(A) = {0}⊔
Λ

⊔−Λ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð ìíîæåñòâà áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì äëÿ êîòîðûõ

òåîðåìà 1.3 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Â îòëè÷èå îò òåîðåìû 2.8 íàøå íîâîå ìíîæåñòâî Rα íå
ÿâëÿåòñÿ äèññîöèàòèâíûì, à, íàïðîòèâ, îáëàäàåò ñèëüíûìè àääèòèâíûìè ñâîéñòâàìè.

Òåîðåìà 2.11 Ïóñòü δ, α ∈ (0, 1] � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, N � ïðîñòîå ÷èñëî, k �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 2 ≤ k ≤ 2−1 log(1/δ), 32δ2 ≤ α ≤ δ/4 è

2k max

{
log

(
26δk

α2

)
, log

(
26δ2

α3

)}
≤ log N . (41)

Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ ZN òàêîå, ÷òî δN ≤ |A| ≤ 3δN , |Rα(A)| ≥ δ
64α2 è äëÿ

âñåõ k, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (41) âûïîëíåíî Tk(Rα(A)) ≤ 214kδ
α2k .

Çàìå÷àíèå 2.12 Â òåîðåìå 2.11 äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî |Rα(A)| ≥ δ
64α2 . Ýòî íåðà-

âåíñòâî ñîâïàäàåò ïî�ïîðÿäêó ñ âåðõíåé îöåíêîé äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Rα(A), âûòå-
êàþùåé èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ : |Rα(A)| ≤ 3δ

α2 . Êàêàÿ�òî íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ |Rα(A)| â
òåîðåìå 2.11 � íåîáõîäèìà, ïîñêîëüêó èíà÷å ýòà òåîðåìà ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè |Rα(A)| ìàëî, òî, î÷åâèäíî, è âåëè÷èíà Tk(Rα(A)) ìàëà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.11 íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå è ëåììà.
Îïðåäåëåíèå 2.13 Ïóñòü k, s � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

Λ̃(k, s) èç ZN , îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè ìíîæåñòâî Λ̃ = {λ̃1, . . . , λ̃|Λ̃|}
ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ̃(k, s), òî èç ðàâåíñòâà

|Λ̃|∑
i=1

λ̃isi = 0 (mod N) , λ̃i ∈ Λ , si ∈ Z , |si| ≤ s , ÷èñëî si 6= 0 íå ïðåâîñõîäèò k ,

(42)
âûòåêàåò, ÷òî âñå si ðàâíû íóëþ.

ßñíî, ÷òî Λ(ks, s) ⊆ Λ̃(k, s) ⊆ Λ(k, s).
Ëåììà 2.14 Ïóñòü N, t, k, s � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, k ≤ t è N >

(
t
k

)
(2s + 1)k. Òîãäà

ñåìåéñòâî Λ̃(k, s) ñîäåðæèò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç t ýëåìåíòîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñå íàáîðû äëèíû t � (a1, . . . , at), ãäå ai ∈ ZN . ßñíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò ðîâíî N t òàêèõ íàáîðîâ. Äàëåå, ñóùåñòâóåò íå áîëåå

(
t
k

)
(2s + 1)k óðàâíåíèé

(42) ñ êîýôôèöèåíòàìè s1, . . . , st. Ëþáîìó óðàâíåíèþ (42) íå âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî
íóëåâûå, óäîâëåòâîðÿåò íå áîëåå Nk−1N t−k = N t−1 ðåøåíèé (a1, . . . , at). Êðîìå òîãî

N t−1

(
t

k

)
(2s + 1)k < N t .

Çíà÷èò, íàéäåòñÿ íàáîð (a1, . . . , at), óäîâëåòâîðÿþùèé òîëüêî îäíîìó óðàâíåíèþ (42), à
èìåííî, óðàâíåíèþ ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå âû÷åòû â íàáîðå
(a1, . . . , at) � ðàçëè÷íûå. Îòñþäà ìíîæåñòâî Λ̃ = {a1, . . . , at} ñîñòîÿùåå èç t ýëåìåíòîâ
ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ̃(k, s). Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.11. Ïóñòü k1 = 2k, t = [δ/α], ε = δ/t, m = max{t, k1},
s = d8m/εe. Ïî óñëîâèþ 2k log(26δ2

α3 ) ≤ log N è 2k log(26δk
α2 ) ≤ log N . Îòñþäà N >

(
t

k1

)
(2s +

1)k1 è âñå óñëîâèÿ ëåììû 2.14 âûïîëíåíû. Ïðèìåíÿÿ ýòó ëåììó, íàõîäèì ìíîæåñòâî
Λ = {λ1, . . . , λt}, ïðèíàäëåæàùåå ñåìåéñòâó Λ̃(k1, s).
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Äëÿ ëþáîãî λ ∈ ZN ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå ìíîæåñòâî Áîðà

Bλ = Bλ(ε) = {x ∈ ZN :

∥∥∥∥
xλ

N

∥∥∥∥ ≤ ε} , (43)

ãäå ‖ · ‖ � îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà (áîëåå ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î
ìíîæåñòâàõ Áîðà ìîæåò áûòü íàéäåíà â [31]). ßñíî, ÷òî Bλ(ε) = {0,±λ−1, . . . ,±[εN ]λ−1}.
Îòñþäà |Bλ(ε)| = 2[εN ] + 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bs′

λ = Bs′
λ (ε) ìíîæåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ

ñäâèãîì ìíîæåñòâà Áîðà : Bs′
λ = Bλ + s′. Ïîëüçóÿñü èíäóêöèåé, ïîñòðîèì ñåìåéñòâî

ìíîæåñòâ Bs1
λ1

, . . . , Bst
λt
, ãäå λi ∈ Λ, si ∈ ZN . Ïóñòü s1 = 0 è ìíîæåñòâî Bs1

λ1
ïîñòðîåíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü ìíîæåñòâà Bs1
λ1

, . . . , Bsd
λd
. Íàéäåì âû÷åò sd+1 è ìíîæåñòâî

B
sd+1

λd+1
. Ïóñòü Cd =

⋃d
i=1 Bsi

λi
. ßñíî, ÷òî |Cd| ≤ d(2[εN ] + 1) ≤ t(2[εN ] + 1) ≤ 3δN . Âîçüìåì

â êà÷åñòâå sd+1 òàêîé âû÷åò, ÷òî

|Bsd+1

λd+1

⋂
Cd| ≤ (2εN + 1)2t ≤ 8εδN . (44)

Òàê êàê ∑

s′∈ZN

|Cd ∩Bs′
λd+1

| = |Cd||Bλd+1
| ,

òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî âû÷åò sd+1 ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîñòðîèëè ìíîæåñòâà Bs1

λ1
, . . . , Bst

λt
. Ïóñòü A = Ct =

⋃t
i=1 Bsi

λi
. ßñíî, ÷òî |A| ≤ 3δN .

Äîêàæåì, ÷òî |A| ≥ δN . Èç óñëîâèé (41) è íåðàâåíñòâ 32δ2 ≤ α ≤ δ/4 âûòåêàåò, ÷òî N ≥
26δ2

α3 ≥ 4δ
α2 . Îòñþäà t ≤ εN/4 è 8tεδN ≤ εN/4. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (44) è äâà ïîñëåäíèõ

íåðàâåíñòâà, íàõîäèì

|A| = |Ct| = |Ct−1|+ |Bst
λt
| − |Ct−1 ∩Bst

λt
| ≥ |Ct−1|+ (2[εN ] + 1)− 8εδN ≥ (45)

≥ |Ct−2|+ 2(2[εN ] + 1)− 2 · 8εδN ≥ · · · ≥ t(2[εN ] + 1)− t8εδN (46)
≥ 2εtN − t− εN/4 ≥ εtN = δN . (47)

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî |Rα(A)| ≥ δ
64α2 . Ïóñòü a ∈ ZN . Ñ÷èòàÿ, ÷òî a ïðèíàäëåæèò

ïðèâåäåííîé ñèñòåìå âû÷åòîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç |a| àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó a. Èìååì |a| ≤
N/2 äëÿ âñåõ a èç ZN . Ïóñòü r ∈ ZN , r 6= 0. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî |1 − eiθ| ≥ 2|θ|/π,
θ ∈ [−π, π], íàõîäèì

|B̂λ(r)| =
∣∣∣∣∣∣

[εN ]∑

l=−[εN ]

e(λ−1lr)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
e((2[εN ] + 1)λ−1r)− 1

e(λ−1r)− 1

∣∣∣∣ ≤
4

|e(λ−1r)− 1| ≤
N

|λ−1r| . (48)

Ïîëó÷èì òåïåðü íèæíþþ îöåíêó äëÿ âåëè÷èíû B̂λ(r). Ïóñòü λ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
Λ è ïóñòü

Mλ = { x ∈ ZN : x = λp , |p| ≤ 1

16ε
} . (49)

Èìååì |Mλ| = 2[1/(16ε)] + 1. Äëÿ âñåõ r ∈ Mλ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

B̂λ(r) = 2

[εN ]∑

l=0

cos(2πλ−1rl/N)− 1 ≥ 2([εN ] + 1)− 1− ([εN ] + 1)/4 ≥ 3

2
εN . (50)
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Ôîðìóëû (48) è (50) ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ìíîæåñòâ Bλ = Bλ(ε).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ s′ è r èç ZN âûïîëíåíî |B̂s′

λ (r)| = |B̂λ(r)|. Òàêèì îáðàçîì ôîðìóëû
(48), (50) ïðèãîäíû è äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ìíîæåñòâ Bs′

λ .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñåõ i, j ∈ [t], i 6= j âûïîëíåíî Mλi

∩Mλj
= {0}. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî Λ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ̃(k1, s) è s ≥ 1/(16ε). Îòñþäà
óðàâíåíèå λipi = λjpj, i 6= j, |pi|, |pj| ≤ 1/(16ε) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå pi = pj = 0.
Äîêàæåì, ÷òî

⋃t
i=1 Mλi

⊆ Rα(A). Î÷åâèäíî, ÷òî 0 ∈ Rα(A). Ïóñòü ÷èñëî i ∈ [t] � ïðîèç-
âîëüíîå è r � ëþáîé íåíóëåâîé âû÷åò, ïðèíàäëåæàùèé íåêîòîðîìó Mλi

. Èìååì

Â(r) = B̂st
λt

(r) + Ĉt−1(r) + 8θεδN ,

ãäå |θ| ≤ 1. Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî (45) � (47), ïîëó÷àåì

Â(r) =
t∑

l=1

B̂sl
λl

(r) + 8θ̃εδtN , (51)

ãäå |θ̃| ≤ 1. Òàê êàê r ∈ Mλi
, òî ïî ôîðìóëå (50) èìååì |B̂si

λi
(r)| ≥ 3εN/2. Ïóñòü r = λipi,

|pi| ≤ 1/(16ε) è j ∈ [t] � ëþáîå ÷èñëî, íå ðàâíîå i. Ïóñòü p := λ−1
j r = λ−1

j λipi. Òîãäà
λjp = λipi. Òàê êàê ìíîæåñòâî Λ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ̃(k1, s), òî |p| > s. Ïðèìåíÿÿ
ýòî íåðàâåíñòâî è ôîðìóëó (48), ïîëó÷àåì

|B̂sj

λj
(r)| ≤ N

s
, r ∈ Mλi

, i 6= j, r 6= 0 . (52)

Îòñþäà è (51), íàõîäèì

|Â(r)| ≥ 3

2
εN −

∑

j 6=i

|B̂sj

λj
(r)| − 8εδtN ≥ 3

2
εN − tN

s
− 8εδtN ≥ αN .

Ñëåäîâàòåëüíî,
⋃t

i=1 Mλi
⊆ Rα(A) è |Rα(A)| ≥ ∑t

i=1 |Mλi
| − t = 2t[1/(16ε)] ≥ δ

64α2 .
Íàêîíåö äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k, 2 ≤ k ≤ 2−1 log(1/δ) âûïîëíåíî

Tk(Rα(A)) ≤ 214kδ
α2k . Ïóñòü g � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, λ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Λ è ïóñòü

Lλ(g) = {x ∈ ZN : x = λp , |p| ≤ g } . (53)

Ïóñòü òàêæå M ′
λ = Lλ(8/ε). Òîãäà |M ′

λ| ≤ 32/ε. Äîêàæåì, ÷òî Rα(A) ⊆ ⋃
λ∈Λ M ′

λ. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü r ∈ Rα(A) \ {0} è r /∈ ⋃

λ∈Λ M ′
λ. Åñëè r /∈ ⋃

λ∈Λ Lλ(s), òî
ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (51), íàõîäèì

|Â(r)| ≤ tN

s
+ 8εδtN ≤ ε

2
N < αN

è r /∈ Rα(A). Ïóñòü òåïåðü r ∈ ⋃
λ∈Λ Lλ(s). Ïîëüçóÿñü òåì ôàêòîì, ÷òî Λ ∈ Λ̃(k1, s),

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ λ1, λ2 ∈ Λ, λ1 6= λ2 âûïîëíåíî Lλ1(s) ∩ Lλ2(s) = {0}. Ïóñòü
r 6= 0. Òîãäà âû÷åò r ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó Lλi

(s), ãäå i ∈ [t] è ÷èñëî i
îïðåäåëÿåòñÿ ïî r îäíîçíà÷íî. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (51), íàõîäèì

|Â(r)| ≤ |B̂si
λi

(r)|+ tN

s
+ 8εδtN . (54)
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Òàê êàê r /∈ ⋃
λ∈Λ M ′

λ, òî èç ôîðìóëû (48) âûòåêàåò, ÷òî |B̂si
λi

(r)| ≤ N/g ≤ εN/8. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (54), ïîëó÷àåì |Â(r)| ≤ εN/2 < αN è r /∈ Rα(A).
Ñëåäîâàòåëüíî, Rα(A) ⊆ ⋃

λ∈Λ M ′
λ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
r1 + · · ·+ rk = r′1 + · · ·+ r′k , (55)

ãäå âñå rj, r′j ïðèíàäëåæàò Rα(A). Òàê êàê Rα(A) ⊆ ⋃t
i=1 M ′

λi
, òî êàæäûé âû÷åò èç (55)

ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó M ′
λi
.

Ïóñòü z � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è s1, . . . , sl � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî
s1 + · · ·+sl +z = 2k. Ìîæíî ñ÷èòàòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, íàáîð s1, . . . , sl óïîðÿäî÷åííûì
ïî óáûâàíèþ s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sl ≥ 1. Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî äëÿ âñåõ λ1, λ2 ∈ Λ, λ1 6= λ2

âûïîëíåíî Lλ1(s)∩Lλ2(s) = {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ i, j ∈ [t], i 6= j èìååì M ′
λi
∩M ′

λj
=

{0}. Ïóñòü M ′
i = M ′

λi
, i ∈ [t] è w = 25/ε. Òîãäà äëÿ âñåõ i ∈ [t] âûïîëíåíî |M ′

i | ≤ w. Ïóñòü
E(s1, . . . , sl, z) � ìíîæåñòâî òåõ ðåøåíèé (55) r1, . . . , rk, r′1, . . . , r

′
k òàêîå, ÷òî ñðåäè rj,

r′j ñóùåñòâóåò ðîâíî z íóëåé, ñóùåñòâóåò ðîâíî s1 íåíóëåâûõ âû÷åòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ
íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó M ′

j1
, ñóùåñòâóåò ðîâíî s2 íåíóëåâûõ âû÷åòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ

íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó M ′
j2
, . . . , ñóùåñòâóåò ðîâíî sl íåíóëåâûõ âû÷åòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ

íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó M ′
jl

è ïðè ýòîì âñå ìíîæåñòâà M ′
j1

,M ′
j2

, . . . ,M ′
jl

� ðàçëè÷íûå.
Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî Λ ∈ Λ̃(k1, s), ïîëó÷àåì

Tk(Rα(A)) =
2k∑

l=0

2k∑
z=0

∑

s1,...,sl, s1+···+sl+z=2k

|E(s1, . . . , sl, z)| ≤

≤ 1 + tw2k−1 +
2k∑

l=2

2k∑
z=0

∑

s1,...,sl, s1+···+sl+z=2k

|E(s1, . . . , sl, z)| . (56)

Çàôèêñèðóåì s1, . . . , sl, z è ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (55), ïðèíàäëåæàùèå ôèêñè-
ðîâàííûì ïîäìíîæåñòâàì M ′

j1
, M ′

j2
, . . . , M ′

jl
. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýòèõ ðåøåíèé ÷åðåç

E(s1, . . . , sl, z)(M ′
j1

,M ′
j2

, . . . ,M ′
jl
). Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (55) â âèäå

u1 + · · ·+ ul = 0 , (57)

ãäå ui ∈ M ′
ji
, i ∈ [l]. Òàê êàê ìíîæåñòâî Λ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó

Λ̃(k1, s), òî âñå âû÷åòû ui ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
E(s1, . . . , sl, z)(M ′

j1
,M ′

j2
, . . . ,M ′

jl
) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|E(s1, . . . , sl, z)(M ′
j1

, M ′
j2

, . . . , M ′
jl
)| ≤ (2k)!

s1! . . . sl!z!
ws1−1 × . . .× wsl−1 ≤ (2k)!

s1! . . . sl!z!
w2k−l .

Îòñþäà
|E(s1, . . . , sl, z)| ≤

(
t

l

)
(2k)!

s1! . . . sl!z!
w2k−l ≤ tl

l!
· (2k)!

s1! . . . sl!z!
w2k−l . (58)

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêó (58) â ôîðìóëó (56), íàõîäèì

Tk(Rα(A)) ≤ 2tw2k−1 +
2k∑

l=2

tl

l!
w2k−l

2k∑
z=0

∑

s1,...,sl, s1+···+sl+z=2k

(2k)!

s1! . . . sl!z!
≤

15



≤ 2tw2k−1 +
2k∑

l=2

tl

l!
w2k−l(l + 1)2k = 2tw2k−1 + w2k

2k∑

l=2

(
t

w

)l

· (l + 1)2k · 1

l!
. (59)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(l) = (t/w)l(l+1)2k. Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïîëó÷àåì, ÷òî ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè l0 = 2k/ ln(w/t)−1, à äëÿ âñåõ l ≥ l0 ôóíêöèÿ
f(l) ìîíîòîííî óáûâàåò. Ïî óñëîâèþ k ≤ 2−1 log(1/δ). Îòñþäà l0 ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

Tk(Rα(A)) ≤ 2tw2k−1 + 22ktw2k−1 ≤ 22k+1tw2k−1 ≤ 214kδ

α2k
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5.
Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ýòîãî ïàðàãðàôà, ÷òî ÷èñëî N � ïðî-

ñòîå.
Îïðåäåëåíèå 3.1 Ïóñòü k, s, d � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü òàêæå Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|} ⊆

ZN � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî Λ ∩ −Λ = ∅. Ïóñòü ~v1 = (v
(1)
1 , . . . , v

(d)
1 ), . . . , ~v|Λ| =

(v
(1)
|Λ| , . . . , v

(d)
|Λ|) � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðà èç Zd âñå êîîðäèíàòû êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò, ïî

ìîäóëþ, ÷èñëà s. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

λ1~v1 + · · ·+ λ|Λ|~v|Λ| = 0 (mod N) , (60)

ãäå λi ∈ Λ è äëÿ êàæäîãî i ∈ [d] âûïîëíåíî
∑|Λ|

j=1 |v(i)
j | ≤ k. Â óðàâíåíèè (60) íåèçâåñòíûìè

ÿâëÿþòñÿ v
(i)
j , i ∈ [d], j ∈ [|Λ|]. Ìíîæåñòâî Λ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λd(k, s), åñëè äëÿ

ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (60) ìàòðèöà



v
(1)
1 · · · v

(1)
|Λ|

· · · · · · · · ·
v

(d)
1 · · · v

(d)
|Λ|




èìååò ðàíã ñòðîãî ìåíüøå d.
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ðàíåå, îïðåäåëåíèå ñåìåéñòâà Λ1(k, 1) ìîæíî íàéòè â ñòàòüå

[30], à ñåìåéñòâà Λ1(k, s) � â ðàáîòå [33].
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå Λ ∩−Λ = ∅ äëÿ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâ Λ1(k, s) âûïîëíåíî àâòîìà-

òè÷åñêè.
Äëÿ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà Λd(k, s) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà âåëè÷èíó

Tk.
Ïðåäëîæåíèå 3.2 Ïóñòü N, k, s, d � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, N ≥ s + 1 � ïðîñòîå è

Λ ⊆ ZN � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà Λd(2k, s). Òîãäà

Tk(Λ) ≤ (s + 1)d25kkk|Λ|k max

{
1,

(
k

|Λ|
)k

|Λ|k/s

}
. (61)

Ïðèìåð 3.3 Ïóñòü k ≥ 2, |Λ| ≥ k2 è Λ � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç êëàññà Λd(k, 2).
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (61), ïîëó÷àåì Tk(Λ) ≤ 25k+2dkk|Λ|k. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè d =
O(k), òî ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé ïî ïîðÿäêó.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.2. Ïóñòü x ∈ ZN � ïðîèçâîëüíûé âû÷åò è âåëè-
÷èíà Nk(x) ðàâíà ÷èñëó âåêòîðîâ (λ1, . . . , λk) òàêèõ, ÷òî âñå λi ïðèíàäëåæàò Λ è

λ1 + · · ·+ λk = x . (62)
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Òîãäà Tk(Λ) =
∑

x∈ZN
N2

k (x). Ïóñòü s1, . . . , sl � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî s1+· · ·+sl =
k. Ìîæíî ñ÷èòàòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, íàáîð s1, . . . , sl óïîðÿäî÷åííûì ïî óáûâàíèþ
s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sl ≥ 1. Ïóñòü E(s1, . . . , sl)(x) � ìíîæåñòâî òåõ ðåøåíèé (62) (λ1, . . . , λk)
òàêîå, ÷òî ñðåäè λ1, . . . , λk ñóùåñòâóåò ðîâíî s1 îäèíàêîâûõ λ̃1, ñóùåñòâóåò ðîâíî s2 îäè-
íàêîâûõ λ̃2, . . . , ñóùåñòâóåò ðîâíî sl îäèíàêîâûõ λ̃l òàêèõ, ÷òî s1λ̃1 + · · ·+ slλ̃l = x è ïðè
ýòîì âñå λ̃i � ðàçëè÷íûå. Áóäåì îáîçíà÷àòü, äëÿ êðàòêîñòè, ìíîæåñòâî E(s1, . . . , sl)(x),
÷åðåç E(~s)(x). Íàïîìèíàåì, ÷òî ÷èñëà s1, . . . , sl â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâ E(~s)(x) =
E(s1, . . . , sl)(x) îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

∑l
i=1 si = k. Òîãäà

Nk(x) =
∑

~s

|E(~s)(x)| ,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîõîäèò ïî âñåì âåêòîðàì ñî ñâîéñòâîì
∑l

i=1 si = k. Îòñþäà

σ = Tk(Λ) =
∑

x∈ZN

(
∑

~s

|E(~s)(x)|)2 . (63)

Ïóñòü ~s = (s1, . . . , sl) è G = G(~s) = {i : si ≤ s}, B = B(~s) = {i : si > s}. Òîãäà
|G(~s)|+ |B(~s)| = l(~s) = l. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

l ≤ k − s|B| . (64)

Äåéñòâèòåëüíî,
k =

∑
i∈G

si +
∑
i∈B

si ≥ |G|+ (s + 1)|B| = l + s|B| . (65)

Èç íåðàâåíñòâà (65) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (64). Ïóñòü òàêæå

lj = lj(~s) = | {i : si = j, i ∈ [l]} | , j = 1, 2, . . . , r = r(~s) , r 6= 0 .

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå ëåììû.
Ëåììà 3.4 Ïóñòü n, t, s � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, t ≤ n, ~u1, . . . , ~ut ∈ Zn

N � ëèíåéíî
íåçàâèñèìàÿ íàä ZN ñèñòåìà âåêòîðîâ è N ≥ s + 1. Ïóñòü òàêæå

Q(s) := {~x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn
N : xi ∈ {0, 1, . . . , s}, i = 1, . . . , n}

� n�ìåðíûé êóá è L = {~x ∈ Zn
N : ~x =

∑t
i=1 mi~ui, mi ∈ ZN}. Òîãäà |L∩Q(s)| ≤ (s + 1)t.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.4. Ïóñòü ~u1 = (u
(1)
1 , . . . , u

(n)
1 ), . . . , ~ut = (u

(1)
t , . . . , u

(n)
t ). Çà-

ìåòèì, ÷òî êóá Q(s) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò. Ïåðåõîäÿ, åñ-
ëè ýòî íåîáõîäèìî, ê äðóãîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå âåêòîðîâ ~w1, . . . , ~wt òàêîé,
÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ ~w1, . . . , ~wt ñîâïàäàåò ñ L ìîæíî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-
íîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðà ~u1, . . . , ~ut èìåþò âèä ~u1 = (1, . . . , 0, 0, u

(t+1)
t , . . . , u

(n)
1 ), ~u2 =

(0, 1, . . . , 0, u
(t+1)
t , . . . , u

(n)
2 ), . . . , ~ut = (0, . . . , 0, 1, u

(t+1)
t , . . . , u

(n)
t ). Ïóñòü ~x � ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð èç L ∩ Q(s). Òîãäà íàéäóòñÿ âû÷åòû m1, . . . , mt òàêèå, ÷òî ~x =
∑t

i=1 mi~ui. ßñíî,
÷òî m1 = x1, . . . , mt = xt. Òàê êàê ~x ∈ Q(s), òî mi ∈ {0, 1, . . . , s}, i = 1, . . . , t. Îòñþäà
|L ∩Q(s)| ≤ (s + 1)t. Ëåììà 3.4 äîêàçàíà.

Ëåììà 3.5 Äëÿ ëþáîãî ~s,
∑l

i=1 si = k è ëþáîãî x ∈ ZN âûïîëíåíî

|E(~s)(x)| ≤ k!

s1! . . . sl!
(s + 1)d|Λ||B(~s)| . (66)
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.5. Ïóñòü (λ(1), . . . , λ(k)) � ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç E(~s)(x).
Òîãäà

∑k
i=1 λ(i) =

∑l
i=1 siλ̃

(i) = x, ãäå λ̃(i) ∈ {λ(1), . . . , λ(k)} � ðàçëè÷íûå. Ìû âèäèì,
÷òî íàáîðó (λ(1), . . . , λ(k)) ∈ E(~s)(x) îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íàáîð (λ̃(1), . . . , λ̃(l)), âñå
ýëåìåíòû êîòîðîãî � ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Çàôèêñèðóåì âû÷åòû λ̃(i) ñ i ∈ B(~s) è ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî K = K(B(~s)) âñåõ íàáîðîâ èç E(~s)(x) ñ ýòèìè ôèêñèðîâàííûìè λ̃(i), i ∈ B(~s).
Äîêàæåì, ÷òî ìîùíîñòü K íå ïðåâîñõîäèò (s + 1)d k!

s1!...sl!
.

Ïóñòü (λ(1), . . . , λ(k)) � ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç K. Èìååì
∑

i∈G(~s)

siλ̃
(i) = x−

∑

i∈B(~s)

siλ̃
(i) = x′ . (67)

Òàê êàê ýëåìåíòû λ̃(i), i ∈ B(~s) � ôèêñèðîâàíû, òî âû÷åò x′ íå çàâèñèò îò íàáîðà
(λ(1), . . . , λ(k)) ∈ K.

Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâî Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|} ïðîèçâîëüíûì ñïîñîáîì. Ñîïîñòàâèì êàæ-
äîìó íàáîðó (λ(1), . . . , λ(k)) èç K âåêòîð ~u = (u1, . . . , u|Λ|), ãäå

uj =

{
si , åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ G(~s) âûïîëíåíî λj = λ̃(i),
0 , èíà÷å.

Ïóñòü ~w = (w1, . . . , wm), ~w′ = (w′
1, . . . , w

′
m) � äâà âåêòîðà èç Zm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (~w, ~w′)

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ : (~w, ~w′) =
∑m

j=1 wjw
′
j. Òîãäà ðàâåíñòâî (67) ìîæåò

áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå
(~u,~λ) = x′ , (68)

ãäå ~λ = (λ1, . . . , λ|Λ|). Ïóñòü ~u1, . . . , ~ut � ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ íàä ZN

ñèñòåìà âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (68).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t ≥ d + 1.
Òàê êàê êàæäûé âåêòîð ~ui, i = 1, . . . , t, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (68), òî ìû ïîëó÷àåì

ñèñòåìó óðàâíåíèé 



(~u2 − ~u1, ~λ) = 0 .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~ud+1 − ~u1, ~λ) = 0 .

Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå λ1~v1 + · · · + λ|Λ|~v|Λ| = 0, ãäå ~vi � íåêîòîðûå
âåêòîðà èç Zd. Òàê êàê Λ∩−Λ = ∅, òî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~vi íå ïðåâîñõîäÿò, ïî ìîäóëþ,
âåëè÷èíû s. Ïóñòü ~v1 = (v

(1)
1 , . . . , v

(d)
1 ), . . . , ~v|Λ| = (v

(1)
|Λ| , . . . , v

(d)
|Λ|). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ

êàæäîãî i ∈ [d] âûïîëíåíî
∑|Λ|

j=1 |v(i)
j | ≤ 2k. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

M =




v
(1)
1 · · · v

(1)
|Λ|

· · · · · · · · ·
v

(d)
1 · · · v

(d)
|Λ|




Ïóñòü ~pj = (v
(j)
1 , . . . , v

(j)
|Λ|), j = 1, . . . , d � ñòðîêè ìàòðèöû M . ßñíî, ÷òî ~pj = ~uj+1 − ~u1,

j = 1, . . . , d. Òàê êàê âåêòîðà ~u1, . . . , ~ud+1 � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå, òî è âåêòîðà ~p1, . . . , ~pd �
ëèíåéíî íåçàâèñèìûå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ìàòðèöû M ðàâåí d. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå
ñ îïðåäåëåíèåì ñåìåéñòâà Λd(2k, s).
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Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî t ≤ d. Òàê êàê ~u1, . . . , ~ut îáðàçóþò
ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ íàä ZN ñèñòåìó âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ óäî-
âëåòâîðÿåò (68), òî ëþáîé âåêòîð ~u äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (68) ìîæåò áûòü çàïèñàí â
âèäå ~u =

∑t
i=1 mi~ui, ãäå mi ∈ ZN . Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà ~u ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

{0, 1, . . . , s}. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.4 è îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà E(~s)(x), íàõîäèì, ÷òî ÷èñëî
òàêèõ âåêòîðîâ ~u íå ïðåâîñõîäèò (s + 1)d. ßñíî, ÷òî âåêòîðó ~u îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâó-
åò íàáîð {λ̃(i)}i∈G(~s). Êðîìå òîãî, ìû çàôèêñèðîâàëè âû÷åòû {λ̃(i)}i∈B(~s). Ïî îïðåäåëå-
íèþ ìíîæåñòâà E(~s)(x) ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê îäíîãî íàáîðà {λ̃(i)}i∈G(~s)

⊔{λ̃(i)}i∈B(~s) ðàâíî
k!

s1!...sl!
. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà K íå ïðåâîñõîäèò (s + 1)d k!

s1!...sl!
, à ìîùíîñòü

ìíîæåñòâà E(~s)(x) íå ïðåâîñõîäèò (s + 1)d k!
s1!...sl!

|Λ||B(~s)|. Ëåììà 3.5 äîêàçàíà.
Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.2.
Îöåíèì ñóììó σ. Ïóñòü b � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è ïóñòü

σb =
∑

x∈ZN


 ∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)|



2

. (69)

Èç íåðàâåíñòâà (64) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ~s âûïîëíåíî |B(~s)| ≤ [k/s]. Îòñþäà è íåðà-
âåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì σ ≤ (k + 1)2

∑[k/s]
b=0 σb . Çàôèêñèðóåì b è îöåíèì

ñóììó σb. Èìååì

σb ≤

 ∑

x∈ZN

∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)|

 ·


max

x∈ZN

∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)|

 . (70)

Ïóñòü Pk(~s) = k!/(s1! . . . sl!). Òîãäà

∑

~s

Pk(~s) ≤
k∑

l=1

k∑

s1,...,sl=0 ,s1+···+sl=k

k!

s1! . . . sl!
=

k∑

l=1

lk ≤ 2kk . (71)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.5, íàõîäèì |E(~s)(x)| ≤ (s+1)dPk(~s)|Λ||B(~s)|. Îòñþäà è íåðàâåíñòâà (71),
ïîëó÷àåì

max
x∈ZN

∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)| ≤ 2(s + 1)dkk|Λ|b . (72)

Ðàññìîòðèì ñóììó ∑

x∈ZN

∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)| . (73)

Èç íåðàâåíñòâà (64) âûòåêàåò, ÷òî äàííàÿ ñóììà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ÷èñëîì íàáîðîâ
(λ1, . . . , λk) ∈ Λk òàêèõ, ÷òî ñðåäè λ1, . . . , λk èìååòñÿ íå áîëåå k− sb ðàçëè÷íûõ. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

∑

x∈ZN

∑

~s:|B(~s)|=b

|E(~s)(x)| ≤
( |Λ|

k − sb

)
(k − sb)k ≤ |Λ|k−sb

(k − sb)!
(k − sb)k ≤ ekksb|Λ|k−sb . (74)

Îòñþäà è (72), íàõîäèì

σb ≤ 2(s + 1)dekkk|Λ|b
(

k

|Λ|
)sb

|Λ|k . (75)
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Çíà÷èò,

σ ≤ 2(k + 1)2(s + 1)dekkk|Λ|k
[k/s]∑

b=0

(
ks

|Λ|s−1

)b

= 2(k + 1)2(s + 1)dekkk|Λ|kσ∗ . (76)

Îöåíèì ñóììó σ∗. Åñëè ks ≤ |Λ|s−1, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî σ∗ ≤ k. Åñëè æå ks > |Λ|s−1, òî
σ∗ ≤ k(k/|Λ|)k|Λ|k/s. Â ëþáîì ñëó÷àå σ∗ ≤ k max{1, (k/|Λ|)k|Λ|k/s}. Cëåäîâàòåëüíî,

σ = Tk(Λ) ≤ (s + 1)d25kkk|Λ|k max

{
1,

(
k

|Λ|
)k

|Λ|k/s

}
. (77)

Ïðåäëîæåíèå 3.2 äîêàçàíî.
Ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.5.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k = [log(1/δ)]. Òàê êàê 0 ∈ Rα è Rα = −Rα, òî ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî R(1)
α òàêîå, ÷òî Rα = R(1)

α

⊔−R(1)
α

⊔{0} è R(1)
α ∩−R(1)

α = ∅. Ïóñòü s = 2 è Λ =

{λ1, . . . , λ|Λ|} � ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî R(1)
α , ïðèíàäëåæàùåå ñåìåéñòâó Λd(2k, s).

Ïóñòü Λ∗ = (
⋃s

j=1 j−1Λ)
⋃

(−⋃s
j=1 j−1Λ). Òîãäà |Λ∗| ≤ 8|Λ|.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈ R(1)
α íàéäåòñÿ âåêòîð ~u = (u1, . . . , ud) è âåêòîðà ~v1 =

(v
(1)
1 , . . . , u

(d)
1 ), . . . , ~v1 = (v

(1)
|Λ| , . . . , u

(d)
|Λ|) òàêèå, ÷òî |ul| ≤ s, l = 1, . . . , d, |v(i)

j | ≤ s, i = 1, . . . , d,
j = 1, . . . , |Λ| è

r~u =

|Λ|∑
i=1

λi~vi , (78)

ãäå äëÿ âñåõ i ∈ [d] âûïîëíåíî
∑|Λ|

j=1 |v(i)
j | ≤ k è ðàíã ìàòðèöû

M =




v
(1)
1 · · · v

(1)
|Λ|

· · · · · · · · ·
v

(d)
1 · · · v

(d)
|Λ|




ðàâåí d.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ âåêòîðîâ ~u, ~v1, . . . , ~v|Λ| âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü

ðàâåíñòâà (12). Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ìíîæåñòâî Λ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λd(2k, s), òî
âåêòîð ~u � íåíóëåâîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ó ~u åñòü íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ~u ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé. Ñëîæèì
ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (78) ñî âñåìè óðàâíåíèÿìè (78), ãäå âåêòîð ~u èìååò íóëåâóþ
êîìïîíåíòó. Ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó

r~u′ =
|Λ|∑
i=1

λi~v
′
i , (79)

ãäå âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà ~u′ íå ðàâíû íóëþ, äëÿ ëþáîãî i ∈ [d] âûïîëíåíî∑|Λ|
j=1 |(v′j)(i)| ≤ 2k ≤ 4 log 1/δ è ìàòðèöà M ′, ñîñòàâëåííàÿ èç âåêòîðîâ ~v′1, . . . , ~v

′
|Λ|, èìååò

ðàíã ðàâíûé d. Äîìíàæàÿ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (79) íà −1 ìîæíî
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà ~u′ ïðèíàäëåæàëè îòðåçêó [s]. Òàê êàê äëÿ
ëþáîãî i ∈ [|Λ|] è ëþáîãî j ∈ [s] âûïîëíåíî j−1λi ∈ Λ∗, òî èç ñèñòåìû (79) âûòåêàåò
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ðàâåíñòâî (12) äëÿ âñåõ r ∈ R(1)
α . ßñíî, ÷òî òîãäà ðàâåíñòâî (12) ñïðàâåäëèâî è äëÿ âñåõ

r ∈ −R(1)
α .

Èòàê, ïóñòü r � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç R(1)
α \Λ. Ðàññìîòðèì âñå ñîîòíîøåíèÿ âèäà

|Λ|∑
i=1

λ̃i~vi + r~u = ~0 , (80)

ãäå êîýôôèöèåíòû âåêòîðîâ ~vi, ~u ∈ Zd íå ïðåâîñõîäÿò, ïî ìîäóëþ ÷èñëà s è ñòðîêè ìàò-
ðèöû

M1 =




v
(1)
1 · · · v

(1)
|Λ| u(1)

· · · · · · · · · · · ·
v

(d)
1 · · · v

(d)
|Λ| u(d)




îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ [d] âûïîëíåíî
∑|Λ|

j=1 |v(i)
j | + |u(i)| ≤ k. Åñëè

ðàíã ëþáîé òàêîé ìàòðèöû M1 ñòðîãî ìåíüøå d, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàê-
ñèìàëüíîñòüþ ìíîæåñòâà Λ. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ñîîòíîøåíèå âèäà (80) òàêîå, ÷òî ðàíã
ìàòðèöû M1 ðàâåí d. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óðàâíåíèå (80), ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàíã ñîîò-
âåòñòâóþùåé ìàòðèöû M , ñîñòàâëåííîé èç ïåðâûõ |Λ| ñòîëáöîâ ìàòðèöû M1, òîæå ðàâåí
d. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (12).

Ïîëó÷èì îöåíêó |Λ∗| ≤ max( 212+4d(log(1/δ))−1 · (δ/α)2 log(1/δ), 8 log2(1/δ) ).
Åñëè |Λ| ≤ k2, òî |Λ| ≤ log2(1/δ) è, ñëåäîâàòåëüíî, |Λ∗| ≤ 8 log2(1/δ). Åñëè æå |Λ| > k2,

òî ïî ïðåäëîæåíèþ 3.2 èìååì Tk(Λ) ≤ 25k+2dkk|Λ|k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó
1.3, ïîëó÷àåì Tk(Λ) ≥ δα2k|Λ|2k/(24kδ2k). Îòñþäà |Λ| ≤ 29+4d(log(1/δ))−1

(δ/α)2 log(1/δ) è,
ñëåäîâàòåëüíî, |Λ∗| ≤ 212+4d(log(1/δ))−1 · (δ/α)2 log(1/δ).

Â ëþáîì ñëó÷àå |Λ∗| ≤ max( 212+4d(log(1/δ))−1 · (δ/α)2 log(1/δ), 8 log2(1/δ) ).
Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà Λ̃. Ïóñòü s = [log log(1/δ)] è Λ1 �

ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî R(1)
α , ïðèíàäëåæàùåå ñåìåéñòâó Λd(2k, s). Ïóñòü Λ̃ =

(
⋃s

j=1 j−1Λ1)
⊔

(−⋃s
j=1 j−1Λ1). Òîãäà |Λ̃| ≤ 2s|Λ1|. Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå

ïðèâåäåííûì âûøå, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà r ∈ Rα ñóùåñòâóåò ìàòðèöà
M̃ = (m̃ij)i∈[d],j∈[|Λ̃|] ðàíãà d òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ [d] âûïîëíåíî

∑|Λ̃|
j=1 |m̃ij| ≤ 4 log(1/δ)

è äëÿ âñåõ i ∈ [d] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (14).
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (13). Åñëè |Λ1| ≤ ks/(s−1), òî |Λ1| ≤ 24 log(1/δ) è |Λ̃| ≤

2s|Λ1| ≤ 25 log(1/δ) log log(1/δ). Ìû âèäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (13) äî-
êàçàíî. Ïóñòü òåïåðü |Λ1| > ks/(s−1). Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 3.2, íàõîäèì Tk(Λ1) ≤
25k(2 log log(1/δ))dkk|Λ1|k . Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç òåîðåìû 1.3 âûòåêàåò, ÷òî Tk(Λ1) ≥
δα2k|Λ1|2k/(24kδ2k). Îòñþäà |Λ1| ≤ 29+2d log(2 log log(1/δ))(log(1/δ))−1

(δ/α)2 log(1/δ) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, |Λ̃| ≤ 210+2d log(2 log log(1/δ))(log(1/δ))−1

(δ/α)2 log(1/δ) log log(1/δ). Òåîðåìà äîêàçàíà.
4. Ïðèìåðû ìíîæåñòâ áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì â ëèíåéíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ íàä ïîëåì ïðîñòîé õàðàêòåðèñòèêè.
Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, n è N � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, N = pn. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ

àáåëåâó ãðóïïó Zn
p = (Z/pZ)n, |Zn

p | = N . Ãðóïïà Zn
p ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
~x · ~y =< ~x, ~y >= x1y1 + · · ·+ xnyn (mod p) .

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f , f : Zn
p → C çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f̂(~r) =
∑

~x∈Zn
p

f(~x)e(−(~r · ~x)) ,
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ãäå e(x) = e2πi x
p , x ∈ Zp.

Ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà Áîðà è ìíîãîìåðíîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè â ãðóïïàõ Zn
p

ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Âñåì ýòèì îáúåêòàì ñîîòâåòñòâóåò àôôèííîå ïîäïðîñòàíñòâî.
Ïóñòü ~v1, . . . , ~vk � íåêîòîðûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû è ïóñòü ε1, . . . , εk � ïðîèç-
âîëüíûå ýëåìåíòû Zp. Àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè k íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî

P = Pε1,...,εk
= {~x ∈ Zn

p : < ~x,~v1 >= ε1, . . . , < ~x,~vk >= εk} .

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ìíîæåñòâà P âû÷èñëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòî. Ïóñòü L � ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k, íàòÿíóòîå íà âåêòîðà ~v1, . . . , ~vk è ~r ∈ Zn

p � ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð. Ïóñòü òàêæå L⊥ � ïîäïðîñòðàíñòâî Zn

p , îðòîãîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâó L. Èìååì
~r =

∑k
i=1 ri~vi + ~v, ãäå ~v ∈ L⊥. Òîãäà

P̂ (~r) = L(~r)|P | · e(−
k∑

i,j=1

εirj < ~vi, ~vj >) . (81)

Òàêèì îáðàçîì |P̂ (~r)| ëèáî íóëü, ëèáî ðàâåí |P |.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì p = 2, òî åñòü ðàññìîòðèì ãðóïïó Zn

2 .
Åñëè p = 2, òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f , f : Zn

2 → C âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

f̂(~r) =
∑

~x∈Zn
p

(−1)<~r,~x>f(~x) .

Ïðåæäå âñåãî, äîêàæåì àíàëîã òåîðåìû 2.11. Î÷åíü óäîáíî ðàçáèòü íàøè ðåçóëüòàòû
íà äâå òåîðåìû 4.1 è 4.3. Òåîðåìà 4.1 áîëåå ïðîñòàÿ è â åå äîêàçàòåëüñòâå áîëåå ÷åòêî ïðî-
ñëåæèâàåòñÿ íàøà îñíîâíàÿ èäåÿ, õîòÿ îãðàíè÷åíèå (82) íà ïàðàìåòðû δ è α äîñòàòî÷íî
îáðåìåíèòåëüíî.

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü δ, α ∈ (0, 1] � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, α ≤ δ/2, δ ≤ 2−5 è

2δ

α
log

1

2α
≤ log N . (82)

Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ Zn
2 òàêîå, ÷òî δN ≤ |A| ≤ 8δN , |Rα(A)| ≥ δ

8α2 è äëÿ
âñåõ k, 2 ≤ k ≤ 2−1 log(1/8δ) âûïîëíåíî Tk(Rα(A)) ≤ 8δ

α2k .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~e1 = (1, 0, . . . , 0), ~e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , ~en = (0, . . . , 0, 1) �
áàçèñ Zn

2 . Ïóñòü òàêæå k′ = [log 1/(2α)], t = dδ/αe, n = log N . Ïóñòü àôôèííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Pi, i ∈ [t] èìååò ñëåäóþùèé âèä

Pi = {~x ∈ Zn
2 : < ~x,~ej >= 0 , j = (i− 1)k′ + 1, . . . , ik′} .

Òàê êàê tk′ ≤ 2δ
α

log 1
2α
≤ log N = n, òî ïîäïðîñòðàíñòâà Pi êîððåêòíî îïðåäåëåíû. Ïóñòü

A =
⋃t

i=1 Pi. ßñíî, ÷òî |A| ≤ t2−k′N ≤ 8δN . Äîêàæåì, ÷òî |A| ≥ δN . Èìååì |Pi| = N2−k′ ,
i ∈ [t]. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî l ∈ [t] è ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Pi1 , . . . , Pil

âûïîëíåíî
|Pi1 ∩ · · · ∩ Pil | = N2−k′l . (83)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó âêëþ÷åíèÿ � èñêëþ÷åíèÿ è îöåíêó δ ≤ 2−5, íàõîäèì

|A| ≥
t∑

i=1

|Pi| −
t∑

i,j=1,i6=j

|Pi ∩ Pj| ≥ t2−k′N − t2(2−k′)2N = t2−k′N

(
1− t

2k′

)
≥ δN .
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî |Rα(A)| ≥ δ
8α2 . Ïóñòü Li � ïîäïðîñòðàíñòâî Zn

2 ðàçìåðíîñòè k′, íà-
òÿíóòîå íà âåêòîðà {~ej}, j=(i−1)k′+1,...,ik′ . Ïóñòü ~s ∈ Zn

2 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó (81), ïîëó÷àåì

P̂i(~s) = |Pi|Li(~s) . (84)
Îòñþäà Rα(A) ⊆ ⋃t

i=1 Li. Äîêàæåì, ÷òî
⋃t

i=1 Li ⊆ Rα(A). Î÷åâèäíî, ÷òî ~0 ∈ Rα(A).
Ïóñòü ~s � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé íåêîòîðîìó Li. ßñíî, ÷òî
äëÿ ëþáûõ i, j ∈ [t], i 6= j âûïîëíåíî Li∩Lj = {~0}. Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîáðàæåíèå, ôîðìóëó
âêëþ÷åíèÿ � èñêëþ÷åíèÿ è (84), íàõîäèì

Â(~s) = P̂i(~s)−
t∑

j=1

(Pi ∩ Pj )̂ (~s) +
t∑

j,l=1, j 6=l, j,l 6=i

(Pi ∩ Pj ∩ Pl)̂ (~s) + . . . (85)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (83) è (85), ïîëó÷àåì

|Â(~s)| ≥ 2−k′N − 2−k′N

(
t

2k′ +
t2

(2k′)2
+ . . .

)
≥ 2−k′−1N ≥ αN . (86)

Ñëåäîâàòåëüíî,
⋃t

i=1 Li ⊆ Rα(A) è |Rα(A)| ≥ ∑t
i=1 |Li| − t ≥ t2k′ − t ≥ δ

8α2 .
Íàêîíåö äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ 2 ≤ k ≤ 2−1 log(1/8δ) âûïîëíåíî Tk(Rα(A)) ≤ 8δ

α2k .
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

r1 + · · ·+ rk = r′1 + · · ·+ r′k , (87)
ãäå âñå âåêòîðà rj, r′j ïðèíàäëåæàò Rα(A). Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî Rα(A) ⊆ ⋃t

i=1 Li.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé âåêòîð èç (87) ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó Lij .
Ïóñòü z � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è s1, . . . , sl � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî
s1 + · · ·+sl +z = 2k. Ìîæíî ñ÷èòàòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, íàáîð s1, . . . , sl óïîðÿäî÷åííûì
ïî óáûâàíèþ s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sl ≥ 1. Ïóñòü E(s1, . . . , sl, z) � ìíîæåñòâî òåõ ðåøåíèé (87)
r1, . . . , rk, r′1, . . . , r

′
k òàêîå, ÷òî ñðåäè rj, r′j ñóùåñòâóåò ðîâíî z íóëåé, ñóùåñòâóåò ðîâíî s1

íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó Lj1 , ñóùåñòâóåò ðîâíî
s2 íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó Lj2 , . . . , ñóùåñòâóåò
ðîâíî sl íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó Ljl

è ïðè
ýòîì âñå ïîäïðîñòðàíñòâà Lj1 , Lj2 , . . . , Ljl

� ðàçëè÷íûå. Èìååì

Tk(Rα(A)) =
2k∑

l=0

2k∑
z=0

∑

s1,...,sl, s1+···+sl+z=2k

|E(s1, . . . , sl, z)| =

= 1 + t(2k′)2k−1 +
2k∑

l=2

2k∑
z=0

∑

s1,...,sl, s1+···+sl+z=2k

|E(s1, . . . , sl, z)| . (88)

Çàôèêñèðóåì s1, . . . , sl, z è ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (87), ïðèíàäëåæàùèå ôèê-
ñèðîâàííûì ïîäìíîæåñòâàì Lj1 , . . . , Ljl

. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýòèõ ðåøåíèé ÷åðåç
E(s1, . . . , sl, z)(Lj1 , . . . , Ljl

). Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (87) â âèäå

~u1 + · · ·+ ~ul = ~0 , (89)

ãäå ~ui ∈ Lji
, i ∈ [l]. Òàê êàê äëÿ âñåõ i, h ∈ [t], i 6= h âûïîëíåíî

{~eβ}, β=(ji−1)k′+1,...,jik′ ∩ {~eγ}, γ=(jh−1)k′+1,...,jhk′ = ∅ ,
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òî âñå ~ui ðàâíû ~0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà E(s1, . . . , sl, z)(Lj1 , . . . , Ljl
)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|E(s1, . . . , sl, z)(Lj1 , . . . , Ljl
)| ≤ (2k)!

s1! . . . sl!z!
(2k′)s1−1 × . . .× (2k′)sl−1 ≤ (2k)!

s1! . . . sl!z!
(2k′)2k−l .

Îòñþäà

|E(s1, . . . , sl, z)| ≤
(

t

l

)
(2k)!

s1! . . . sl!z!
(2k′)2k−l ≤ tl

l!
· (2k)!

s1! . . . sl!z!
(2k′)2k−l . (90)

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêó (90) â ôîðìóëó (88), íàõîäèì

Tk(Rα(A)) ≤ 2t(2k′)2k−1 +
2k∑

l=2

tl

l!
(2k′)2k−l

2k∑
z=0

∑

s1,...,sl, s1+···+sl+z=2k

(2k)!

s1! . . . sl!z!
≤

≤ 2t(2k′)2k−1 +
2k∑

l=2

tl

l!
(2k′)2k−l(l + 1)2k = 2t(2k′)2k−1 + (2k′)2k

2k∑

l=2

(
t

2k′

)l

· (l + 1)2k · 1

l!
. (91)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(l) = (t/2k′)l(l + 1)2k. Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïîëó÷àåì, ÷òî ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè l0 = 2k/ ln(2k′/t) − 1, à äëÿ âñåõ l ≥ l0
ôóíêöèÿ f(l) ìîíîòîííî óáûâàåò. Ïî óñëîâèþ k ≤ 2−1 log(1/8δ). Îòñþäà l0 ≤ 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

Tk(Rα(A)) ≤ 2t(2k′)2k−1 + 22kt(2k′)2k−1 ≤ 22k+1t(2k′)2k−1 ≤ 22k+1 · 2δ

α

(
1

2α

)2k−1

=
8δ

α2k
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 4.2 Îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî k âèäà k ¿ log(1/δ) â òåîðåìå 4.1 âîçíèêëî èç�

çà òîãî, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ δ è α â ýòîé òåîðåìå äîñòàòî÷íî øèðîêà. Åñëè
ïàðàìåòðû δ è α âûáðàíû ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, òî ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íèêàêèõ
îãðàíè÷åíèé íà k íå áûëî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α ≈ δ è ïóñòü A � ïîäïðîñòðàíñòâî
Zn

2 êîðàçìåðíîñòè k′, k′ ≈ log(1/δ). Òîãäà ìíîæåñòâî Rα(A) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì
ðàçìåðíîñòè k′ è èìååò ìîùíîñòü ≈ 1/δ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ 2 âûïîëíåíî
Tk(Rα(A)) = (2k′)2k−1 ≈ 1/δ2k−1, ÷òî ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé (6).

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ â íàøåé ñëåäóþùåé òåîðåìå 4.3 ìû ðàçáåðåì ëèøü ñëó-
÷àé êîãäà k = 2, òî åñòü äîêàæåì íåóëó÷øàåìîñòü íèæíåé îöåíêè âåëè÷èíû T2(Rα(A)),
ïîëó÷åííîé â òåîðåìå 1.3.

Òåîðåìà 4.3 Ïóñòü δ, α ∈ (0, 1] � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, 32δ2 ≤ α ≤ δ/2, α ≥ N−2−300,
α ≤ 2−100 è δ

α
log 1

2α
≥ 400 log N · log(8 log N). Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ Zn

2 òàêîå,
÷òî δN ≤ |A| ≤ 8δN , |Rα(A)| ≥ δ

8α2 è T2(Rα(A)) ≤ 16δ
α4 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ øèðîêî èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà [26]
îá îöåíêàõ âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Íóæíûé íàì âàðèàíò ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæåò áûòü íàéäåí â [8].

Òåîðåìà 4.4 Ïóñòü X1, . . . , Xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EXj = 0 è êîíå÷-
íûé âòîðîé ìîìåíò E|Xj|2 = σ2

j . Ïóñòü σ2 = σ2
1 + · · ·+ σ2

n è äëÿ âñåõ j ∈ [n] âûïîëíåíî
|Xj| ≤ 1. Ïóñòü, íàêîíåö , t � âåùåñòâåííîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî σ2 ≥ 6nt. Òîãäà

P
(∣∣∣∣

X1 + · · ·+ Xn

n

∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ 4e−n2t2/8σ2

.
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C ïîìîùüþ òåîðåìû 4.4 ìû äîêàæåì êîìáèíàòîðíóþ ëåììó.
Ëåììà 4.5 Ïóñòü n, k, r, t � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, 4 ≤ r ≤ k/2, 2k ≤ n, óäîâëåòâîðÿ-

þùèå íåðàâåíñòâàì

kt > 288n ln(8n) è t2 ·
2k

(
n−k

k−dk/re
)

(
n
k

) ≤ 1/2 . (92)

Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà A1, . . . , At èç îòðåçêà [n], êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò ìîù-
íîñòü k è òàêèå, ÷òî
1) Äëÿ âñåõ i, j ∈ [t], i 6= j âûïîëíåíî |Ai ∩ Aj| < k/r.
2) Äëÿ ëþáîãî i ∈ [t] ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2tk2/n ìíîæåñòâ Aj, ïåðåñåêàþùèõ Ai.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω � ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [n], èìåþùèõ ìîù-
íîñòü k, |Ω| = (

n
k

)
= M . Âûáåðåì ìíîæåñòâà A1, . . . , At ñëó÷àéíûì îáðàçîì : ðàâíîìåðíî

è íåçàâèñèìî. Èíûìè ñëîâàìè âîçüìåì òî÷êó èç âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ωt,B,P),
ãäå B âñå ïîäìíîæåñòâà Ωt è P � ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Ωt.

Ïóñòü Uij, i, j ∈ [t], i 6= j � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî |Ai ∩ Aj| ≥ k/r è ïóñòü
U =

⋃
i,j∈[t],i6=j Uij. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íàéäåòñÿ ðîâíî

σ :=
k∑

l=dk/re

(
k

l

)(
n− k

k − l

)

ìíîæåñòâ èç Ω, êîòîðûå ïåðåñåêàþò ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî Ai ïî íå ìåíåå, ÷åì k/r
òî÷êàì. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ Uij ðàâíà σ/M . Îòñþäà P(U) ≤ t2σ/M .

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò [n] è ξx
j (ω), ω ∈ Ωt, j ∈ [t] � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ðàâíàÿ 1, åñëè j�àÿ êîìïîíåíòà ω ñîäåðæèò x è ðàâíàÿ íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. ßñíî,
÷òî âåëè÷èíà ξx(ω) =

∑t
j=1 ξx

j (ω) åñòü â òî÷íîñòè ÷èñëî ìíîæåñòâ Aj, ñîäåðæàùèõ x.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû ξx

j äëÿ âñåõ x è j ðàâíî Eξx
j = k/n, à äèñïåðñèÿ �

Dξx
j = k/n− (k/n)2. Áîëåå òîãî, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξx èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå ñ ïàðàìåòðàìè k/n è n. Ïóñòü Vx, x ∈ [n] � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ýëåìåíò x
ñîäåðæèòñÿ â áîëåå ÷åì 7tk/(6n) ìíîæåñòâàõ Aj è ïóñòü òàêæå V =

⋃
x∈[n] Vx. Ïðèìåíÿÿ

òåîðåìó 4.4, íàõîäèì

P(Vx) ≤ P
(

ω :

∣∣∣∣ξx(ω)− tk

n

∣∣∣∣ >
tk

6n

)
≤ 4e−kt/(288n) .

Îòñþäà
P(V ) ≤

∑

x∈[n]

P(Vx) ≤ 4ne−kt/(288n) . (93)

Ïî óñëîâèþ kt > 288n ln(8n). Çíà÷èò, 4ne−kt/(288n) < 1/2. Êðîìå òîãî, σ ≤ 2k
(

n−k
k−dk/re

)
.

Ñíîâà èñïîëüçóÿ óñëîâèå (92) ëåììû è íåðàâåíñòâî (93), íàõîäèì

P(U∪V ) ≤ P(U)+P(V ) ≤ t2
σ

M
+4ne−kt/(288n) ≤ t2·

2k
(

n−k
k−dk/re

)
(

n
k

) +4ne−kt/(288n) < 1/2+1/2 = 1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íàáîð ìíîæåñòâ A1, . . . , At ⊆ [n], êàæäîå ìíîæåñòâî ìîùíî-
ñòè k, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî 1) ëåììû è òàêîé, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò x ∈ [n]
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ïðèíàäëåæèò íå áîëåå 7tk/(6n) ≤ 2tk/n ìíîæåñòâàì. Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ âûòåêàåò,
÷òî äëÿ âñåõ i ∈ [t] ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2tk2/n ìíîæåñòâ Aj, ïåðåñåêàþùèõ ìíîæåñòâî
Ai. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ýëåìåíò a ∈ Ai, ïðèíàäëåæàùèé áîëåå,
÷åì 2tk/n ìíîæåñòâàì Aj. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3. Ïóñòü ~e1 = (1, 0, . . . , 0), ~e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , ~en =
(0, . . . , 0, 1) � áàçèñ Zn

2 . Ïóñòü òàêæå r = 32, k = [log 1/(2α)], t = dδ/αe, n = log N . Ïî
óñëîâèþ δ

α
log 1

2α
≥ 400 log N · log(8 log N). Îòñþäà kt > 288n ln(8n). Êðîìå òîãî, α ≥

N−2−300 . Ñëåäîâàòåëüíî,

t2 ·
2k

(
n−k

k−dk/32e
)

(
n
k

) ≤ t22k kk/32+1

(n− k)k/32
≤ kt22k

(
2k

n

)k/32

≤ 1/2

è âñå óñëîâèÿ ëåììû 4.5 âûïîëíåíû. Ïðèìåíÿÿ ýòó ëåììó, íàõîäèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
A1, . . . , At, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1) è 2).

Ïîëüçóÿñü èíäóêöèåé, ïîñòðîèì ñåìåéñòâî àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ P1, . . . , Pt. Ïîä-
ïðîñòðàíñòâà Pi èìåþò ñëåäóþùèé âèä

Pi = P ~ε
i = {~x ∈ Zn

2 : < ~x,~ej >= ε
(j)
i , j ∈ Ai} ,

ãäå ~εi = (ε
(j)
i ) � íåêîòîðûé âåêòîð èç Zk

2. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïîäïðîñòðàí-
ñòâà Pi íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü âåêòîðà ~ε1, . . . , ~εt. Ïóñòü ~ε1 = ~0 è ïîäïðîñòðàíñòâî P1 ïî-
ñòðîåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ óæå åñòü ïîäïðîñòðàíñòâà P1, . . . , Pd. Ïîñòðîèì âåêòîð
~εd+1 è ïîäïðîñòðàíñòâî Pd+1. Ïóñòü Cd =

⋃d
i=1 Pi. ßñíî, ÷òî |Cd| ≤ dN2−k ≤ tN2−k ≤ 8δN .

Ïóñòü âåêòîð ~εd+1 òàêîé, ÷òî

|P ~εd+1

d+1

⋂
Cd| ≤ 8δ · 2−kN . (94)

Òàê êàê ∑

~ε=(ε
(j)
i ) , j∈Ar

|Cd ∩ P ~ε
d+1| = |Cd| ,

òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåêòîð ~εd+1 ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè àôôèííûå
ïîäïðîñòðàíñòâà P1, . . . , Pt. Ïóñòü A = Ct =

⋃t
i=1 Pi. ßñíî, ÷òî |A| ≤ 8δN . Äîêàæåì, ÷òî

|A| ≥ δN . Èìååì |Pi| = N2−k, i ∈ [t]. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (94), íàõîäèì

|A| = |Ct| = |Ct−1|+ |Pt| − |Ct−1 ∩ Pt| ≥ |Ct−1|+ N2−k − 8δN

2k
≥ (95)

≥ |Ct−2|+ 2N2−k − 2
8δN

2k
≥ · · · ≥ tN2−k − t

8δN

2k
= tN2−k(1− 8δ) ≥ δN . (96)

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî |Rα(A)| ≥ δ
8α2 . Ïóñòü Li � ïîäïðîñòðàíñòâî Zn

2 ðàçìåðíîñòè k,
íàòÿíóòîå íà âåêòîðà {~ej}j∈Ai

è ïóñòü

Mi = {~x ∈ Li : ÷èñëî åäèíèö â ~x íå ìåíüøå, ÷åì k/8} .

ßñíî, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ [t] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |Mi| ≥ 2k−1. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ
i, j ∈ [t], i 6= j âûïîëíåíî |Ai ∩ Aj| < k/r < k/8, òî äëÿ âñåõ i, j ∈ [t], i 6= j èìååì
Mi ∩ Lj = ∅. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ i, j ∈ [t], i 6= j âûïîëíåíî Mi ∩Mj = ∅. Ïóñòü ~s ∈ Zn

2

� ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (81), ïîëó÷àåì

P̂i(~s) = e(−
∑
j∈Ai

ε
(j)
i sj)|Pi|Li(r) . (97)
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Îòñþäà Rα(A) ⊆ ⋃t
i=1 Li. Äîêàæåì, ÷òî

⊔t
i=1 Mi ⊆ Rα(A). Ïóñòü ÷èñëî i ∈ [t] � ïðîèç-

âîëüíîå è ~s ∈ Mi � íåêîòîðûé âåêòîð. Èìååì

Â(~s) = P̂t(~s) + Ĉt−1(~s) + θ
8δN

2k
,

ãäå |θ| ≤ 1. Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî (95) � (96), ïîëó÷àåì

Â(~s) =
t∑

l=1

P̂l(~s) + θ̃t
8δN

2k
, (98)

ãäå |θ̃| ≤ 1. Òàê êàê äëÿ âñåõ i, j ∈ [t], i 6= j âûïîëíåíî Mi ∩ Lj = ∅, òî

|
t∑

l=1

P̂l(~s)| = |P̂i(~s)| = N2−k . (99)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (98), (99) è íåðàâåíñòâî α ≥ 32δ2, íàõîäèì

|Â(~s)| ≥ N2−k − t
8δN

2k
=

N

2k
(1− 8δt) ≥ αN .

Ñëåäîâàòåëüíî,
⊔t

i=1 Mi ⊆ Rα(A) è |Rα(A)| ≥ t2k−1 ≥ δ
8α2 .

Íàêîíåö äîêàæåì, ÷òî T2(Rα(A)) ≤ 16δ
α4 . Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

~r1 + ~r2 = ~r3 + ~r4 , (100)

ãäå âñå ~rl, l = 1, 2, 3, 4 ïðèíàäëåæàò Rα(A). Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî Rα(A) ⊆ ⋃t
i=1 Li.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé âåêòîð ~rl ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó Lil . Ïóñòü
M =

⊔t
i=1 Mi è Q = (

⋃t
i=1 Li) \M . Äëÿ ëþáîãî i ∈ [t] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Li \Mi| =
[k/8]∑

l=0

(
k

l

)
≤ k

8

(
k

[k/8]

)
+ 1 . (101)

Îòñþäà

|Q| ≤
t∑

i=1

|Li \Mi| ≤ kt

8

(
k

[k/8]

)
+ t ≤ kt

4

(
k

[k/8]

)
. (102)

Ïî óñëîâèþ α ≥ 32δ2. Ñëåäîâàòåëüíî,

t2 ≤ 4δ2

α2
≤ 8 · 2k . (103)

Òàê êàê α ≤ 2−100, òî k ≥ log 1/(2α)− 1 ≥ 50. Ïðèìåíÿÿ ýòó îöåíêó, ôîðìóëó Ñòèðëèíãà
è íåðàâåíñòâà (102), (103), íàõîäèì

T2(Q) ≤ |Q|3 ≤ k3t3

43

(
k

[k/8]

)3

≤ k3t3

43

(
82

√
14πk

· 8k

77k/8

)3

≤ t

8
(2k)3 . (104)

Ïðè âûâîäå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìû ïîëüçîâàëèñü îöåíêîé
(

k

14π

)3/2

· 86 ≤
(

721/8

128

)k
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âåðíîé äëÿ âñåõ k ≥ 50. Èç íåðàâåíñòâà (104) âûòåêàåò ôîðìóëà

T2(Rα(A)) ≤ T2(M tQ) =
1

N

∑

~r∈Zn
2

|M̂(r) + Q̂(r)|4 ≤ 8

N

∑

~r∈Zn
2

|M̂(r)|4 +
8

N

∑

~r∈Zn
2

|Q̂(r)|4 ≤

≤ 8T2(M) + 8T2(Q) ≤ 8T2(M) + t(2k)3 . (105)
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îöåíèòü âåëè÷èíó T2(Rα(A)) ñâåðõó íàì íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü
îöåíêó äëÿ T2(M).

Èòàê, ïóñòü âåêòîðà ~rl ïðèíàäëåæèò íåêîòîðûì Mil . Òàê êàê äëÿ âñåõ i, j ∈ [t], i 6= j
âûïîëíåíî |Ai ∩ Aj| < k/r è 3k/r = 3k/32 < k/8, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñðåäè ìíîæåñòâ
Mil , l = 1, 2, 3, 4 íåò ìíîæåñòâà, íå ñîâïàäàþùåãî íè ñ îäíèì èç òðåõ îñòàâøèõñÿ. Òàêèì
îáðàçîì âîçìîæíû ëèøü ÷åòûðå ñèòóàöèè :
1) i1 = i2 = i3 = i4 ,
2) i1 = i3, i2 = i4 è i1 6= i2 ,
3) i1 = i4, i2 = i3 è i1 6= i2.
4) i1 = i2, i3 = i4 è i1 6= i3.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (100) íå ïðåâîñõîäèò t(2k)3. Ðàññìîòðèì âòî-
ðóþ âîçìîæíîñòü (ñëó÷àè 3 è 4 ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Çàôèêñèðóåì i1 è i2, i1 6= i2.
Ïóñòü ~u = ~r1− ~r3 = ~r4− ~r2. ßñíî, ÷òî ~u ∈ Li1 ∩Li2 . Åñëè Ai1 ∩Ai2 = ∅, òî ~u = ~0 è ~r1 = ~r3,
~r2 = ~r4. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå êîãäà Ai1 ∩ Ai2 = ∅ óðàâíåíèå (100) èìååò íå áîëåå
(2k)2 ðåøåíèé. Ïóñòü òåïåðü Ai1 ∩ Ai2 6= ∅. Òàê êàê |Ai1 ∩ Ai2| < k/r, òî ÷èñëî ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (100) íå ïðåâîñõîäèò (2k)2 · 2k/r. Îòñþäà ÷èñëî ðåøåíèé (100) â ñèòóàöèè 2) íå
áîëüøå

t∑
i1=1

t∑

i2=1,i2 6=i1,Ai1
∩Ai2

=∅
(2k)2 +

t∑
i1=1

t∑

i2=1,i2 6=i1,Ai1
∩Ai2

6=∅
(2k)2 · 2k/r := σ1 .

Ïî ñâîéñòâó 2) ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ A1, . . . , At, ÷èñëî i2 6= i1 òàêèõ, ÷òî Ai1 ∩ Ai2 6= ∅ íå
ïðåâîñõîäèò 2tk2/n. Îòñþäà

σ1 ≤ t2(2k)2 + t
2tk2

n
(2k)2 · 2k/32 .

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è îöåíêó α ≥ 32δ2, íàõîäèì σ1 ≤ t(2k)3+t(2k)3 = 2t(2k)3.
Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (100) íå ïðåâîñõîäèò

T2(Rα(A)) ≤ 8(t(2k)3 + 2t(2k)3 + 2t(2k)3 + 2t(2k)3) + t(2k)3 = 57t(2k)3 ≤ 57
2δ

α

1

(2α)3
≤ 16δ

α4
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èòàê, êàê ïîêàçûâàþò òåîðåìû 4.1, 4.3 îöåíêà òåîðåìû 1.3 ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ λ∗i â ïðåäñòàâëåíèè (8) òåîðåìû 1.4 òàêæå íå ìîæåò
áûòü óìåíüøåíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α ≈ δ è ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Zn

2 ñî ñâîéñòâîì
|Rα(A)| ≈ δ/α2 ≈ 1/δ. Òàêèå ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå
A ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî Zn

2 ìîùíîñòè δN . Òîãäà ïî òåîðåìå ×àíã íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî
Λ∗, |Λ∗| ¿ log(1/δ) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ~r ∈ Rα(A) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
(8). Òàê êàê |Rα(A)| ≈ 1/δ, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð ~r ∈ Rα(A) äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå (8) êîòîðîãî íåîáõîäèìî k À log(1/δ) âåêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, íàòÿíóòûõ íà ïðîèçâîëüíûå k âåêòîðîâ èç Λ∗ íå áîëåå
2k

(|Λ∗|
k

)
, òî äîëæíî âûïîëíÿòñÿ íåðàâåíñòâî 2k

(|Λ∗|
k

) À 1/δ èç êîòîðîãî è âûòåêàåò îöåíêà
k À log(1/δ).
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