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Àííîòàöèÿ.

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà è A � ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî G.
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñ ìàëîé ñóììîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà K

âûïîëíåíî |A + A| ≤ K|A|. Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà òàêèõ ìíîæåñòâ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ
Ã.À. Ôðåéìàíà, Þ. Áèëó, È. Ðóæè, Ì.×.�×àíã, Á. Ãðèíà è Ò.Òàî. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû
äîêàçûâàåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà K äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ñ ìàëîé ñóììîé
íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Λ, Λ ¿ε K log |A| òàêîå, ÷òî |A ∩ SpanΛ| À |A|/K1/2+ε, ãäå ε > 0. Â
îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäøåñòâóþùèõ àâòîðîâ íàøà òåîðåìà íåòðèâèàëüíà äàæå äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ K. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå K ìîæíî âçÿòü |A|η, ãäå η > 0. Èñïîëüçóåìûé
íàìè ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðåí.

1. Ââåäåíèå.
Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà è A,B � ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà G. Îáî-

çíà÷èì ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ çíàêîì +. Ñóììîé (ïî Ìèíêîâñêîìó) ìíîæåñòâ A è B íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî C = {a + b : a ∈ A , b ∈ B}. Ñóììà ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àåòñÿ
A + B. Ïóñòü log îçíà÷àåò ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ äâà.

Â ðàáîòàõ [4, 5, 6, 7, 9, 10, 13, 14, 15, 16] èçó÷àëèñü ìíîæåñòâà A, îáëàäàþùèå òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî |A + A| ≤ K|A|, ãäå K ≥ 1 � íåêîòîðîå ÷èñëî, äîñòàòî÷íî ìàëîå ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà A (íàïðèìåð, K = log log |A| èëè K = 2). Òàêèå
ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè ñ ìàëîé ñóììîé. Ã.À. Ôðåéìàí (ñì. [4]) äîêàçàë
çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò î ñòðîåíèè ìíîæåñòâ ñ ìàëîé ñóììîé.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî Q ⊆ G íàçûâàåòñÿ d�ìåðíîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé,
åñëè

Q = {n0 + n1λ1 + · · ·+ ndλd : 0 ≤ λi < mi} ,

ãäå mi � íàòóðàëüíûå, à ni � öåëûå ÷èñëà.
Ïóñòü G = Z.
Òåîðåìà 1.1 (Ôðåéìàí) Ïóñòü K ≥ 1 � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è A ⊆ Z

� ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü òàêæå |A + A| ≤ K|A|. Òîãäà íàéäóòñÿ
÷èñëà d = d(K) è C = C(K), çàâèñÿùèå òîëüêî îò K è d�ìåðíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ Q òàêàÿ, ÷òî |Q| ≤ C|A| è A ⊆ Q.

Çàâèñèìîñòü âåëè÷èí d è C îò K èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [6, 7]. Òàê, â ñòàòüå [7] M.�×.
×àíã ïîêàçàëà, ÷òî d = O(K2 log2 K) è C = exp(O(K2 log2 K)) (ìû, êàê îáû÷íî, ïèøåì

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ N 06-01-00383, ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ N
1726.2006.1, ãðàíòà ÍØ-691.2008.1 è INTAS (ãðàíò N 03�51�5-70).

1



X = O(Y ) èëè X ¿ Y , åñëè íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà M òàêàÿ, ÷òî
X ≤ MY ).

Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâà ñ ìàëîé ñóììîé â ãðóïïàõ G = (Z/2Z)n

èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [9, 17, 13, 14, 16]. Âàæíîñòü äëÿ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë ãðóïï
(Z/qZ)n, ãäå q � ïðîñòîå, îáñóæäàëàñü â îáçîðå [12]. Ñôîðìóëèðóåì, íàïðèìåð, îäíó òå-
îðåìó èç [9]. Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà (Z/2Z)n îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòóðêòóðîé âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 1.2 Ïóñòü K ≥ 1 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü A ⊆ (Z/2Z)n � íåêî-
òîðîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî |A + A| ≤ K|A|. Òîãäà ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â ïîä-
ïðîñòðàíñòâå H, ïðè÷åì |H| ≤ K22K4|A|.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â òåìàòèêå, ñâÿçàííîé ñ ìíîæåñòâàìè ñ ìàëîé ñóììîé, óñèëèëñÿ
èíòåðåñ ê ðåçóëüòàòàì ñëåäóþùåãî òèïà. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ñ ìàëîé ñóììîé. Òðå-
áóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî A ñèëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåêîòîðîé ìíîãîìåðíîé àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèåé íå î÷åíü áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [14] áûë ïîëó÷åí ñëåäó-
þùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü K ≥ 1 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü A ⊆ (Z/2Z)n � íåêîòî-
ðîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî |A + A| ≤ K|A|. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî H òàêîå,
÷òî |H| ¿ KO(1)|A| è |A ∩H| À exp(−KO(1))|A|.

Íàêîíåö, â íåäàâíåé ðàáîòå [16] Á. Ãðèí è Ò. Òàî äîêàçàëè òåîðåìó.
Òåîðåìà 1.4 Ïóñòü K ≥ 1 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü A ⊆ (Z/2Z)n � íåêî-

òîðîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî |A + A| ≤ K|A|. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî H è
x ∈ (Z/2Z)n òàêèå, ÷òî |H| À K−O(

√
K)|A| è |A ∩ (x + H)| ≥ 1

2K
|H|.

Ñôîðìóëèðóåì íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Ïóñòü E = {e1, . . . , e|E|} ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Span E ìíîæåñòâî Span E = { ∑|E|
i=1 εiei : εi ∈ {−1, 0, 1} }.

Òåîðåìà 1.5 Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà. Ïóñòü K, ε � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,
ε ∈ (0, 1/2], A ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, |A| ≥ 232/ε, 1 ≤ K ≤
min{ (2−58ε4 |A|

log |A|)
(3/2+ε)−1

, |A|ε }. Ïóñòü òàêæå ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a1+a2 = a3+a4,
ãäå ai ∈ A, i = 1, 2, 3, 4 íå ìåíüøå |A|3/K. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Λ òàêîå, ÷òî
|Span Λ ∩ A| ≥ 1

2
· |A|

K1/2+ε è |Λ| ≤ 230ε−2K log |A|.
Îáùåå ñâîéñòâî òåîðåì 1.1,1.2,1.3,1.4 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëî K íå ìîæåò áûòü ñëèø-

êîì áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà A. Íàïðèìåð, â òåîðåìå 1.4 íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû K ¿

(
log |A|

log log |A|

)2

, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòà òåîðåìà ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé.
Íàøà òåîðåìà 1.5 èìååò íåñêîëüêî îòëè÷èé îò âûøåíàçâàííûõ ðåçóëüòàòîâ. Âî�ïåðâûõ,
òåîðåìà 1.5 äàåò íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà A ïðè î÷åíü áîëüøèõ K
(íàïðèìåð, ìîæíî âûáðàòü K = |A|η, ãäå η � ëþáîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî). Âî�âòîðûõ,
â îòëè÷èå îò òåîðåì 1.1,1.2,1.3,1.4 â íàøåì ðåçóëüòàòå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Λ çàâèñèò íå
òîëüêî îò K, íî è îò |A|. Êðîìå òîãî, è ýòî íàèìåíåå âàæíî, â òåîðåìå 1.5 ðå÷ü èäåò î
ìíîæåñòâàõ A ñ áîëüøèì ÷èñëîì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

a1 + a2 = a3 + a4 , ãäå ai ∈ A, i = 1, 2, 3, 4 , (1)

à íå î ìíîæåñòâàõ ñ ìàëûì óäâîåíèåì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî ñ ìàëûì
óäâîåíèåì èìååò áîëüøîå ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) (ñì. ñëåäñòâèå 3.3). Íàîáîðîò,
ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðåøåíèé (1) ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî ñ
ìàëûì óäâîåíèåì (ñì. ðàáîòû [1, 2, 3]). Ïîýòîìó, ñâîéñòâî ìíîæåñòâà A èìåòü áîëüøîå
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÷èñëî ðåøåíèé (1) è ñâîéñòâî A áûòü ìíîæåñòâîì ñ ìàëîé ñóììîé ÿâëÿþòñÿ, â íåêîòîðîì
ãðóáîì ñìûñëå, ýêâèâàëåíòíûìè.

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î ñîäåðæàíèè íàñòîÿùåé ñòàòüè. Â ïàðàãðàôå 2 ìû èçó÷àåì,
òàê íàçûâàåìûå, "ñâÿçíûå ìíîæåñòâà" â êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ. Ìû äîêàçûâà-
åì, ÷òî ëþáîå òàêîå ìíîæåñòâî ñèëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ Span Λ äëÿ íåêîòîðîãî íå î÷åíü
áîëüøîãî ìíîæåñòâà Λ (áîëåå ïîäðîáíî ñì. ïðåäëîæåíèÿ 2.8, 2.10). Êðîìå òîãî, â ýòîì
æå ïàðàãðàôå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ ïðîñòûõ óñëîâèé âñÿêîå
ìíîæåñòâî ñîäåðæèò äîñòàòî÷íî áîëüøîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî. Èç ýòèõ äâóõ ôàêòîâ
è âûòåêàåò òåîðåìà 1.5. Ìû ïðèâîäèì åå ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî â ïàðàãðàôå 3. Â ïî-
ñëåäíåì ïàðàãðàôå 4 ðàçúÿñíÿåòñÿ ïðè÷èíà óïîòðåáëåíèÿ íàìè òåðìèíà "ñâÿçíîñòü".
Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî íàøå îïðåäåëåíèå ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ â àáåëåâûõ ãðóïïàõ ÿâëÿåòñÿ
ïåðåíîñîì îäíîãî òåîðåòèêî�ãðàôîâîãî îïðåäåëåíèÿ ñâÿçíîñòè èç ñòàòüè È. Ðóæè è Ã.
Ýëåêåøà [8].

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññî-
ðó Í. Ã.Ìîùåâèòèíó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, à òàêæå äîêòîðó ôèçèêî�
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ñ.Â.Êîíÿãèíó çà ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé.

2. Î ñâÿçíûõ ìíîæåñòâàõ â àáåëåâûõ ãðóïïàõ.
Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ çíàêîì +. Ïóñòü A ⊆ G

� ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Tk(A) ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Tk(A) := |{a1 + · · ·+ ak = a′1 + · · ·+ a′k : a1, . . . , ak, a
′
1, . . . , a

′
k ∈ A}| .

Áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé A õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A. Äëÿ
êðàòêîñòè ìû áóäåì ïèñàòü

∑
x âìåñòî

∑
x∈G.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ïóñòü k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è β ∈ [0, 1] � äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî. Íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ⊆ G íàçûâàåòñÿ (C, β)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k, åñëè
äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà B ⊆ A, |B| ≥ β|A| âûïîëíåíî

Tk(B) ≥ C2k

( |B|
|A|

)2k

Tk(A) . (2)

Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî C ≤ 1. Åñëè β = 0, òî áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî C�
ñâÿçíûì ïîðÿäêà k. Èíîãäà, äëÿ êðàòêîñòè, ìû áóäåì íàçûâàòü (C, β)�ñâÿçíûå è C�
ñâÿçíûå ïîðÿäêà k ìíîæåñòâà ïðîñòî ñâÿçíûìè.

Êëàññ (C, β)�ñâÿçíûõ ïîðÿäêà k ìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî øèðîê. C îäíîé ñòîðîíû, ñèëü-
íî ñòðóêòóðèðîâàííûå ìíîæåñòâà, òàêèå êàê ïðîãðåññèè, ìíîãîìåðíûå ïðîãðåññèè, ïîä-
ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè ìíîæåñòâàìè ïîðÿäêà k (ñì. ñëåäñòâèå 2.4 íèæå). C
äðóãîé ñòîðîíû, â ýòîò êëàññ âõîäÿò, òàê íàçûâàåìûå, äèññîöèàòèâíûå ìíîæåñòâà (ñì.
îïðåäåëåíèå 2.5 è çàìå÷àíèå 2.7). Äðóãèå ïðèìåðû ñâÿçíûõ ïîðÿäêà k ìíîæåñòâ áóäóò
ðàññìîòðåíû â ïàðàãðàôå 4. Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî èç äâóõ ýëåìåíòîâ
ÿâëÿåòñÿ 1�ñâÿçíûì.

Âûðàçèì âåëè÷èíó Tk â òåðìèíàõ ñâåðòêè.
Îïðåäåëåíèå 2.2 Ïóñòü f, g : G → R � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

(f ∗ g)(x) ôóíêöèþ
(f ∗ g)(x) =

∑
s

f(s)g(x− s) . (3)
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ßñíî, ÷òî (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x), x ∈ G. ×åðåç (f ◦ g)(x) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ

(f ◦ g)(x) =
∑

s

f(s)g(s− x) . (4)

Î÷åâèäíî (f ◦ g)(x) = (g ◦ f)(−x), x ∈ G.
Åñëè A,B ⊆ G � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, òî (A ∗ B)(x) 6= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà x ∈ A + B, à (A ◦ B)(x) 6= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ A − B. Îòñþäà
T2(A) =

∑
x(A∗A)2(x) è Tk(A) =

∑
x(A∗k−1A)2(x), ãäå ÷åðåç ∗k−1 ìû îáîçíà÷èëè ðåçóëüòàò

âçÿòèÿ k − 1 ðàç îïåðàöèè ∗. Òàê êàê

T2(A) := |{a1 + a2 = a′1 + a′2 : a1, a2, a
′
1, a

′
2 ∈ A}| = |{a1− a′1 = a′2− a2 : a1, a2, a

′
1, a

′
2 ∈ A}| ,

òî T2(A) =
∑

x(A ◦ A)2(x).
Ïóñòü f : G → R � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. ×åðåç Tk(f) îáîçíà÷èì âåëè÷èíó Tk(f) =∑

x(f ∗k−1 f)2(x). Ñïðàâåäëèâà ëåììà.
Ëåììà 2.3 Ïóñòü p1,p2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è k1 = 2p1, k2 = 2p2. Ïóñòü òàêæå

f1, . . . , fk1 , g1, . . . , gk2 : G → R � íåêîòîðûå ôóíêöèè. Òîãäà
∣∣∣∣∣
∑

x

(f1 ∗ · · · ∗ fk1)(x) · (g1 ∗ · · · ∗ gk2)(x)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ (Tk1(f1))
1/2k1 . . . (Tk1(fk1))

1/2k1(Tk2(g1))
1/2k2 . . . (Tk2(gk2))

1/2k2 . (5)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà k1 = k2 = k = 2p, p � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæåì ëåììó ìåòîäîì èíäóêöèè ïî k. Ïóñòü σ =

∑
x(f1 ∗ · · · ∗ fk)(x) ·

(g1 ∗ . . . gk)(x). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, íàõîäèì

σ2 ≤
∑

x

(f1 ∗ · · · ∗ fk)
2(x) ·

∑
x

(g1 ∗ · · · ∗ gk)
2(x) = σ1σ2 . (6)

Ðàññìîòðèì ñóììó σ1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå îïåðàöèé ∗, ◦, ïîëó÷àåì

σ1 =
∑

x

((f1 ◦ f1) ∗ · · · ∗ (f2p−1 ◦ f2p−1))(x) · ((f2p−1+1 ◦ f2p−1+1) ∗ · · · ∗ (fk ◦ fk))(x) .

Èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî

σ1 ≤ (T2p−1(f1 ◦ f1))
1/k . . . (T2p−1(fk ◦ fk))

1/k . (7)

Êðîìå òîãî T2p−1(f1 ◦ f1) = Tk(f1). Îòñþäà

σ1 ≤ (Tk(f1))
1/k . . . (Tk(fk))

1/k . (8)

Àíàëîãè÷íî
σ2 ≤ (Tk(g1))

1/k . . . (Tk(gk))
1/k . (9)

Ïîäñòàâëÿÿ íåðàâåíñòâà (8) è (9) â (6), ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå k1 = k2 íåðàâåíñòâî (5)
âûïîëíåíî.

Ïóñòü òåïåðü k1 = 2p1 , k2 = 2p2 è p1 6= p2. Ïóñòü σ′ =
∑

x(f1∗· · ·∗fk1)(x)·(g1∗ . . . gk2)(x).
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, íàõîäèì

σ′2 ≤
∑

x

(f1 ∗ · · · ∗ fk1)
2(x) ·

∑
x

(g1 ∗ · · · ∗ gk2)
2(x) = σ′1σ

′
2 . (10)
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5) äëÿ ñóìì σ′1, σ′2, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|σ′| ≤ (Tk1(f1))
1/2k1 . . . (Tk1(fk1))

1/2k1(Tk2(g1))
1/2k2 . . . (Tk2(gk2))

1/2k2 . (11)

Ëåììà äîêàçàíà.
Âûâåäåì îäíî ñëåäñòâèå èç ëåììû 2.3. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, q � ïðîñòîå, à

ãðóïïà G åñòü (Z/qZ)n. Òîãäà G îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

Ñëåäñòâèå 2.4 Ïóñòü n, p � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, k = 2p, q � ïðîñòîå è G =
(Z/qZ)n. Ïóñòü òàêæå P � ïîäïðîñòðàíñòâî G. Òîãäà P ÿâëÿåòñÿ 1�ñâÿçíûì ïîðÿäêà
k ìíîæåñòâîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ⊆ P � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è ïóñòü σ(B) :=

∑
x(B ∗

P ∗k−2 P )(x) · (P ∗k−1 P )(x). Ñóììà σ(B) ðàâíà ÷èñëó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ b + p2 + · · · +
pk = p′1 + · · · + p′k, ãäå b ∈ B è p2, . . . , pk, p

′
1, . . . , p

′
k ∈ P . Òàê êàê P � ïîäïðîñòðàíñòâî

(Z/qZ)n, òî b + p2 + · · · + pk − p′1 − · · · − p′k ∈ P . Îòñþäà σ(B) ≥ |B||P |2k−2. Â ÷àñòíîñòè,
σ(P ) = Tk(P ) ≥ |P |2k−1. Òàê êàê Tk(P ) ≤ |P |2k−1, òî Tk(P ) = |P |2k−1. Ïðèìåíÿÿ ëåììó
2.3 ñ f1 = B, f2 = · · · = fk = g1 = · · · = gk = P , íàõîäèì

σ2k(B) ≤ Tk(B) · T 2k−1
k (P ) . (12)

Ñîåäèíÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ íèæíåé îöåíêîé äëÿ σ(B), ïîëó÷àåì

Tk(B) ≥ σ2k(B)

T 2k−1
k (P )

≥ |B|2k|P |(2k−2)2k

|P |(2k−1)2
=

( |B|
|P |

)2k

|P |2k−1 =

( |B|
|P |

)2k

Tk(P ) .

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Òàêèì îáðàçîì, òàêèå õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííûå ìíîæåñòâà, êàê ïîäïðîñòðàíñòâà,

ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè. Ðàññìîòðèì äðóãèå ïðèìåðû ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äèññîöèàòèâíîãî ìíîæåñòâà (ñì. [18] èëè [7]).
Îïðåäåëåíèå 2.5 Ìíîæåñòâî Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|} ⊆ G íàçûâàåòñÿ äèññîöèàòèâíûì, åñëè

èç ðàâåíñòâà
|Λ|∑
i=1

εiλi = 0 , (13)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1} âûòåêàåò, ÷òî âñå εi ðàâíû íóëþ.
Äëÿ äèññîöèàòèâíûõ ìíîæåñòâ èìååòñÿ õîðîøàÿ îöåíêà íà Tk. Ãîâîðÿ òî÷íåå, ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, âûòåêàþùåå èç èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Ðóäèíà (ñì.
[18], à òàêæå [11, 19]).

Óòâåðæäåíèå 2.6 Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà M > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî äèññîöèàòèâíîãî ìíîæåñòâà Λ ⊆ G è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 2 âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

Tk(Λ) ≤ Mkkk|Λ|k , (14)
ïðè ýòîì êîíñòàíòó M ìîæíî âçÿòü ðàâíîé 288.

Çàìå÷àíèå 2.7 Âûøå ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî äèññîöèàòèâíûå ìíîæåñòâà âõîäÿò â êëàññ
ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî äèññîöèàòèâíîãî ìíîæåñòâà A ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî Tk(A) ≤ Mkk!|A|k, ãäå M � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà, à k �
ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Âñÿêîå ìíîæåñòâî ñ óêàçàííîé îöåíêîé íà Tk áóäåò
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(1/
√

2M, 2k/|A|)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k ìíîæåñòâîì. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç öå-
ïî÷êè íåðàâåíñòâ

Tk(B) ≥ 2−kk!|B|k ≥ 2−kk!

( |B|
|A|

)2k

|A|k ≥
( |B|
|A|

)2k

Tk(A)(2M)−k , (15)

ãäå B ⊆ A � ïðîèçâîëüíîå.
Îòìåòèì îäíî ñâîéñòâî C�ñâÿçíûõ ïîðÿäêà k ìíîæåñòâ.
Ïðåäëîæåíèå 2.8 Ïóñòü k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ïóñòü A ⊆ G � C�ñâÿçíîå

ïîðÿäêà k ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Λ ⊆ A, |Λ| ≤ 288C−2k |A|2
T

1/k
k (A)

,

òàêîå, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò a èç ìíîæåñòâà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

a =

|Λ|∑
i=1

εiλi , (16)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Λ � ìàêñèìàëüíîå (ïî ìîùíîñòè) äèññîöèàòèâíîå ïîäìíîæå-
ñòâî A. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò a ∈ A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

a =

|Λ|∑
i=1

εiλi , (17)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}. Åñëè a = 0, òî ðàâåíñòâî (17), î÷åâèäíî, âûïîëíÿòñÿ, åñëè ïîëîæèòü
εi = 0, i = 1, 2, . . . , |Λ|. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç A \ Λ, a 6= 0. Ðàññìîòðèì âñå
ñîîòíîøåíèÿ âèäà

∑|Λ|+1
i=1 εiλ̃i = 0, ãäå λ̃i ∈ Λ

⊔{a} è εi ∈ {−1, 0, 1}, i ∈ {1, 2, . . . , |Λ|+ 1}.
Åñëè âñå òàêèå ñîîòíîøåíèÿ òðèâèàëüíû, òî åñòü åñëè äëÿ ëþáîãî òàêîãî ñîîòíîøåíèÿ âû-
ïîëíåíî εi = 0, i ∈ {1, 2, . . . , |Λ|+1}, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ Λ.
Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå âèäà εa +

∑|Λ|
i=1 εiλi = 0, ε, εi ∈ {−1, 0, 1}

òàêîå, ÷òî íå âñå ÷èñëà ε, εi ðàâíû íóëþ. Åñëè ε = 0, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî Λ äèññîöèàòèâíî. Îòñþäà ëþáîé ýëåìåíò a ∈ A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (16).

Ïîëó÷èì îöåíêó |Λ| ≤ 288C−2k |A|2
T

1/k
k (A)

. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 2.6, íàõîäèì Tk(Λ) ≤
(288)kkk|Λ|k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ C�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k. Ñëåäîâà-
òåëüíî, Tk(Λ) ≥ C2k(|Λ|/|A|)2k · Tk(A). Îòñþäà |Λ| ≤ 288C−2k |A|2

T
1/k
k (A)

. Ïðåäëîæåíèå äîêà-
çàíî.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíî, áîëåå òåõíè÷åñêîå, îïðåäåëåíèå ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ.
Îïðåäåëåíèå 2.9 Ïóñòü k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è β1, β2 ∈ [0, 1] � äåéñòâèòåëüíûå

÷èñëà, β1 ≤ β2. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊆ G íàçûâàåòñÿ (C, β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k,
åñëè äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà B ⊆ A, β1|A| ≤ |B| ≤ β2|A| âûïîëíåíî

Tk(B) ≥ C2k

( |B|
|A|

)2k

Tk(A) . (18)

Åñëè β1 > 0 è [β2|A|] < β1|A|, òî ñåìåéñòâî (C, β1, β2)�ñâÿçíûõ ïîðÿäêà k ìíîæåñòâ
� ïóñòîå. Åñëè æå β1 > 0, [β2|A|] ≥ β1|A|, òî ðàññìàòðèâàÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
âåëè÷èíû Tk(·) ïî ìíîæåñòâàì B ⊆ A óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |B| = [β2|A|] ïîëó÷àåì,
÷òî êîíñòàíòà C â íåðàâåíñòâå (18) íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû.
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ßñíî, ÷òî ëþáîå (C, β)�ñâÿçíîå ïîðÿäêà k ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ è (C, β, β2)�ñâÿçíûì
ïîðÿäêà k, ãäå β2 ∈ [β, 1] � ëþáîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî ìíîæåñòâà áûòü
(C, β1, β2)�ñâÿçíûì ñëàáåå ñâîéñòâà (C, β1)�ñâÿçíîñòè. Òåì íå ìåíåå, äëÿ (C, β1, β2)�
ñâÿçíûõ ïîðÿäêà k ìíîæåñòâ âûïîëíåí ñëåäóþùèé îñëàáëåííûé àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ
2.8.

Ïðåäëîæåíèå 2.10 Ïóñòü k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 0 < β1 ≤ β2 � äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü òàêæå A ⊆ G � (C, β1, β2) � ñâÿçíîå ïîðÿäêà k ìíîæåñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β2 ≥ β1 + 1/|A|, Tk(A) ≥ 214kC−2kkk|A|k è |A| ≥ 1/β1. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ìíîæåñòâî Λ ⊆ A,

|Λ| ≤ 213C−2k
|A|2

T
1/k
k (A)

, (19)

òàêîå, ÷òî |Span Λ ∩ A| ≥ (1− β1)|A|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãîðèòì. Ïóñòü Λ1

� äèññîöèàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî |Span Λ1 ∩ A| ≥ (1 − β1)|A|. ßñíî, ÷òî
òàêîå ìíîæåñòâî Λ1 ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå Λ1 ìîæíî âçÿòü ìàêñèìàëüíîå (ïî
ìîùíîñòè) äèññîöèàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî A. Ïóñòü l = [213C−2k |A|2

T
1/k
k (A)

]. Òàê êàê β1 > 0,
òî C ≤ 1. Êðîìå òîãî Tk(A) ≤ |A|2k, îòêóäà l > 1. Åñëè |Λ1| ≤ l, òî ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Ïóñòü òåïåðü |Λ1| > l. Âîçüìåì ëþáîå ìíîæåñòâî Λ′1 ⊆ Λ1 ìîùíîñòè l. ßñíî, ÷òî Λ′1 �
äèññîöèàòèâíîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A1 = A \ Λ′1. Åñëè |A1| < (1− β1)|A|,
òî çàêîí÷èì íàø àëãîðèòì. Åñëè æå |A1| ≥ (1 − β1)|A|, òî ïóñòü Λ2 � äèññîöèàòèâíîå
ïîäìíîæåñòâî A1 òàêîå, ÷òî |Span Λ2 ∩ A1| ≥ (1 − β1)|A|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |Λ2| ≤ l.
Òîãäà |Span Λ2 ∩ A| ≥ |Span Λ2 ∩ A1| ≥ (1 − β1)|A| è ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. Çíà÷èò,
|Λ2| > l. Âîçüìåì ëþáîå ìíîæåñòâî Λ′2 ⊆ Λ2 ìîùíîñòè l è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A2 =
A1 \ Λ′2. È òàê äàëåå. Ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâà A0 = A,A1, A2, . . . , As è íåïåðåñåêàþùèåñÿ
äèññîöèàòèâíûå ìíîæåñòâà Λ′1, . . . , Λ

′
s èç A. Ïðè ýòîì |As| < (1 − β1)|A|. Òàê êàê äëÿ

âñåõ l = 1, 2, . . . , s âûïîëíåíî Al = A \ ⊔l
i=1 Λ′i, òî

∑s
i=1 |Λ′i| = |A| − |As| > β1|A|. Ïóñòü

B =
⊔s

i=1 Λ′i. Òîãäà |B| > β1|A|. Âûêèíóâ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ
èç ìíîæåñòâà Λ′s, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

⊔s
i=1 Λ′i ñòàëà ðàâíà

[β1|A|] + 1. Îáîçíà÷èì òîé æå áóêâîé B ìíîæåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ ïîñëå âûêèäûâàíèÿ
ýòèõ ýëåìåíòîâ èç Λ′s. Èìååì B ⊆ A è |B| ≥ β1|A|. Òàê êàê β2 ≥ β1 +1/|A|, òî |B| ≤ β2|A|.
Ïî óñëîâèþ, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ (C, β1, β2) � ñâÿçíûì ïîðÿäêà k. Îòñþäà

Tk(B) ≥ C2kβ2k
1 Tk(A) . (20)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

Tk(B) ≤ Tk

(
s⊔

i=1

Λ′i

)
=

s∑
i1,...,ik=1

s∑
j1,...,jk=1

∑
x

(Λ′i1 ∗ · · · ∗ Λ′ik)(x) · (Λ′j1 ∗ · · · ∗ Λ′jk
)(x) . (21)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.3, óòâåðæäåíèå 2.6 è ðàâåíñòâî (21) ïîëó÷àåì, ÷òî

Tk(B) ≤ s2k max
i=1,...,s

Tk(Λ
′
i) ≤ s2k(288)kkklk . (22)

Ïî óñëîâèþ Tk(A) ≥ 214kC−2kkk|A|k. Îòñþäà |A| ≥ 214C−2k |A|2
T

1/k
k (A)

≥ 2l è ëèáî ìû óæå
äîêàçàëè íàøå ïðåäëîæåíèå, ëèáî s ≥ 2. Òàê êàê

⊔s−1
i=1 Λ′i ⊆ B è |A| ≥ 1/β1, òî sl/2 ≤
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(s − 1)l ≤ |B| ≤ 2β1|A|. Ñëåäîâàòåëüíî, s ≤ 4β1|A|/l. Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
â (22), íàõîäèì

Tk(B) ≤ 24kβ2k
1 (288)kkk |A|2k

lk
.

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì (20). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ó ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A ⊆ G íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå

(C, β1, β2)�ñâÿçíîå ïîðÿäêà k ïîäìíîæåñòâî. Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 2.11 Ïóñòü A ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, |A| ≥ 2 è k ≥ 2

� íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ×åðåç ζk(A) îáîçíà÷èì âåëè÷èíó

ζk = ζk(A) :=
log Tk(A)

log |A| .

Èíûìè ñëîâàìè, Tk(A) = |A|ζk . ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A âûïîëíåíî k ≤
ζk(A) ≤ 2k − 1.

Ïóñòü A ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, |A| = m ≥ 2, p � íàòóðàëüíîå
÷èñëî è k = 2p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ ÷èñëî ζk(A).

Òåîðåìà 2.12 Ïóñòü β1, β2 ∈ (0, 1) � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, β1 ≤ β2. Òîãäà íàé-
äåòñÿ ìíîæåñòâî A′ ⊆ A òàêîå, ÷òî
1) A′ ÿâëÿåòñÿ (C, β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k ìíîæåñòâîì, ïðè÷åì â êà÷åñòâå êîí-
ñòàíòû C ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäÿùåå 1/32.
2) |A′| ≥ m · 2 log((2k−1)/ζ)

log(1+κ)
log(1−β2), ãäå κ = log((1−β1)−1)

log m
(1− 16C).

3) ζk(A
′) ≥ ζk(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C ≤ 1/32 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.12
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãîðèòì. Åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ (C, β1, β2)�ñâÿçíûì ìíîæå-
ñòâîì ïîðÿäêà k, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ (C, β1, β2)�
ñâÿçíûì ïîðÿäêà k ìíîæåñòâîì. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî B ⊆ A, β1|A| ≤ |B| ≤ β2|A|
òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî (18) íå âûïîëíåíî. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå |A| > 2. Ïóñòü
B = A \B. Èìååì

Tk(A) =
∑

x

(A ∗k−1 A)2(x) =

=
∑

x

(B ∗ A ∗k−2 A)(x)(A ∗k−1 A)(x) +
∑

x

(B ∗ A ∗k−2 A)(x)(A ∗k−1 A)(x) = σ1 + σ2 . (23)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.3 ñ f1 = B, f2 = · · · = fk = g1 = · · · = gk = A, íàõîäèì

σ2k
1 ≤ Tk(B) · T 2k−1

k (A) . (24)

Àíàëîãè÷íî
σ2k

2 ≤ Tk(B) · T 2k−1
k (A) . (25)

Ïóñòü cB = |B|/|A|. Òàê êàê Tk(B) < C2kc2k
B Tk(A), òî èç íåðàâåíñòâà (24) âûòåêàåò, ÷òî

σ1 < CcBTk(A). Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ðàâåíñòâî (23) è íåðàâåíñòâî (25),
ïîëó÷àåì

Tk(B) > Tk(A)(1− CcB)2k . (26)
Ïóñòü ζ = ζk(B), b = |B| è b = |B| = m− b. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (26), íàõîäèì

ζ log b > ζ log m + 2k log(1− CcB) .
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Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó è íåðàâåíñòâà ζ ≥ k, C ≤ 1/32, ïîëó÷àåì

ζ >
ζ log m + 2k log(1− CcB)

log b
=

ζ log m + 2k log(1− CcB)

log m + log(1− b/m)
=

ζ + 2k log(1−CcB)
log m

1 + log(1−cB)
log m

≥

≥
(

ζ + 2k
log(1− CcB)

log m

)(
1− log(1− cB)

log m

)
=

= ζ + ζ
log((1− cB)−1)

log m
+ 2k

log(1− CcB)

log m
+ 2k

log(1− CcB)

log m
· log(1− cB)−1

log m
≥

≥ ζ + ζ
log((1− cB)−1)

log m

(
2 log(1− CcB)

log((1− cB)−1)
+

2 log(1− CcB)

log m

)
≥

≥ ζ + ζ
log((1− cB)−1)

log m
(1− 8C − 4C) ≥ ζ + ζ

log((1− cB)−1)

log m
(1− 16C) ≥

≥ ζ(1 +
log((1− β1)

−1)

log m
(1− 16C)) = ζ(1 + κ) , (27)

ãäå κ = log((1−β1)−1)
log m

(1−16C) > 0. Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ (C, β1, β2)�ñâÿçíîñòè ïîðÿäêà
k âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

|B| ≥ (1− β2)m = (1− β2)|A| . (28)
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ (C, β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k, òî íàéäåòñÿ
ìíîæåñòâî B ⊆ A äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (27), (28). Ïîëîæèì A1 = B è
ïðèìåíèì èçëîæåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ê ìíîæåñòâó A1. È òàê äàëåå. Ìû ïîëó÷èì
ìíîæåñòâà A0 = A,A1, A2, . . . , As. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî Ai ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ζ(Ai) ≤ 2k − 1. Îòñþäà è íåðàâåíñòâà (27) âûòåêàåò, ÷òî íàø ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ ìåíåå,
÷åì ÷åðåç log((2k−1)/ζ)

log(1+κ)
øàãîâ. Íà ïîñëåäíåì øàãå àëãîðèòìà ìû íàéäåì ìíîæåñòâî A′ =

As ⊆ A, êîòîðîå áóäåò (C, β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k è, ïðè ýòîì, ζk(A
′) ≥ ζ = ζk(A).

Òàêèì îáðàçîì íåðàâåíñòâà 1) è 3) òåîðåìû 2.12 äëÿ ìíîæåñòâà A′ âûïîëíåíû. Äîêàæåì
2). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (28) è îöåíêó s ≤ log((2k−1)/ζ)

log(1+κ)
, ïîëó÷àåì

|A′| ≥ (1− β2)
sm ≥ m · 2 log((2k−1)/ζ)

log(1+κ)
log(1−β2) .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå íèæå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå äîñòàòî÷íî ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî A êîíå÷íîé

àáåëåâîé ãðóïïû ñîäåðæèò áîëüøîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî A′ ⊆ A.
Ñëåäñòâèå 2.13 Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ε, δ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-

ëà, ε ∈ (0, 1/8], δ ∈ (0, 1], δ ≥ |G|−ε è ïóñòü A ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî,
|A| ≥ δ|G| ≥ 2. Ïóñòü òàêæå p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k = 2p è β1, β2 ∈ (0, 1) � äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà, β1 ≤ β2, β1 ≤ 1− |A|−2ε. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A′ ⊆ A òàêîå, ÷òî
1) A′ ÿâëÿåòñÿ (C, β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k ìíîæåñòâîì, ïðè÷åì â êà÷åñòâå êîí-
ñòàíòû C ìîæíî âçÿòü 1/32.
2) |A′| ≥ |G| · δ( 2

2k−1
+32ε)· log(1−β2)

log(1−β1)
+1.

3) ζk(A
′) ≥ ζk(A).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè β2 = β1, k = 2 è ε = 1/8, òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà |A′| íå ìåíüøå
δ6|G|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.12 ñ C = 1/32 íàõîäèì ìíîæåñòâî A′ ⊆ A
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñâîéñòâà 1)�3) ýòîé òåîðåìû. Äîêàæåì, ÷òî |A′| ≥ |G| ·
δ(

2
2k−1

+32ε)· log(1−β2)
log(1−β1)

+1. Ïóñòü N = |G|, m = |A| è ζ = ζk(A). ßñíî, ÷òî Tk(A) ≥ δ2kN2k−1.
Îòñþäà

ζ ≥ 2k − 1 + (2k − 1)
log(1/δ)

log N
− 2k

1− ε

log(1/δ)

log N
. (29)

Òàê êàê δ ≥ N−ε, òî

2k − 1− ζ ≤ log(1/δ)

log N
(1 + 4kε) è ζ ≥ (2k − 1)(1− 3ε) . (30)

Îòñþäà
2k − 1

ζ
= 1 +

2k − 1− ζ

ζ
≤ 1 +

1

2k − 1

log(1/δ)

log N
+ 16kε

log(1/δ)

log N
. (31)

Ïî òåîðåìå 2.12 èìååì |A′| ≥ m ·2 log((2k−1)/ζ)
log(1+κ)

log(1−β2), ãäå κ = log((1−β1)−1)
2 log m

. Ïðèìåíÿÿ ïîñëåä-
íåå íåðàâåíñòâî, íåðàâåíñòâà β1 ≤ 1− |A|−2ε, k ≥ 2 è (31), íàõîäèì

|A′| ≥ m · 2( 2
2k−1

+32ε)· log(1−β2)
log(1−β1)

· log δ
log N

log m ≥ N · δ( 2
2k−1

+32ε)· log(1−β2)
log(1−β1)

+1
.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 2.14 Êîíñòàíòà 32 âî âòîðîì ïóíêòå ñëåäñòâèÿ 2.13, áåçóñëîâíî, ìîæåò

áûòü ïîíèæåíà. Ìû íå ñòðåìèëèñü ñäåëàòü ýòó êîíñòàíòó êàê ìîæíî ìåíüøåé. Ïîÿâëåíèå
÷èñëà 2 â äðîáè 2

2k−1
çàâèñèò îò âûáîðà âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ C. Åñëè âçÿòü C ìåíüøå,

÷åì 1/32, òî êîíñòàíòà 2 òàêæå ïîíèçèòñÿ.
3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.
Èç ëåììû 2.3 âûòåêàåò ïðîñòàÿ îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû Tk(A).
Ëåììà 3.1 Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è k � ëþáîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k ≥ 2. Òîãäà Tk(A) ≥ T k−1
2 (A)/|A|k−2.

Çàìå÷àíèå 3.2 Ëåììó 3.1, áåçóñëîâíî, ìîæíî äîêàçàòü ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå. Îäíàêî ïîñêîëüêó ìû èñïîëüçóåì òîëüêî ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû, ìû ïîëó÷èì
ëåììó 3.1 èñïîëüçóÿ ëèøü íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó 3.1 ïî èíäóêöèè. Äëÿ k = 2 ëåììà î÷åâèäíà. Ïóñòü
k ≥ 3 è äëÿ âñåõ ìåíüøèõ k ëåììà äîêàçàíà. ×èñëî k èìååò âèä 2s− 1, s ≥ 2 èëè 2s− 2,
s ≥ 3. Ïóñòü k = 2s− 1, s ≥ 2. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, íàõîäèì

T 2
s (A) =

(∑
x

(A ∗s−1 A)2(x)

)2

=

(∑
x

((A ∗s−1 A) ◦ (A ∗s−2 A))(x) · A(x)

)2

≤

≤
∑

x

((A ∗s−1 A) ◦ (A ∗s−2 A))2(x) · |A| = T2s−1(A) · |A| . (32)

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ Ts(A) ≥ T s−1
2 (A)/|A|s−2. Îòñþäà è íåðàâåíñòâà (32),

ïîëó÷àåì
T2s−1(A) ≥ T 2s−2

2 (A)

|A|2(s−2)|A| =
T 2s−2

2 (A)

|A|2s−3

è â ýòîì ñëó÷àå ëåììà äîêàçàíà.
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Ïóñòü òåïåðü k = 2s− 2, s ≥ 3. Èìååì

T 2
s (A) =

(∑
x

(A ∗s−1 A)2(x)

)2

=

(∑
x

((A ∗s−1 A) ◦ (A ∗s−3 A))(x) · (A ∗ A)(x)

)2

≤

≤
∑

x

((A ∗s−1 A) ◦ (A ∗s−3 A))2(x) · T2(A) = T2s−2(A) · T2(A) . (33)

Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, íàõîäèì

T2s−2(A) ≥ T 2
s (A)

T2(A)
≥ T 2s−3

2 (A)

|A|2s−4
.

Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5 Ïóñòü m = |A|, β1 = 1/2, β2 = β1 +1/ log m, C = ε2−7,

k = 2p, p = [log ln m] + 1. ßñíî, ÷òî C ≤ 1/32. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.12 ê ìíîæåñòâó A,
íàõîäèì ìíîæåñòâî A′ ⊆ A, óäîâëåòâîðÿþùåå ïóíêòàì 1) � 3) òåîðåìû. Ïî óñëîâèþ, èìå-
åì T2(A) ≥ |A|3/K. Èç ëåììû 3.1 âûòåêàåò, ÷òî Tk(A) ≥ T k−1

2 (A)/|A|k−2 ≥ |A|2k−1/Kk−1.
Îòñþäà

ζ = ζk(A) ≥ 2k − 1− (k − 1)
log K

log m
. (34)

Ïðèìåíÿÿ îöåíêó K ≤ mε è íåðàâåíñòâî (34), íàõîäèì

ζ ≥ (2k − 1)

(
1− k − 1

2k − 1

log K

log m

)
≥ (35)

≥ (2k − 1)
(
1− ε

2

)
. (36)

Ïî ñâîéñòâó ïóíêòà 2) òåîðåìû 2.12 èìååì

|A′| ≥ m · 2− log((2k−1)/ζ)
log(1+κ)

log((1−β2)−1) = m2−σ , (37)

ãäå κ = log((1−β1)−1)
log m

(1−16C). Îöåíèì ÷èñëî σ ñâåðõó. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè log(1+x) ≤
x

ln 2
, log(1 + x) ≥ 1

ln 2
(x− x2/2), x ≥ 0, m ≥ 232/ε è íåðàâåíñòâàìè (34), (35), (36) ïîëó÷àåì

σ ≤ log

(
1 +

2k − 1− ζ

ζ

)
ln 2

κ
(1 + κ) log((1− β2)

−1) ≤

≤ k − 1

2k − 1
· log K

log m
(1 + ε)

log m

1− 16C

(
1 +

1

log m

)
log((1− β2)

−1)

log((1− β1)−1)
≤

≤ log K1/2 (1 + ε) (1 + 32C)

(
1 +

8

log m

)
≤ log K1/2+ε .

Ñëåäîâàòåëüíî, |A′| ≥ m
K1/2+ε . Òàê êàê ζk(A

′) ≥ ζk(A), òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Tk(A
′) ≥ |A′|2k−1

Kk−1
≥ |A′|2k−1

Kk
. (38)
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Èìååì C = ε2−7, à òàêæå k = 2p è p = [log ln m]+1. Îòñþäà k ≤ 2 ln m. Èñïîëüçóÿ ïîñëåä-
íåå íåðàâåíñòâî, îöåíêó |A′| ≥ m

K1/2+ε , íåðàâåíñòâî (38) è óñëîâèå K ≤ (2−58ε4 |A|
log |A|)

(3/2+ε)−1

ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Tk(A
′) ≥ |A′|2k−1

Kk−1
≥ |A′|k mk−1

K(k−1)(3/2+ε)
≥ 214kC−2kkk|A′|k .

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 2.10 ê ìíîæåñòâó A′, íàõîäèì ìíîæåñòâî Λ òàêîå, ÷òî |Span Λ ∩
A′| ≥ |A′|/2 è

|Λ| ≤ 227ε−2k
|A′|2

T
1/k
k (A′)

. (39)

Èìååì
|Span Λ ∩ A| ≥ |Span Λ ∩ A′| ≥ |A′|

2
≥ 1

2
· m

K1/2+ε
. (40)

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî |Λ| ≤ 230ε−2K log m. Ñîåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (39) è
(38), ïîëó÷àåì

|Λ| ≤ 227ε−2Kk|A′|1/k ≤ 227ε−2Kkm1/k .

Âñïîìèíàÿ, ÷òî k = 2p, p = [log ln m] + 1, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì |Λ| ≤ 230ε−2K log m.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåíèì òåîðåìó âûøå ê ìíîæåñòâàì ñ ìàëûì óäâîåíèåì.
Ñëåäñòâèå 3.3 Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà. Ïóñòü K, ε � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-

ëà, ε ∈ (0, 1/2], A ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, |A| ≥ 232/ε, 1 ≤ K ≤
min{ (2−58ε−4 |A|

log |A|)
(3/2+ε)−1

, |A|ε }. Ïóñòü òàêæå |A + A| ≤ K|A|. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíî-
æåñòâî Λ òàêîå, ÷òî |Span Λ ∩ A| ≥ 1

2
· |A|

K1/2+ε è |Λ| ≤ 230ε−2K log |A|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì |A + A| ≤ K|A|. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

|A|4 =

(∑
x

(A ∗ A)(x)

)2

≤
∑

x

(A ∗ A)2(x) · |A + A| ≤ T2(A) ·K|A| .

Îòñþäà T2(A) ≥ |A|3/K. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.5, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Ñëåä-
ñòâèå äîêàçàíî.

4. Î äðóãèõ âèäàõ ñâÿçíîñòè.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáúÿñíèì òåðìèí "ñâÿçíîñòü", óïîòðåáëÿâøèéñÿ íàìè â ïðåäûäó-

ùèõ ïàðàãðàôàõ.
Ïóñòü Γ = (V, f) � ïðîèçâîëüíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, V � íåïóñòîå ìíîæåñòâî

âåðøèí, f � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî ñèììåòðè÷íîãî ïîäìíîæåñòâà V ×
V . Ïóñòü X, Y ⊆ V � ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì ÷èñëî âåðøèí ìåæäó X
è Y , òî åñòü ñóììó

∑
x∈X

∑
y∈Y f(x, y) ÷åðåç e(X,Y ). Êàê èçâåñòíî, ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ

ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû x âûïîëíåíî e(x, V \ {x}) > 0. Â ðàáîòå [8] Ðóæà è
Ýëåêåø îáîáùèëè ïîíÿòèå ñâÿçíûõ ãðàôîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ïóñòü α ∈ (0, 1] � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ãðàô Γ = (V, f) íàçûâà-
åòñÿ ñâÿçíûì ñ ïëîòíîñòüþ α, åñëè äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí íà äâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà E è F , E

⊔
F = V âûïîëíåíî

e(E, F ) ≥ α|E||F | .
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Ìû îïðåäåëèì àíàëîã ïîíÿòèÿ ñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ ïëîòíîñòüþ α äëÿ ïîäìíîæåñòâ
àáåëåâûõ ãðóïï. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà è A ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî. Â ðàáîòàõ [2, 3, 7] ñ ìíîæåñòâîì A ñâÿçûâàëñÿ, òàê íàçûâàåìûé, ãðàô "ïîïóëÿðíûõ
ðàçíîñòåé" � ΓA = (VA, fA). Ýòîò ãðàô ñûãðàë çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ
êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë (ñì. ñòàòüè [2, 3, 7] è êíèãó [21]). Ìíîæåñòâî âåðøèí VA ãðà-
ôà ΓA ñîñòîèò èç ñàìîãî ìíîæåñòâà A, à ôóíêöèÿ fA åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâà "ïîïóëÿðíûõ ðàçíîñòåé"

f(x, y) =

{
1, åñëè |{x− y = a1 − a2 : a1, a2 ∈ A}| ≥ h ,
0, èíà÷å.

Çäåñü h � íåêîòîðîå ÷èñëî, 0 ≤ h ≤ |A|. Îáû÷íî â ïðèëîæåíèÿõ h ïîëàãàþò, ïî�ïîðÿäêó,
ðàâíûì âåëè÷èíå T2(A)/|A|2. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x, y) ðàâíà 1, åñëè (A◦A)(x−y) ≥
h è ðàâíà 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ðóæà è Ýëåêåø ïðèìåíÿëè ñâÿçíûå ñ ïëîòíîñòüþ α
ïîäãðàôû ãðàôà ΓA äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ î ñëîæåíèè ìíîæåñòâ
(áîëåå ïîäðîáíî ñì. [8]).

Ìû îïðåäåëèì íîâûé (îáîáùåííûé) ãðàô Γ′A = (V ′
A, f ′A), ó êîòîðîãî ñèììåòðè÷íàÿ

ôóíêöèÿ f ′A íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà V ′
A×V ′

A.
Ïîëîæèì V ′

A := A è f ′A(x, y) := (A ◦ A)(x − y). Ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô Γ′A åñòü íåêîòîðàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ ãðàôà ΓA â òîì ñìûñëå, ÷òî ôóíêöèÿ fA ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé è "îá-
ðåçàííîé" âåðñèåé ôóíêöèè f ′A : fA(x, y) = θ(f ′A(x, y)/h), ãäå θ � ñäâèíóòàÿ ôóíêöèÿ
Õåéâèñàéäà : θ(x) = 1, åñëè x ≥ 1 è θ(x) = 0, åñëè x < 1. Ïîñìîòðèì, ÷òî îçíà÷àåò óñëî-
âèå ñâÿçíîñòè ñ ïëîòíîñòüþ α äëÿ ãðàôà Γ′A. Ãðàô Γ′A ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ñ ïëîòíîñòüþ
α, åñëè äëÿ äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà A íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà
E è F , E

⊔
F = A âûïîëíåíî

e(E, F ) =
∑
x∈E

∑
y∈F

(A ◦ A)(x− y) =
∑

z

(E ◦ F )(z) · (A ◦ A)(z) ≥ α|E||F | . (41)

Ìíîæåñòâî A äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (41) íàçîâåì ñèëüíî ñâÿçíûì. Êàê
áûëî ñêàçàíî âûøå, îáû÷íî â ïðèëîæåíèÿõ â êà÷åñòâå h áåðóò ÷èñëî ðàâíîå, ïî�ïîðÿäêó,
T2(A)/|A|2. Íàì òàêæå áóäåò óäîáíî ïîëîæèòü α = C · T2(A)/|A|2, ãäå C > 0 � íåêî-
òîðàÿ êîíñòàíòà. Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå âûøå ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé
íåñêîëüêèõ îïåðàöèé ◦. Ñóììèðóÿ âûøåñêàçàííîå, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.2 Ïóñòü k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
A ⊆ G íàçûâàåòñÿ C�ñèëüíî ñâÿçíûì ïîðÿäêà k, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ E, F ⊆ A, E

⊔
F = A âûïîëíåíî

∑
x

(E ◦ F )(x) · ((A ∗k−2 A) ◦ (A ∗k−2 A))(x) ≥ CcEcF Tk(A) , (42)

ãäå cE = |E|/|A|, cF = |F |/|A|.
Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî ñèëüíî ñâÿçíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè.
Óòâåðæäåíèå 4.3 Ïóñòü p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è k = 2p. Åñëè ìíîæåñòâî A

ÿâëÿåòñÿ C�ñèëüíî ñâÿçíûì ïîðÿäêà k, òî A åñòü C/8�ñâÿçíîå ïîðÿäêà k ìíîæåñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî A èìååò ìîùíîñòü ìåíüøå, ÷åì äâà, òî äîêàçûâàòü
íå÷åãî. Ïóñòü |A| ≥ 2 è ïóñòü B � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî A è B = A \ B. Ïóñòü
òàêæå

σ =
∑

x

(B ◦B)(x) · ((A ∗k−2 A) ◦ (A ∗k−2 A))(x) . (43)
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Òàê êàê ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ C�ñèëüíî ñâÿçíûì ïîðÿäêà k, òî

σ ≥ C
|B|
|A|

|B|
|A| · Tk(A) . (44)

Èìååì
σ =

∑
x

(B ∗ A ∗k−2 A)(x) · (B ∗ A ∗k−2 A)(x) . (45)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.3, ïîëó÷àåì σ2k ≤ Tk(B)Tk(B)T 2k−2
k (A). Ñîåäèíÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåí-

ñòâî ñ íåðàâåíñòâîì (44), íàõîäèì

Tk(B)Tk(B) ≥ C2k |B|2k

|A|2k
· |B|

2k

|A|2k
T 2

k (A) . (46)

Åñëè |B| ≤ |A|/2, òî |B| ≥ |A|/2. Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è îöåíêó Tk(B) ≤
Tk(A), ïîëó÷àåì

Tk(B) ≥
(

C

2

)2k ( |B|
|A|

)2k

Tk(A) (47)

è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå |B| > |A|/2, òî ïóñòü B1 � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî B
ìîùíîñòè [|A|/2]. ßñíî, ÷òî |B| ≤ 4|B1|. Ïî íåðàâåíñòâó (47) èìååì

Tk(B) ≥ Tk(B1) ≥
(

C

2

)2k ( |B1|
|A|

)2k

Tk(A) ≥
(

C

8

)2k ( |B|
|A|

)2k

Tk(A) .

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èòàê, ñèëüíî ñâÿçíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèëüíî ñâÿç-

íûõ ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâî ïðåäëîæåíèå 2.8 è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ñèëüíî ñâÿçíîå
ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â Span Λ äëÿ íåêîòîðîãî íå î÷åíü áîëüøîãî ìíîæåñòâà Λ. Ïî�
âèäèìîìó, òîò ôàêò, ÷òî ñèëüíî ñâÿçíûå ìíîæåñòâà ýêîíîìíî ñîäåðæàòñÿ â ïîäãðóïïàõ
ñïåöèàëüíîãî âèäà, áûë âïåðâûå îòìå÷åí Æ. Áóðãåíîì è Ñ.Â. Êîíÿãèíûì â ðàáîòå [20]
(ñì. òàêæå äðóãóþ ôîðìóëèðîâêó â êíèãå [21] ñòð. 114, óïð. 2.6.10). Ìû ñôîðìóëèðóåì
èõ ðåçóëüòàò â íàøèõ òåðìèíàõ è ïðèâåäåì, äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâî.

Óòâåðæäåíèå 4.4 Ïóñòü k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü òàêæå A ⊆ G �
C�ñèëüíî ñâÿçíîå ïîðÿäêà k ìíîæåñòâî è ïóñòü

S =

{
x ∈ G : ((A ∗k−2 A) ◦ (A ∗k−2 A))(x) ≥ C

Tk(A)

|A|2
}

.

Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò ãðóïïû a ∈ G òàêîé, ÷òî A ⊆ 〈S〉 + a, ãäå 〈S〉 � ïîäãðóïïà
ãðóïïû G, íàòÿíóòàÿ íà ìíîæåñòâî S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü H = 〈S〉 è ïóñòü A1, . . . , Ar ⊆ A �
ïåðåñå÷åíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ ïîäãðóïïû H ñ ìíîæåñòâîì A. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íå ìåíåå
äâóõ íåïóñòûõ ïåðåñå÷åíèé ñìåæíûõ êëàññîâ ïîäãðóïïû H ñ A, ñêàæåì, Ai è Aj, i < j,
i, j ∈ {1, . . . , r}. Ïóñòü E =

⊔i
l=1 Al è F = A \E. Òîãäà ìíîæåñòâà E è F � íåïóñòûå. Òàê

êàê äëÿ ëþáûõ e ∈ E è f ∈ F âûïîëíåíî e− f /∈ H è, ñëåäîâàòåëüíî, e− f /∈ S, òî
∑

x

(E ◦ F )(x) · ((A ∗k−2 A) ◦ (A ∗k−2 A))(x) ≤
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≤
∑

x/∈S

(E ◦ F )(x) · ((A ∗k−2 A) ◦ (A ∗k−2 A))(x) < C|E||F | · Tk(A)

|A|2 ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ C�ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïîðÿäêà k. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ìû çàêîí÷èì ýòîò ïàðàãðàô äîêàçàòåëüñòâîì àíàëîãà òåîðåìû 2.12 äëÿ ñèëüíî ñâÿç-

íûõ ìíîæåñòâ.
Ïóñòü E, F ⊆ A � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e(E,F ) ÷èñëî

∑
x(E ◦

F )(x) · ((A ∗k−2 A) ◦ (A ∗k−2 A))(x). ßñíî, ÷òî e(E1

⊔
E2, F ) = e(E1, F ) + e(E2, F ). Äëÿ

ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊆ A îáîçíà÷èì ÷åðåç cE îòíîøåíèå |E|/|A|.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå òåõíè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñèëüíî ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ ïî-

ðÿäêà k.
Îïðåäåëåíèå 4.5 Ïóñòü k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è β ∈ [0, 1] � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ⊆ G íàçûâàåòñÿ ñèëüíî (C, β)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k, åñëè
íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî B ⊆ A, |B| ≥ β|A| òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ E, F ⊆ B, E

⊔
F = B âûïîëíåíî

∑
x

(E ◦ F )(x) · ((A ∗k−2 A) ◦ (A ∗k−2 A))(x) ≥ CcEcF Tk(A) . (48)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 4.3.
Óòâåðæäåíèå 4.6 Ïóñòü p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k = 2p è β ∈ [0, 1] � äåéñòâè-

òåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî (C, β)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k òàê,
÷òî íåðàâåíñòâî (48) ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà B ⊆ A, |B| ≥ β|A|. Òîãäà
ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ Cβ2/8�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k.

Òåîðåòèêî�ãðàôîâûé âàðèàíò ëåììû 4.7 íèæå äîêàçàí â [8].
Ëåììà 4.7 Ïóñòü k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ε1 ∈ [0, 1] � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

è ïóñòü A ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå A
íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà A1, . . . , Al òàêîå, ÷òî
1) Äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, . . . , l}, i 6= j âûïîëíåíî e(Ai, Aj) ≤ ε1cAi

cAj
Tk(A).

2) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ∈ {1, . . . , l} ìíîæåñòâî Ai îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì : äëÿ
ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ E, F ⊆ Ai, E

⊔
F = Ai âûïîëíåíî e(E,F ) ≥

ε1cEcF Tk(A).
Êðîìå òîãî, ðàçáèåíèå A1, . . . , Al îáëàäàåò ñâîéñòâîì

3)
∑l

i=1 Tk(Ai) ≥ Tk(A) · (1− (2k − 1)ε1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà A íà ìíîæåñòâà
A1, . . . , As, ãäå s � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Âûáåðåì èç ýòèõ ðàçáèåíèé òî, äëÿ
êîòîðîãî ñóììà

σ(A1, . . . , As) =
∑

1≤i<j≤k

( e(Ai, Aj)− ε1cAi
cAj

Tk(A) ) (49)

ìèíèìàëüíà. Åñëè ðàçáèåíèé, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñóììû (49)
íåñêîëüêî, òî âûáåðåì ëþáîå èç íèõ. Ìû ïîëó÷èì ðàçáèåíèå A íà ìíîæåñòâà A1, . . . , Al.
Èç ìèíèìàëüíîñòè ðàçáèåíèÿ A1, . . . , Al âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , l} ñïðàâåäëèâî
ñâîéñòâî 2) ëåììû.

Äîêàæåì ñâîéñòâî 1). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ i, j ∈ {1, . . . , l}, i 6= j âûïîëíåíî
e(Ai, Aj) > ε1cAi

cAj
Tk(A). Ðàññìàòðèâàÿ íîâîå ðàçáèåíèå P = {Ar}r 6=i,j

⊔
(Ai

⊔
Aj) è èñ-

ïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, íàõîäèì
σ(P) = σ(A1, . . . , As)− (e(Ai, Aj)− ε1cAi

cAj
Tk(A)) < σ(A1, . . . , As) .
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Îïÿòü ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ ðàçáèåíèÿ A1, . . . , Al.
Èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ñâîéñòâà 1) âûòåêàåò òðåòèé ïóíêò ëåììû. Äåéñòâèòåëüíî

Tk(A) =
∑

x

(A ∗k−1 A)2(x) =
l∑

i,j=1

∑
x

(Ai ∗ A ∗k−2 A)(x) · (Aj ∗ A ∗k−2 A)(x) =

=
l∑

i=1

∑
x

(Ai∗A∗k−2A)(x) ·(Ai∗A∗k−2A)(x)+
l∑

i,j=1, j 6=i

∑
x

(Ai∗A∗k−2A)(x) ·(Aj ∗A∗k−2A)(x)

=
l∑

i=1

∑
x

(Ai∗A∗k−2A)(x)·(Ai∗A∗k−2A)(x)+
l∑

i,j=1, j 6=i

∑
x

(Ai◦Aj)(x)·((A∗k−2A)◦(A∗k−2A))(x)

≤
l∑

i=1

∑
x

(Ai ∗ A ∗k−2 A)(x) · (Ai ∗ A ∗k−2 A)(x) + ε1

l∑
i,j=1

cAi
cAj

Tk(A) ≤

≤
l∑

i=1

∑
x

(Ai ∗ A ∗k−2 A)(x) · (Ai ∗ A ∗k−2 A)(x) + ε1Tk(A) .

Îòñþäà
∑l

i=1

∑
x(Ai ∗ A ∗k−2 A)(x) · (Ai ∗ A ∗k−2 A)(x) ≥ (1− ε1)Tk(A). Àíàëîãè÷íî

l∑
i=1

l∑
j=1

∑
x

(Ai ∗ Aj ∗ A ∗k−3 A)(x) · (Ai ∗ A ∗k−2 A)(x) ≤

≤
l∑

i=1

∑
x

(Ai ∗ Ai ∗ A ∗k−3 A)(x) · (Ai ∗ A ∗k−2 A)(x)+

+
l∑

i=1

l∑

j=1, j 6=i

∑
x

(A ∗ Aj ∗ A ∗k−3 A)(x) · (Ai ∗ A ∗k−2 A)(x)

≤
l∑

i=1

∑
x

(Ai ∗ Ai ∗ A ∗k−3 A)(x) · (Ai ∗ A ∗k−2 A)(x)+

+
l∑

i=1

l∑

j=1, j 6=i

∑
x

(Ai ◦ Aj)(x) · ((A ∗k−2 A) ◦ (A ∗k−2 A))(x) ≤

≤
l∑

i=1

∑
x

(Ai ∗ Ai ∗ A ∗k−3 A)(x) · (Ai ∗ A ∗k−2 A)(x) + ε1Tk(A) .

È òàê äàëåå. Îêîí÷àòåëüíî, íàõîäèì
l∑

i=1

Tk(Ai) =
l∑

i=1

∑
x

(Ai ∗k−1 Ai)(x) · (Ai ∗k−1 Ai)(x) ≥ (1− (2k − 1)ε1) · Tk(A) .

Ëåììà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 4.8 Èç òðåòüåãî ïóíêòà ëåììû 4.7 âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ èíäåêñ i0 ∈
{1, . . . , l} òàêîé, ÷òî |Ai0| ≥ (1−(2k−1)ε1) ·m

ζk(A)−1

2k−2 ≥ (1−(2k−1)ε1) ·m1/2. Äåéñòâèòåëüíî

mζk(A)(1− (2k − 1)ε1) ≤
l∑

i=1

Tk(Ai) ≤ ( max
i=1,...,l

|Ai|)2k−2

l∑
i=1

|Ai| ≤ ( max
i=1,...,l

|Ai|)2k−2m

îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü β = (1− (2k−
1)ε1)m

−1/2, òî ëþáîå ìíîæåñòâî A ⊆ G, |A| = m ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî (C, β)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà
k, ñ êîíñòàíòîé C = ε1, ε1 < 1/(2k−1). Ïîýòîìó íåòðèâèàëüíûå óòâåðæäåíèÿ î ñòðóêòóðå
ìíîæåñòâà A ïîëó÷àþòñÿ, åñëè äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî β�ñâÿçíûì
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ β.

Òåîðåìà 4.9 Ïóñòü A ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü òàêæå ε, β ∈ (0, 1),
� äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è |A| ≥ ε/(2β2). Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå A íà ìíîæå-
ñòâà A1, . . . , At è Ω òàêîå, ÷òî
1) Âñå ìíîæåñòâà Ai, i = 1, . . . , t ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî (C, β)�ñâÿçíûìè ïîðÿäêà
2, ïðè÷åì â êà÷åñòâå êîíñòàíòû C ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäÿùåå
ε log(1/β)/(6 log(2|A|/ε)).
2)

∑t
i=1 T2(Ai) ≥ (1− ε) · T2(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = |A|, s0 = dlog(2m/ε)/(2 log(1/β))e ≥ 1 è ε′ = ε/(6s0).
Ïóñòü C ≤ ε′ � íåêîòîðîå ÷èñëî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.9 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àë-
ãîðèòì. Åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî (C, β)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà 2 ìíîæåñòâîì, òî
äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî (C, β)�ñâÿçíûì ïî-
ðÿäêà 2 ìíîæåñòâîì. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.7 ñ ε1 = ε′, íàõîäèì ðàçáèåíèå P(1) ìíîæåñòâà
A íà ïîäìíîæåñòâà A1, . . . , Al òàê, ÷òî âûïîëíåíåíû ïóíêòû 1) � 3) ëåììû. Òàê êàê A
íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî (C, β)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà 2 ìíîæåñòâîì, òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , l}
âûïîëíåíî |Ai| < β|A|. Ïî ïóíêòó 3) ëåììû 4.7 èìååì

∑

A∈P(1)

T2(A) =
l∑

i=1

T2(Ai) ≥ (1− 3ε′)T2(A) .

Ïóñòü
B(1) = {Ai � íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî (C, β)− ñâÿçíûì ïîðÿäêà 2}

è G(1) � âñå îñòàëüíûå ìíîæåñòâà Ai. Ïîñòðîèì íîâîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A. Ìíîæåñòâà
Ai èç G(1) îñòàâèì áåç èçìåíåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî Ai èç B(1) ïðèìåíèì ëåììó 4.7 ñ ε1 = ε′.
Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå Ai íà ïîäìíîæåñòâà Aij, j ∈ {1, . . . , l(i)}. Ìû ïîñòðîèëè íîâîå ðàçáè-
åíèå P(2) ìíîæåñòâà A. Äëÿ ëþáîãî Ai ∈ B(1) âûïîëíåíî

∑l(i)
j=1 T2(Aij) ≥ (1 − 3ε′)T2(Ai).

Îòñþäà ∑

A∈P(2)

T2(A) ≥ (1− 3ε′)2 · T2(A) . (50)

Ïóñòü
B(2) = {Aij � íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî (C, β)− ñâÿçíûì ïîðÿäêà 2} .

Äëÿ êàæäîãî Aij èç B(2) ïðèìåíèì ëåììó 4.7 ñ ε1 = ε′. Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâ Aij

íà íîâûå ìíîæåñòâà Aijr. È òàê äàëåå. Íà s�îì øàãå àëãîðèòìà, ìû ïîñòðîèì ðàçáèåíèå
P(s) äëÿ êîòîðîãî

∑

A∈P(s)

T2(A) ≥ (1− 3ε′)s · T2(A) ≥ (1− 3ε′s) · T2(A) . (51)

17



Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî s ≤ s0 âûïîëíåíî
∑

A∈P(s)\B(s)

T2(A) ≥ (1− ε) · T2(A) , (52)

òî òåîðåìà äîêàçàíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèâ Ω =
⊔
A∈B(s) A ìû ïîëó÷èì ðàçáèåíèå A

íà ìíîæåñòâà A ∈ P (s) \B(s) è ìíîæåñòâî Ω äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû âñå óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû. Ïóñòü äëÿ âñåõ s ≤ s0 íåðàâåíñòâî (52) íå âûïîëíåíî. Òàê êàê s ≤ s0, òî èç (51)
âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

∑
A∈P(s) T2(A) ≥ (1− ε/2) · T2(A). Ñëåäîâàòåëüíî

∑

A∈B(s)

T2(A) ≥ ε

2
· T2(A) ≥ εm2

2
. (53)

Äëÿ ëþáîãî A ∈ B(s) âûïîëíåíî |A| < βsm. Îòñþäà
∑

A∈B(s)

T2(A) < (βsm)2
∑

A∈P(s)

|A| = β2sm3 . (54)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò (53), åñëè s = s0. Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî s < s0

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (52). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ãëàâíîå îòëè÷èå ðåçóëüòàòà âûøå îò òåîðåìû 2.12 ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òåîðåìå 4.9 ðå÷ü

èäåò î ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà A íà ñèëüíî β�ñâÿçíûå êîìïîíåíòû è íåêîòîðîå îñòàòî÷íîå
ìíîæåñòâî Ω, òîãäà êàê â òåîðåìå 2.12 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ó A ëèøü îäíîãî
ñâÿçíîãî ïîäìíîæåñòâà. Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû 4.9 âûòåêàåò, ÷òî îñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî
Ω ìàëî â ñìûñëå âåëè÷èíû T2. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ñâîéñòâó 2) èìååì

∑t
i=1 T2(Ai) ≥ (1 −

ε) · T2(A), îòêóäà T2(Ω) ≤ εT2(A).
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