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Ýòà ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïîäìíîæåñòâ Q ñóìì äèññîöèàòèâíûõ ìíîæåñòâ. Ìû
íàõîäèì òî÷íóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ êîëè÷åñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

q1 + · · ·+ qp = qp+1 + · · ·+ q2p , qi ∈ Q (1)

â ãðóïïå Fn
2 . Íàø ïîäõîä ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîëó÷èòü ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò Æ. Áóðãåíà î

ìíîæåñòâàõ áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì è äàæå íåìíîãî óñèëèòü åãî. Êðîìå òîãî,
â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ïóñòü ìíîæåñòâî Q ïðèíàäëåæèò ñóììå
äèññîöèàòèâíûõ ìíîæåñòâ è èìååò áîëüøîå ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî òîãäà áîëüøàÿ ÷àñòü Q ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñòðóêòóðèðîâàííûì ìíîæåñòâîì.

1. Ââåäåíèå.
Ïóñòü G = (G, +) � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ àääèòèâíîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé +.

Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî G. Î÷åíü óäîáíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç A(x) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ýòîãî ìíîæåñòâà. Èíûìè ñëîâàìè A(x) = 1, åñëè x ∈ A è A(x) = 0 èíà÷å.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĝ äâîéñòâåííóþ ãðóïïó äëÿ G. Èíûìè ñëîâàìè ïóñòü Ĝ � ãðóïïà ãî-
ìîìîðôèçìîâ ξ èç G â T, ξ : x → ξ · x. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà Ĝ � èçîìîðôíà G.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìîùíîñòü G. Ïóñòü f : G → C � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f̂(r) =
∑
x∈G

f(x)e(−r · x) , (2)

ãäå e(x) = e2πix è r ∈ Ĝ.
Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1 è ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíî-

æåñòâî G ìîùíîñòè δN . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Rα áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì
A

Rα = Rα(A) = { r ∈ Ĝ : |Â(r)| ≥ αN } . (3)
Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë âàæíî çíàòü ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà Rα

(ñì. [1]). Èíûìè ñëîâàìè, êàêèìè íåòðèâèàëüíûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ìíîæåñòâî Rα?
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ßñíî, ÷òî âîïðîñ î ñòðîåíèè Rα îòíîñèòñÿ ê îáðàòíûì çàäà÷àì àääèòèâíîé òåîðèè ÷èñåë
(ñì. [2, 24]).

Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâ áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ñóìì áûë ïîëó÷åí M.�×. ×àíã [6] â 2002 ãîäó. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî D =
{d1, . . . , d|D|} ⊆ G íàçûâàåòñÿ äèññîöèàòèâíûì, åñëè èç ðàâåíñòâà

|D|∑
i=1

εidi = 0 (mod N) , (4)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1} âûòåêàåò, ÷òî âñå εi ðàâíû íóëþ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç log ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ äâà. Ïóñòü p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ×åðåç

[p] îáîçíà÷èì îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà {1, . . . , p}.
Òåîðåìà 1.1 (×àíã) Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1, A �

ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî G ìîùíîñòè δN è ìíîæåñòâî Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
(3). Òîãäà ëþáîå äèññîöèàòèâíîå ìíîæåñòâî Λ, Λ ⊆ Rα èìååò ìîùíîñòü íå áîëüøå
2(δ/α)2 log(1/δ).

Ïðîñòîå ïðèìåíåíèå ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó íà ìîùíîñòü ìíî-
æåñòâà Λ : |Λ| ≤ δ/α2. Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî òåîðåìà ×àíã íåòðèâèàëüíà êîãäà
âåëè÷èíà δ ìàëà.

Ðàçâèâàÿ ïîäõîä èç [5] (ñì. òàêæå [4]) ×àíã ïðèìåíèëà ñâîé ðåçóëüòàò â äîêàçàòåëü-
ñòâå êîëè÷åñòâåííîãî âàðèàíòà çíàìåíèòîé òåîðåìû Ã.À. Ôðåéìàíà [3] î ìíîæåñòâàõ ñ
ìàëåíüêîé ñóììîé. Äðóãèå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 1.1 ïîëó÷èë Á. Ãðèí â ñòàòüå [7], Á.
Ãðèí è Èìðå Ðóæà â [9], Ò. Ñàíäåðñ (ñì., íàïðèìåð, [12, 13, 14]), à òàêæå T. ×îåí â [23].
Âîïðîñ î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà Rα, êîãäà ïàðàìåòð α áëèçîê ê δ, èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ
[17, 18, 19], ñì. òàêæå îáçîð [20].

Â ðàáîòå [26] Æ. Áóðãåí ïîëó÷èë àíàëîã òåîðåìû ×àíã íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ñóìì
äèññîöèàòèâíîãî ìíîæåñòâà Λ è ïðèìåíèë åãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîåãî çàìå÷àòåëü-
íîãî ðåçóëüòàòà î ïëîòíîñòè ïîäìíîæåñòâ [N ], íå ñîäåðæàùèõ ïðîãðåññèé äëèíû òðè.
Äàëüíåéøèå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû íèæå áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [15].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 u A2 u · · ·u Ad ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå ñóììîé ðàçëè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ èç ìíîæåñòâ A1, . . . , Ad. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ñóììû d ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà A îáîçíà÷èì ÷åðåç dȦ.

Òåîðåìà 1.2 (Áóðãåí) Ïóñòü d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, δ, α � äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1, A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî G ìîùíîñòè δN è ìíîæåñòâî
Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3). Ïóñòü òàêæå Λ � äèññîöèàòèâíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
äëÿ âñåõ d ≥ 1 âûïîëíåíî |dΛ̇

⋂Rα| ≤ 8(δ/α)2 logd(1/δ).
Â ñòàòüÿõ [28, 29] áûëè ïîëó÷åíû äðóãèå ðåçóëüòàòû î ìíîæåñòâàõ áîëüøèõ òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ ñóìì. Â ÷àñòíîñòè, òàì áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ, A � ïðîèçâîëüíîå

ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN , k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ìíîæåñòâî Rα îïðå-
äåëåíî ðàâåíñòâîì (3). Ïóñòü òàêæå B ⊆ Rα \ {0} � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
âåëè÷èíà

Tk(B) := |{ (r1, . . . , rk, r
′
1, . . . , r

′
k) ∈ B2k : r1 + · · ·+ rk = r′1 + · · ·+ r′k }| (5)

íå ìåíüøå, ÷åì
δα2k

24kδ2k
|B|2k . (6)
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Åñëè íå îáðàùàòü âíèìàíèå íà àáñîëþòíûå êîíñòàíòû, ïîÿâëÿþùèåñÿ â îöåíêàõ äëÿ
ìîùíîñòè äèññîöèàòèâíîãî ìíîæåñòâà Λ, òî êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [29], èç òåîðåìû
1.3 è èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Â. Ðóäèíà [21, 22] î äèññîöèàòèâíûõ ìíîæåñòâàõ, âûòåêàåò
òåîðåìà M.�×. ×àíã. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïîäõîäÿùèé àíàëîã ðåçóëü-
òàòà Ðóäèíà è òåîðåìà 1.3 äàåò òåîðåìó 1.2 (ñì. ïàðàãðàô 2). Íàø ïîäõîä ýëåìåíòàðåí
è íå òðåáóåò äîâîëüíî ñëîæíîé òåõíèêè èç [26], ñâÿçàííîé ñ ãèïåðñæèìàåìîñòüþ. Ìû
ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Q ⊆ dΛ̇, Λ � äèññîöèàòèâíîå, âåëè÷èíà Tk(Q)
íå ïðåâîñõîäèò Cdkkdk|Q|k, ãäå C > 0 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííîå
óòâåðæäåíèå ê ìíîæåñòâó dΛ̇

⋂Rα è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.3, ïîëó÷àåì òåîðåìó 1.2. Íà
ñàìîì äåëå íàø ïîäõîä ïîçâîëÿåò ÷óòü óñèëèòü ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò (ñì. òåîðåìó 2.9).

Â ïàðàãðàôå 4 ìû ðàññìàòðèâàåì îáðàòíóþ çàäà÷ó â ñèòóàöèè êîãäà d = 2. Ïóñòü
ìíîæåñòâî Q ïðèíàäëåæèò 2Λ̇, ãäå ìíîæåñòâî Λ � äèññîöèàòèâíîå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âåëè÷èíà Tk(Q) ïî ïîðÿäêó ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì. ×òî ìîæíî
ñêàçàòü î ñòðîåíèè Q? Îêàçûâàåòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå, ìíîæåñòâî Q ñîäåðæèò ñóììó äâóõ
äèññîöèàòèâíûõ ìíîæåñòâ (ñì. òåîðåìó 4.9). Â íåêîòîðîì ñìûñëå íàìè ïîëó÷åíî ïîëíîå
îïèñàíèå âñåõ ïîäìíîæåñòâ 2Λ̇ ñ áîëüøîå âåëè÷èíîé Tk.

Ìû äîêàçûâàåì íàøè ðåçóëüòàòû â ãðóïïå Fn
2 , õîòÿ îíè ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû è

íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ àáåëåâûõ ãðóïï (ïëîäîòâîðíîñòü ïîäõîäà, ïðè êîòîðîì èñïîëü-
çóþòñÿ ãðóïïû Fn

p , p � ïðîñòîå, îáñóæäàåòñÿ â îáçîðå [11]). Ìû ïëàíèðóåì ïîëó÷èòü
ñîîòâåòñòâóþùèå îáîùåíèÿ â íàøèõ ïîñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåñ-
ñîðó Í. Ã.Ìîùåâèòèíó, à òàêæå äîêòîðó ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó
Ñ.Â.Êîíÿãèíó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

2. Ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî ðåçóëüòàòà Áóðãåíà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðóïïó Fn

2 . Ïóñòü A ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è k ≥ 2 �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tk(A) ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Tk(A) := |{a1 + · · ·+ ak = a′1 + · · ·+ a′k : a1, . . . , ak, a
′
1, . . . , a

′
k ∈ A}| .

Åñëè A1, . . . , A2k ⊆ G � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, òî ÷åðåç Tk(A1, . . . , A2k) îáîçíà÷èì ÷èñëî
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Tk(A1, . . . , A2k) := |{a1 + · · ·+ ak = ak+1 + · · ·+ a2k : ai ∈ Ai, i = 1, . . . , 2k}| .
Áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé A õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A. Äëÿ
êðàòêîñòè ìû áóäåì ïèñàòü

∑
x âìåñòî

∑
x∈G.

Âûðàçèì âåëè÷èíó Tk(A) â òåðìèíàõ ñâåðòêè.
Îïðåäåëåíèå 2.1 Ïóñòü f, g : G → C � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

(f ∗ g)(x) ôóíêöèþ
(f ∗ g)(x) =

∑
s

f(s)g(x− s) . (7)

ßñíî, ÷òî (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x), x ∈ G. Äàëåå, îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè îïåðàöèþ ∗k, ãäå
k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ∗k = ∗(∗k−1).

Åñëè A,B ⊆ G � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, òî (A∗B)(x) 6= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà x ∈ A+B. Îòñþäà T2(A) =

∑
x(A∗A)2(x). Ïóñòü f : G → C � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

×åðåç Tk(f) îáîçíà÷èì âåëè÷èíó Tk(f) =
∑

x |(f ∗k−1 f)(x)|2. Ñïðàâåäëèâà ëåììà.
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Ëåììà 2.2 Ïóñòü s,t � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, s ≥ 2, t ≥ 2 è ïóñòü f1, . . . , fs, g1, . . . , gt :
G → R � íåêîòîðûå ôóíêöèè. Òîãäà

∣∣∣∣∣
∑

x

(f1 ∗ · · · ∗ fs)(x) · (g1 ∗ · · · ∗ gt)(x)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ (Ts(f1))
1/2s . . . (Ts(fs))

1/2s(Tt(g1))
1/2t . . . (Tt(gt))

1/2t . (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (̂f ∗ g)(r) = f̂(r)ĝ(r), òî

σ :=
∑

x

(f1 ∗ · · · ∗ fs)(x) · (g1 ∗ · · · ∗ gt)(x) =
1

N

∑
r

f̂1(r) . . . f̂s(r)ĝ1(r) . . . ĝt(r) .

Ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, íàõîäèì

σ ≤
(

1

N

∑
r

|f̂1(r)|2s

) 1
2s

. . .

(
1

N

∑
r

|f̂s(r)|2s

) 1
2s

·

·
(

1

N

∑
r

|ĝ1(r)|2t

) 1
2t

. . .

(
1

N

∑
r

|ĝt(r)|2t

) 1
2t

=

= (Ts(f1))
1/2s . . . (Ts(fs))

1/2s (Tt(g1))
1/2t . . . (Tt(gt))

1/2t

Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 2.3 Ïóñòü A,B � ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ãðóïïû G.

Òîãäà
T

1/2k
k (A ∪B) ≤ T

1/2k
k (A) + T

1/2k
k (B) . (9)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå äèññîöèàòèâíîñòè â ãðóïïå Fn
2 .

Îïðåäåëåíèå 2.4 Ïóñòü R ⊆ Fn
2 � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, R = −R è {0} ∈ R. Ìíîæåñòâî

Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|} ⊆ Fn
2 ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó ΛR(k), åñëè èç âêëþ÷åíèÿ

|Λ|∑
i=1

εiλi ∈ R , (10)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1} è
∑|Λ|

i=1 |εi| ≤ k âûòåêàåò, ÷òî âñå εi ðàâíû íóëþ. Åñëè R = {0}, òî
ìíîæåñòâî Λ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ(k).

Ïðåäëîæåíèå 2.5 Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k ≥ 2 è Λ ⊆ Fn
2 � ïðîèçâîëüíîå

ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà Λ(2k). Òîãäà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ p, 2 ≤ p ≤ k âûïîëíåíî

Tp(Λ) ≤ pp|Λ|p . (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = |Λ|. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

λ1 + · · ·+ λ2p = 0, λi ∈ Λ, i = 1, . . . , 2p . (12)

Ðàññìîòðèì òàêæå âñåâîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ M = {M1, . . . , Mp} îòðåçêà [2p] íà ìíî-
æåñòâà Mj, |Mj| = 2, j = 1, . . . , p. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ðàçáèåíèé ðàâ-
íî (2p)!

2pp!
≤ (2p)p

2p = pp. Ñîïîñòàâèì, äîïîëíèòåëüíî, êàæäîìó ìíîæåñòâó Mj íåêîòî-
ðûé ýëåìåíò λ(j) èç ìíîæåñòâà Λ. Òîãäà ÷èñëî ïîëó÷åííûõ îòìå÷åííûõ ðàçáèåíèé íå
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ïðåâîñõîäèò ppmp. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Λ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ(2k), òî â ïðî-
èçâîëüíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (12) ëþáîå λi, i ∈ [2p] âñòðå÷àåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ðàç.
Êàæäîìó ðåøåíèþ (λ1, . . . , λ2p) óðàâíåíèÿ (12) ìîæíî ñîïîñòàâèòü îòìå÷åííîå ðàçáè-
åíèå M′ = {(M1, λ

(1)), . . . , (Mp, λ
(p))}. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñòðîèì îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå

M′ = {(M1, λ
(1)), . . . , (Mp, λ

(p))} òàê ÷òîáû äëÿ êàæäîãî Mj = {α, β}, j = 1, . . . , p áûëî
âûïîëíåíî λα = λβ = λ(j). ßñíî, ÷òî ðàçëè÷íûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (12) ñîîòâåòñòâó-
þò ðàçëè÷íûå îòìå÷åííûå ðàçáèåíèÿ. Îòñþäà îáùåå ÷èñëî ðåøåíèé (12) íå ïðåâîñõîäèò
ppmp. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 2.6 Òåîðåìà Ðóäèíà (ñì. [21, 22]) óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèè f : G → C, supp f̂ ⊆ Λ, Λ � äèññîöèàòèâíîå âûïîëíåíî ‖f‖k ≤ C

√
k‖f‖2, ãäå C > 0

� íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà è k ≥ 2. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáûõ ÷èñåë aλ âûïîë-
íåíî

1

N

∑
x

∣∣∣∣∣
∑

λ∈Λ

aλe(−λ · x)

∣∣∣∣∣ ≤ Ckkk/2

(∑

λ∈Λ

|aλ|2
)k/2

. (13)

Áåçóñëîâíî, èç íåðàâåíñòâà (13) âûòåêàåò ïðåäëîæåíèå 2.5 : äîñòàòî÷íî âçÿòü k = 2p
è ïîëîæèòü aλ = 1. C äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (13) ìîæíî ïðèìåíèòü ÷óòü
ìîäèôèöèðîâàííûå ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 2.5. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â
ñïðàâåäëèâîñòè (13) íàì íåîáõîäèìî íàéòè ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (12), ïðè÷åì êàæ-
äîå ðåøåíèå áåðåòñÿ ñ âåñîì aλ1 . . . aλ2p . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Λ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó
Λ(2k), òî â ïðîèçâîëüíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (12) ëþáîå λi, i ∈ [2p] âñòðå÷àåòñÿ ÷åòíîå
÷èñëî ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàçáèåíèè M = {M1, . . . , Mp} îòðåçêà
[2p] íà ìíîæåñòâà Mj, |Mj| = 2, j = 1, . . . , p ìû ïîëó÷èì âåñ

(∑
λ∈Λ |aλ|2

)p. Òàê êàê êî-
ëè÷åñòâî ðàçáèåíèé M íå ïðåâîñõîäèò pp, òî ìû äîêàçàëè (13) â ñëó÷àå êîãäà k = 2p.
Ïðèìåíÿÿ îáû÷íûå ðàññóæäåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [10], ëåììà 19), ìû óñòàíàâëèâàåì (13)
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ k ≥ 2.

Ìû äîêàæåì àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 2.5 äëÿ ïîäìíîæåñòâ ñóìì äèññîöèàòèâíûõ ìíî-
æåñòâ. Èìåííî ýòî óòâåðæäåíèå è ïîìîæåò íàì ïîëó÷èòü òåîðåìó 2.9.

Ïðåäëîæåíèå 2.7 Ïóñòü k, d � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, k ≥ 2 è Λ ⊆ Fn
2 � ïðîèçâîëüíîå

ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà Λ(2dk) òàêîå, ÷òî |Λ| ≥ 4d2. Ïóñòü òàêæå Q � íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî dΛ̇. Òîãäà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ p, 2 ≤ p ≤ k âûïîëíåíî

Tp(Q) ≤ 28dppdp|Q|p . (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàçûâàåì ïðåäëîæåíèå 2.7 ïî èíäóêöèè. Åñëè d = 1, òî îöåíêà
âåëè÷èíû Tp(Q) áûëà ïîëó÷åíà â ïðåäëîæåíèè 2.5. Ïóñòü d ≥ 2 è ïóñòü m = |Q|. Ïîëîæèì
cd := 8d, d ≥ 1.

Ïóñòü a = [|Λ|/2d]. Ïî óñëîâèþ |Λ| ≥ 4d2. Îòñþäà |Λ|/a ≤ 4d. Êðîìå òîãî
(|Λ| − d

a− 1

)−1(|Λ|
a

)
=

|Λ|(|Λ| − 1) . . . (|Λ| − d + 1)

a(|Λ| − a)(|Λ| − a− 1) . . . (|Λ| − a− d + 2)
≤

≤ 4d · e 1
|Λ| (

Pd−1
i=1 i+2

Pd−2
i=0 (a+i)) ≤ 24d . (15)

Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà E ñèìâîë Ec îçíà÷àåò Λ \ E. Ïîëüçóÿñü äèññîöèà-
òèâíîñòüþ ìíîæåñòâà Λ è îïðåäåëåíèåì îïåðàöèè u, ïîëó÷àåì

Q(x) = d−1

(|Λ| − d

a− 1

)−1 ∑

Λ0⊆Λ, |Λ0|=a

(
Q

⋂
(Λ0 + (d− 1)Λ̇c

0

)
(x) .
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Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, íàõîäèì

Tp(Q) ≤ d−2p

(|Λ| − d

a− 1

)−2p(|Λ|
a

)2p−1 ∑

Λ0⊆Λ, |Λ0|=a

Tp(Q
⋂

(Λ0 + (d− 1)Λ̇c
0) . (16)

Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî Λ0 ⊆ Λ âûïîëíåíî

Tp(Q
⋂

(Λ0 + (d− 1)Λ̇c
0) ≤ 2cd−1ppdp|Q

⋂
(Λ0 + (d− 1)Λ̇c

0|p ,

òî ïîäñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî â (16) è èñïîëüçóÿ (15), ìû ïîëó÷èì

Tp(Q) ≤ d−2p

(|Λ| − d

a− 1

)−2p(|Λ|
a

)2p

2cd−1pppdmp ≤ 2(cd−1+8)pppdmp = 2cdpppdmp

è ïðåäëîæåíèå 2.7 áóäåò äîêàçàíî.
Ïóñòü Λ1 = Λ̃, Λ2 = Λ \ Λ̃ è Q′ ⊆ Λ1 + (d − 1)Λ̇2. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî Tp(Q

′) ≤
2cd−1pppd|Q′|p. Ïóñòü λ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Λ1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

Dλ = D(λ) = { λ′ : λ u λ′ ∈ Q′, λ′ ∈ (d− 1)Λ̇2 } ,

Qλ = Q(λ) = { q ∈ Q′ : q = λ u λ′2 u · · ·u λ′d, λ′i ∈ Λ, i = 2, . . . , d } ,

ßñíî, ÷òî Q(λ) = D(λ)+λ. Ïóñòü s1 � ÷èñëî íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Dλ. Ïóñòü ýòî ìíîæåñòâà
Dλ1 , . . . , Dλs1

. Èíîãäà, äëÿ êðàòêîñòè, ìû áóäåì ïèñàòü Dj âìåñòî Dλj
. Ïóñòü òàêæå s2 =

|Λ2|. ßñíî, ÷òî Q ⊆ {λ1, . . . , λs}+ (d− 1)Λ̇2

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

q1 + · · ·+ qp = qp+1 + · · ·+ q2p , (17)

ãäå qi ∈ Q′, i = 1, . . . , 2p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (17). Òàê êàê
Q′ ⊆ Λ1 + (d− 1)Λ̇2, òî äëÿ âñåõ q ∈ Q′ âûïîëíåíî q = λ + µ, ãäå λ ∈ Λ1, µ ∈ (d− 1)Λ̇2.

Ïóñòü i1, . . . , i2p ∈ [s1] � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ~i,~i = (i1, i2, . . . , i2p) �
ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (17) òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ [2p] èìååò ìåñòî îãðàíè÷åíèå
qj ∈ D(λij), λij ∈ Λ1. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâà Λ1 è Λ2 ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó Λ(2dk) è íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè q1, . . . , q2p � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17), ïðèíàäëå-
æàùåå ìíîæåñòâó σ~i, òî ëþáîé êîìïîíåíò âåêòîðà ~i âñòðå÷àåòñÿ â ýòîì âåêòîðå ÷åòíîå
÷èñëî ðàç. Èìååì

σ ≤
∑

M,M={M1,...,Mr}, [2p]=M1
F···FMp

∑

~i∈M
|σ~i| . (18)

Ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè (18) ïðîõîäèò ïî ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ M, M =
{M1, . . . , Mp}, [2p] = M1

⊔ · · ·⊔ Mp òàê, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, . . . , p âûïîëíåíî |Mj| = 2.
Ïóñòü Mj = {α(j)

1 , α
(j)
2 }, j = 1, . . . , p. Ïî îïðåäåëåíèþ ~i ∈ M, åñëè äëÿ âñåõ j ∈ [p]

âûïîëíåíî i
α

(j)
1

= i
α

(j)
2
.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2 è èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, íàõîäèì

|σ~i| ≤ 2cd−1pd(p−1)

2p∏
j=1

|D(λij)|1/2 .
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Îòñþäà

σ ≤ 2cd−1pd(p−1)
∑
M

∑

~i∈M

2p∏
j=1

|D(λij)|1/2 . (19)

Ïóñòü m′ = |Q′| è ïóñòü q � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Q′. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå
Λ1

⋂
Λ2 = ∅ è äèññîöèàòèâíîñòü ìíîæåñòâà Λ, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâà Q(λ) íå

ïåðåñåêàþòñÿ. Îòñþäà ∑

λ∈Λ1

|D(λ)| =
∑

λ∈Λ1

|Q(λ)| = m′ . (20)

Äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ1 èìååì |Dλ| ≤ m′. Ïóñòü x ≥ 1 � ëþáîå ÷èñëî. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
(20), ïîëó÷àåì

∑

λ∈Λ1

|D(λ)|x =
∑

λ∈Λ1

|Q(λ)|x ≤ (m′)x−1
2

∑

λ∈Λ1

|Q(λ)| = (m′)x . (21)

×èñëî ðàçáèåíèé M â íåðàâåíñòâå (19) íå ïðåâîñõîäèò pp. Òàê êàê ëþáîé êîìïîíåíò
âåêòîðà ~i âñòðå÷àåòñÿ â ýòîì âåêòîðå ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, òî îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâî (19) è
îöåíêó (21), íàõîäèì σ ≤ 2cd−1pdp(m′)p. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè íå îáðàùàòü âíèìàíèå íà êîíñòàíòû, òî ïðåäëîæåíèå âûøå �
íå óëó÷øàåìî.

Ïðåäëîæåíèå 2.8 Ïóñòü k, d � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è Λ ⊆ Fn
2 ïðèíàäëåæèò ñåìåé-

ñòâó Λ(2d). Ïóñòü òàêæå Λ1 � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî Λ è Q = dΛ̇1 ⊆ dΛ̇. Òîãäà
äëÿ âñåõ k ≤ |Λ1|/(2d) è âñåõ 2 ≤ p ≤ k âûïîëíåíî Tp(Q) ≥ 2−3pdppd|Q|p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

q1 + · · ·+ qp = qp+1 + · · ·+ q2p , (22)

ãäå qi ∈ Q, i = 1, . . . , 2p. Äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (22) èìååò íå ìåíåå 2−3pdppd|Q|p
ðåøåíèé. Òàê êàê qi ∈ Q, òî qi =

∑d
j=1 λ

(i)
j , i = 1, . . . , 2p. Ðàññìîòðèì íàáîðû

(q1, . . . , qp) òàêèå, ÷òî âñå λ
(i)
j â ðàçëîæåíèè ýòèõ qi � ðàçëè÷íû. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâó-

åò ðîâíî
(|Λ1|

pd

) (pd)!
(d!)p òàêèõ íàáîðîâ. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà (q1, . . . , qp) ñóùåñòâóåò íå ìå-

íåå (pd)!
(d!)p ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (22). Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçáèòü ìíîæåñòâî

{λ(1)
1 , . . . , λ

(1)
d , . . . , λ

(p)
1 , . . . , λ

(p)
d } = {λ1, . . . , λpd} íà p ìíîæåñòâ M1, . . . , Mp ðàâíîé ìîùíî-

ñòè ðàâíî (pd)!
(d!)p . Ïîëàãàÿ qi =

∑
j∈Mi

λj, i = p+1, . . . , 2p, ïîëó÷àåì íàáîð (qp+1, . . . , q2p) ∈ Qp

òàêîé, ÷òî q1 + · · · + qp = qp+1 + · · · + q2p. Ïî äèñcîöèàòèâíîñòè Λ êàæäîìó íàáîðó
ìíîæåñòâ M1, . . . , Mp îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò íàáîð (qp+1, . . . , q2p). Îòñþ-
äà Tp(Q) ≥ (|Λ1|

pd

) (pd)!
(d!)p · (pd)!

(d!)p . Òàê êàê Λ ∈ Λ(2d), òî |Q| =
(|Λ1|

d

)
. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî

2kd ≤ |Λ1|, íàõîäèì

Tp(Q) ≥
(|Λ1|

pd

)
(pd)!

(d!)p
· (pd)!

(d!)p
≥ 2−pd (pd)!

(d!)p
|Q|p ≥ 2−3pdppd|Q|p .

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Â çàâåðøåíèè ýòîãî ïàðàãðàôà ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ íà êîí-

ñòàíòû, òî â ñëó÷àå G = Fn
2 òåîðåìà 1.2 âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.3 (òî÷íåå åå àíàëîãà �

òåîðåìû 5.1 èç äîáàâëåíèÿ) è ïðåäëîæåíèÿ 2.7.
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Òåîðåìà 2.9 Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1/4, d � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, d ≤ log(1/δ)/4, A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî Fn

2 ìîùíîñòè δN è
ìíîæåñòâî Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3). Ïóñòü òàêæå ìíîæåñòâî Λ ⊆ Fn

2 ïðèíàä-
ëåæèò ñåìåéñòâó Λ(2 log(1/δ)). Òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ d ≤ log(1/δ)/4 âûïîëíåíî

|dΛ̇
⋂
Rα| ≤

(
δ

α

)2 (
212 log(1/δ)

d

)d

. (23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k = [ln(1/δ)/d] ≥ 2, Q = dΛ̇
⋂Rα è m = |Q|. Òðåáóåòñÿ

äîêàçàòü, ÷òî m ≤ (δ/α)2(212 log(1/δ)
d

)d. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.1, ïîëó÷àåì

Tk(Q) ≥ δα2k

δ2k
m2k . (24)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7 âûòåêàåò, ÷òî Tk(Q) ≤ 28kdkkdmk. Îáúåäèíÿÿ
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è îöåíêó (24), íàõîäèì m ≤ (δ/α)2(212 log(1/δ)

d
)d. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â òåîðåìå 2.9 äîêàçàíà âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû |dΛ̇
⋂Rα|. Ñëåäóþùåå ïðîñòîå

ïðåäëîæåíèå äàåò íèæíþþ îöåíêó ýòîé âåëè÷èíû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà íèæíÿÿ îöåíêà
ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé.

Ïðåäëîæåíèå 2.10 Ïóñòü δ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, 1/N ≤ δ ≤ 1/16 è α =
2−12δ/

√
n, n ≥ 32. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A ⊆ Fn

2 , δN ≤ |A| ≤ 8δN è äèññîöèàòèâíîå
ìíîæåñòâî Λ ⊆ Rα(A) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ öåëûõ d ≥ 1 âûïîëíåíî

|dΛ̇
⋂
Rα| ≥ 2−30

(
δ

α

)2 (
log(1/δ)

16d

)d−1

. (25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , ~en = (0, . . . , 0, 1) � ñòàíäàðòíûé áà-
çèñ â Fn

2 . Ïóñòü òàêæå k = [log 1/(4δ)] è H,H⊥ � ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòûå íà
âåêòîðà ~e1, . . . , ~en−k è ~en−k+1, . . . , ~en, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü A ⊆ H � ìíîæåñòâî òåõ
~x = (x1, . . . , xn) èç H, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî xi = 1, i = 1, . . . , n−k íå ìåíüøå (n−k)/2. ßñíî,
÷òî |A| ≥ 2n−k−2 ≥ δN è |A| ≤ |H| ≤ 2n−k ≤ 8δN . Ïóñòü H ′ � ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå
íà âåêòîðà äëèíû n − k, à èìåííî, (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1). Ïóñòü òàêæå n′ = n − k
è A′ ⊆ H ′ � îãðàíè÷åíèå ìíîæåñòâà A íà H ′. Íàéäåì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ìíîæåñòâà
A′. Èìååì

Â′(r) =
∑

x

A′(x)(−1)<r,x> = |A′ ⋂ H(0)
r | − |A′ ⋂ H(1)

r | = 2|A′ ⋂ H(0)
r | − |A′| , (26)

ãäå H
(0)
r = {x ∈ H ′ : < r, x >= 0} è H

(1)
r = {x ∈ H ′ : < r, x >= 1}. Ïóñòü l ≥ 0 � öåëîå

÷èñëî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

Hl = {x = (x1, . . . , xn′) : #xi = 1 â òî÷íîñòè ðàâíî l} .

Ïóñòü r ∈ H1. Ïîëàãàÿ
(

x
y

)
= 0, äëÿ y > x, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà, à òàêæå

ôîðìóëó (26), ïîëó÷àåì

|Â′(r)| =
∣∣∣∣∣∣

n′∑

s=dn′/2e

(
2

(
n′ − 1

s

)
−

(
n′

s

))∣∣∣∣∣∣
=

n′∑

s=dn′/2e

(
2s− n′

n′

)(
n′

s

)
≥
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≥
[n′/2+

√
n′]∑

s=dn′/2+
√

n′/2e

(
2s− n′

n′

)(
n′

s

)
≥ e−8 1

2
√

π

2n′

√
n′
≥ 2−14 2n′

√
n′
≥ 2−12 δN√

n
. (27)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî r ∈ H ′ è ëþáîãî h⊥ ∈ H⊥ âûïîëíåíî Â(r + h⊥) = Â′(r).
Îòñþäà H1 +H⊥ ⊆ Rα(A) ñ α = 2−12δ/

√
n è |Rα(A)| ≥ n′2k ≥ n/(16δ) ≥ 2−28 ·δ/α2. Òàêèì

îáðàçîì, íèæíÿÿ îöåíêà íà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Rα(A), ïî�ïîðÿäêó, áëèçêà ê îöåíêå
ñâåðõó � δ/α2. Ïîëüçóÿñü èíâàðèàíòíîñòüþ ìíîæåñòâà A′ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê
êîîðäèíàò, ìîæíî, èìåÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû, ïîêàçàòü, ÷òî íå òîëüêî
âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå ({0}tH1)+H⊥ ⊆ Rα(A), íî è, áîëåå òîãî,Rα(A) = ({0}tH1)+H⊥.
Â äàëüíåéøåì íàì íå ïîíàäîáèòñÿ ýòîò ôàêò.

Ïóñòü Λ = {~e1, . . . , ~en} ⊆ Rα(A) è Λ∗ = {~en−k+1, . . . , ~en}. ßñíî, ÷òî⊔
h1∈H1

(h1 + (d− 1)Λ̇∗) ⊆ Rα(A)
⋂

dΛ̇. Îòñþäà

|Rα(A)
⋂

dΛ̇| ≥ n′
(

k

d− 1

)
≥ n

4
· kd−1

dd−1ed−1
≥ 2−30

(
δ

α

)2 (
log(1/δ)

16d

)d−1

.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 2.11 Áåçóñëîâíî, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α â ïðåäëîæåíèè 2.10 ìîæíî íåñêîëü-

êî èçìåíèòü. Íàïðèìåð, åñëè ðàññìîòðåòü â ýòîì ïðåäëîæåíèè ìíîæåñòâà H2 âìåñòî H1,
òî ïàðàìåòð α ìîæíî âûáðàòü ìåíüøå, ÷åì 2−12δ/

√
n.

3. Î ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâàõ dΛ̇.
Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà è A ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Â ðàáîòå

[30] èçó÷àëèñü ìíîæåñòâà A îáëàäàþùèå òàê íàçûâàåìûì ñâîéñòâîì "ñâÿçíîñòè" (ñì.
òàêæå ñòàòüþ [8]). Ïðèâåäåì îäíî îïðåäåëåíèå èç [30].

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ïóñòü k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è β1, β2 ∈ [0, 1] � äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà, β1 ≤ β2. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊆ G íàçûâàåòñÿ (β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k, åñëè
íàéäåòñÿ òàêàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà C ∈ (0, 1], ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà B ⊆ A,
β1|A| ≤ |B| ≤ β2|A| âûïîëíåíî

Tk(B) ≥ C2k

( |B|
|A|

)2k

Tk(A) . (28)

×åðåç ζk(A) îáîçíà÷èì âåëè÷èíó ζk(A) := log Tk(A)
log |A| . Â ðàáîòå [30] (ñì. òàêæå [16]) áûëà

äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü A ⊆ G � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, |A| = m ≥ 2.

Ïóñòü òàêæå β1, β2 ∈ (0, 1) � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, β1 ≤ β2. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæå-
ñòâî A′ ⊆ A òàêîå, ÷òî
1) A′ ÿâëÿåòñÿ (β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k ìíîæåñòâîì, ïðè÷åì â êà÷åñòâå êîíñòàí-
òû C â íåðàâåíñòâå (28) ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäÿùåå 1/32.
2) |A′| ≥ m · 2 log((2k−1)/ζ)

log(1+κ)
log(1−β2), ãäå κ = log((1−β1)−1)

log m
(1− 16C).

3) ζk(A
′) ≥ ζk(A).

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì àíàëîã òåîðåìû 3.2 äëÿ ïîäìíîæåñòâ ñóìì äèññîöèà-
òèâíûõ ìíîæåñòâ.
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Ïóñòü Λ ⊆ Fn
2 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà Λ(2dk) è A ⊆ dΛ̇. Îïðåäåëèì

âåëè÷èíó Dk(A) ïî ôîðìóëå

Dk(A) = log

(
Tk(A)

kk|A|k
)

. (29)

Èíûìè ñëîâàìè Tk(A) = 2Dk(A)kk|A|k. Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ A ñ äîñòàòî÷-
íî áîëüøîé ìîùíîñòüþ âñåãäà âûïîëíåíî Tk(A) ≥ (|A|

k

)
(k!)2 ≥ e−2kkk|A|k, òî âåëè÷è-

íà Dk(A) íå ìåíüøå −2k log e. C äðóãîé ñòîðîíû, èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7 âûòåêàåò, ÷òî
Dk(A) ≤ 8d log d + k(d− 1) log k.

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü K > 0 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, k, d � íàòóðàëüíûå ÷èñëa,
k, d ≥ 2. Ïóñòü Λ ⊆ Fn

2 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà Λ(2dk), à Q � íåêî-
òîðîå ïîäìíîæåñòâî dΛ̇ òàêîå, ÷òî Tk(Q) ≥ kdk|Q|k

Kk . Ïóñòü òàêæå β1, β2 ∈ (0, 1) �
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, β1 ≤ β2. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Q′ ⊆ Q òàêîå, ÷òî
1) Q′ ÿâëÿåòñÿ (β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k ìíîæåñòâîì, ïðè÷åì â êà÷åñòâå êîíñòàí-
òû C â íåðàâåíñòâå (28) ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäÿùåå 1/8.
2) |Q′| ≥ |Q| · 2

8d log d+k(d−1) log k−Dk(Q)

k log(1+β1(1−4C))
log(1−β2).

3) Tk(Q
′) ≥ kdk|Q′|k

Kk .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = |Q| è C ≤ 1/8 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
3.3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãîðèòì. Åñëè ìíîæåñòâî Q ÿâëÿåòñÿ (β1, β2)�ñâÿçíûì ìíîæå-
ñòâîì ïîðÿäêà k, òàê ÷òî íåðàâåíñòâî (28) âûïîëíåíî ñ êîíñòàíòîé C, òî äîêàçûâàòü
íå÷åãî. Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî Q íå ÿâëÿåòñÿ (β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k ìíîæåñòâîì ñ
êîíñòàíòîé C. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî B ⊆ Q, β1|Q| ≤ |B| ≤ β2|Q| òàêîå, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî (28) íå âûïîëíåíî. Ïóñòü B = Q \B è cB = |B|/|Q|. Èìååì β1 ≤ cB ≤ β2. Ïðèìåíÿÿ
ñëåäñòâèå 2.3, íàõîäèì

Tk(B) > Tk(A)(1− CcB)2k . (30)
Ïóñòü b = |B| è b = |B| = m − b, D = Dk(Q), D = Dk(B). Ëîãàðèôìèðóÿ íåðàâåíñòâî
(30), ïîëó÷àåì

D > D + k log m− k log b + 2k log(1− CcB) = D + k

(
log(

m

m− b
(1− CcB)2)

)
≥

≥ D + k log((1 + cB)(1− 2CcB)) ≥ D + k log(1 + β1(1− 4C)) . (31)
Èç îïðåäåëåíèÿ (β1, β2)�ñâÿçíîñòè ïîðÿäêà k âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

|B| ≥ (1− β2)m = (1− β2)|Q| . (32)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ (β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k, òî íàéäåòñÿ
ìíîæåñòâî B ⊆ Q äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (31), (32). Ïîëîæèì Q1 = B è
ïðèìåíèì èçëîæåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ê ìíîæåñòâó Q1. È òàê äàëåå. Ìû ïîëó÷èì
ìíîæåñòâà Q0 = Q,Q1, Q2, . . . , Qs. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî Qi ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
Dk(Qi) ≤ 8d log d + k(d − 1) log k. Îòñþäà è íåðàâåíñòâà (31) âûòåêàåò, ÷òî íàø ïðîöåññ
çàêîí÷èòñÿ ìåíåå, ÷åì ÷åðåç 8d log d+k(d−1) log k−Dk(Q)

k log(1+β1(1−4C))
øàãîâ. Íà ïîñëåäíåì øàãå àëãîðèòìà

ìû íàéäåì ìíîæåñòâî Q′ = Qs ⊆ Q, êîòîðîå áóäåò (β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà k è, ïðè
ýòîì, Dk(Q

′) ≥ Dk(Q). Òàêèì îáðàçîì íåðàâåíñòâà 1) è 3) òåîðåìû 3.3 äëÿ ìíîæåñòâà Q′

âûïîëíåíû. Äîêàæåì 2). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (32), ïîëó÷àåì

|A′| ≥ (1− β2)
sm ≥ m · 2

8d log d+k(d−1) log k−Dk(Q)

k log(1+β1(1−4C))
log(1−β2)

.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.3 íàì ïîíàäîáèòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
4. Î áîëüøèõ ïîäìíîæåñòâàõ ñóììû äâóõ äèññîöèàòèâíûõ

ìíîæåñòâ.
Ïóñòü G = (gij) � ìàòðèöà x × y, x ≤ y Îáîçíà÷èì ÷åðåç per G ïåðìàíåíò ìàòðèöû

G. Íàïîìíèì, ÷òî
per G =

∑
σ

g1σ(1) . . . gxσ(x) , (33)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ôîðìóëå (33) ïðîõîäèò ïî âñåõ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèÿì σ : [x] →
[y]. Íàì ïîíàäîáèòñÿ èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ôðîáåíèóñà�Êåíèãà î íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðè-
öàõ (ñì. [25]).

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü p è r � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, r ≤ p è ïóñòü H � íåîòðèöàòåëü-
íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà p× r. Òîãäà ïåðìàíåíò ìàòðèöû H ðàâåí íóëþ â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà H ñîäåðæèò íóëåâóþ ìàòðèöó ðàçìåðà p− s + 1× s.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4.1 ìû äîêàæåì ëåììó.
Ëåììà 4.2 Ïóñòü p è r � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è ïóñòü H = (hij) � ìàòðèöà ðàçìåðà

p× r, ñîñòàâëåííàÿ èç öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü òàêæå
1) Äëÿ âñåõ i ∈ [p] âûïîëíåíî

∑r
j=1 hij ≥ 2.

2) Äëÿ âñåõ j ∈ [r] âûïîëíåíî
∑p

i=1 hij ≥ 1 è, íàêîíåö,
3)

∑p
i=1

∑r
j=1 hij = 2p.

Âûêèíóâ èç ìàòðèöû H âñå ñòîëáöû ñ
∑p

i=1 hij = 1 ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó H0. Òîãäà
ïåðìàíåíò ýòîé ìàòðèöû íå ðàâåí íóëþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðîâíî e çíà÷åíèé j òàêèõ, ÷òî

∑p
i=1 hij = 1. Íå

îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà H0 ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû H âû÷åð-
êèâàíèåì ïîñëåäíèõ e ñòîëáöîâ. Ïóñòü H0 = (h0

ij), i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , r − e = r0. Èç
óñëîâèÿ 3) ëåììû âûòåêàåò, ÷òî

∑p
i=1

∑r0

j=1 h0
ij = 2p − e. Îòñþäà è óñëîâèÿ 2) ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî r0 ≤ p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà íå âåðíà. Åñëè ïåðìàíåíò ìàòðèöû H0 ðà-
âåí íóëþ, òî ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà�Êåíèãà H0 ñîäåðæèò íóëåâóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðà
s × t, s + t = p + 1. Äåëàÿ ïåðåñòàíîâêó ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
ìàòðèöà H0 èìåëà âèä

H0 =

(
X Z
0 Y

)
,

ãäå íóëåâàÿ ìàòðèöà 0 èìååò ðàçìåð s × t, s + t = p + 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s1 � ÷èñëî
òåõ i ∈ {p − s + 1, . . . , p}, ÷òî ∑r0

j=1 h0
ij = 1, à ÷åðåç s2 � ÷èñëî òåõ i ∈ {p − s + 1, . . . , p},

÷òî
∑r0

j=1 h0
ij ≥ 2. Î÷åâèäíî s1 ≤ e. Èç óñëîâèÿ 2) âûòåêàåò, ÷òî s = s1 + s2. Ïðèìåíÿÿ

óñëîâèå 1) ëåììû, íàõîäèì

2p− e =

p∑
i=1

r0∑
j=1

h0
ij ≥

t∑
j=1

p∑
i=1

h0
ij +

p∑
i=p−s+1

r0∑
j=1

h0
ij ≥ 2t+ s1 +2s2 = 2t+2s− s1 = 2p+2− s1 .

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò îöåíêà s1 ≥ e + 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó
s1 ≤ e. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Λ ⊆ Fn
2 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà Λ(2p)

è E = {E1, . . . , E2p} � íàáîð ïîäìíîæåñòâ Λ. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.7
âîçíèêàëà íåîáõîäèìîñòü îöåíèâàòü ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

λ1 + · · ·+ λ2p = 0, ãäå λi ∈ Ei, i = 1, . . . , 2p . (34)
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Äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé ìû èñïîëüçîâàëè ëåììó 2.2 � ïðîñòîå
ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.10 � îñíîâíîãî ðåçóëüòà-
òà ýòîãî ïàðàãðàôà, íàì ïîíàäîáèòñÿ áîëåå òîíêèé ðåçóëüòàò î ÷èñëå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(34).

Ëåììà 4.3 Ïóñòü p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Λ ⊆ Fn
2 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî

èç ñåìåéñòâà Λ(2p) è E = {E1, . . . , E2p} � íàáîð ïîäìíîæåñòâ Λ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îòðåçîê [2p] ðàçáèò íà r êëàññîâ C1, . . . , Cr. Ïóñòü S∗ ⊆ [2p] � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
è S̄∗ = [2p] \ S. Ïóñòü òàêæå M(S∗) = (mij) � ìàòðèöà ðàçìåðà p× p, mij = |Ei

⋂
Ej|,

i ∈ S, j ∈ S̄∗. Òîãäà ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

λ1 + · · ·+ λ2p = 0, ãäå λi ∈ Ei, i = 1, . . . , 2p (35)

íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû ∑

S∗⊆[2p], |S∗|=p

per M(S∗) , (36)

ïðè÷åì ñóììèðîâàíèå â ôîðìóëå (36) ïðîõîäèò ïî òàêèì S∗, ÷òî S∗ ñîäåðæèò ïî îä-
íîìó ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîãî êëàññà Ci ñ óñëîâèåì |Ci| ≥ 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (35) ÷åðåç Z. Ïîñêîëüêó ìíîæå-
ñòâî Λ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ(2p), òî â ïðîèçâîëüíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (35) ëþáîå
λi, i ∈ [2p] âñòðå÷àåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ðàç. Ðàññóæäàÿ, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæå-
íèÿ 2.5, ïîëó÷àåì

Z ≤
∑

K,K={K1,...,Kp}, [2p]=K1
F···FKp

p∏
j=1

∣∣∣∣∣∣
⋂

α∈Kj

Eα

∣∣∣∣∣∣
= Z1 . (37)

Ñóììèðîâàíèå â (37) ïðîõîäèò ïî ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ K, K = {K1, . . . , Kp}, [2p] =
K1

⊔ · · ·⊔ Kp òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ [p] âûïîëíåíî |Kj| = 2. Äîêàæåì, ÷òî

Z1 ≤
∑

S∗⊆[2p], |S∗|=p

per M(S∗) (38)

ïðè÷åì ñóììèðîâàíèå â (38) ïðîõîäèò ïî òàêèì S∗, ÷òî S∗ ñîäåðæèò ïî îäíîìó ýëåìåí-
òó èç êàæäîãî êëàññà Ci ñ óñëîâèåì |Ci| ≥ 2. Åñëè îïóñòèòü ïîñëåäíþþ îãîâîðêó, òî
íåðàâåíñòâî (38) ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñåãäà

∑

K,K={K1,...,Kp}, [2p]=K1
F···FKp

p∏
j=1

∣∣∣∣∣∣
⋂

α∈Kj

Eα

∣∣∣∣∣∣
≤

∑

S∗⊆[2p], |S∗|=p

per M(S∗) (39)

×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ñëàãàåìîå
x, îòâå÷àþùåå íåêîòîðîìó ðàçáèåíèþ K èç ëåâîé ÷àñòè (39), ïðèñóòñòâóåò è â ïðàâîé
÷àñòè. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì â êà÷åñòâå S∗ ïåðâûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ Kj, j = 1, . . . , p.
Ïóñòü α � ëþáîé òàêîé ýëåìåíò, α ∈ Kj. Òîãäà â ïðàâîé ÷àñòè (39) ïðèñóòñòâóåò âåëè÷èíà
|Eα

⋂
Eβ| ñ β ∈ Kj. Ïåðåìíîæàÿ âñå òàêèå âåëè÷èíû ïîëó÷àåì x. Íàîáîðîò, åñëè y �

ïðîèçâîëüíîå ñëàãàåìîå èç ïðàâîé ÷àñòè (39) è òî, êàê ëåãêî âèäåòü, ìû îäíîçíà÷íî
ïîñòðîèì ïî ýòîìó y íåêîòîðîå ðàçáèåíèå K.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (38) äîñòàòî÷íî ïî êàæäîìó ñëàãàåìîìó
x èç ëåâîé ÷àñòè (38), îòâå÷àþùåìó íåêîòîðîìó ðàçáèåíèþ K, íàéòè ìíîæåñòâî S∗ òàêîå,
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÷òî äëÿ âñåõ j ∈ [p] âûïîëíåíî |Kj

⋂
S∗| = 1 è òàêîå, ÷òî S∗ ñîäåðæèò ïî îäíîìó ïðåä-

ñòàâèòåëþ èç êàæäîãî êëàññà Ci ñ óñëîâèåì |Ci| ≥ 2. Ïóñòü H = (hγδ) � íåîòðèöàòåëüíàÿ
ìàòðèöà p×r òàêàÿ, ÷òî ýëåìåíò hγδ ìàòðèöû H ðàâåí |Kγ

⋂ Cδ|. ßñíî, ÷òî äëÿ âñåõ γ ∈ [p]
âûïîëíåíî

∑
δ hγδ = |Kγ| = 2 è

∑
γ,δ hγδ =

∑
γ |Kγ| = 2p. Òàê êàê ìíîæåñòâà C1, . . . , Cr

ðàçáèâàþò îòðåçîê [2p], òî äëÿ âñåõ δ ∈ [r] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∑

γ hγδ = |Cδ| ≥ 1.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.2, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðìàíåíò ìàòðèöû H0, ïîëó÷åííîé èç H âû÷åðêè-
âàíèåì âñåõ ñòîëáöîâ ñ

∑
γ hγδ = 1, íå ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â H0 åñòü äèàãîíàëü

èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü H0 èìååò ðàçìåðû p × r0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà H0 çàíèìàåò ïåðâûå r0 ñòîëáöîâ â ìàòðèöå H. Òîãäà íåíóëåâàÿ
äèàãîíàëü â H0 èìååò âèä � (γ1, 1), . . . , (γr0 , r0). Èç ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû H âûòåêàåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî i ∈ [r] íàéäåòñÿ ÷èñëî αi ∈ Kγi

òàêîå, ÷òî αi ∈ Ci è |Ci| ≥ 2. Ïîìåñòèì
ýëåìåíòû α1, . . . , αr â ìíîæåñòâî S∗. Êðîìå òîãî, äîáàâèì â S∗ ïåðâûå ýëåìåíòû èç âñåõ
Kγ, γ 6= γ1, . . . , γr. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî S∗ ñîäåðæèò ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîãî
êëàññà Ci ñ óñëîâèåì |Ci| ≥ 2. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.4 Ëåììà 4.3 äàåò îöåíêó âåëè÷èíû Tp(E1, . . . , E2p) ïî�ïîðÿäêó íå õó-
æå, ÷åì îöåíêà pp

∏2p
α=1 |Eα|1/2, âûòåêàþùàÿ èç ëåììû 2.2. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ

ìíîæåñòâ A è B âûïîëíåíî

|A
⋂

B| ≤ min{|A|, |B|} ≤ |A|1/2|B|1/2 . (40)

Ïîýòîìó êàæäîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè per M(S∗) íå ïðåâîñõîäèò
∏2p

α=1 |Eα|1/2. Ïî-
ñêîëüêó ñóùåñòâóåò ðîâíî p! òàêèõ ñëàãàåìûõ, ìû ïîëó÷àåì ïî ëåììå 4.3, ÷òî
Tp(E1, . . . , E2p) ≤ 22pp!

∏2p
α=1 |Eα|1/2.

Ëåììà 4.5 Ïóñòü δ0 > 0 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, r, p � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, p ≥
2δ0 + 3, r ≥ p − δ0. Ïóñòü t1, . . . , tr � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ,
÷òî tj ≥ 2, j = 1, . . . , r è

∑r
j=1 tj = 2p. Ïóñòü òàêæå T = maxj∈[r] tj è αj = |{j ∈

[r] : tj ≥ T − i}|, i = 0, 1, . . . , T − 2. Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî z îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè

∑z−1
i=0 αi ≤ p <

∑z
i=0 αi è qz = p−∑z−1

i=0 αi. Òîãäà âåëè÷èíà

π(t1, . . . , tr) := Tα0(T − 1)α1 . . . (T − (z − 1))αz−1(T − z)qz

íå ïðåâîñõîäèò 23p max{ δ4δ0
0 , 1 }.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî δ0 ≥ 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü α0, α1, . . . , αT−2 � íåóáûâàþùàÿ è

∑T−2
i=0 αi =

∑r
j=1 tj = 2p. Åùå ðàç ïðèìå-

íÿÿ óñëîâèå
∑r

j=1 tj = 2p, à òàêæå íåðàâåíñòâà r ≥ p − δ0, tj ≥ 2, j ∈ [r], ïîëó÷àåì
T + 2(r − 1) ≤ 2p è T ≤ 2δ0 + 2 ≤ 4δ0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α0 = · · · = αz−1 = qz = 1. Òîãäà
p =

∑z−1
i=0 αi + q = z + 1. C äðóãîé ñòîðîíû, èìååòñÿ ðîâíî T − 1 ÷èñåë αi. Ñëåäîâàòåëü-

íî, âåëè÷èíà z íå ïðåâîñõîäèò T − 1 è ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ T ≤ 2δ0 + 2, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, ëèáî αz−1 ≥ 2, ëèáî qz ≥ 2.

Ïóñòü π∗ � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè π(t1, . . . , tr) ïðè óñëîâèÿõ

t1 + · · ·+ tr = 2p, tj ≥ 2, r ≥ p− δ0 . (41)

Íàáîðû t1, . . . , tr, óäîâåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (41) áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè. Ïóñòü
π∗ = π(t01, . . . , t

0
r). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t01 ≥ t02 ≥ · · · ≥ t0r. Èç

ðàññóæäåíèé âûøå âûòåêàåò, ÷òî ëèáî αz−1 ≥ 2, ëèáî qz ≥ 2. Åñëè t02 ≥ 3, òî ðàññìîòðèì
äîïóñòèìûé íàáîð t̃1 = t01 + 1, t̃2 = t01 − 1, t̃3 = t03, . . . , t̃r = t0r. Íåòðóäíî óáåäèòñÿ â òîì,
÷òî π∗ = π(t01, . . . , t

0
r) < π(t̃1, . . . , t̃r). Ñëåäîâàòåëüíî, t02 = 2 è π∗ ≤ T T 2p ≤ 23pδ4δ0

0 .
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Íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà δ0 < 1. Â ýòîì ñëó÷àå T ≤ 4. Ïðèìå-
íÿÿ òðèâèàëüíóþ îöåíêó π(t1, . . . , tr) ≤ T p ≤ 22p ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k ≥ 2 è Λ1, Λ2 ⊆ Fn
2 � ïðîèçâîëüíûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ìíîæåñòâà òàê, ÷òî Λ1

⊔
Λ2 ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ(4k). Ïóñòü òàêæå Q � íåêîòîðîå

ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Λ1 u Λ2 = Λ1 + Λ2. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà D(λ) = Dλ è Q(λ) =
Qλ, λ ∈ Λ1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.7). Ïóñòü λ ∈ Λ1 è

D(λ) = { λ′ : λ + λ′ ∈ Q, λ′ ∈ Λ2 } ,

Q(λ) = { q ∈ Q : q = λ + λ′, λ′ ∈ Λ2 } .

ßñíî, ÷òî Q(λ) = D(λ)+λ. Ïóñòü s1 � ÷èñëî íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Dλ. Ïóñòü ýòî ìíîæåñòâà
Dλ1 , . . . , Dλs1

. Èíîãäà, äëÿ êðàòêîñòè, ìû áóäåì ïèñàòü Dj âìåñòî Dλj
. Ïóñòü òàêæå s2 =

|Λ2|. ßñíî, ÷òî Q ⊆ {λ1, . . . , λs}+ Λ2.
Ïðåäëîæåíèå 4.6 Ïóñòü M > 0 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

p ≥ 5 è Λ1, Λ2 ⊆ Fn
2 � ïðîèçâîëüíûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà èç ñåìåéñòâà Λ(4p).

Ïóñòü òàêæå Q � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Λ1 + Λ2, |Q| ≥ max{2s2p, 2
8s2pM

8}, δ0 =
max{(p log(2eM))/ log(|Q|/(s2p)), 1} è X = max{ δ4δ0

0 , 1 }. Òîãäà

Tp(Q) ≤ 25pXp3psp
2 ·

p∑

r=p−dδ0e

(
1

ps2

)r

·

 ∑

S⊆[s1], |S|=r

∏
α∈S

(∑

β∈S

|Dα

⋂
Dβ|

)
 +

p2p|Q|p
2Mp

. (42)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = |Q|. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

q1 + · · ·+ q2p = 0 , (43)

ãäå qi ∈ Q, i = 1, . . . , 2p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (43). Òàê êàê
Q ⊆ Λ1 + Λ2, òî äëÿ âñåõ q ∈ Q âûïîëíåíî q = λ1 + λ2, ãäå λ1 ∈ Λ1, λ2 ∈ Λ2.

Ïóñòü i1, . . . , i2p ∈ [s1] � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ~i,~i = (i1, i2, . . . , i2p) �
ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (43) òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ [2p] èìååò ìåñòî îãðàíè÷åíèå
qj ∈ D(λij), λij ∈ Λ1. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî Λ1

⊔
Λ2 ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ(4k) è

Λ1

⋂
Λ2 = ∅. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè q1, . . . , q2p � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (43), ïðèíàäëå-

æàùåå ìíîæåñòâó σ~i, òî ëþáîé êîìïîíåíò âåêòîðà ~i âñòðå÷àåòñÿ â ýòîì âåêòîðå ÷åòíîå
÷èñëî ðàç. Èìååì

σ ≤
∑

N ,N={N1,...,Nr}, [2p]=N1
F···FNr

∑

~i∈N
|σ~i| . (44)

Ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè (44) ïðîõîäèò ïî ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ N , N =
{N1, . . . , Nr}, [2p] = N1

⊔ · · ·⊔ Nr òàê, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r âåëè÷èíà |Nj| � ÷åò-
íàÿ è |Nj| ≥ 2. Ïóñòü Nj = {α(j)

1 , . . . , α
(j)
|Nj |}, j = 1, . . . , r. Ïî îïðåäåëåíèþ ~i ∈ N , åñëè äëÿ

âñåõ j ∈ [r] âûïîëíåíî i
α

(j)
1

= · · · = i
α

(j)
|Nj |

è äëÿ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ Nj1 , Nj2 èç ðàçáèåíèÿ
N âûïîëíåíî iα 6= iβ, ãäå α � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Nj1 , à β � èç Nj2 .

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ìíîæåñòâ Nj â ðàçáèåíèè N ÷åðåç r = r(N ). Èìååì

σ =

p−dδ0e∑
r=0

∑

N , r(N )=r

∑

~i∈N
|σ~i|+

p∑

r=p−dδ0e+1

∑

N , r(N )=r

∑

~i∈N
|σ~i| = σ1 + σ2 . (45)
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Îöåíèì ñóììó σ1. Ïóñòü q � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Q. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå
Λ1

⋂
Λ2 = ∅ è äèññîöèàòèâíîñòü ìíîæåñòâà Λ, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâà Q(λ) íå

ïåðåñåêàþòñÿ. Îòñþäà ∑

λ∈Λ1

|D(λ)| =
∑

λ∈Λ1

|Q(λ)| = m. (46)

Äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ1 èìååì |Dλ| ≤ s2. Ïóñòü x ≥ 1 � ëþáîå ÷èñëî. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
(46), ïîëó÷àåì

∑

λ∈Λ1

|D(λ)|x =
∑

λ∈Λ1

|Q(λ)|x ≤ sx−1
2

∑

λ∈Λ1

|Q(λ)| = sx−1
2 m. (47)

Ïóñòü S~i = {ij}j∈[2p]. Ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.2 è íåðàâåíñòâîì (47), ïîëó÷àåì

σ1 ≤
p−dδ0e∑

r=0

∑

N , r(N )=r

∑

~i∈N

∏

α∈[2p]

|Diα|1/2 ≤ pp

p−dδ0e∑
r=0

∑

N , r(N )=r

sp−r
2

∑

~i∈N

∏
α∈S~i

|Dα| .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàôèêñèðîâàíû äëèíû ìíîæåñòâ Nj, òî îò èõ ïåðåñòàíîâêè ìíîæå-
ñòâî S~i íå ìåíÿåòñÿ. Ïóñòü tj = |Nj|, j = 1, . . . , r. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî m ≥ 2s2p,
îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû δ0 è òîæäåñòâî (46), íàõîäèì

σ1 ≤ pp

p−dδ0e∑
r=0

∑
t1+···+tr=2p

(2p)!

t1! . . . tr!

1

r!
sp−r
2 mr ≤ epppsp

2

p−dδ0e∑
r=0

(
m

s2

)r

r2p−r ≤

≤ 2epp3psp
2

(
m

ps2

)p−δ0

= 2epp2pmp
(s2p

m

)δ0 ≤ p2pmp

2Mp
. (48)

Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (48), ðàçáèåíèÿ N ñ ìàëûì çíà÷åíèåì r(N ) äàþò ìàëûé âêëàä
â âåëè÷èíó Tp(Q). Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ìû ðàññìîòðèì ðàçáèåíèÿ N ñ
áîëüøèì ÷èñëîì ìíîæåñòâ Nj.

Îöåíèì ñóììó σ2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Di1 , . . . , Di2p . Ïóñòü Cj = Nj � ìíîæåñòâà,
ðàçáèâàþùèå îòðåçîê [2p]. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.3, ïîëó÷àåì

σ2 ≤
p∑

r=p−dδ0e

∑

N , r(N )=r

∑

~i∈N


 ∑

S∗⊆[2p], |S∗|=p

per M~i(S
∗)


 . (49)

Ñîãëàñíî ëåììå 4.3 ñóììèðîâàíèå â ôîðìóëå (49) ïðîõîäèò ïî òàêèì S∗, ÷òî S∗ ñîäåðæèò
ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Nj. Ïðè ýòîì M~i(S

∗) = (mαβ) � ìàòðèöà
ðàçìåðà p × p, mαβ = |Diα

⋂
Diβ |, α ∈ S∗, β ∈ S̄∗. Ïóñòü M ′

~i
� ìàòðèöà r × 2p, M ′

~i
=

(|Dα

⋂
Diβ |)α∈S~i,β∈[2p]. Èç ôîðìóëû (33) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

per M~i(S
∗) ≤

∏

α∈[2p], iα /∈S~i


∑

β∈S̄∗

|Diα

⋂
Diβ |


 · per M ′

~i
. (50)

Èñïîëüçóÿ òîëüêî ÷òî äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî è î÷åâèäíóþ îöåíêó |Dλ| ≤ s2, λ ∈ Λ1,
íàõîäèì

per M~i(S
∗) ≤

∏

α∈[2p], iα /∈S~i


∑

x∈Λ2

Diα(x)
∑

β∈S̄∗

Diβ(x)


 · per M ′

~i
≤ pp−rsp−r

2 per M ′
~i
. (51)
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Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà (33), ëåãêî âèäåòü, ÷òî

per M ′
~i
≤ π(t1, . . . , tr)

∏
α∈S~i


∑

β∈S~i

|Dα

⋂
Dβ|


 ,

ãäå âåëè÷èíà π(t1, . . . , tr) îïðåäåëåíà â ëåììå 4.5. Èñïîëüçóÿ îöåíêó äëÿ π(t1, . . . , tr) èç
ýòîé ëåììû è íåðàâåíñòâà (49), (51), ïîëó÷àåì

σ2 ≤ 25p max{ δ4δ0
0 , 1 } ·

p∑

r=p−dδ0e
pp−rsp−r

2

∑

N , r(N )=r

∑

~i∈N

∏
α∈S~i


∑

β∈S~i

|Dα

⋂
Dβ|


 .

Ìíîæåñòâî S~i íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïåðåñòàâèòü ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ~i ïî ðàç-
ëè÷íûì ÷àñòÿì Nj ðàçáèåíèÿ N . Êðîìå òîãî, åñëè çàôèêñèðîâàíû äëèíû ìíîæåñòâ Nj,
òî îò èõ ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâî S~i òàêæå íå ìåíÿåòñÿ. Îòñþäà

σ2 ≤ 25p max{ δ4δ0
0 , 1 } ·

p∑

r=p−dδ0e
pp−rsp−r

2

∑
t1+···+tr=2p

(2p)!

t1! . . . tr!

1

r!
r!·

·

 ∑

S⊆[s1], |S|=r

∏
α∈S

(∑

β∈S

|Dα

⋂
Dβ|

)
 ≤ 25p max{ δ4δ0

0 , 1 }p3psp
2·

·
p∑

r=p−dδ0e

(
1

ps2

)r

·

 ∑

S⊆[s1], |S|=r

∏
α∈S

(∑

β∈S

|Dα

⋂
Dβ|

)
 . (52)

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè (48), (52) è ôîðìóëó (45), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (42). Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.10 íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíà êîìáèíàòîðíàÿ ëåììà è èç-
âåñòíàÿ ëåììà Å. Áîìáüåðè (ñì., íàïðèìåð, [27]).

Ïóñòü p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è A1, . . . , Ap � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ òàêèõ,
÷òî ëþáûå äâà ìíîæåñòâà Ai è Aj ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî
ñîâïàäàþò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ ñðåäè A1, . . . , Ap. Ïóñòü
ìíîæåñòâî A∗

1 âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A1, . . . , Ap ðîâíî l1 ðàç, A∗
2 � ðîâíî l2

ðàçà, . . . , A∗
ρ � ðîâíî lρ ðàç.

Ëåììà 4.7 Ïóñòü w � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 2 ≤ p ≤ a, ζ ∈ (0, 1] � äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî è S1, . . . , Sq � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, íå ðàâíûå ìåæäó ñîáîé, |Si| = p, Si =

{s(1)
i , . . . , s

(p)
i }, i = 1, . . . , q. Ïóñòü òàêæå äëÿ âñåõ i ∈ [q] è âñåõ ìíîæåñòâ Si âûïîëíåíî

s
(j)
i ∈ Aj, j = 1, . . . , p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

q ≥ 2

p∑

ω=dζpe

(pw)ω

ω!

∑

n1+···+nρ=p−ω, ni≤li

|A∗
1|n1 . . . |A∗

ρ|nρ

n1! . . . nρ!
.

Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà Sn1 , . . . , Snw èç íàáîðà S1, . . . , Sq òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ l =

2, . . . , w âûïîëíåíî |(⋃l−1
i=1 Sni

)
⋂

Snl
| ≤ ζp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü ìíîæåñòâà Sn1 , . . . , Snw . Ïóñòü Sn1 =
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S1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà Sn1 , . . . , Snl−1
óæå ïîñòðîåíû. Íàéäåì ìíîæåñòâî Snl

.
Ïóñòü Cl =

⋃l−1
i=1 Sni

. ßñíî, ÷òî |Cl| ≤ wp. Ïóñòü Cl = C∗
1

⊔ · · ·⊔ C∗
ρ , ãäå C∗

i ⊆ A∗
i , i =

1, . . . , ρ. Ïóñòü òàêæå ai = |A∗
i |, ci = |C∗

i |, i = 1, . . . , ρ. ×èñëî ìíîæåñòâ ìîùíîñòè p èç
îáúåäèíåíèÿ A∗

1

⊔ · · ·⊔ A∗
ρ, ïåðåñåêàþùèõ Cl ïî áîëåå ÷åì ζp ýëåìåíòàì íå ïðåâîñõîäèò

σ :=

p∑

ω=dζpe

∑
m1+···+mρ=ω, mi≤ci

∑

n1+···+nρ=p−ω, ni≤min{ai−ci,li}

(
c1

m1

)
. . .

(
cρ

mρ

)
×

×
(

a1 − c1

n1

)
. . .

(
aρ − cρ

nρ

)
≤

p∑

ω=dζpe

∑
m1+···+mρ=ω

∑

n1+···+nρ=p−ω, ni≤li

cm1
1 . . . c

mρ
ρ

m1! . . . mρ!
· an1

1 . . . a
nρ
ρ

n1! . . . nρ!
≤

≤
p∑

ω=dζpe

(c1 + · · ·+ cρ)
ω

ω!
·

∑

n1+···+nρ=p−ω, ni≤li

an1
1 . . . a

nρ
ρ

n1! . . . nρ!
≤

≤
p∑

ω=dζpe

(pw)ω

ω!
·

∑

n1+···+nρ=p−ω, ni≤li

an1
1 . . . a

nρ
ρ

n1! . . . nρ!
= σ∗ .

Ïî óñëîâèþ q ≥ 2σ∗. Îòñþäà q ≥ w è, ñëåäîâàòåëüíî, q − (l − 1) > q − w ≥ σ∗. Çíà÷èò,
ñðåäè ìíîæåñòâ S1, . . . , Sq ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî Snl

, íå ñîâïàäàþùåå ñ ìíîæåñòâàìè
Sn1 , . . . , Snl−1

òàê, ÷òî |(⋃l−1
i=1 Sni

)
⋂

Snl
| ≤ ζp. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.8 (Áîìáüåðè) Ïóñòü q � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, λ > 0 � äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî, B � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, B1, . . . , Bq � åãî ïîäìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî |Bi| ≥
λ|B|. Òîãäà äëÿ âñåõ t ≤ λq íàéäóòñÿ ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà j1, . . . , jt ∈ [q] äëÿ
êîòîðûõ

|Bj1

⋂
· · ·

⋂
Bjt| ≥

(
λ− t

q

)(
q

t

)−1

|B| .

Òåîðåìà 4.9 Ïóñòü K, η > 0 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, η ∈ (0, 1/2], p � íàòóðàëüíîå
÷èñëî è Λ ⊆ Fn

2 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà Λ(4p). Ïóñòü òàêæå Q �
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Λ u Λ, K∗ := max{1, K}, p ≥ 230K∗/η è

Tp(Q) ≥ p2p|Q|p
Kp

. (53)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ≤ log |Λ|/ log log |Λ| è

|Q| ≥ 260+ 2
η (K∗)17p3|Λ| ·max

{
(230(K∗)11p)ηp|Λ|η log |Λ|, exp

(
log(230(K∗)20) log(p log K∗

log p
)

log(2−25ηp
K∗ )

)}

Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà L1,L′1, . . . ,Lh,L′h èç Λ òàêèå, ÷òî Li

⋂L′j = ∅, Li +L′i ⊆ Q,
i = 1, . . . , h, j = 1, . . . , h,

|Li| ≥
log( |Q|

16(K∗)9|Λ|)

210 log(220K∗)
, |L′i| ≥

1

210p2

( |Q|
(K∗)9|Λ|

)η

, (54)

(Li + L′i)
⋂

(Lj + L′j) = ∅, i, j = 1, . . . , h, i 6= j è
∣∣∣Q

⋂ (
(L1 + L′1)

⊔
· · ·

⊔
(Lh + L′h)

)∣∣∣ ≥ |Q|
16(K∗)9

. (55)
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Åñëè æå p � ïðîèçâîëüíîå è

log

( |Q|
16(K∗)9p|Λ|

)
≥ 220 log(210K∗) log p , (56)

òî íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà L1,L′1, . . . ,Lh,L′h èç Λ, óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì óñëîâèÿì âûøå,
çà èñêëþ÷åíèåì íåðàâåíñòâà (54), êîòîðîå äîëæíî áûòü çàìåíåíî íà ñëåäóþùåå

|Li| ≥ min{2−18 p

K∗ , 2
−5 log

( |Q|
16(K∗)9p

)
}, |L′i| ≥

1

32p2

( |Q|
(K∗)9|Λ|

)1/2

. (57)

Çàìå÷àíèå 4.10 Åñëè K = O(1), íàïðèìåð K ≤ 1, òî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâ
(55), (57) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü áîëåå ñëàáîå íåðàâåíñòâî, ÷åì (56), à èìåííî
|Q| ≥ 260+ 2

η (K∗)17p3|Λ|.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü m = |Q|, β1 = 1/4, β2 = 1/2. Ïóñòü òàêæå

M = 252+ 2
η (K∗)17p3|Λ| ·max

{
(227(K∗)11p)ηp|Λ|η log |Λ|, exp

(
log(224(K∗)20) log(p log K∗

log p
)

log(2−22ηp
K∗ )

)}
.

Òàê êàê Tp(Q) ≥ p2p|Q|p/Kp, òî Dp(Q) ≥ p log(p/K). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.3 ñ ïàðàìåòðàìè
d = 2 è C = 1/8, íàõîäèì (β1, β2)�ñâÿçíîå ïîðÿäêà p ìíîæåñòâî Q1 ⊆ Q òàêîå, ÷òî
m1 := |Q1| ≥ m/(2K9) è Tp(Q1) ≥ p2pmp

1/K
p. Ïóñòü a = d|Λ|/2e. Èìååì

∑

Λ̃⊆Λ, |Λ̃|=a

∑

λ1∈Λ̃, λ2∈Λ\Λ̃
Q1(λ1 + λ2) = 2

(|Λ| − 2

a− 1

)
|Q1| . (58)

Èç ôîðìóëû (58) âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Λ̃ ⊆ Λ, |Λ̃| = a òàêîå, ÷òî |Q1

⋂
(Λ̃ +

(Λ \ Λ̃))| ≥ 2m1

(|Λ|−2
a−1

)(|Λ|
a

)−1
= 2m1

a(|Λ|−a)
|Λ|(|Λ|−1)

≥ m1/2. Ïîëîæèì Λ1 = Λ̃, Λ2 = Λ \ Λ̃ è Q2 =

Q1

⋂
(Λ1 + Λ2). Âûêèäûâàÿ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ èç Q2, ïîëó÷àåì

ìíîæåñòâî Q3 ⊆ Q2 òàêîå, ÷òî Q3 = dm1/2e. Ïóñòü m3 = |Q3|. Òàê êàê ìíîæåñòâî Q1

ÿâëÿåòñÿ (β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà p ñ êîíñòàíòîé C = 1/8, òî

Tp(Q3) ≥ 2−6p

(
m3

m1

)2p

Tp(Q1) ≥ p2pmp
3

(27K)p
.

Ñîõðàíÿÿ âñå îáîçíà÷åíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 4.6, ïîëàãàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà M ðàâíûì M =
27K è ïðèìåíÿÿ ýòî ïðåäëîæåíèå ê ìíîæåñòâó Q3 ⊆ Λ1 + Λ2, íàõîäèì

25pXp3psp
2 ·

p∑

r=p−dδ0e

(
1

ps2

)r

·

 ∑

S⊆[s1], |S|=r

∏
α∈S

(∑

β∈S

|Dα

⋂
Dβ|

)
 ≥ p2pmp

3

2(27K)p
. (59)

Íàïîìíèì, ÷òî â ôîðìóëå (59) âåëè÷èíà δ0 ðàâíà δ0 =
max{(p log(2eM))/ log(|Q3|/(s2p)), 1}, à ÷èñëî X åñòü max{ δ4δ0

0 , 1 }. Åñëè m ≥ M
èëè m óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (56), òî δ0 ≤ max{(p log(210K))/(2 log p), 1} ≤ p/2 è
X1/p ≤ 28K. Ïóñòü K1 = 213KX1/p ≤ 221K2 è ïóñòü ëèáî m ≥ M, ëèáî m óäîâëåòâîðÿåò
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óñëîâèþ (56). Òîãäà m3 ≥ 2K1p|Λ|. Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è (59) ïîëó÷àåì,
÷òî íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî p1 ∈ [p− dδ0e, p] äëÿ êîòîðîãî

∑

S⊆[s1], |S|=p1

∏
α∈S

(∑

β∈S

|Dα

⋂
Dβ|

)
≥ mp1

3

Kp1

1

. (60)

Ïóñòü S ⊆ [s1], |S| = p1 � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è α ∈ S � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà S. Ïóñòü òàêæå ε = 1/(16K1). Åñëè M ≤ 1/2, òî X = 1 è èñïîëüçóÿ îöåíêó
p ≥ 230K∗/η ïîëó÷àåì, ÷òî ε ≥ 1/p1. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M > 1/2 è ëèáî m ≥ M,
ëèáî m óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (56). Â ýòîé ñèòóàöèè íåðàâåíñòâî ε ≥ 1/p1 âûòåêàåò èç
îöåíêè p ≥ 230K∗/η. Áîëåå òî÷íûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ε ≥ 16/(ηp).
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

GS,α = { x ∈ Dα :
∑

β∈S

Dβ(x) ≥ εp1 } .

Èíûìè ñëîâàìè, GS,α � ýòî ìíîæåñòâî x èç Dα òàêèõ, ÷òî x ïðèíàäëåæèò íå ìåíåå εp1

ìíîæåñòâàì Dβ, β ∈ S. Èìååì
∑

β∈S

|Dα

⋂
Dβ| =

∑
x∈Λ2

Dα(x)
∑

β∈S

Dβ(x) =

=
∑

x∈GS,α

Dα(x)
∑

β∈S

Dβ(x) +
∑

x/∈GS,α

Dα(x)
∑

β∈S

Dβ(x) ≤ p1|GS,α|+ εp1|Dα| . (61)

Ïóñòü S � ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ S, S ⊆ [s1], |S| = p1 òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî S ∈ S íàéäåòñÿ
α ∈ S äëÿ êîòîðîãî îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî |GS,α| ≥ ε|Dα| è |Dα| ≥ εm3/s2. Ïóñòü òàêæå
S̄ � ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ S, S ⊆ [s1], |S| = p1, íå ïðèíàäëåæàùèõ ñåìåéñòâó S. Äîêàæåì,
÷òî

σ1 :=
∑

S∈S̄

∏
α∈S

(∑

β∈S

|Dα

⋂
Dβ|

)
≤ mp1

3

2Kp1

1

. (62)

Ïóñòü Y (S) = {α ∈ S : |GS,α| < ε|Dα|} è Ȳ (S) = S \ Y (S). Ïîëüçóÿñü îöåíêîé (61),
íàõîäèì

σ1 =
∑

S∈S̄

∏

α∈Ȳ (S), |Dα|<εm3/s2

(∑

β∈S

|Dα

⋂
Dβ|

)
·

∏

α∈Y (S)

(∑

β∈S

|Dα

⋂
Dβ|

)
≤

≤
p1∑

l=0

∑

S⊆[s1], |S|=p1, |Y (S)|=p1−l

(
εp1m3

s2

)|Ȳ (S)|
·

∏

α∈Y (S)

(2εp1|Dα|) ≤

≤
p1∑

l=0

(
εp1m3

s2

)l

(2εp1)
p1−l

(
s1 − (p1 − l)

l

) ∑

S′⊆[s1], |S′|=p1−l

∏

α∈S′
|Dα| ≤

≤ 2p1εp1

p1∑

l=0

(
εp1m3

s2

)l

pp1−l
1

sl
1

l!
ε−l 1

(p1 − l)!
mp1−l

3 ≤ 2(2e)p1εp1mp1

3

p1∑

l=0

p1!

l!(p1 − l)!
=

= 2(4e)p1εp1mp1

3 ≤ 24p1−1εp1mp1

3 =
mp1

3

2Kp1

1
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è íåðàâåíñòâî (62) äîêàçàíî. Îòñþäà

σ2 =
∑
S∈S

∏
α∈S

(∑

β∈S

|Dα

⋂
Dβ|

)
≥ mp1

3

2Kp1

1

. (63)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p ≤ log |Λ|/ log log |Λ|. Ïóñòü u0 = [log s2] è Λ(j) = {α ∈ [s1] : 2j−1 ≤
|Dα| ≤ 2j}, j = 1, . . . , u0. Èç íåðàâåíñòâà

∑
α∈Λ1

|Dα| ≤ m âûòåêàåò îöåíêà |Λ(j)| ≤ 2m2−j.
Ïóñòü (j1, . . . , jp1) � íåêîòîðûé íàáîð èç [u0]

p1 . Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë
â íàáîðå (j1, . . . , jp1) ÷åðåç ρ = ρ(j1, . . . , jp1) è ïóñòü ýëåìåíò j∗1 âñòðå÷àåòñÿ â ýòîì íàáîðå
ðîâíî l1 ðàç, ýëåìåíò j∗2 � ðîâíî l2 ðàçà, . . . , ýëåìåíò j∗ρ � ðîâíî lρ ðàç, ïðè ýòîì âñå
ýëåìåíòû j∗1 , j

∗
2 , . . . , j

∗
ρ � ðàçëè÷íûå. Èìååì

σ2 ≤
∑
S∈S

pp1

1

∏
α∈S

|Dα| = pp1

1

p1!

∑
S∈S

∑
α1,...,αp1� ðàçëè÷íûå

S(α1) . . . S(αp1)|Dα1| . . . |Dαp1
| =

= pp1

1

∑
S∈S

u0∑
j1,...,jp1=1

1

l1! . . . lρ!
×

×
∑

α1∈Λ(j1),...,αp1∈Λ(jp1 ), α1,...,αp1� ðàçëè÷íûå
S(α1) . . . S(αp1)|Dα1| . . . |Dαp1

| . (64)

Èç ôîðìóëû (64) âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ íàáîð (j1, . . . , jp1) äëÿ êîòîðîãî
∑

S∈S, S={s(1),...,s(p1)}, s(j)∈Λ(j)

∏
α∈S

|Dα| ≥ l1! . . . lρ!

pp1

1 up1

0

· mp1

3

4Kp1

1

.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâ Λ(j), ïîëó÷àåì, ÷òî

q0 := |{S ∈ S : S = {s(1), . . . , s(p1)}, s(j) ∈ Λ(j)}| ≥ l1! . . . lρ!

pp1

1 up1

0 2j1+···+jp1
· mp1

3

4Kp1

1

.

Èç ïðèíöèïà Äèðèõëå âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ α ∈ [s1] äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

q := |{S ∈ S : S = {s(1), . . . , s(p1)}, s(j) ∈ Λ(j), α ∈ S}| ≥ l1! . . . lρ!

pp1

1 up1

0 2j1+···+jp1
· mp1

3

4s1K
p1

1

.

Ïóñòü Ai = Λ(ji), i = 1, . . . , p1 è A∗
i = Λ(j∗i ), i = 1, . . . , ρ. Ìû õîòèì ïðèìåíèòü ëåììó 4.7

ñ ïàðàìåòðîì w = [log(m3/s2)/(ε
2p1 log(26/ε2))] ê ìíîæåñòâàì Ai, A∗

i . Òàê êàê m ≥ M è
m3 ≥ m/(8K9), òî

q ≥ l1! . . . lρ!

pp1

1 up1

0 2j∗1 l1+···+j∗ρ lρ
· mp1

3

4s1K
p1

1

≥ 2

p1∑

ω=dζp1e

(p1w)ω

ω!

∑

n1+···+nρ=p1−ω, ni≤li

|A∗
1|n1 . . . |A∗

ρ|nρ

n1! . . . nρ!
= 2σ∗ .

(65)
Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ m ≥ M ≥ p1ws2. Îòñþäà

2j∗1 l1+···+j∗ρ lρσ∗ ≤ 2p1

p1∑

ω=dζp1e

(p1w)ω

ω!

∑

n1+···+nρ=p1−ω, ni≤li

sω
2 mp1−ω

n1! . . . nρ!
≤
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≤ 2p1mp1

p1∑

ω=dζp1e

(p1w)ω

ω!

(s2

m

)ω ρp1−ω

(p1 − ω)!
≤ 24p1

(
ρ

p1

)p1(1−ζ)

wζp1mp1(1−ζ)sζp1

2 (66)

(ïðè âûâîäå ïîñëåäíåé îöåíêè ôîðìóëû (66) ìû ïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâîì 1/(ω!(p −
ω)!) =

(
p
w

)
/p!). Òåïåðü ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (65), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü

íåðàâåíñòâî

m3 ≥ 27u0K1w
ζp1m

1−ζs
1/p1

1 sζ
2 ≥ 32

(
ρp1(1−ζ)pζp1

1

l1! . . . lρ!

)1/p1

u0K1w
ζm1−ζs

1/p1

1 sζ
2 , (67)

êîòîðîå ëåãêî âûòåêàåò èç îöåíîê ε ≥ 16/(ηp), m3 ≥ m/(8K9) è

m ≥ M ≥ 244(K∗)4p|Λ|1+η log |Λ|(227(K∗)11p)ηp ≥ |Λ|wp · (s1/p1 log |Λ| 227(K∗)11p2)1/ζ .

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.7 ê Ai, A∗
i , íàõîäèì ìíîæåñòâà S∗1 , . . . , S

∗
w ∈ S òàêèå, ÷òî äëÿ

âñåõ l = 2, 3, . . . , w âûïîëíåíî |(⋃l−1
i=1 S∗i )

⋂
S∗l | ≤ ζp1. Ïðè ýòîì |GS∗i ,α| ≥ ε|Dα|, i =

1, . . . , w è |Dα| ≥ εm3/s2. Ïðèìåíÿÿ ëåììó Áîìáüåðè ê ìíîæåñòâàì GS∗1 ,α, . . . , GS∗w,α ⊆ Dα

ñ ïàðàìåòðîì t = [εw/2], íàõîäèì èíäåêñû i1 < · · · < it èç [w] òàêèå, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà
G∗ = GS∗i1 ,α∩ · · · ∩GS∗it ,α èìååì |G∗| ≥ ε

(
w
t

)−1|Dα|/2. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Dα

è Γi(x) = {β ∈ S∗i : x ∈ Dβ}. ßñíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ GS∗i ,α âûïîëíåíî |Γi(x)| ≥ εp1.
Ïóñòü E =

⋃w
i=1 S∗i è I = {i1, . . . , it}. Î÷åâèäíî, |E| ≤ wp1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Z = { x ∈ Dα : x ïðèíàäëåæèò íå ìåíåå εp1t

2
ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì Dβ, β ∈ E } .

Äîêàæåì, ÷òî G∗ ⊆ Z. Ïóñòü x ∈ G∗. Òîãäà x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì Dβ, β ∈⋃
i∈I Γi(x). Îöåíèì ìîùíîñòü

⋃
i∈I Γi(x). Èìååì

|
⋃
i∈I

Γi(x)| = |
⋃

i∈I\{it}
Γi(x)|+ |Γit(x)| − |(

⋃

i∈I\{it}
Γi(x))

⋂
Γit(x)| ≥

≥ |
⋃

i∈I\{it}
Γi(x)|+ εp1 − |(

⋃

i∈I\{it}
S∗i )

⋂
S∗it| ≥ |

⋃

i∈I\{it}
Γi(x)|+ εp1 − ζp1 ≥ · · · ≥ εp1t

2
.

Îòêóäà G∗ ⊆ Z è, ñëåäîâàòåëüíî, |Z| ≥ |G∗| ≥ ε
(

w
t

)−1|Dα|/2. Ïóñòü l = [εp1t/4]. Òîãäà

Z ⊆
⋃

r1,...,rl∈E � ðàçëè÷íûå

(
Dr1

⋂
· · ·

⋂
Drl

)
.

Çíà÷èò, íàéäåòñÿ íàáîð èíäåêñîâ r1 < · · · < rl èç E äëÿ êîòîðîãî

|Dr1

⋂
· · ·

⋂
Drl

| ≥
(

p1w

l

)−1

|Z| ≥
(

p1w

l

)−1(
w

t

)−1
ε2m3

2s2

≥ 1

28p2

(
m

(K∗)9|Λ|
)η

.

Ïîëîæèì L1 = {λr1 , . . . , λrl
} è L′1 = Dr1

⋂ · · ·⋂ Drl
. Òîãäà L1

⋂L′1 = ∅, L1 +L′1 ⊆ Q3 ⊆
Q è

|L1| = l ≥ log(m3

s2
)

32 log(28

ε2 )
≥

log( m
8(K∗)9|Λ|)

210 log(220K∗)
.
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Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàòèâíóþ ïðîöåäóðó. Åñëè |L1+L′1| ≥
|Q3|/2, òî çàêîí÷èì íàøó ïðîöåäóðó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Q

′
3 =

Q3\(L1+L′1) è ïðèìåíèì ê íåìó ðàññóæäåíèÿ âûøå. Íàéäåì ìíîæåñòâà L2 ⊆ Λ1, L′2 ⊆ Λ2

òàêèå, ÷òî L2

⋂L′2 = ∅, L2 +L′2 ⊆ Q
′
3 ⊆ Q è äëÿ ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ L2, L′2 ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

|L2| ≥
log( |Q|

16(K∗)9|Λ|)

28 log(212K∗)
, |L′2| ≥

1

210p2

( |Q|
(K∗)9|Λ|

)η

.

Èç äèññîöèàòèâíîñòè ìíîæåñòâà Λ è òîãî ôàêòà, ÷òî Λ1

⋂
Λ2 = ∅ ïîëó÷àåì ñâîéñòâî

(L1+L′1)
⋂

(L2+L′2) = ∅. Åñëè |L1+L′1|+|L2+L′2| ≥ |Q3|/2, òî çàêàí÷èâàåì íàø àëãîðèòì,
èíà÷å ïîâòîðÿåì ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ. Â êîíöå�êîíöîâ ìû ïîñòðîèì ìíîæåñòâà
L1,L′1, . . . ,Lh,L′h äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (55).

Íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ êîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (56), íî ëèáî
îöåíêà p ≤ log |Λ|/ log log |Λ| íå âûïîëíåíà, ëèáî m < M. Åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
(56), òî âåëè÷èíà X ðàâíà åäèíèöå. Èç íåðàâåíñòâà (63) è ïðîñòîé îöåíêè |Dα| ≤ s2

âûòåêàåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ìíîæåñòâ â ñåìåéñòâå S íå ìåíüøå mp1

3 /(2Kp1

1 pp1

1 sp1

2 ). Èç óñëîâèÿ
(56) íàõîäèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà íå ìåíüøå åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî S è α ∈ [s1] äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî |GS,α| ≥ ε|Dα| è |Dα| ≥ εm3/s2. Ïóñòü

Z = { x ∈ Dα : x ïðèíàäëåæèò íå ìåíåå εp1 ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì Dβ, β ∈ S } .

Òîãäà GS,α ⊆ Z. Èìååì [εp1/2] ≥ 2−18 p
K∗ ≥ 1. Ïîëîæèì l = min{[εp1/2], [log(m3/s2)/8]}.

Èìååì
Z ⊆

⋃
r1,...,rl∈S � ðàçëè÷íûå

(
Dr1

⋂
· · ·

⋂
Drl

)
.

Çíà÷èò, íàéäåòñÿ íàáîð èíäåêñîâ r1 < · · · < rl èç S äëÿ êîòîðîãî

|Dr1

⋂
· · ·

⋂
Drl

| ≥
(dεp1e

l

)−1

|GS,α| ≥ ε2

16l

m3

s2

≥ 1

16p2

(
m

(K∗)9|Λ|
)1/2

.

Ïîëàãàÿ L1 = {λr1 , . . . , λrl
} è L′1 = Dr1

⋂ · · ·⋂ Drl
è äåéñòâóÿ êàê âûøå, ïîëó÷àåì òðåáó-

åìûé ðåçóëüòàò. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 4.11 Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îöåíêà äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâ Li èç íåðàâåí-

ñòâà (54), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò áûòü óñèëåíà. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð è
ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà îïòèìàëüíîñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. Ñîõðàíèì âñå îáîçíà÷åíèÿ
ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Ïóñòü K > 1 � ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà, Λ1, Λ2 ⊆ Λ, Λ1

⋂
Λ2 = ∅,

Q ⊆ Λ1+Λ2 � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ñâîéñòâà êîòîðîãî ìû îïèøåì íèæå, m := |Q|. Ïóñòü
òàêæå |Λ1| := s, |Λ2| = [mK/s]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà Dα ⊆ Λ2, α = 1, . . . , s
âûáðàíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ [s] êàæäûé ýëåìåíò èç Λ2, ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó Dα ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/K. ßñíî, ÷òî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ
|Dα| ≈ m/s, α = 1, . . . , s |Dα

⋂
Dβ| ≈ m/(sK), α 6= β, α, β = 1, . . . , s, a òàêæå

Tp(Q) À p2p
∑

S⊆[s], |S|=p

∏
α∈S

(∑

β∈S

|Dα

⋂
Dβ|

)
À p2pmp

Kp
.

è íåðàâåíñòâî (53) âûïîëíåíî. Òåì íå ìåíåå, åñëè L ⊆ Λ2, |L| = l > 0, Λ1 + L ⊆ Q, òî
|L| ≤ |Dα1

⋂ · · ·⋂ Dαl
| ¿ m/(sK l) îòêóäà ïîëó÷àåì îöåíêó l ¿ log(m/s)/ log K.

Âûâåäåì ïðîñòîå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 4.9.
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Ïðåäëîæåíèå 4.12 Ïóñòü K, η > 0 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, η ∈ (0, 1/2], K ≥ 1,
p, d � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, d ≥ 3 è Λ ⊆ Fn

2 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà
Λ(2dp). Ïóñòü òàêæå Q � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî dΛ̇, |Λ| ≥ 8d2, p ≥ 250+8dKd/η è

Tp(Q) ≥ pdp|Q|p
K(d−1)p

. (68)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ≤ log |Λ|/ log log |Λ| è

|Q| ≥ 260+50d+ 2
η M17K2dp3d−d|Λ|d−1×

×max

{
(230M11p)ηp|Λ|η log |Λ|, exp

(
log(230M20) log(p log M

log p
)

log(2−25ηp
M

)

)}
,

ãäå M = 213(8K)d−1. Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà L,L′ ⊆ Λ è ýëåìåíòû λ1 + · · · + λd−2

èç Λ òàêèå, ÷òî Li

⋂L′j = ∅, λi /∈ L,L′,

|L| ≥
log( |Q|dd

2140+80dK3d|Λ|d−1 )

210 log(2408dKd)
, |L′| ≥ 1

210p2

( |Q|dd

2140+80dK3d|Λ|d−1

)η

, (69)

è
λ1 + · · ·+ λd−2 + L+ L′ ⊆ Q . (70)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = |Q|, β1 = 4−d, β2 = 4−d + 1/
√

m è a = d|Λ|/de. Òàê êàê
Tp(Q) ≥ pdp|Q|p/K(d−1)p, òî Dp(Q) ≥ (d − 1)p log(p/K). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.3 ñ ïàðà-
ìåòðàìè d è C = 2−6, íàõîäèì (β1, β2)�ñâÿçíîå ïîðÿäêà p ìíîæåñòâî Q1 ⊆ Q òàêîå, ÷òî
m1 := |Q1| ≥ m/(dK2(d−1)) è Tp(Q1) ≥ pdpmp

1/K
(d−1)p. Ïóñòü òàêæå ai = a, i = 1, . . . , d− 1

è ad = |Λ| −∑d−2
i=1 ai. Òàê êàê |Λ| ≥ 8d2, òî |Λ|/(2d) ≤ ad ≤ |Λ|/d. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Q(x) =

(
d!(|Λ| − d)!

(a1 − 1)! . . . (ad − 1)!

)−1 ∑

S1,...,Sd, |Si|=ai,
Fd

i=1 Si=Λ

(
Q

⋂
(S1 + · · ·+ Sd)

)
(x) . (71)

Èç ôîðìóëû (71) âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ S1, . . . , Sd ⊆
Λ òàêèõ, ÷òî

|Q1

⋂
(S1 + · · ·+ Sd)| ≥ m1d!

(|Λ| − d)!

(a1 − 1)! . . . (ad − 1)!

( |Λ|!
a1! . . . ad!

)−1

=

= m1d!
a1 . . . ad

|Λ|(|Λ| − 1) . . . (|Λ| − d + 1)
≥ 1

2
e−dm1 . (72)

Ïîëîæèì Q2 = Q1

⋂
(S1 + · · ·+ Sd).

Ïóñòü d1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, d1 ≤ d, l1, . . . , ld1 � ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç [d], L =
{l1, . . . , ld1}, L = [d] \ L. Ïóñòü òàêæå wli ∈ Sli � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû, i ∈ [d1], ~w =
(wl1 , . . . , wld1

) � âåêòîð è W = {wl1 , . . . , wld1
}. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà D(W ), Q(W )

D(W ) = {
∑

i∈L

λi :
∑

i∈L

λi +
∑
i∈L

wi ∈ Q′}, Q(W ) = {q ∈ Q′ : q =
∑

i∈L

λi +
∑
i∈L

wi}

ßñíî, ÷òî D(W ) = Q(W ) +
∑

i∈L wi. Èíîãäà ìû áóäåì ïèñàòü D(~w), Q(~w) âìåñòî D(W ),
Q(W ). Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî Λ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Λ(2dp). Îòñþäà ëåãêî âèäåòü,
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÷òî ìíîæåñòâà Q(W
⋃{l1}) è Q(W

⋃{l2}), λ1 6= λ2 � íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êðîìå òîãî,
Q(W

⋃{l}) ⊆ Q(W ). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x ≥ 1 âûïîëíåíî
∑

λ

|Q(W
⋃
{λ})|x ≤ |Q(W )|x−1

∑

λ

|Q(W
⋃
{λ})| = |Q(W )|x . (73)

Ïóñòü x1, x2 ≥ 1 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Ïðèìåíÿÿ îöåíêó (73) è íåðàâåíñòâî Êîøè�
Áóíÿêîâñêîãî, íàõîäèì

∑

λ

|Q(W1

⋃
{λ})|x1/2|Q(W2

⋃
{λ})|x2/2 ≤ |Q(W1)|x1/2|Q(W1)|x2/2 . (74)

ßñíî, ÷òî ñïðàâåäëèâ àíàëîã ôîðìóëû (74) è äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà ìíîæåñòâ Q(Wi

⋃{λ}).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q′

2 îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Q2(~a), ~a ∈ S1 × . . . × Sd−2 òàêèõ, ÷òî
|Q2(~a)| ≥ |Q2|/(4|S1| . . . |Sd−2|). Òîãäà |Q′

2| ≥ |Q2|/2. Âûêèäûâàÿ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî,
íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ èç Q2, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî Q′ ⊆ Q2 òàêîå, ÷òî |Q′| = d4−dm1e. Îïè-
øåì ïðîöåäóðó âûáðàñûâàíèÿ òî÷åê èç Q2 áîëåå ïîäðîáíåå. Ýòà ïðîöåäóðà ñîñòîèò èç
äâóõ ýòàïîâ. Ñíà÷àëà ìû âûáðàñûâàåì ìíîæåñòâà Q2(~a) öåëèêîì, äî òåõ ïîð ïîêà ýòî
âîçìîæíî, òî åñòü ïîð ïîêà âûêèäûâàíèå íîâîãî Q2(~a) íå ïðèâåäåò ê ìíîæåñòâó ìîùíî-
ñòè ìåíüøå, ÷åì d4−dm1e. Çàòåì íåîáõîäèìî âûáðîñèòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç ìíîæåñòâ
Q2(~a), êàæäûé ðàç âûêèäûâàÿ òî÷êó ó Q2(~a) íàèáîëüøåé ìîùíîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ïðè òàêîé ïðîöåäóðå ìîùíîñòè âñåõ îñòàâøèõñÿ êëàññîâ óìåíüøàòüñÿ íå áîëåå ÷åì â ÷å-
òûðå ðàçà, êðîìå òîé ñèòóàöèè, êîãäà îñòàíåòñÿ ëèøü îäèí êëàññ. Ïðè ïîñëåäíåì âàðè-
àíòå äëÿ åäèíñòâåííîãî êëàññà Q2(~a) âûïîëíåíî |Q2(~a)| ≥ 4−dm1 ≥ |Q2|/(16|S1| . . . |Sd−2|).
Ïóñòü m′ = |Q′|. Òàê êàê ìíîæåñòâî Q1 ÿâëÿåòñÿ (β1, β2)�ñâÿçíûì ïîðÿäêà p ñ êîíñòàíòîé
C = 2−6, òî

Tp(Q
′) ≥ 2−12p

(
m′

m1

)2p

Tp(Q1) ≥ pdpm′p

212p4dpK(d−1)p
. (75)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
q1 + · · ·+ q2p = 0 , (76)

ãäå qi ∈ Q′, i = 1, . . . , 2p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ′ ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (76). Ïóñòü
~a1, . . . ,~ad−2 � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç S1 × . . . × Sd−2 è ïóñòü ~v = (~a1, . . . ,~a2p). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç σ(~v) = σ(~a1, . . . ,~a2p) � ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (76) òàêèõ, ÷òî
qi ∈ Q(~ai), i ∈ [2p]. Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç M � ñåìåéñòâî ðàçáèåíèé îòðåçêà [2p] íà p
ìíîæåñòâ {C1, . . . , Cp}, |Cj| = 2, j ∈ [p]. Ïóñòü òàêæå V � âñåâîçìîæíûå íàáîðû ðàçáèå-
íèé {M1, . . . ,Md−2}, Mi ∈M, i ∈ [d− 2]. ßñíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íîáîðîâ â V
íå ïðåâîñõîäèò pp(d−2). Ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîð ~v = (~a1, . . . ,~a2p) ïðèíàäëåæèò V , åñëè äëÿ
ëþáîãî j = 1, . . . , d−2 è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà C ðàçáèåíèÿMj, C = {α, β} âûïîëíåíî
λα = λβ. Èìååì

σ′ ≤
∑
V

∑

(~a1,...,~ad−2)∈V
|σ((~a1, . . . ,~ad−2))| =

∑
V

∑

~v∈V
|σ(~v)| . (77)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2, ïîëó÷àåì

|σ(~v)| ≤
(

2p∏
i=1

Tp(~ai)

)1/2p

. (78)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ âåêòîðîâ ~a èç S1 × . . .× Sd−2 âûïîëíåíî

Tp(~a) ≤ p2p|Q(~a)|p
Mp

, (79)

ãäå M = 213(8K)(d−1). Òîãäà èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâ (77), (78), íàõîäèì

σ′ ≤ p2p

Mp

∑
V

∑

(~a1,...,~ad−2)∈V

2p∏
i=1

|Q(~ai)|1/2 . (80)

Ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç ôîðìóëû (73), (74), ïîëó÷àåì

σ′ ≤ p2p

Mp

∑
V

mp ≤ pdpmp

Mp
,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (75). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ âåêòîð ~a èç S1 × . . .× Sd−2

äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî (79) íå âûïîëíåíî è

|Q(~a)| ≥ |Q2|
4|S1| . . . |Sd−2| ≥

m

64ded(4K)2(d−1)|S1| . . . |Sd−2| ≥
mdd

250dK2d|Λ|d−2
.

Ïóñòü ~a = (a1, . . . , ad−2). Ïîëîæèì λi = ai, i ∈ [d− 2]. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.9 ê ìíîæåñòâó
Q(~a) ⊆ Sd−1 + Sd, íàõîäèì ìíîæåñòâà L, L′ äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (69)
è âêëþ÷åíèå (70). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

5. Äîáàâëåíèå.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì àíàëîã òåîðåìû 1.3 â ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé ãðóïïå

G. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
Òåîðåìà 5.1 Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ, A � ïðîèçâîëüíîå ïîä-

ìíîæåñòâî G ìîùíîñòè δ|G|, k ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ìíîæåñòâî Rα îïðåäåëåíî
ðàâåíñòâîì (3). Ïóñòü òàêæå B ⊆ Rα � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

Tk(B) ≥ δα2k

δ2k
|B|2k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r ∈ Ĝ. Îïðåäåëèì âåëè÷èíó θ(r) ∈ S1 ðàâåíñòâîì Â(r) =

|Â(r)|θ(r). Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Rα èìååì

αN |B| ≤
∑
r∈B

|Â(r)| =
∑

x

∑
r

B(r)θ−1(r)e(−r · x) .

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, íàõîäèì

(αN |B|)2k ≤
∑

x

∣∣∣∣∣
∑

r

B(r)θ−1(r)e(−r · x)

∣∣∣∣∣

2k

·
(∑

x

A(x)

)2k−1

= NTk(B ·θ−1)(δN)2k−1 . (81)

Äîêàæåì ïðîñòóþ ëåììó.
Ëåììà 5.2 Ïóñòü f : G → C � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ è k ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî. Òîãäà

Tk(f) ≤ Tk(|f |).
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ
ëþáûõ ôóíêöèé g, h : G → C âûïîëíåíî |(g ∗ h)(x)| ≤ (|g| ∗ |h|)(x), x ∈ G. Îòñþäà è èòå-
ðàòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Tk(f) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó, ïîëó÷àåì èç (81), ÷òî Tk(B) ≥ Tk(B · θ−1) ≥ δα2k

δ2k |B|2k. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

25



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] GowersW.T. Rough structure and classi�cation // Geom. Funct. Anal., Special Volume

- GAFA2000 "Visions in Mathematics", Tel Aviv, (1999) Part I, 79�117.

[2] NathansonM. Additive number theory. Inverse problems and the geometry of sumsets /
Graduate Texts in Mathematics 165, Springer�Verlag, New York, 1996.

[3] ÔðåéìàíÃ.À. Îñíîâàíèÿ ñòðóêòóðíîé òåîðèè ñëîæåíèÿ ìíîæåñòâ / Êàçàíñêèé ãîñ.
ïåä. èíñò., Êàçàíü, 1966.

[4] BiluY. Structure of sets with small sumset // Structure Theory of Sets Addition,
Ast�erisque, Soc. Math. France, Montrouge 258 (1999), 77�108.

[5] Ruzsa I. Generalized arithmetic progressions and sumsets // Acta Math. Hungar. 65
(1994), 379�388.

[6] ChangM.�C., A polynomial bound in Freiman's theorem // Duke Math. J. 113 (2002)
no. 3, 399�419.

[7] GreenB. Arithmetic Progressions in Sumsets // Geom. Funct. Anal., 12 (2002) no. 3,
584�597.

[8] Gy�orgyE., Ruzsa I. The structure of sets with few sums along a graph //
http://www.cs.elte.hu/ elekes/Abstracts/alag.ps, ïðåäñòàâëåíî â ïå÷àòü.

[9] GreenB., Ruzsa I. An analoge of Freiman's theorem in an arbitrary abelian group // J.
London Math. Soc., ïðåäñòàâëåíî â ïå÷àòü.

[10] GreenB. Structure Theory of Set Addition // ICMS Instructional Conference in Com-
binatorial Aspects of Mathematical Analysis, Edinburgh March 25 � April 5 2002.

[11] GreenB. Finite �eld model in additive combinatorics // Surveys in Combinatorics 2005,
LMS Lecture Notes 329, 1�29.

[12] SandersT. An application of a local version of a Chang's theorem //
http://www.arXiv:math.CA/0607668.

[13] SandersT. Three terms arithmetic progressions in sumsets //
http://www.arXiv:math.NT/0611304.

[14] SandersT. The Littlewood�Gowers problem // http://www.arXiv:math.CA/0605522.

[15] SandersT. Notes on Bourgain's re�nement of Chang's quantitative version of Ruzsa's
proof of Freiman's theorem // Preprint, 2007.

[16] SandersT. Notes on a preprint of Shkredov's // Prepint, 2007.

[17] YudinA.A. On the measure of large values of a trigonametric sum // Number Theory
(under the edition of G.A. Freiman, A.M. Rubinov, E.V. Novosyolov), Kalinin State
Univ., Moscow (1973), 163�174.

[18] BesserA. Sets of integers with large trigonometric sums // Ast�erisque 258 (1999), 35�76.

26



[19] LevV. F. Linear Equations over Fp and Moments of Exponential Sums // Duke Mathe-
matical Journal 107 (2001), 239�263.

[20] Konyagin S.V., LevV. F. On the distribution of exponential sums // Integers: Electronic
Journal of Combinatorial Number Theory 0 # A01, (2000).

[21] RudinW. Fourier analysis on groups / Wiley 1990 (ðåïðèíò èçäàíèÿ 1962 ãîäà).

[22] RudinW. Trigonometric series with gaps // J. Math. Mech. 9 (1960), 203�227.

[23] SchoenT. Linear equations in Zp // LMS, submitted for publication.

[24] TaoT., VuV. Additive combinatorics / Cambridge University Press 2006.

[25] Ìèíê Õ. Ïåðìàíåíòû / Ì.: "Íàóêà", 1981.

[26] Bourgain J. Roth's Theorem on Progressions Revisited // Preprint, 2007.

[27] Âîí Ð. Ìåòîä Õàðäè�Ëèòòëâóäà / Ì.: "Ìèð", 1985.

[28] Shkredov I. D. On sets of large exponential sums // Doklady of Russian Academy of
Sciences, 411, N 4, 455�459, 2006.

[29] Shkredov I. D. On sets of large exponential sums // Izvestiya of Russian Academy of
Sciences, 72, N 1, 2008.

[30] ØêðåäîâÈ.Ä. Î ìíîæåñòâàõ ñ ìàëûì óäâîåíèåì // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, ïðåä-
ñòàâëåíî â ïå÷àòü.

27


