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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ.
Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p îáîçíà÷èì ÷åðåç Zp êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ

p, à ÷åðåç Z∗
p � ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ Zp. Ïóñòü R � ïîäãðóïïà

Z∗
p . Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î ïðåäñòàâèìîñòè ïðîèçâîëüíîãî

ýëåìåíòà Z∗
p â âèäå ñóììû ýëåìåíòîâ èç R è áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà A. Ïóñòü R � ïîäãðóïïà Z∗

p . Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî
l ≥ 2 âûïîëíåíî |R| > p1/2+1/2l, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî b ∈ Z∗

p ñóùåñòâóþò
x1, . . . , xl ∈ R, ÷òî b ≡ x1 + . . . + xl(mod p).

Â ðàáîòàõ [2] è [3] èçó÷àëàñü äðóãàÿ àääèòèâíàÿ çàäà÷à. Ïóñòü g ïåð-
âîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, m ≥ 2 � íàòóðàëüíîå. Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî ðàçíîñòåé

A∗ := {(gn1−gn2 , gn2−gn3 , . . . , gnm−1−gnm)(mod p) : 1 ≤ n1, . . . , nm ≤ N}
(1)

Â [2] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà Á. Ïóñòü a ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, a ∈ Zm−1

p òàêîé, ÷òî âñå ñóì-
ìû bj :=

∑m−1
k=j ak, 1 ≤ j ≤ m− 1, bm := 0 ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ p. Ïóñòü

òàêæå N À p1−1/2m+ε. Òîãäà a ïðèíàäëåæèò A∗.
Â ðàáîòå [3] áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé m = 2 è èññëåäîâàí âîïðîñ î ïðè-
íàäëåæíîñòè "ïî÷òè âñåõ"âû÷åòîâ èç Zp ìíîæåñòâó A∗.
Òåîðåìà Â. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî p, ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ g ïî
mod p è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N < p

#{h(mod p) : h 6= gx − gy, 1 ≤ x, y ≤ N } ¿ p3 log p

N3
.

Â ðàáîòàõ [4, 5, 6, 7] èññëåäîâàëèñü ñâîéñòâà ÷èñåë ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà öèôðû. Ïóñòü s > k ≥ 2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, D = {d1, . . . , dk} ⊆
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N0 = N ∪ {0} , 0 = d1 < d2 < . . . < dk < s � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå
ìíîæåñòâî öèôð â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ s. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî (d1, . . . , dk) = 1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

KD
s = {x ∈ N : x =

h∑

j=0

δjs
j, δj ∈ D},

KD
s (N) = {x ∈ KD

s : x < N}.
Ïóñòü íàòóðàëüíûå N è q, (q, s) = 1 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

N > exp(γ lg q lg lg q) (2)

(çäåñü γ � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò s). Â [6, 7] áûëî, â ÷àñò-
íîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ äëÿ âñÿêîãî öåëîãî x íàé-
äåòñÿ a ∈ KD

s (N) òàêîå, ÷òî a ≡ x(mod q). Çàìåíèòü óñëîâèå (2) íà áîëåå
ñëàáîå óñëîâèå N > qσ, σ = σ(s) ïîêà íå óäàåòñÿ. Òåì íå ìåíåå â [7] áûë
äîêàçàí ðåçóëüòàò î ÷èñëå ñðàâíåíèé.
Òåîðåìà Ã. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, s ≥ 3, (p, s) = 1, l ≥ 2 è (λ, p) = 1.
Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå r2 = r2(s, ε) òà-
êîå, ÷òî ïðè N > pr2 äëÿ ÷èñëà T s,D

l,λ (N) ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ a1 . . . al ≡
λ(mod p), a1, . . . , al ∈ KD

s (N), èìååò ìåñòî ôîðìóëà

T s,D
l,λ (N) =

|KD
s (N)|l
p− 1

+ O
(
|KD

s (N)|lpl(− 1
2
+ε)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè l ≥ 3 çàêëþ÷åíèå òåîðåìû Ã äàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ
ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé.

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå áóäóò äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè
ñðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ â äàííûõ àääèòèâíûõ çàäà÷àõ, äëÿ "ïî÷òè âñåõ"âû÷åòîâ.
Òàêæå áóäåò äîêàçàíî íåáîëüøîå óñèëåíèå òåîðåìû Â.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l ≥ 2, ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
Cε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû R ⊆ Z∗

p ìîùíîñòè |R| ≥ Cεp
l/(2l−1),

êîëè÷åñòâî x ∈ Z∗
p x ≡ x1 + . . . + xl(mod p), x1, . . . , xl ∈ R áîëüøå, ÷åì

(1− ε)p.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l ≥ 2, ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî
íàáîðà b1, . . . , bl ∈ Z∗

p ñóùåñòâóåò Cε > 0, ÷òî äëÿ N ≥ Cεp
l/(2l−1) êîëè-

÷åñòâî x ∈ Z∗
p ïðåäñòàâèìûõ â âèäå x ≡ b1g

n1 + . . . + blg
nk(mod p), 1 ≤

n1, . . . , nl ≤ N áîëüøå, ÷åì (1− ε)p.
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Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ≥ 2 è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
Cε > 0, ÷òî äëÿ N ≥ Cεp

m/(m+1) âûïîëíåíî |A∗| > (1− ε)pm−1.
Çàìå÷àíèå. Ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ îáîáùåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà â
[2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå m = 2 òåîðåìà Á âåðíà äëÿ N À p2/3+ε.
Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå pε è r2 = r2(s, ε)
òàêèå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî p > pε è N > pr2 êîëè÷åñòâî âû-
÷åòîâ λ ∈ Z∗

p ïðåäñòàâèìûõ â âèäå λ ≡ a1a2(mod p), a1, a2 ∈ KD
s (N),

áîëüøå, ÷åì (1− ε)(p− 1).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì îñíîâàíî íà îäíîì ìåòîäå Ôðåéìàíà èç [8].

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì.
Ïóñòü M ïîäìíîæåñòâî Zp. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ̂M(r) r - é êîýôôèöè-

åíò Ôóðüå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè χM(x) ìíîæåñòâà M χ̂M(r) =∑
x∈M ep(rx), ãäå ep(x) = e2πix/p. Ïóñòü lM îçíà÷àåò ñóììó M + . . . + M

l ðàç , òî åñòü lM = {x : x ≡ x1 + . . . + xl(mod p), x1, . . . , xl ∈ M}.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Âîçüìåì ëþáîå ε > 0, ε < 1. Ïóñòü

Cε ≥ ε−2/(2l−1) è |R| ≥ Cεp
l/(2l−1). Òîãäà pl/2/|R|(2l−1)/2 < ε. Ðàññìîòðèì

ñóììó ∑
r∈Zp

χ̂l
R(r)χ̂lR(−r). Ñ îäíîé ñòîðîíû ýòà ñóììà ðàâíà∑

r∈Zp
χ̂l

R(r)χ̂lR(−r) =
∑

r

∑
x1∈R . . .

∑
xl∈R

∑
c∈lR ep(x1 + . . .+xl−c) = p|R|l.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû îíà ðàâíà |R|l|lR| + ∑
r∈Z∗p χ̂l

R(r)χ̂lR(−r). Òàê êàê äëÿ
r ∈ Z∗

p èìååì |χ̂R(r)| <
√

p (ñì. [1]), òî ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ïîëó÷àåì

|R|l(p− |lR|) ≤ p(l−1)/2| ∑

r∈Z∗p

χ̂R(r)χ̂lR(−r)| ≤ p(l+2)/2|R|1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî âûáîðó Cε, |lR| ≥ p(1− pl/2

|R|(2l−1)/2 ) > (1− ε)p. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Âîçüìåì ëþáîå ε > 0, ε < 1. Ïóñòü
C1

ε ≥ ε−2/(2l−1), D = {gj : 0 ≤ j ≤ C1
ε p

m/(m+1)}, E = {xy : x, y ∈ D}. Ïóñòü
òàêæå λE(z) = #{x, y ∈ D : xy ≡ z(mod p)}, à λ̂E(r) =

∑
z∈E λE(z)ep(rz).

Çàìåòèì, ÷òî ∑
z λE(z) = |D|2, ∑

z λ2
E(z) ≤ |D|3 è äëÿ r ∈ Z∗

p èìååì
|λ̂E(r)| < √

p|D| (ñì. [1]). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M âñå x ∈ Zp âèäà x ≡ b1e1 +
. . . + blel(mod p), ei ∈ E. Ðàññìîòðèì ñóììó

∑

r∈Zp

χ̂M(−r)λ̂E(b1r) . . . λ̂E(blr) = p|D|2l (3)

Ãëàâíûé ÷ëåí â (3) ñ r = 0 ðàâåí |M ||D|2l. Îöåíèâàÿ îñòàâøóþñÿ ñóììó
ñâåðõó, ïîëó÷àåì (3) ≤ |M ||D|2l+p(p|D|3)1/2p(l−1)/2|D|l−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

3



ïî âûáîðó C1
ε , |M | > (1 − ε)p. Çíà÷èò, |gM | = |M | > (1 − ε)p è òåîðåìà

2 äîêàçàíà ñ Cε = 3C1
ε .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Âîçüìåì ëþáîå ε > 0, ε < 1. Ïóñòü
D = {gj : 0 ≤ j ≤ C1

ε p
m/(m+1)}, E = {xy : x, y ∈ D}, à C1

ε âûáåðåì ïîòîì.
Ïóñòü îáîçíà÷åíèÿ λE(z), λ̂E(r) èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â òåîðåìå
2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χA(x) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A ⊆
Zm−1

p èç (1) ñ 0 ≤ n1, . . . , nm ≤ 2|D| , à ÷åðåç χ̂A(r) =
∑

x∈A ep(rx) å¼ r- é
êîýôôèöèåíò Ôóðüå. Ðàññìîòðèì ñóììó

∑
r1,...,rm−1

χ̂A(−(r1, . . . rm−1))λ̂E(r1)λ̂E(−r1 + r2) . . .

. . . λ̂E(−rm−2 + rm−1)λ̂E(−rm−1) = pm−1|D|2m. (4)
×ëåí â (4) ñ r1 = . . . = rm−1 = 0 ðàâåí |A||D|2m. Îöåíèì ñâåðõó îñòàâøó-
þñÿ ñóììó. Ðàçîáü¼ì å¼ íà ñóììó σ1 ïî r1 6= 0 è íà ñóììó σ2 ïî r1 = 0.
Ïîëüçóÿñü îöåíêîé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè λE è íåðàâåí-
ñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì

σ1 ≤ √
p|D|( ∑

r1,...,rm−1

|χ̂A(−(r1, . . . rm−1))|2)1/2 ·

(
∑

r1,...,rm−1

|λ̂E(−r1 + r2)|2 . . . |λ̂E(−rm−1)|2)1/2 ≤ √
p|D|pm−1(p|D|3)(m−1)/2

Ïðè ñóììèðîâàíèè ïî r1 = 0 âòîðîé ìíîæèòåëü â (4) ðàâåí |D|2. Êàê è
âûøå ðàçáèâàåì σ2 íà ñóììó ïî r2 6= 0 è íà ñóììó ïî r2 = 0 è òàê äàëåå.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

(4) ≤ |A||D|2m +
√

p|D|pm−1(p|D|3)(m−1)/2(1 +
|D|2√
p|D|3/2

+
|D|4
p|D|3 + . . . ) ≤

≤ |A||D|2m + 2
√

p|D|pm−1(p|D|3)(m−1)/2.

Íàõîäÿ C1
ε èç íåðàâåíñòâà pm/2/|D|(m+1)/2 < ε , ïîëó÷àåì |A| ≥ pm−1(1−

pm/2/|D|(m+1)/2) > (1−ε)pm−1. Èòàê, ñóùåñòâóåò > (1−ε)pm−1 âåêòîðîâ èç
Zm−1

p ïðèíàäëåæàùèõ A. Ðîâíî ñòîëüêî æå âåêòîðîâ ïðèíàäëåæàò gA ⊆
A∗, ãäå â îïðåäåëåíèè A∗ èìååì N ≥ 3C1

ε p
m/(m+1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Âîçüìåì ëþáîå ε > 0, ε < 1 è δ > 0, êî-
òîðîå âûáåðåì ïîòîì. Ïóñòü K = KD

s (N) (N > pr2 � âûáåðåì ïîòîì), E =
{xy (mod p) : x, y ∈ K}. Äîêàæåì, ÷òî |E| > (1− ε)(p− 1). Ïóñòü χr(x) =
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e(r ind(x)/(p−1)) õàðàêòåð ãðóïïû Z∗
p . ×èñëî {x ∈ K,x ≡ t(mod p)} îáî-

çíà÷èì ÷åðåç µK(t), ×åðåç µ̂K(r) è f̂E(r) îáîçíà÷èì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ñóììû µ̂K(r) =

∑
x∈Z∗p µK(x)χr(x) è f̂E(r) =

∑
x∈Z∗p fE(x)χr(x), ãäå f(x) �

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà E. Äëÿ ëþáîãî δ > 0 è ëþáî-
ãî íåãëàâíîãî õàðàêòåðà χr(x) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ îöåíêà |µ̂K(r)| ≤ p−1/2+δ|K| (ñì., íàïðèìåð, [7]). Çàìåòèì,
÷òî ∑

x∈Z∗p µK(x) = |K|. Îöåíèì âòîðîé ìîìåíò P ôóíêöèè µK(x), òî
åñòü ñóììó P =

∑
x∈Z∗p µ2

K(x). Ïóñòü K = KD
s (sr1 − 1), r1 = logs p/2, òî-

ãäà sr1 < p. Â [?] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè sr1 < p âûïîëíåíî
P ≤ (k + 1)2r1(1 + λ)r1/sr1 , ãäå 0 < λ < 1. Òîãäà ïðè δ < (1 − λ)/2 è
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p ïîëó÷àåì P < ε2|K|2/p2δ.
Ðàññìîòðèì ñóììó

∑

r∈Z∗p

µ̂2
K(r)f̂E(−r) = (p− 1)|K|2. (5)

Â (5) ÷ëåí ñ r = p− 1 ðàâåí |E||K|2. Îöåíèì îñòàâøóþñÿ ñóììó
p−2∑

r=1

µ̂2
K(r)f̂E(−r) ≤ |K|p−1/2+δ(p− 1)((p− 1)P )1/2 < (p− 1)|K|2ε.

Çíà÷èò, |E| > (1− ε)(p− 1). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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