Ňăâěňăâĺçěáłĺě ğăňěâłĺ �

ŠŐŇ 73 ĆŻŔŞŚŁ 4 ĂŔŘĚŃĲ 2003

ŞĎŁ 511

Ő ŁŘĹŠĚŘĹĹ ŊŐŘŇĂŃĲŊŐŚŠĹ Ŕ§ŠĚŰŁŐČŐ-ŸĂŔĹŘŐ

Ŋ. Č. Ňőéěćĺâĺŋ, Ĺ. Ď. Ÿłàěďőć

Ć ďăŋŋőľ àăąőâě łàĺâěàĺî ŋőàňăńìŋőáâĺ Ŕőáâŋĺłőćă{Ŕïâěæłőčő ŕàĺďăŋă ąőńěě áőÄ ćàěňěŋŋăï äőàňă ĺ ŕőńãçěŋë ěčő ŋěãńãçèăěňëě ăŋăńőčĺ ďńï łőŋěçŋëå æěŕěľ Ňăàłőćă, æěŕŋëå ďàőąěľ ĺ őąőąéěŋŋőčő áďćĺčă Ąěàŋãńńĺ.

Ąĺąńĺőčàăäĺï: 13 ŋăğćăŋĺľ.

1. Ććěďěŋĺě. Ŕãáâì X { ŕàőáâàăŋáâćő á áĺčňă-ăńčěąàőľ ĺğňěàĺňëå ňŋőęěáâć ˘ ĺ ňěàőľ ¯, ă T { ĺğňěàĺňőě íàčőďĺçěáłőě őâőąàăęěŋĺě ŕàőáâàăŋáâćă X ć áěąï, áőåàăŋïîÄ éěě íâã ňěàã. Ćáîďã ŋĺęě ąãďěň áçĺâăâì, çâő ¯(X) = 1.

Ďńï ŕàőĺğćőńìŋőľ ĺğňěàĺňőľ äãŋłæĺĺ f(x) àăááňőâàĺň ąĺàłčőäőćáłőě áàěďŋěě

S_l(T; x; f) = S_l(x; f) = l−1∑ m=0 f(T^mx):

Ŕãáâì {C_m} { ŋě ąőńěě çěň áçěâŋőě áěňěľáâćő ĺğňěàĺňëå ŕőďňŋőęěáâć X. ŐŕàěďěÄ ńĺň ăŋăńőč åăãáďőàäőćőľ ňěàë H( · ) ďńï ňŋőęěáâćă E őâŋőáĺâěńìŋő íâőčő áěňěľáâćă, łăł inf{ ∑ ¯(C_i)}, čďě inf ąěàěâáï ŕő ŋě ąőńěě çěň áçěâŋëň ŕőłàëâĺïň E. Ąãďěň čőÄ ćőàĺâì, çâő ňěàë ¯ ĺ H áőčńăáőćăŋë, ěáńĺ ńîąőě ¯-ĺğňěàĺňőě ňŋőęěáâćő ïćńïěâáï H-ĺğňěàĺňëň.

Őąőğŋăçĺň çěàěğ ` áěňěľáâćő ¯-ĺğňěàĺňëå ňŋőęěáâć {V }, łőâőàëě á ńîąőľ âőçŋőáÄ âìî ăŕŕàőłáĺňĺàãîâáï ňŋőęěáâćăňĺ áěňěľáâćă {C_m}. (Šő ěáâì ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő V ĺğ ` ĺ ńîąőčő ” ¿ 0 áãéěáâćãîâ ŋăąőàë ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć {M_i} ĺ {N_i} ĺğ áěňěľáâćă {C_m}, âăł çâő ⨆ M_i ⊆ V ⊆ ⨆ N_i ĺ ∑ ¯(N_i) − ” ¡ ¯(V ) ¡ ∑ ¯(M_i) + ”).

Ŕãáâì Ø_I { åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï äãŋłæĺï ĺğňěàĺňőčő ňŋőęěáâćă I. Ğŋăňěŋĺâăï íàÄ čőďĺçěáłăï âěőàěňă Ąĺàłčőäă (áň., ŋăŕàĺňěà, [1]) ãâćěàęďăěâ, çâő ďńï ŕőçâĺ ćáěå âőÄ çěł x_0 ćëŕőńŋěŋő lim ˚→∞ S_˚ (x_0; Ø_I ) ˚ = ¯(I): (1)

Ć àăąőâě [2] Ŕïâěæłĺň-Ÿăŕĺàő ďńï ďĺŋăňĺçěáłőľ áĺáâěňë, ŕőàőęďěŋŋőľ őâőąàăęěŋĺÄ ěň x → {qx}, q ∈ N, q ¿ 1, ĺŋâěàćăńă [0; 1) ć áěąï, ąëń ďăŋ łàĺâěàĺľ âőčő, çâőąë ďńï ďăŋŋőľ âőçłĺ x_0 ćëŕőńŋïńőáì (1). Řïď ŕőáńěďãîéĺå àăąőâ Ŕïâěæłőčő-Ÿăŕĺàő ĺ ŔőáâÄ ŋĺłőćă [2]{[5] ĺ ďàãčĺå (ąĺąńĺőčàăäĺî áň. ć [4], [5]) áőďěàęăń őąőąéěŋĺï ĺ ãáĺńěŋĺï ŕěàćőŋăçăńìŋőčő łàĺâěàĺï ĺğ àăąőâë [2].

Ďőáâăâőçŋő őąéăï äőàňãńĺàőćłă ćëčńïďĺâ áńěďãîéĺň őąàăğőň (áà. á [5, âěőàěňă 6]).

Řăąőâă ćëŕőńŋěŋă ŕàĺ ŕőďďěàęłě Řőááĺľáłőčő äőŋďă äãŋďăňěŋâăńìŋëå ĺááńěďőćăŋĺľ, čàăŋâ ò 02-01-00912, ĺ äőŋďă INTAS.

577 © Ŋ. Č. Ňőéěćĺâĺŋ, Ĺ. Ď. Ÿłàěďőć 2003 4 Ňăâěňăâĺçěáłĺě ğăňěâłĺ, â. 73, ć. 4

Šěőàěňă Ă. Ŕãáâì âőçłă x_0 ∈ X. Ŕãáâì ňěàë ¯ ĺ H áőčńăáőćăŋë ĺ ďńï ńîÄ ąőčő ¯-ĺğňěàĺňőčő A ćëŕőńŋěŋő ¯(A) = H(A). Ěáńĺ áãéěáâćãěâ ŕőńőęĺâěńìŋăï ŕőáâőïŋŋăï C, çâő ďńï ńîąőčő ňŋőęěáâćă I ĺğ áěňěľáâćă {C_m} ćëŕőńŋïěâáï

lim sup ˚→∞ S_˚ (x_0; Ø_I ) ˚ ⩽ C¯(I);

âő ďńï ńîąőčő ňŋőęěáâćă I ĺğ ` ćëŕőńŋïěâáï lim ˚→∞ S_˚ (x_0; Ø_I ) ˚ = ¯(I):

Ŕãáâì q { æěńőě çĺáńő, q ¿ 1, ff { ćěéěáâćěŋŋőě çĺáńő. Őąőğŋăçĺň çěàěğ P_˚ (ff; ´), čďě ´ { ŋěłőâőàëľ ĺŋâěàćăń ĺğ őâàěğłă [0; 1], çĺáńő ŕőŕăďăŋĺľ ć ´ ďàőąŋëå ďőńěľ {ffq^k}, k = 0; 1; : : : ; ˚ − 1.

Ďńï ďĺŋăňĺçěáłőľ áĺáâěňë, áőőâćěâáâćãîéěľ àăáŕàěďěńěŋĺî ďàőąŋëå ďőńěľ {ffq^k}, á X = [0; 1) ĺ T x = {qx} ć àăąőâě [3] Ŕïâěæłĺň-Ÿăŕĺàő ąëń ďőłăğăŋ àěğãńìâăâ, ğŋăçĺÄ âěńìŋő ãńãçèăîéĺľ őąéãî âěőàěňã Ă.

Šěőàěňă Ą. Ŕãáâì ’(t) { ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéăï ŕőńőęĺâěńìŋőğŋăçŋăï äãŋłæĺï âăłăï, çâő ďńï ńîąőčő ” ¿ 0 ćëŕőńŋïěâáï

lim inf t→0 ’(t) t^{1−”}

= 0: (2)

Ěáńĺ ďńï ńîąőčő ĺŋâěàćăńă ´ ćëŕőńŋïěâáï

lim sup ˚→∞ P_˚ (ff; ´) ˚ ⩽ ’(|´|); âő ďàőąŋëě ďőńĺ {ffq^k} àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńěŋë.

Łăł ĺğćěáâŋő, åăãáďőàäőćă àăğňěàŋőáâì ňŋőęěáâćă çĺáěń, ŋě ïćńïîéĺåáï ŋőàňăńìÄ ŋëňĺ ŕő őáŋőćăŋĺî q, àăćŋă 1. (Ąőńěě âőčő, łăł ŕőłăğăń Ÿňĺďâ [6], åăãáďőàäőćă àăğÄ ňěàŋőáâì ňŋőęěáâćă çĺáěń, ŋě ïćńïîéĺåáï ŋőàňăńìŋëňĺ ŋĺ ŕő łăłőňã őáŋőćăŋĺî, àăćÄ ŋă ěďĺŋĺæě.) Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, âěőàěňă Ą őğŋăçăěâ, çâő åăãáďőàäőćă ňěàă çĺáěń, ŋě ŋőàňăńìŋëå ŕő äĺłáĺàőćăŋŋőňã őáŋőćăŋĺî q, őâŋőáĺâěńìŋő äãŋłæĺĺ ’ àăćŋă 0.

Ć ďăŋŋőľ ğăňěâłě âěőàěňă Ą ŕěàěŋěáěŋă ŋă ŋěłőâőàëě ďàãčĺě ďĺŋăňĺçěáłĺě áĺáâěňë (ć âőň çĺáńě ĺ àăááňăâàĺćăćèĺěáï ć [4]), ŕàĺ íâőň äãŋłæĺï ’ ąãďěâ ćëąĺàăâìáï âăł, çâőÄ ąë åăãáďőàäőćă ňěàă \ĺáłńîçĺâěńìŋőčő" (ć áňëáńě íàčőďĺçěáłőľ âěőàěňë) ňŋőęěáâćă âőçěł ąëńă àăćŋă 0.

2. Őąéăï ŕőáâăŋőćłă ğăďăçĺ. Ćőğìňěň ŕàőĺğćőńìŋőě ffi ¿ 0 ĺ ŕàőĺğćőńìŋőě ŋăÄ âãàăńìŋőě l. Řăááňőâàĺň ňŋőęěáâćă

A_l(T; f; ffi) = A_l(f; ffi) = { x ∈ X : | | | | S_l(T; x; f) l − ∫ f d¯ | | | | ¿ ffi } : Łăł ãâćěàęďăěâ áâăâĺáâĺçěáłăï íàčőďĺçěáłăï âěőàěňă, ďńï ńîąőčő ffi ¿ 0 ňěàă ňŋőÄ ęěáâć A_l(f; ffi) áâàěňĺâáï ł ŋãńî ŕàĺ l → ∞. (Ŕő ŕőćőďã áłőàőáâĺ áåőďĺňőáâĺ áň. [7], [8]).

Ŕãáâì {C_m} { ŋě ąőńěě çěň áçěâŋőě áěňěľáâćő ĺğňěàĺňëå ŕőďňŋőęěáâć X, ă ’(t) { ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéăï ŕőńőęĺâěńìŋőğŋăçŋăï äãŋłæĺï ăàčãňěâŋă t ∈ R_+ . ŐŕàěďěÄ ńĺň ňěàã H_’( · ) ďńï ňŋőęěáâćă E őâŋőáĺâěńìŋő íâőčő áěňěľáâćă, łăł inf{ ∑ ’(¯(C_i))}, čďě inf ąěàěâáï ŕő ŋě ąőńěě çěň áçěâŋëň ŕőłàëâĺïň E. (Ŕàĺ ’(t) = t ňěàă H_’ áőćŕăďăěâ á àăááňăâàĺćăćèěľáï ćëèě ňěàőľ H.)

Ňë áäőàňãńĺàãěň łàĺâěàĺľ Ŕïâěæłőčő ďńï ŕàőĺğćőńìŋőľ íàčőďĺçěáłőľ ďĺŋăňĺçěáÄ łőľ áĺáâěňë ĺ ŕàőćěďěň ďőłăğăâěńìáâćő, ăŋăńőčĺçŋőě ďőłăğăâěńìáâćã ĺğ [2].

Šěőàěňă 1. Ŕãáâì âőçłă x_0 ∈ X. Ěáńĺ ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő ňŋőęěáâćă I ĺğ áěňěľáâćă {C_m} ćëŕőńŋěŋő

lim sup ˚→∞ S_˚ (x_0; Ø_I ) ˚ ⩽ ’(¯(I))

ĺ ďńï ńîąőčő ffi ¿ 0 ćëŕőńŋěŋő H_’(A_l(T; Ø_I ; ffi)) → 0 ŕàĺ l → ∞, âő ďńï ŕàőĺğćőńìÄ ŋőčő ňŋőęěáâćă V ĺğ ` ĺňěâ ňěáâő ăáĺňŕâőâĺçěáłőě àăćěŋáâćő

lim_{˚→∞}

S_˚ (x_0; Ø_V ) ˚ = ¯(V ): (3)

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćőğìňěň ńîąőě ffi ¿ 0 ĺ åăàăłâěàĺáâĺçěáłãî äãŋłæĺî Ø ŕàőĺğÄ ćőńìŋőčő ňŋőęěáâćă I ĺğ áěňěľáâćă {C_m}. Ďńï ńîąëå ŋăâãàăńìŋëå ˚ ĺ l áŕàăćěďńĺćă äőàňãńă

S_˚ (x_0; Ø) = 1 l ˚−1∑ t=0 S_l(T^tx_0; Ø) + O(l): (4)

Ĺğ íâőľ äőàňãńë ŕőńãçăěň | | | | S_˚ (x_0; Ø) ˚ − ¯(I) | | | | = 1 ˚ | | | | ˚−1∑ t=0 ( S_l(T^tx_0; Ø) l − ¯(I) )| | | + O ( l ˚ )

⩽ 1 ˚ ∑_1 t | | | S_l(T^tx_0; Ø) l − ¯(I) | | | + 1 ˚ ∑_2 t | | | S_l(T^tx_0; Ø) l − ¯(I) | | | + O ( l ˚ )

⩽ ffi +

2R_˚ ˚ + O ( l ˚ ) ; (5)

čďě áãňňĺàőćăŋĺě ć ŕěàćőľ áãňňě àăáŕàőáâàăŋěŋő ŋă âě áńăčăěňëě, ďńï łőâőàëå | | | S_˚ (T^tx_0; Ø) l − ¯(I) | | | ⩽ ffi; ă R_˚ őąőğŋăçăěâ łőńĺçěáâćő áńăčăěňëå ćő ćâőàőľ áãňňě, ďńï łőâőàëå | | | S_˚ (T^tx_0; Ø) l − ¯(I) | | | ¿ ffi:

4*

Ĺâăł, ďńï ĺŋďěłáőć t ĺğ őąńăáâĺ áãňňĺàőćăŋĺï ć

∑_2 ćëŕőńŋïěâáï T^tx_0 ∈ A_l(Ø; ffi).

Ćőğìňěň ŕőłàëâĺě A_l(Ø; ffi) ňŋőęěáâćăňĺ ĺğ áěňěľáâćă {C_m}, âăł çâő ∑ i ’(¯(C_i)) ¡ H_’(A_l(Ø; ffi)) + ffi:

Ŕő ãáńőćĺî âěőàěňë H_’(A_l(Ø; ffi)) → 0 ŕàĺ l → ∞, ğŋăçĺâ

lim sup ˚→∞ R_˚ ˚ ⩽ ∑ i ’(¯(C_i)) ¡ 2ffi (6)

ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå l. Ğŋăçĺâ,

lim sup ˚→∞ | | | S_˚ (x_0; Ø) ˚ − ¯(I) | | | = 0;

â.ě. lim ˚→∞ | | | | S_˚ (x_0; Ø) ˚ − ¯(I) | | | | = 0:

Ŕãáâì âěŕěàì Ø { åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï äãŋłæĺï ŕàőĺğćőńìŋőčő ňŋőęěáâćă V ĺğ `. Ďńï ćáïłőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő ” ŋăľďěâáï ŋăąőà ňŋőęěáâć N_i ĺğ áěňěľáâćă {C_m} âăłĺå, çâő V ⊆ ⨆ N_i ĺ ¯(V ) ¿ ∑ ¯(N_i) − ”. Šěŕěàì ĺňěěň

lim sup ˚→∞ S_˚ (T; x_0; Ø) ˚ ⩽ ∑ lim sup ˚→∞ S_˚ (T; x_0; Ø_i) ˚ = ∑ ¯(N_i) ¡ ¯(V ) + ”;

čďě Ø_i = Ø_{Ni} . Ĺâăł,

lim sup ˚→∞ S_˚ (T; x_0; Ø) ˚ ⩽ ¯(V ):

Ăŋăńőčĺçŋő,

lim inf ˚→∞ S_˚ (T; x_0; Ø) ˚ ⩾ ¯(V ):

Ğŋăçĺâ, ďńï Ø ćëŕőńŋěŋő (3). Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Ůăáâő őłăğëćăěâáï, çâő áěňěľáâćő {C_m} ĺňěěâ áŕěæĺăńìŋëľ ćĺď. Ŕãáâì ¸ { ŋě ąőńěě çěň áçěâŋőě ĺğňěàĺňőě àăğąĺěŋĺě ŕàőáâàăŋáâćă X. Ěáńĺ ¸ ĺ ȷ { ďćă âăłĺå àăğąĺěŋĺï, âő ĺå áőćňěáâŋőě àăğąĺěŋĺě őŕàěďěńïěâáï áńěďãîéĺň őąàăğőň: ¸ ∨ ȷ := {A ∩ B : A ∈ ¸; B ∈ ȷ}. Ďńï ĺğňěàĺňőčő àăğąĺěŋĺï ¸, áőåàăŋïîéěčő ňěàã ŕàěÄ őąàăğőćăŋĺï T , ĺ ŕàőĺğćőńìŋőčő ŋăâãàăńìŋőčő n őŕàěďěńĺň ĺâěàĺàőćăŋŋőě àăğąĺěŋĺě ¸^T_{−n} := ¸ ∨ T^{−1}¸ ∨ · · · ∨ T^{−n+1}¸, ¸^T_0 = ¸.

Ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő áěňěľáâćő {C_m} ěáâì áőćőłãŕŋőáâì ćáěå íńěňěŋâőć àăğąĺěŋĺľ ¸^T_{−∞}. Ňŋőęěáâćő ćáěå íâĺå íńěňěŋâőć ĺŋőčďă őąőğŋăçăîâ çěàěğ ¸^T_{−∞} = {¸^T_{−n}}^∞_{n=0} (íâă áĺâãăæĺï ąëńă äăłâĺçěáłĺ àăááňőâàěŋă ć [4]). Łăł ĺ ŕàěęďě, ` őąőğŋăçăěâ áěňěľáâćő ¯-ĺğňěàĺňëå ňŋőęěáâć {V }, łőâőàëě á ńîąőľ âőçŋőáâìî ăŕŕàőłáĺňĺàãîâáï ňŋőęěáâÄ ćăňĺ áěňěľáâćă {C_m}.

Šěőàěňă 1^′. Ŕãáâì âőçłă x_0 ∈ X. Ěáńĺ ďńï ńîąőčő n ĺ åăàăłâěàĺáâĺçěáłőľ äãŋłæĺĺ Ø_I ŕàőĺğćőńìŋőčő íńěňěŋâă I ∈ ¸^T_{−n} ćëŕőńŋïěâáï

lim sup ˚→∞ S_˚ (x_0; Ø_I ) ˚ ⩽ ’(¯(I)) (7)

ĺ, łàőňě âőčő, ďńï ńîąőčő ffi ¿ 0 ćëŕőńŋïěâáï H_’(A_l(T^n; Ø_I ; ffi)) → 0 ŕàĺ l → ∞, âő ďńï åăàăłâěàĺáâĺçěáłőľ äãŋłæĺĺ Ø ŕàőĺğćőńìŋőčő ňŋőęěáâćă V ∈` lim ˚→∞ S_˚ (x_0; Ø) ˚ = ¯(V ): (8)

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕő âěőàěňě 1 ďńï ńîąőčő íńěňěŋâă ŋăçăńìŋőčő àăğąĺěŋĺï ¸ ćëÄ ŕőńŋěŋő (8). Ŕãáâì Ø { åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï äãŋłæĺï ňŋőęěáâćă K = E_1 ∩ T^{−1}E_2 ∩ · · · ∩ T^{−k+1}E_k, E_i ∈ ¸, łőâőàőě ïćńïěâáï íńěňěŋâőň àăğąĺěŋĺï ¸^T_{−k} ďńï ŋěłőâőàőčő k. ŘăáÄ áňőâàĺň ŕàěőąàăğőćăŋĺě T^k ĺ ąãďěň áçĺâăâì àăğąĺěŋĺě ȷ = ¸^T_{−k} ŋăçăńìŋëň ďńï íâőľ ŋőćőľ ďĺŋăňĺçěáłőľ áĺáâěňë. Ćőğìňěň âőçłĺ x_0; T x_0; : : : ; T^{k−1}x_0. Ďńï ŋĺå ćëŕőńŋěŋő ãáńőćĺě (7) âěőàěňë. Őçěćĺďŋő, çâő ďńï ŕàěőąàăğőćăŋĺï T^k ĺ íâĺå âőçěł ćëŕőńŋěŋő

lim sup ˚→∞ S_˚ (T^k; T^jx_0; Ø_I ) ˚ ⩽ k · ’(¯(I)); j = 0; : : : ; k − 1:

Ňěàë H_’ ĺ H_{k’} áâàěňïâáï ł ŋãńî őďŋőćàěňěŋŋő. Šăłĺň őąàăğőň, ćáě ãáńőćĺï âěőàěňë 1 ďńï ďĺŋăňĺçěáłőľ áĺáâěňë, ŕőàőęďěŋŋőľ ŕàěőąàăğőćăŋĺěň T^k, á ŋăçăńìŋëň àăğąĺěŋĺÄ ěň ȷ ćëŕőńŋěŋë. Ŕàĺňěŋïï äőàňãńã

S_˚ (T; x; Ø) = k−1∑ j=0 S_{[˚=k]}(T^k; T^j x; Ø) + O(k); (9)

ŕőńãçăěň

lim ˚→∞ S_˚ (T; x_0; Ø) ˚ = k−1∑ j=0 1 k lim_{˚→∞}

S_{[˚=k]}(T^k; T^jx_0; Ø)

[˚=k] = k−1∑ j=0 1 k ¯(K) = ¯(K):

Ďăńěě ąãďěň ďěľáâćőćăâì âăłęě, łăł ĺ ć łőŋæě ďőłăğăâěńìáâćă âěőàěňë 1. Ŕãáâì âěŕěàì Ø { åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï äãŋłæĺï ŕàőĺğćőńìŋőčő ňŋőęěáâćă V ĺğ `. Ďńï ćáïłőčő ŕőńőÄ ęĺâěńìŋőčő ” ŋăľďěâáï ŋăąőà ňŋőęěáâć N_i ĺğ áěňěľáâćă {C_m} âăłĺå, çâő V ⊆ ⨆ N_i ĺ ¯(V ) ¿ ∑ ¯(N_i) − ”. Šěŕěàì áŋőćă

lim sup ˚→∞ S_˚ (T; x_0; Ø) ˚ ⩽ ¯(V ) + ”:

Ăŋăńőčĺçŋő, lim inf ˚→∞ S_˚ (T; x_0; Ø) ˚ ⩾ ¯(V ) − ”;

ĺ âěőàěňă ďőłăğăŋă.

3. Śńãçăľ łőŋěçŋőčő àăğąĺěŋĺï. Ŕãáâì âěŕěàì ¸ { łőŋěçŋőě ĺğňěàĺňőě àăğąĺěÄ ŋĺě ŕàőáâàăŋáâćă X á q íńěňěŋâăňĺ.

Ŕãáâì fl_1; : : : ; fl_N , 0 ⩽ fl_i ¡ q, 1 ⩽ i ⩽ N, { ŋěłőâőàăï áĺáâěňă æěńëå çĺáěń, 0 ⩽ a ¡ q, T_{N;a} { łőńĺçěáâćő çĺáěń, àăćŋëå a, ć íâőľ áĺáâěňě. Ć àăąőâě [3] ąëńő ďőłăğăŋő áńěďãîÄ éěě ãâćěàęďěŋĺě.

Şâćěàęďěŋĺě 1. Śãéěáâćãěâ ŋěłőâőàőě ŕőńőęĺâěńìŋőě ”_1 = ”_1(ffi), ”_1(ffi) → 0, ffi → 0, âăłőě, çâő łőńĺçěáâćő áĺáâěň á |T_{N;a} − N=q| ⩾ ffiN ěáâì O(q^{N(1−”1)}).

Ŕãáâì ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéăï äãŋłæĺï ’ ŕàěďáâăćńïěâáï ć ćĺďě ’(t) = t(t), čďě (t) { ŋěćőğàăáâăîéăï äãŋłæĺï, łőâőàăï ãďőćńěâćőàïěâ áńěďãîéěňã ãáńőćĺî: ďńï ŕàőĺğćőńìŋëå ffi ¿ 0, n ∈ N ĺ ďńï ćáěå åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺå äãŋłæĺľ Ø íńěňěŋâőć àăğąĺÄ ěŋĺï ¸^T_{−n} ćëŕőńŋěŋő

lim_{l→∞} max { ¯(A_l(T^n; Ø; ffi)); 1 q^{ln”1(ffi)} } ( 1 q^{ln} ) = 0: (10)

Ğăňěçăŋĺě. Ĺğ ãáńőćĺï, çâő ďńï ńîąëå ffi ¿ 0, n ∈ N ĺňěěâ ňěáâő

lim_{l→∞}

(1=q^{ln}) q^{ln”1(ffi)} = 0 ćëâěłăěâ, çâő ďńï ’ ćëŕőńŋěŋő (2).

Šěőàěňă 2. Ŕãáâì âőçłă x_0 ∈ X ĺ ãďőćńěâćőàïěâ (10). Ěáńĺ ďńï ńîąőčő n ĺ åăàăłâěàĺáâĺçěáłőľ äãŋłæĺĺ Ø ŕàőĺğćőńìŋőčő íńěňěŋâă I ∈ ¸^T_{−n} ćëŕőńŋěŋő

lim sup ˚→∞ S_˚ (x_0; Ø) ˚ ⩽ ¯(I)(¯(I)); (11)

âő ďńï åăàăłâěàĺáâĺçěáłőľ äãŋłæĺĺ Ø ŕàőĺğćőńìŋőčő ňŋőęěáâćă E ∈ ` ćëŕőńÄ ŋěŋő lim_{˚→∞}

S_˚ (x_0; Ø) ˚ = ¯(E): (12)

Ğăňěçăŋĺě. Šăł łăł ďńï ďĺŋăňĺçěáłőľ áĺáâěňë á X = [0; 1] ĺ T x = {qx}

¯(A_l(T^n; Ø; ffi)) = O ( 1 q^{ln”1(ffi)} ) ; âő ĺğ âěőàěňë 2 áńěďãěâ âěőàěňă Ą Ŕïâěæłőčő.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćőğìňěň ńîąőě ffi ¿ 0 ĺ åăàăłâěàĺáâĺçěáłãî äãŋłæĺî Ø íńěÄ ňěŋâă K àăğąĺěŋĺï ¸. Ğăňěâĺň, çâő ňŋőęěáâćő A_l(Ø; ffi) àăğąĺćăěâáï ŋă őąêěďĺŋěŋĺě ŋěłőâőàëå íńěňěŋâőć àăğąĺěŋĺï ¸^T_{−l}. Ŕàőćőďĺň ćëłńăďłã, ăŋăńőčĺçŋãî ćëłńăďłě (5) ĺğ âěőàěňë 1. Ďńï őæěŋłĺ áńăčăěňőčő R_˚ =˚ ć ŕàăćőľ çăáâĺ (5) ŋăň ŋãęěŋ áńěďãîéĺľ ăŋăńőč őæěŋłĺ (6): lim sup ˚→∞ R_˚ ˚ ⩽ ∑_∗ ˘ ¯(˘)(¯(˘)); (13) čďě ğŋăłőň ∑_∗ ˘ őąőğŋăçěŋő áãňňĺàőćăŋĺě ŕő ćáěň íńěňěŋâăň ˘ àăğąĺěŋĺï ¸^T_{−l}, ŋă łőâőÄ àëě àăğąĺćăěâáï A_l(Ø; ffi).

Řăğőąìěň (13) ŋă áãňňã ∑ 1 ŕő ¸^T_{−l}(x) á ňěàăňĺ ¡ 1=q^l ĺ ŋă áãňňã ∑ 2 ŕő ¸^T_{−l}(x) á ňěÄ àăňĺ ⩾ 1=q^l. Ŕő ãâćěàęďěŋĺî 1 łőńĺçěáâćő áńăčăěňëå ć (13) ěáâì O(q^{l(1−”1)}); áńěďőćăÄ âěńìŋő, ∑ 1 ≪ ’(1=q^l)q^{l(1−”1)} = (1=q^l)=q^{l”1(ffi)} (ĺáŕőńìğãěň ňőŋőâőŋŋőáâì äãŋłæĺĺ ’).

Ĺğ âőčő, çâő ŋě ćőğàăáâăěâ, ŕőńãçăěň ∑ 2 ⩽ ¯(A_l(Ø; ffi))(1=q^l). Ŕő ãáńőćĺî (10) âěőÄ àěňë őąă íâĺå ćëàăęěŋĺï ¡ ffi ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ąőńìèőň l. Ğŋăçĺâ,

lim sup ˚→∞ | | | | S_˚ (x_0; Ø) ˚ − ¯(K) | | | | = 0;

â.ě. lim_{˚→∞} | | | S_˚ (x_0; Ø) ˚ − ¯(K) | | | = 0:

Ŕãáâì âěŕěàì Ø { åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï äãŋłæĺï E_1 ∩ T^{−1}E_2 ∩ · · · ∩ T^{−k+1}E_k, E_i ∈ ¸, íńěňěŋâă ¸^T_{−k} ďńï ŋěłőâőàőčő k. Řăááňőâàĺň ŕàěőąàăğőćăŋĺě T^k ĺ ąãďěň áçĺâăâì àăğÄ ąĺěŋĺě ȷ = ¸^T_{−k} á q^k íńěňěŋâăňĺ ŋăçăńìŋëň ďńï íâőľ ŋőćőľ ďĺŋăňĺçěáłőľ áĺáâěňë. Şáńőćĺě (10) ďńï íâőľ ďĺŋăňĺçěáłőľ áĺáâěňë ćëŕőńŋěŋő. Šăłęě ćëŕőńŋěŋő (7). ŚńěÄ ďőćăâěńìŋő, ŕàĺňěŋïï âěőàěňã 1^′, ŕőńãçăěň (12) ďńï åăàăłâěàĺáâĺçěáłőľ äãŋłæĺĺ Ø ŕàőĺğćőńìŋőčő ňŋőęěáâćă E ĺğ `. Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

4. Ő ąőńìèĺå ãłńőŋěŋĺïå. Ďńï őæěŋłĺ ňěà ňŋőęěáâć A_l(Ø; ffi) ąëćăîâ ŕőńěğŋë æěŋâàăńìŋăï ŕàěďěńìŋăï âěőàěňă ĺ őæěŋłĺ ąőńìèĺå ãłńőŋěŋĺľ.

Ŕãáâì ff = {ff_n}_{n=1;2;:::} { ãąëćăîéăï ł ŋãńî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕőńőęĺâěńìŋëå çĺáěń.

Őŕàěďěńěŋĺě. Ďĺŋăňĺçěáłăï áĺáâěňă (X; ˘; ¯; T ) á ŋăçăńìŋëň àăğąĺěŋĺěň ¸ őąńăÄ ďăěâ áćőľáâćőň ff-ŕěàěňěèĺćăŋĺï, ěáńĺ sup M1∈¸T−k; M2∈T −(n+k)(¸T−∞) { |¯(M_1 ∩ M_2) − ¯(M_1)¯(M_2)| } ⩽ ff(n)¯(M_1) = ff_n¯(M_1):

Ŕãáâì àăááňăâàĺćăěňăï ďĺŋăňĺçěáłăï áĺáâěňă őąńăďăěâ áćőľáâćőň ff-ŕěàěňěèĺćăÄ ŋĺï. Řăááňőâàĺň äãŋłæĺî f(x) = Ø(x) − ∫ Ø d¯, čďě Ø(x) { åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï äãŋłÄ æĺï ŕàőĺğćőńìŋőčő íńěňěŋâă ¸^T_{−n}. Ďńï âăłĺå áĺáâěň ćëŕőńŋěŋă

Űěŋâàăńìŋăï ŕàěďěńìŋăï âěőàěňă [11, čń. 4, § 20]. Ŕãáâì ∑ ff^{1=2}_n ¡ ∞ ĺ œ^2 = Ef^2 + 2 ∑_∞ k=1 E(f · f(T^k)) ¿ 0. Šőčďă áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë S_n(f; T )=(œ √ n) áåőďïâáï ŕő àăáŕàěďěńěŋĺî ł ŋőàňăńìŋőľ áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋě N(0; œ^2). (Śĺňćőńőň E őąőğŋăÄ çěŋő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě.)

Ŋăň ŕőŋăďőąïâáï âěőàěňë ąőńìèĺå ãłńőŋěŋĺľ ĺğ [13] ďńï ćěàőïâŋőáâěľ P(x : |S_l(f; ffi)=l| ¿ ffi). Šěőàěňë ő ąőńìèĺå ãłńőŋěŋĺïå ŕàĺ ŋăńĺçĺĺ ŕěàěňěèĺćăŋĺï ãáâăŋăćńĺćăîâ őæěŋłĺ áńěďãîéěčő ćĺďă:

¯(A_l(Ø; ffi)) = P ( x : | | | S_l(f; ffi) l | | | ¿ ffi ) ≪ e^{−æ(l)} (14) á ŋěłőâőàőľ äãŋłæĺěľ æ(l) = æ_ffi(l) → ∞, l → ∞. Ťőàňãńĺàőćłĺ íâĺå àěğãńìâăâőć ć őąÄ éěň ćĺďě ďőáâăâőçŋő čàőňőğďłĺ, ŕőíâőňã ć áńěďãîéĺå ďćãå ŕãŋłâăå ňë áäőàňãńĺàãěň ńĺèì ŋěőąåőďĺňëě ŋăň áńěďáâćĺï.

Őâňěâĺň, çâő ĺáŕőńìğőćăŋŋőě ŋăňĺ ãâćěàęďěŋĺě 1 ĺğ ŕ. 3 (ŕàĺŋăďńěęăéěě ŔïâěæłőÄ ňã-Ÿăŕĺàő) łăł àăğ ïćńïěâáï ŕàőáâěľèĺň ŕàĺňěàőň âěőàěňë ő ąőńìèĺå ãłńőŋěŋĺïå (áň. [10, čń. 1, § 6; čń. 4, § 5]).

5. Šěőàěňă Ŕïâěæłőčő ďńï ňăàłőćáłĺå æěŕěľ. Ŕãáâì ňăâàĺæă

P = {p_{ij}}_{i;j=0;:::;n−1}

áâőåăáâĺçěáłăï, â.ě. âăłăï, çâő p_{ij} ⩾ 0 ĺ ∑ j p_{ij} = 1. Ňăâàĺæă P ŋăğëćăěâáï âàăŋÄ ğĺâĺćŋőľ, ěáńĺ ďńï ŋěłőâőàőčő m ćáě íńěňěŋâë ňăâàĺæë P^m ŕőńőęĺâěńìŋë. ŠőčÄ ďă [1], [10] áãéěáâćãěâ ćěłâőà ß = (ß_1; : : : ; ß_n) á ŕőńőęĺâěńìŋëňĺ łőňŕőŋěŋâăňĺ âăłőľ, çâő P^∗ß = ß (P^∗ { âàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋăï ňăâàĺæă).

Řăááňőâàĺň ŕàőáâàăŋáâćő ąěáłőŋěçŋëå ćŕàăćő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ˙, áőáâăćńěŋÄ ŋëå ĺğ ğŋăłőć 0; : : : ; n − 1. Ňěàã ¯ íńěňěŋâăàŋőčő æĺńĺŋďàă, â.ě. ňŋőęěáâćă, ã łőâőàőčő äĺłáĺàőćăŋő łăłőě-âő łőńĺçěáâćő ŕěàćëå ğŋăłőć, ŕőńőęĺň àăćŋőľ ß_{ffi1} , ěáńĺ äĺłáĺàőćăŋ ŕěàćëľ ğŋăł ffi_1, ĺ àăćŋőľ ß_{ffi1} p_{ffi1ffi2} · · · p_{ffis−1ffis} , ěáńĺ äĺłáĺàőćăŋë ğŋăłĺ ffi_1; : : : ; ffi_s. Ňěàă ŕãáâőčő ňŋőęěáâćă àăćŋă 0, ćáěčő ŕàőáâàăŋáâćă { 1. İâã ňěàã ňőęŋő ŕàőďőńęĺâì ŋă ňĺŋĺňăńìŋãî œ-ăńčěąàã, áőďěàęăéãî ăńčěąàã æĺńĺŋďàĺçěáłĺå ňŋőęěáâć. Ńěčłő ŕàőÄ ćěàĺâì, çâő ŕőńãçěŋŋăï âăłĺň őąàăğőň ňěàă ¯, ąãďěâ ĺŋćăàĺăŋâŋă őâŋőáĺâěńìŋő áďćĺčă ćńěćő T . İâő ŕàěőąàăğőćăŋĺě íàčőďĺçŋő (áň. [1], [12]). Łőŋěçŋăï âàăŋğĺâĺćŋăï æěŕì Ňăàłőćă őąńăďăěâ áćőľáâćőň ff-ŕěàěňěèĺćăŋĺï á ff_n = ae^{−bn}, a; b ¿ 0 (áň. [11, čń. 4, § 20]). Ąőńěě âőčő, ďńï ňěà ňŋőęěáâć A_l(T^k; Ø; ffi), čďě Ø(x) { åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï äãŋłÄ æĺï íńěňěŋâăàŋőčő æĺńĺŋďàă á k äĺłáĺàőćăŋëňĺ ğŋăłăňĺ, ćëŕőńŋěŋă őæěŋłă (áň. [13, ńěňňă 2.4 ĺ âěőàěňă 4.26]) ¯(A_l(Ø; ffi)) ≪ e^{−cl} (15)

á ŋěłőâőàëň c = c(ffi) ¿ 0.

Šěőàěňă 3. Ŕãáâì x_0 ∈ ˙. Ŕãáâì âăłęě ďńï ćáïłőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő ȷ ćëÄ ŕőńŋěŋő (t) = O(t^{−ȷ}), t → 0. Ěáńĺ ďńï ńîąőčő íńěňěŋâăàŋőčő æĺńĺŋďàă I ćëŕőńÄ ŋěŋő lim sup ˚→∞ S_˚ (x_0; I) ˚ ⩽ ¯(I)(¯(I));

âő ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő ňŋőęěáâćă V ĺğ ` ćëŕőńŋïěâáï

lim_{˚→∞}

S_˚ (x_0; V ) ˚ = ¯(V ):

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň àăğąĺěŋĺě ŕàőáâàăŋáâćă ˙ ŋă íńěňěŋâăàŋëě æĺńĺŋďàë á ŕěàćëň äĺłáĺàőćăŋŋëň ğŋăłőň. Ćőğìňěň ńîąőľ íńěňěŋâăàŋëľ æĺńĺŋďà I_k, ã łőâőàőčő k ŕěàćëå ğŋăłőć äĺłáĺàőćăŋő. Őąőğŋăçĺň çěàěğ Ø ěčő åăàăłâěàĺáâĺçěáłãî äãŋłæĺî, ĺ ŕãáâì f(x) = Ø(x) − ∫ Ø d¯. Ĺğ őæěŋłĺ (15) ĺňěěň

lim_{l→∞} max { ¯(A_l(T^k; Ø; ffi)); 1 n^{lk”1(ffi)} } ( 1 n^{lk} ) = 0:

Ŕàĺňěŋïï âěőàěňã 2, ŕőńãçăěň âěőàěňã 3.

6. Ŕàĺňěàë áő áçěâŋëň àăğąĺěŋĺěň. Ć áńěďãîéĺå ďćãå ŕàĺňěàăå ďĺŋăňĺçěáÄ łĺå áĺáâěň áő áçěâŋëň ŋăçăńìŋëň àăğąĺěŋĺěň ¸ ňőęŋő ïćŋő ãłăğăâì äãŋłæĺî ’.

ă) Ŕěàćëľ ŕàĺňěà őâŋőáĺâáï ł âěőàĺĺ æěŕŋëå ďàőąěľ. Űěŕŋőľ ďàőąìî, áőőâćěâáâćãîéěľ çĺáńã ff, ŋăğëćăěâáï ćëàăęěŋĺě

ff = a_0 + 1 a_1 + 1 a_2 + · · ·

= [a_0; a_1; a_2; : : : ]:

Ůĺáńő a_n ŋăğëćăěâáï n-ň ŋěŕőńŋëň çăáâŋëň çĺáńă ff, ă àăæĺőŋăńìŋőě çĺáńő p_k=q_k = [a_0; a_1; a_2; : : : ; a_k] { ŕőďåőďïéěľ ďàőąìî ŕőàïďłă k. Ěáńĺ ff ∈ [0; 1), âő ąãďěň ŕĺáăâì ff = [a_1; a_2; : : : ]. Ĺŋâěàćăńőň k-čő àăŋčă I_k = I_k(a_1; : : : ; a_k) ŋăğëćăěâáï ňŋőęěáÄ âćő ćáěå çĺáěń ff, ã łőâőàëå æěŕŋëě ďàőąĺ ŋăçĺŋăîâáï á a_1; : : : ; a_k. Őąőğŋăçĺň çěÄ àěğ S_˚ (ff; I_k) çĺáńő ŕőćâőàěŋĺľ łőňąĺŋăæĺĺ (a_1; : : : ; a_k) ć àăğńőęěŋĺĺ ff ďő ˚-čő ňěáâă.

Łăł ĺğćěáâŋő, ŕàěőąàăğőćăŋĺě Čăãááă T x = {1=x}, x ≠ 0, T 0 = 0, ïćńïěâáï ńěćëň áďćĺčőň ŕàĺ àăğńőęěŋĺĺ ć æěŕŋãî ďàőąì ĺ áőåàăŋïěâ ňěàã

¯(A) = 1 ln 2 ∫ A 1 1 + x dx; łőâőàăï íłćĺćăńěŋâŋă ňěàě Ńěąěčă dx. Śőőâćěâáâćãîéăï ďĺŋăňĺçěáłăï áĺáâěňă őąńăÄ ďăěâ áćőľáâćőň ff-ŕěàěňěèĺćăŋĺï (âěőàěňă Ńěćĺ, áň. [11, čń. 4, § 20], ă âăłęě [9, ŕàĺňěÄ çăŋĺě, á. 83]) á ff_n = Ke^{−fln}, K; fl ¿ 0. Ć àăááňăâàĺćăěňőň áńãçăě âěőàěňă ąőńìèĺå ãłńőŋěŋĺľ ďńï áńăąő ğăćĺáĺňëå áńãçăľŋëå ćěńĺçĺŋ (áň. [13, ńěňňă 2.4 ĺ âěőàěňă 4.23]) őąěáŕěçĺćăěâ őæěŋłĺ ďńï ňěà ¯(A_l(Ø; ffi)) ≪ e^{−c} √ l (16)

á ŋěłőâőàëň c = c(ffi) ¿ 0.

Šěőàěňă 4. Ŕãáâì x_0 ∈ [0; 1). Ŕãáâì âăłęě ďńï ćáïłőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő ȷ ćëŕőńŋěŋő (t) = O(e^ȷ

√_{log 1=t} ), t → 0. Ěáńĺ ďńï ńîąőčő ĺŋâěàćăńă k-čő àăŋčă I_k ĺňěěâ ňěáâő ŋěàăćěŋáâćő

lim sup ˚→∞ S_˚ (x_0; I_k) ˚ ⩽ ¯(I_k)(¯(I_k));

âő ďńï ńîąőčő ĺŋâěàćăńă I = (a; b) ćëŕőńŋěŋő lim ˚→∞ S_˚ (x_0; I) ˚ = ¯(I):

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćőğìňěň ńîąőě ffi ¿ 0, ĺ ŕãáâì I_k { ŕàőĺğćőńìŋëľ ĺŋâěàćăń k-čő àăŋčă. Őąőğŋăçĺň çěàěğ E_l(g) (g ⩾ 1) ňŋőęěáâćő çĺáěń őâàěğłă [0; 1], ďńï łőâőàëå a_1a_2 · · · a_l ⩾ g. İâő ňŋőęěáâćő ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ áĺáâěňã ĺŋâěàćăńőć àăŋčă l. ĎńĺÄ ŋă |I_l| łăłőčő-ńĺąő ĺğ íâĺå ĺŋâěàćăńőć àăćŋă 1=(q_l(q_l + q_{l−1})) ĺ 1=(2q^2_l ) ⩽ |I_l| ⩽ 1=q^2_l . Ďăńěě, ŕő ĺŋďãłæĺĺ ŕőńãçăěň, çâő a_1a_2 · · · a_l ⩽ q_l ⩽ 2^la_1a_2 · · · a_l.

Őæěŋĺň åăãáďőàäőćã ňěàã E_l(g) őâŋőáĺâěńìŋő äãŋłæĺĺ ’, â.ě. áãňňã

H_’(E_l(g)) = ∑ a1a2···al⩾g |I_l|(|I_l|):

Őąőğŋăçăï t^{−ȷ} çěàěğ æ(t), ĺňěěň

H_’(E_l(g)) ⩽ ∑ a1a2···al⩾g æ((2^{l+1}a_1a_2 · · · a_l)^2)

(a_1a_2 · · · a_l)^2

= æ(4^{l+1}) ∑ a1a2···al⩾g l∏ i=1 æ(a^2_i ) a^2_i

: (17)

Ŕő ăŋăńőčĺĺ á àăááãęďěŋĺïňĺ ĺğ [9] ŕőńãçĺň őæěŋłã ďńï (17). Ğăňěâĺň, çâő l∏ i=1 æ(a^2_i ) a^2_i = l∏ i=1 ( 1 + 1 a_i ) æ(a^2_i ) a_i(a_i + 1)

⩽ 2^l l∏ i=1 ∫_{ai+1} ai æ(x^2_i ) x^2_i dx_i:

Śńěďőćăâěńìŋő,

H_’(E_l(g)) ⩽ 2^læ(4^{l+1})J_l(g) = 2^læ(4^{l+1}) ∫ · · · ∫ æ(x^2_1 · · · x^2_l ) dx_1 · · · dx_l x^2_1 · · · x^2_l ; čďě ĺŋâěčàĺàőćăŋĺě àăáŕàőáâăŋïěâáï ŋă őąńăáâì x_i ⩾ 1, x_1x_2 · · · x_l ⩾ g. Ŕő ĺŋďãłæĺĺ ďőłăğëćăěâáï, çâő

J_n(g) = æ(g^2) g (_{n−2}∑ k=0 C^{n−k−1} log^k g k! + C log^{n−1} g (n − 1)! ) ;

čďě C = 1=(1 − 2ȷ). Ďăńìŋěľèĺľ ŕőďáçěâ ŕőłăğëćăěâ, çâő, ŕőńăčăï g = e^{Al}, čďě A ďőáâăâőçŋő ąőńìèőě, ĺňěěň

H_’(E_l(e^{Al})) ≪ e^{−Bl}; B ¿ 0: (18)

Ďăńěě, lim sup ˚→∞ R_˚ ˚ ⩽ ∑_{∗∗} I ¯(I)(¯(I)); (19)

čďě, ć őâńĺçĺě őâ âěőàěňë 2 (áà. á äőàňãńőľ (13)), áãňňĺàőćăŋĺě ∑_{∗∗} I àăáŕàőáâàăŋïěâÄ áï ŋă áçěâŋőě łőńĺçěáâćő ĺŋâěàćăńőć k-čő àăŋčă I. Řăğőąìěň (19) ŋă áãňňã ŕő I_l ⊆ E_l(g) ĺ ŋă áãňňã ŕő I_l ⊆ A_l(I_k; ffi) \ E_l(g). Šăł łăł ďńï I_l, ŋě ŕàĺŋăďńěęăéĺå E_l(g), ĺňěěâ ňěáâő ŋěàăćěŋáâćő |I_l| ⩾^1_2 (2^lg)^2 = 1=e^{Kl}, čďě K ¿ 0 { ŋěłőâőàăï ŋőćăï łőŋáâăŋâă, ĺáŕőńìğãï (18), ňë ŕőńãçăěň, çâő

lim sup ˚→∞ R_˚ ˚ ≪ e^{−Bl} + ( 1 e^{Kl} ) ¯(A_l(I_k; ffi)): (20)

Ĺğ őæěŋłĺ (16) áńěďãěâ, çâő ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ňăńőň ȷ ŕàăćăï çăáâì (20) áâàěňĺâáï ł 0 ŕàĺ ˚ → ∞. Ğŋăçĺâ, ďńï åăàăłâěàĺáâĺçěáłőľ äãŋłæĺĺ Ø ĺŋâěàćăńă I_k ćëŕőńŋěŋő

lim sup ˚→∞ | | | S_˚ (x_0; Ø) ˚ − ¯(I_k) | | | = 0;

â.ě. lim_{˚→∞} | | | S_˚ (x_0; Ø) ˚ − ¯(I_k) | | | = 0:

Ćőğìňěň âěŕěàì ŕàőĺğćőńìŋëľ ĺŋâěàćăń (a; b). Šăł łăł ďńĺŋë ĺŋâěàćăńőć I_n ãąëÄ ćăîâ, âő (a; b) ňőęěâ ąëâì ăŕŕàőłáĺňĺàőćăŋ á ńîąőľ âőçŋőáâìî âăłĺňĺ ĺŋâěàćăńăňĺ. Šěőàěňă 4 ďőłăğăŋă.

ą) Ćâőàőľ ŕàĺňěà ïćńïěâáï őąőąéěŋĺěň âěőàěňë Ŕïâěæłőčő-Ÿăŕĺàő ŋă áńãçăľ áĺáÄ âěňë á ąěáłőŋěçŋëň ăńäăćĺâőň.

Ŕãáâì p_a, a = 1; 2; 3; : : : , { ŕőńőęĺâěńìŋëě çĺáńă, ∑_∞ a=1 p_a = 1. Řăááňăâàĺćăěâáï ŕàőáâàăŋáâćő ˙ ąěáłőŋěçŋëå ćŕàăćő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ

¸ = (¸_1; : : : ; ¸_˚ ; : : : )

á ňěàőľ ¯, őŕàěďěńěŋŋőľ ŋă íńěňěŋâăàŋëå æĺńĺŋďàĺçěáłĺå ňŋőęěáâćăå

´(a_1; : : : ; a_n) = {¸ : ¸_j = a_j; j = 1; : : : ; n}

ŕő ŕàăćĺńã ¯´(a_1; : : : ; a_n) = p(a_1; : : : ; a_n) = p_{a1} · · · p_{an} ĺ ŕàőďőńęěŋŋőľ ŋă ćáî œ-ăń-čěąàã, ŕőàőęďěŋŋãî æĺńĺŋďàĺçěáłĺňĺ ňŋőęěáâćăňĺ. Ďńï ŋăąőàă a = (a_1; : : : ; a_n) ąãÄ ďěň ĺáŕőńìğőćăâì őąőğŋăçěŋĺě p(a) = p(a_1; : : : ; a_n). Ŕàěőąàăğőćŋĺě áďćĺčă ćńěćő ňë ąãďěň áŋőćă őąőğŋăçăâì T (åőàőèő ĺğćěáâŋő, çâő őŋő íàčőďĺçŋő).

Šěőàěňă 5. Ŕãáâì ŕàĺ ŋěłőâőàőň ŕőńőęĺâěńìŋőň ȷ_0 àïď ∞∑ a=1 p^{1−ȷ0}_a

áåőďĺâáï. Ŕãáâì ’(t) { ŕàőĺğćőńìŋăï ŕőńőęĺâěńìŋőğŋăçŋăï äãŋłæĺï, áâàěňïÄ éăïáï ł 0 ŕàĺ t → 0 ĺ âăłăï, çâő ďńï ćáïłőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő ȷ ćëŕőńŋěŋő ’(t) = O(t^{1−ȷ}), t → 0. Ěáńĺ ďńï ńîąőčő íńěňěŋâăàŋőčő æĺńĺŋďàă I ćëŕőńŋěŋő

lim sup ˚→∞ S_˚ (x_0; Ø_I ) ˚ ⩽ ’(¯(I)); (21)

âő ďńï åăàăłâěàĺáâĺçěáłőľ äãŋłæĺĺ Ø ŕàőĺğćőńìŋőčő ňŋőęěáâćă E ∈`

lim_{˚→∞}

S_˚ (x_0; Ø) ˚ = ¯(E):

Ďőłăğăâěńìáâćő. Őŕàěďěńĺň

œ_{n;ffi}(p; q; x; y) = ∑ k:k=n =∈[p−ffi;p+ffi]

C^k_np^{(1−x)k}q^{(1−y)(n−k)}

ĺ ďńï ŋăąőàă a = (a_1; : : : ; a_t) ćěńĺçĺŋã

œ_{n;ffi}(a; ȷ) = ∑ k:k=n =∈[p(a)−ffi;p(a)+ffi]

C^k_n ( p(a)^{(1−ȷ)}

)_k · ( ∑ b=(b1;:::;bt)≠a

p(b)^{1−ȷ} )_{n−k} :

Ńěňňă. Ďńï ńîąëå ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń p; q ¿ 0, p + q = 1, áãéěáâćãěâ ŕőÄ áâőïŋŋăï ffi_0(p; q) âăłăï, çâő ďńï łăęďőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő ffi ¡ ffi_0(p; q) ŋăľďãâáï ćěńĺçĺŋë w_ffi (p; q); ”_ffi(p; q); n_ffi(p; q) âăłĺě, çâő ŕàĺ ćáěå n ¿ n_ffi(p; q) ćëŕőńŋěŋő sup x;y∈[0;wffi (p;q)]

œ_{n;ffi}(p; q; x; y) ¡ exp(−”_ffi(p; q)n):

Ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë ŕőńŋőáâìî ăŋăńőčĺçŋő áőőâěâáâćãîéěňã ãâćěàęďěŋĺî ĺğ [3]: ŋăďő ğăňěâĺâì, çâő ňăłáĺňãň äãŋłæĺĺ g(k) = C^k_np^k_1 q^{n−k}_1 ďőáâĺčăěâáï ŕàĺ k n ∼ p_1 p_1 + q_1

(ĺ ŕàĺ ŕěàěåőďě çěàěğ íâőâ ňăłáĺňãň ćőğàăáâăŋĺě áňěŋïěâáï ãąëćăŋĺěň) ĺ çâő

œ_{n;ffi}(p; q; x; y) ⩽ ( ˇ^{(+)}_ffi (p; q; ; x; y; ) ( 1 + O ( 1 n )))n + ( ˇ^{(−)}_ffi (p; q; ; x; y) ( 1 + O ( 1 n )))n ; čďě ˇ^{(±)}_ffi (p; q; ; x; y) = p^{(1−x)(p±ffi)}q^{(1−y)(q∓ffi)} (p ± ffi)^{p±ffi}(q ∓ ffi)^{q∓ffi} { ŋěŕàěàëćŋăï ć ŋãńě äãŋłæĺï ŕěàěňěŋŋëå x; y ĺ lim x;y→0

ˇ^{(±)}_ffi (p; q; ; x; y; ) = 1 − ffi^2 2 ( 1 p + 1 q ) + O(ffi^3); ffi → 0:

Śńěďáâćĺě ńěňňë. Ŕãáâì ŕàĺ ŋěłőâőàőň ŕőńőęĺâěńìŋőň ȷ_0 àïď ∞∑ a=1 p^{1−ȷ0}_a

áåőďĺâáï. Šőčďă ďńï ńîąőčő ŋăąőàă a = (a_1; : : : ; a_t) ŋăľďěâáï ŕőńőęĺâěńìŋőě ffi(a) âăłőě, çâő ďńï łăęďőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő ffi ¡ ffi(a) ŋăľďãâáï ŕőńőęĺâěńìŋëě

ȷ(ffi; a); ”(ffi; a); n(ffi; a)

âăłĺě, çâő ŕàĺ ćáěå ȷ ∈ [0; ȷ(ffi; a)] ĺ ŕàĺ ćáěå n ¿ n_ffi(p; q) ćëŕőńŋěŋő

œ_{n;ffi}(a; ȷ) ¡ exp(−”(ffi; a)n): (22)

Ďńï âőčő çâőąë ŕőńãçĺâì áäőàňãńĺàőćăŋŋőě áńěďáâćĺě, ŕőńăčăěň p = p(a), q = 1 − p(a) ĺ ĺáŕőńìğãěň, çâő äãŋłæĺĺ f(ȷ) = p(a)^{1−ȷ} ĺ g(ȷ) = ∑ b:b≠a(p(b))

1−ȷ ŕàĺ ȷ ąńĺğłĺå ł ŋãńî ïćńïîâáï ŋěŕàěàëćŋëňĺ; ć çăáâŋőáâĺ, ŋă ŋěłőâőàőň ĺŋâěàćăńě 0 ⩽ ȷ ⩽ ȷ(ffi; a) ĺňěěň g(0) = 1 − p(a) ⩽ g(ȷ) ⩽ (1 − p(a))^{wffi (p;q)}. Ğăâěň ŕàĺňěŋïěň ńěňňã.

Ěáńĺ âěŕěàì àăááňőâàěâì åăàăłâěàĺáâĺçěáłãî äãŋłæĺî Ø_a íńěňěŋâăàŋőčő æĺńĺŋďàă á äĺłáĺàőćăŋŋëňĺ ŕěàćëňĺ ğŋăłăňĺ a = (a_1; : : : ; a_t), âő ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ąőńìèőň n ąãÄ ďěâ ĺňěâì ňěáâő H_’(A_n(Ø_a; ffi)) ≪ œ_{n;ffi} (a; ȷ). Šěŕěàì áőčńăáŋő (22) H_’(A_n(Ø_a; ffi)) → 0, n → ∞, ĺ âěőàěňă 5 ćëâěłăěâ ĺğ âěőàěňë 1.

Šěőàěňă 5 ďőłăğăŋă.

7. Ğăňěçăŋĺï.

Ğăňěçăŋĺě 1. Šěőàěňë 1, 1^′ ŋőáïâ őąéĺľ åăàăłâěà.

Ğăňěçăŋĺě 2. Šěőàěňë 3{5 ĺňěîâ ďěńő á łőŋłàěâŋëňĺ ďĺŋăňĺçěáłĺňĺ áĺáâěňăňĺ. Ńěčłő ćĺďěâì, çâő âěőàěňë 3 ĺ 5 ŋěãńãçèăěňë, â.ě. őáńăąĺâì ãáńőćĺě ŋă äãŋłæĺî ć íâĺå âěőàěňăå ŋěńìğï (áň. [3]). Ć âěőàěňě 4 ćňěáâő ãáńőćĺï ’(t) = O(te^{−ȷ}

√_{log 1=t} ), t → 0, ŋăćěàŋőě, ňőęŋő ŕőâàěąőćăâì ńĺèì ãáńőćĺě ’(t) = O(t^{1−ȷ}), t → 0, ŋő ďőłăğăâì íâő ňë ŋě ňőęěň.

Ğăňěçăŋĺě 3. Šěőàěňë 3, 4 ďőłăğăŋë ŋăňĺ á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň áńőęŋëå âěőàěň ő ąőńìèĺå ãłńőŋěŋĺïå [13]. Šěőàěňă 5 âőęě ňőęěâ ąëâì ćëćěďěŋă ĺğ âěőàěňë ő ąőńìèĺå ãłńőŋěŋĺïå ďńï áãňň ŋěğăćĺáĺňëå áńãçăľŋëå ćěńĺçĺŋ (áň. [10, čń. 4, § 5]), őďŋăłő ŕő ŕàĺçĺŋě ěě ŕàőáâőâë ňë ŕàĺćěńĺ íńěňěŋâăàŋőě ďőłăğăâěńìáâćő.

Ğăňěçăŋĺě 4. Ŋě ćëğëćăěâ áőňŋěŋĺï, çâő ŕőďőąŋőčő àőďă ãáĺńěŋŋëľ łàĺâěàĺľ ŔïÄ âěæłőčő-Ÿăŕĺàő áŕàăćěďńĺć ĺ ć ğăďăçě ő àăáŕàěďěńěŋĺĺ ďàőąŋëå ďőńěľ ňăâàĺçŋőľ ŕőÄ łăğăâěńìŋőľ äãŋłæĺĺ, àăááňăâàĺćăćèěľáï ć [5].

ŚŔĹŚŐŁ ŰĹŠĹŘŐĆĂŊŊŐĽ ŃĹŠĚŘĂŠŞŘŻ

[1] Łăâőł Ă. Ą., Ţăááěńąńăâ Ą. Ććěďěŋĺě ć áőćàěňěŋŋãî âěőàĺî ďĺŋăňĺçěáłĺå áĺáâěň. Ň.:

Ĺğď-ćő \Ťăłâőàĺăń", 1999.

[2] Ŕïâěæłĺľ-Ÿăŕĺàő Ĺ. Ĺ. Ő ğăłőŋăå àăáŕàěďěńěŋĺï ďàőąŋëå ďőńěľ ŕőłăğăâěńìŋőľ äãŋłÄ æĺĺ // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâěň. 1951. Š. 15. Ś. 47{52.

[3] Ŕïâěæłĺľ-Ÿăŕĺàő Ĺ. Ĺ. Ő àăááŕàěďěńěŋĺĺ ďàőąŋëå ďőńěľ ŕőłăğăâěńìŋőľ äãŋłæĺĺ // Şçěŋëě ğăŕĺáłĺ ŇČŔĹ. 1957. Š. 58. ò2. Ś. 317{322.

[4] Ŕőáâŋĺłőć Ă. Č. Ăàĺäňěâĺçěáłőě ňőďěńĺàőćăŋĺě áńãçăľŋëå ŕàőæěááőć. Šà. ŇĹĂŊ. Š. 57.

Ň.: Ŋăãłă, 1960.

[5] Ŕőáâŋĺłőć Ă. Č. İàčőďĺçěáłĺě ćőŕàőáë âěőàĺĺ áàăćŋěŋĺľ ĺ âěőàĺĺ ďĺőäăŋâőćëå ŕàĺąńĺÄ ęěŋĺľ. Šà. ŇĹĂŊ. Š. 82. Ň.: Ŋăãłă, 1966.

[6] Schmidt W. M. Badly approximable numbers and certain games // Trans. Amer. Math.

Soc. 1966. V. 123. P. 178{199.

[7] von Neumann J. Physical applications of the ergodic hypothesis // Proc. Nat. Acad. Sci.

1932. V. 18. P. 263{266.

[8] Łăçãàőćáłĺľ Ă. Č. Śłőàőáâĺ áåőďĺňőáâĺ ć íàčőďĺçěáłĺå âěőàěňăå // ŞŇŊ. 1996. Š. 51.

ò4. Ś. 73{124.

[9] Ţĺŋçĺŋ Ă. §. Űěŕŋëě ďàőąĺ. Ň.: Ŋăãłă, 1978. [10] Ÿĺàïěć Ă. Ŋ. Ćěàőïâŋőáâì. Ň.: Ŋăãłă, 1989.

[11] Ąĺńńĺŋčáńĺ Ŕ. Śåőďĺňőáâì ćěàőïâŋőáâŋëå ňěà. Ň.: Ŋăãłă, 1977. [12] Řőňăŋőćáłĺľ Ć. Ĺ. Ďĺáłàěâŋëě æěŕĺ Ňăàłőćă. Ň.: Čőáâěåĺğďăâ, 1949. [13] Śăãńĺá Ń., Śâăâãńïćĺçãá Ć. Ŕàěďěńìŋëě âěőàěňë ő ąőńìèĺå ãłńőŋěŋĺïå. Ćĺńìŋîá:

Ňőłáńăá, 1989.

Ňőáłőćáłĺľ čőáãďăàáâćěŋŋëľ ãŋĺćěàáĺâěâ ĺň. Ň.Ć. Ńőňőŋőáőćă E-mail: moshche@mech.math.msu.su, ishkredov@rambler.ru

Ŕőáâãŕĺńő 10.04.2002