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Abstract
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû äîêàçûâàåì àíàëîã êðèòåðèÿ íîðìàëüíîñòè

Ïÿòåöêîãî�Øàïèðî äëÿ öåïíûõ äðîáåé, à òàêæå äëÿ f�ðàñøèðåíèé
ñ êîíå÷íûì íà÷àëüíûì ðàçáèåíèåì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óòî÷íÿþò
íåêîòîðûå òåîðåìû èç ðàáîòû [5].

1. Ââåäåíèå.
Ïóñòü Õ � ïðîñòðàíñòâî ñ ñèãìà�àëãåáðîé èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ Φ

è ìåðîé µ, à T èçìåðèìîå ýðãîäè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà X â
ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ýòó ìåðó. Âñþäó íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ(X) = 1.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f(x) ðàññìîòðèì áèðêãîôîâñêîå
ñðåäíåå

Sl(T, x, f) = Sl(x, f) =
l−1∑

m=0

f(Tmx).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå δ > 0 è ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå l. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâà

Al(T, f, δ) = Al(f, δ) = {x ∈ X :
∣∣∣Sl(T, x, f)

l
−

∫
fdµ

∣∣∣ > δ}.

Êàê óòâåðæäàåò ñòàòèñòè÷åñêàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ëþáîãî δ >
0 ìåðà ìíîæåñòâ Al(f, δ) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè l → ∞. (Ïî ïîâîäó
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñì. [8, 9]).
Ïóñòü {Cn} � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ N 06-01-00383, ãðàíòà
Ïðåçèäåíòà ÐÔ N 1726.2006.1 è INTAS (ãðàíò N 03�51�5-70).
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X, à ϕ(t) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîëîæèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
àðãóìåíòà t ∈ R+. Îïðåäåëèì ìåðó Hϕ(·) äëÿ ìíîæåñòâà E îòíîñèòåëüíî
ýòîãî ñåìåéñòâà, êàê inf{∑ ϕ(µ(Ci))}, ãäå inf áåðåòñÿ ïî íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíûì ïîêðûòèÿì E.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ñåìåéñòâî µ � èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {V }, êîòîðûå
ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ìíîæåñòâàìè ñåìåéñòâà {Cn}.
Èíûìè ñëîâàìè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî V èç Γ è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò
íàáîðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ {Mi} è {Ni} èç ñåìåéñòâà {Cn}, òàê
÷òî, ⊔

Mi ⊆ V ⊆ ⊔
Ni è

∑
µ(Ni)− ε < µ(V ) <

∑
µ(Mi) + ε.

Ïóñòü χI � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà I.
Çíàìåíèòàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà Áèðêãîôà (ñì., íàïðèìåð, [14]) óòâåð-
æäàåò ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê x0 âûïîëíåíî

lim
ν→∞

Sν(x0, χI)

ν
= µ(I). (1)

Åñëè äëÿ òî÷êè x0 âûïîëíåíî (1), òî x0 íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé. Â
ðàáîòå [1] Ïÿòåöêèì-Øàïèðî äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé
îòîáðàæåíèåì x → {qx}, q ∈ N, q > 1 èíòåðâàëà [0, 1) â ñåáÿ, áûë
äàí êðèòåðèé òîãî, ÷òîáû äëÿ äàííîé òî÷êè x0 âûïîëíÿëîñü (1). Ðÿä
ïîñëåäóþùèõ ðàáîò Ïÿòåöêîãî-Øàïèðî è Ïîñòíèêîâà [1], [2], [3], [4] ñî-
äåðæàë îáîáùåíèÿ è óñèëåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî êðèòåðèÿ èç ðàáîòû [1].

Íàèáîëåå îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà áûëà äîêàçàíà â [5].
Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü òî÷êà x0 ∈ X. Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíî-

æåñòâà I èç ñåìåéñòâà {Cn} âûïîëíåíî

lim sup
ν→∞

Sν(x0, χI)

ν
≤ ϕ(µ(I))

è äëÿ ëþáîãî δ > 0 âûïîëíåíî Hϕ(Al(χI , δ)) → 0, ïðè l → ∞, òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà I èç Γ èìåò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàâåíñòâî

lim
ν→∞

Sν(x0, χI)

ν
= µ(I). (2)

Òàê æå â ðàáîòå [5] áûëè ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå àíàëîãè òåîðåìû
1.1 äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (â òîì ÷èñëå è
äëÿ ðàññìàòðèâàâøèåñÿ â [3]), íàïðèìåð, äëÿ êîíå÷íûõ öåïåé Ìàðêîâà
è îáîáùåííîãî ñäâèãà Áåðíóëëè. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ìû äîêàæåì
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îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò òåîðåìû 1.1 äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñâÿçàí-
íîé ñ öåïíûìè äðîáÿìè, à òàê æå äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ñ êîíå÷íûì íà÷àëüíûì ðàçáèåíèåì. Â ñâîåì äîêàçàòåëüñòâå ìû
áóäåì îïèðàòüñÿ íà ðàáîòó [7].

2. Î äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ ψ�ïåðåìåøèâàíèåì.
×àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî {Cn} èìååò ñïåöèàëüíûé âèä.

Ïóñòü ξ � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå èçìåðèìîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X.
Åñëè ξ è η äâà ðàçáèåíèÿ, òî èõ ñîâìåñòíîå ðàçáèåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì ξ ∨ η := {A ∩ B | A ∈ ξ, B ∈ η}. Äëÿ èçìåðèìîãî
ðàçáèåíèÿ ξ, ñîõðàíÿþùåãî ìåðó ïðåîáðàçîâàíèÿ T è ïðîèçâîëüíîãî íà-
òóðàëüíîãî n îïðåäåëèì èòåðèðîâàííîå ðàçáèåíèå ξT

−n := ξ ∨T−1ξ ∨ . . .∨
T−n+1ξ, ξT

0 = ξ. Ðàçáèåíèå ξ ìû áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíûì ðàçáèåíèåì.
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñåìåéñòâî {Cn} åñòü ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ
ðàçáèåíèé ξT

−∞ = {ξT
−n}∞n=0 (ýòà ñèòóàöèÿ áûëà ôàêòè÷åñêè ðàññìîòðåíà â

[3]). Êàê è ïðåæäå Γ îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî µ � èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {V },
êîòîðûå ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ìíîæåñòâàìè ñåìåéñòâà
{Cn}.

Òåîðåìà 1.1 äëÿ ñèñòåì ñ {Cn} = ξT
−∞ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

(ñì. [5]).
Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü òî÷êà x0 ∈ X. Åñëè äëÿ ëþáîãî n è õàðà-

êòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè χI ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà I ∈ ξT
−n âûïîë-

íÿåòñÿ
lim sup

ν→∞
Sν(x0, χI)

ν
≤ ϕ(µ(I)) (3)

è, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî δ > 0 èìååì Hϕ(Al(T
n, χI , δ)) → 0, ïðè l →

∞, òî äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè χ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà
V ∈ Γ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

lim
ν→∞

Sν(x0, χ)

ν
= µ(E). (4)

Ïóñòü òåïåðü ξ � êîíå÷íîå èçìåðèìîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X,
|ξ| = q.

Ïóñòü ϕ(t) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîëîæèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ,
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ

lim inf
t→0

ϕ(t)

t1−ε
= 0. (5)
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Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ ϕ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ϕ(t) = tω(t), ãäå ω(t)
íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ :
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ δ > 0, n ∈ N è äëÿ âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
χ ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ ξT

−n âûïîëíåíî

lim
l→∞

µ(Al(T
n, χ, δ))ω

(
1

qln

)
= 0. (6)

Äëÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì íà÷àëüíûì ðàçáèåíèåì â [5] áûë äîêàçàí ñëåäó-
þùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü òî÷êà x0 ∈ X. Åñëè äëÿ ëþáîãî n è õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè χ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà I ∈ ξT

−n âûïîëíåíî

lim sup
ν→∞

Sν(x0, χ)

ν
≤ µ(I)ω(µ(I)), (7)

òî äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè χ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà E ∈
Γ èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

lim
ν→∞

Sν(x0, χ)

ν
= µ(E). (8)

Ïóñòü k, l ∈ {0, 1, . . .} è k ≤ l. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξl
k èòåðèðîâàííîå

ðàçáèåíèå T−kξ ∨ . . . ∨ T−lξ.
Îïðåäåëåíèå 2.3 Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ψ�ïåðå-

ìåøèâàíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ψ : N → R, òàê ÷òî ψ(m) →
0, êîãäà m → ∞ è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k, l,m ∈ N è A ∈ ξk

0 , B ∈ ξk+m+l
k+m ,

èìååì
|µ(A ∩B)− µ(A)µ(B)| ≤ ψ(m)µ(A)µ(B) . (9)

Äëÿ ñèñòåì ñ ψ�ïåðåìåøèâàíèåì â ðàáîòå [7] áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà
äëÿ ìåð ìíîæåñòâ Al(T, f, δ).

Ïðåäëîæåíèå 2.4 Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è χ õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà I ðàçáèåíèÿ ξT

−n. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò òàêîå l0 = l0(δ, n, I), ÷òî äëÿ âñåõ l ≥ l0 âûïîëíåíî

µ(Al(T, χ, δ)) ≤ 2M(δ, n)e−
δ2l

2M(δ,n) , (10)

ãäå M(δ, n) = min{m ∈ N : ψ(m− n) ≤ δ2/2}.

4



Ñëåäñòâèå 2.5 Ïóñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,T, µ) ñ êîíå÷íûì
íà÷àëüíûì ðàçáèåíèåì ξ, îáëàäàåò ñâîéñòâîì ψ�ïåðåìåøèâàíèÿ. Ïóñòü
òî÷êà x0 ∈ X. Ïóñòü òàêæå äëÿ âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî η âûïîëíåíî
ω(t) = O(t−η), t → 0. Åñëè äëÿ ëþáîãî n è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
χ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà I ∈ ξT

−n âûïîëíåíî

lim sup
ν→∞

Sν(x0, χ)

ν
≤ µ(I)ω(µ(I)), (11)

òî äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè χ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà E ∈
Γ èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

lim
ν→∞

Sν(x0, χ)

ν
= µ(E). (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âîññïîëüçîâàòåñÿ îöåíêîé (10) è ïðèìå-
íèòü òåîðåìó 2.2.

Âåðîÿòíî, íàèáîëåå îáùèì ïðèìåðîì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ψ�ïåðå-
ìåøèâàíèåì è îáëàäàþùèõ êîíå÷íûì íà÷àëüíûì ðàçáèåíèåì ÿâëÿþòñÿ
f�ðàñòÿæåíèÿ.

Ïóñòü M ∈ {2, 3, . . .}. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f ëèáî ñòðîãî
óáûâàåò íà [1,M +1], òàê ÷òî f(1) = 1, f(M) = 0, ëèáî ñòðîãî âîçðàñòàåò
íà [0, M ], òàê ÷òî f(0) = 0 è f(M) = 1. Ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà
(ñì., íàïðèìåð, [15], [16], [17]) â êîòîðîé èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè
÷èñëà x ∈ (0, 1) â ôîðìå

x = f(α1(x) + f(α2(x) + f(α3(x) + . . .) . . .), (13)

ãäå öèôðû αi(x) ∈ N è îñòàòêè ri(x) îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðåíòíî ïî
ôîðìóëàì α0(x) = 0, r0(x) = x è αi+1(x) = [f−1(ri(x))], ri+1(x) = {f−1(ri(x))},
ãäå i ≥ 0. Çäåñü [·] è {·} îáîçíà÷àþò öåëóþ è äðîáíóþ ÷àñòü, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Åñëè rj(x) = 0, òî äëÿ âñåõ i > j èìååì αi(x) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî x ∈ (0, 1) èìååò êîíå÷íîå f�ïðåäñòàâëåíèå.
ßñíî, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî f êîëè÷åñòâî òàêèõ x íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
Ðåíüè [15] ïîêàçàë, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì óñëî-
âèÿì ðåãóëÿðíîñòè, òî äëÿ âñåõ x ∈ (0, 1) ïðàâàÿ ÷àñòü (13) ñõîäèòñÿ ê
x. Åñëè f ñòðîãî óáûâàåò, òî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî
íàéäåòñÿ òàêîå κ ∈ (0, 1), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî |f(t)− f(s)| ≤ κ|t− s|
äëÿ âñåõ s, t, òàêèõ ÷òî 1 + f(2) < s < t è |f(t) − f(s)| ≤ |t − s| äëÿ
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âñåõ s, t, òàêèõ ÷òî 0 ≤ s < t. Åñëè æå f ñòðîãî âîçðàñòàåò, òî óñëîâèå
ðåãóëÿðíîñòè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî |f(t)− f(s)| < |t− s| äëÿ âñåõ 0 ≤ s < t.

Ïóñòü Ik = f(k, k + 1) äëÿ 1 ≤ k ≤ M â ñëó÷àå, êîãäà f óáûâàåò è
Ik = f(k, k + 1) äëÿ 0 ≤ k ≤ M − 1 â ñëó÷àå, êîãäà f âîçðàñòàåò. Òîãäà
ïðåîáðàçîâàíèå Tx = f−1x − [f−1x] ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò êàæäûé
èíòåðâàë Ik íà (0, 1). Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî x ∈ ⋃

k Ik ìû èìååì
αi(Tx) = αi+1(x). Åñëè T ix ∈ Iki

äëÿ âñåõ i ≥ 0, òî x åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð αi+1(x) = ki,
i ≥ 0. Ñëåäóÿ [18] ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî
(i) îãðàíè÷åíèå T íà êàæäûé èíòåðâàë Ik ïðèíàäëåæèò êëàññó C2;
(ii) ñóùåñòâóåò òàêîå l, ÷òî infx∈Ik,k∈N |(T l)

′
(x)| = β > 1;

(iii) supx,y,z∈Ik,k∈N | T
′′
(x)

T ′ (y)T ′ (z)
| = Q < ∞.

Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 22 èç [18], ñóùåñòâóåò T�èíâàðèàíòíàÿ ìåðà
µT , òàê ÷òî 0 < dµT

dx
∈ C[0, 1]. Êðîìå òîãî, ïðåîáðàçîâàíèå T îáëàäàåò

ñâîéñòâîì ψ�ïåðåìåøèâàíèÿ, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò C > 0 è
λ ∈ (0, 1) âûïîëíåíî

ψ(m) ≤ Cλm . (14)
Òàêèì îáðàçîì äëÿ f�ðàñøèðåíèé ñ óêàçàííûìè âûøå óñëîâèÿìè íà
ôóíêöèþ f âûïîëíåíî ñëåäñòâèå 2.5.

3. Êðèòåðèé íîðìàëüíîñòè Ïÿòåöêîãî�Øàïèðî äëÿ öåïíûõ
äðîáåé.

Öåïíîé äðîáüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëó α, íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå
α = a0 + 1

a1+ 1
a2+...

= [a0; a1, a2, . . .]. ×èñëî an íàçûâàåòñÿ n�ì íåïîëíûì
÷àñòíûì ÷èñëà α, à ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî pk/qk = [a0; a1, a2, . . . , ak] � ïîäõî-
äÿùåé äðîáüþ ïîðÿäêà k. Åñëè α ∈ [0, 1), òî áóäåì ïèñàòü α = [a1, a2, . . .].
Èíòåðâàëîì k�ãî ðàíãà Ik = Ik(a1, . . . , ak) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
÷èñåë α, ó êîòîðûõ öåïíûå äðîáè íà÷èíàþòñÿ ñ a1, . . . , ak. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Sν(α, Ik) ÷èñëî ïîâòîðåíèé êîìáèíàöèè (a1, . . . , ak) â ðàçëîæåíèè
α äî ν-ãî ìåñòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χIk

õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ìíîæåñòâà Ik.
Êàê èçâåñòíî, ïðåîáðàçîâàíèå Ãàóññà Tx = {1/x}, x 6= 0, T0 = 0 ÿâëÿåòñÿ
ëåâûì ñäâèãîì ïðè ðàçëîæåíèè â öåïíóþ äðîáü è ñîõðàíÿåò ìåðó

µ(A) =
1

ln 2

∫

A

1

1 + x
dx ,

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ìåðå Ëåáåãà dx. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ψ�ïåðåìåøèâàíèÿ ( ñì. [10, 11, 12, 13] ) c
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ψ(m) = Kλm, K > 0, 0 < λ < 1. Ïîýòîìó äëÿ ìåð ìíîæåñòâ Al(χIk
, δ)

âûïîëíåíà îöåíêà (10). Âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î öåïíûõ äðîáÿõ
ìîæíî íàéòè â [10].

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ñòàòüè.
Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü x0 ∈ [0, 1). Ïóñòü ôóíêöèÿ ω : R+ → R+

� íåâîçðàñòàåò è äëÿ âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî η âûïîëíåíî ω(t) =
O(t−η), t → 0. Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà k�ãî ðàíãà Ik èìååì

lim sup
ν→∞

Sν(x0, Ik)

ν
≤ µ(Ik)ω(µ(Ik)),

òî äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè χ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà I =
(a, b) ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

lim
ν→∞

Sν(x0, χ)

ν
= µ(I). (15)

Çàìå÷àíèå 3.2 Â ðàáîòå [5] íà ôóíêöèþ ω(t) íàêëàäûâàëîñü áîëåå
ñèëüíîå óñëîâèå, à èìåííî, äëÿ âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî η òðåáîâàëîñü
÷òîáû ω(t) = O(eη

√
log 1/t), t → 0.

Çàìå÷àíèå 3.3 Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 áóäåò îöåíåíà ñâåðõó
ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà öåïíûõ äðîáåé íå ÿâëÿþùèõñÿ íîð-
ìàëüíûìè. Âïåðâûå òàêàÿ îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [7] ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ìåòîäà òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî
âïîëíå ýëåìåíòàðíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáîå δ > 0 è ïóñòü Ik ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë
k�ãî ðàíãà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç El(g) (g ≥ 1) � ìíîæåñòâî ÷èñåë îòðåçêà
[0, 1], äëÿ êîòîðûõ a1a2 . . . al ≥ g. Ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî El(g)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èíòåðâàëîâ ðàíãà l.
Äëèíà |Il| ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà ðàíãà l ðàâíà 1/(ql(ql + ql−1)) è
1/(2q2

l ) ≤ |Il| ≤ 1/q2
l . Äëÿ ÷èñåë ql (ñì. [10]) âûïîëíåíî

a1a2 . . . al ≤ ql ≤ 2la1a2 . . . al. (16)
Îöåíèì õàóñäîðôîâó ìåðó ìíîæåñòâà El(g) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ϕ, òî
åñòü ñóììó Hϕ(El(g)) =

∑
a1a2...al≥g |Il|ω(|Il|). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, äëÿ

ëþáîãî η > 0 âûïîëíåíî ω(t) = O(t−η), t → 0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå
η, η ∈ (0, 1/8). Ïóñòü ρ(t) = tη. Ïîëüçóÿñü îöåíêàìè (16) äëÿ ql è
ìîíîòîííîñòüþ ôóíêöèè ρ(t), ïîëó÷àåì

Hϕ(El(g)) ¿ ∑

a1a2...al≥g

ρ((2l+1a1a2 . . . al)
2)

(a1a2 . . . al)2
=

7



= ρ(4l+1)
∑

a1a2...al≥g

l∏

i=1

ρ(a2
i )

a2
i

. (17)

Îöåíèì (17) ñëåäóÿ ìåòîäó èç [10]. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ∫ a+1
a

dx
x2 ëåãêî

óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî a > 0 âûïîëíåíà îöåíêà

ρ(a2)

a(a + 1)
≤

∫ a+1

a

ρ(x2)

x2
dx . (18)

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (18), íàõîäèì

l∏

i=1

ρ(a2
i )

a2
i

=
l∏

i=1

(
1 +

1

ai

)
ρ(a2

i )

ai(ai + 1)
≤ 2l

l∏

i=1

∫ ai+1

ai

ρ(x2
i )

x2
i

dxi .

Îòêóäà

Hϕ(El(g)) ¿ 2lρ(4l+1)
∫

. . .
∫ ρ(x2

1 . . . x2
l ) dx1 . . . dxl

x2
1 . . . x2

l

= 2lρ(4l+1)Jl(g) ,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå â Jl(g) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îáëàñòü xi ≥ 1, i =
1, . . . , l è x1x2 . . . xl ≥ g. Ïóñòü C = Cη = 1/(1 − 2η). Åñëè g ≤ 1, òî äëÿ
ëþáîãî l ≥ 1 âûïîëíåíî

Jl(g) =

(∫ ∞

1

ρ(x2)

x2

)l

= C l .

Åñëè g > 1, òî J1(g) = Cρ(g2)/g. Êðîìå òîãî, èíòåãðàëû Jl(g) ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

Jl+1(g) =
ρ(g2)

g

∫ g

0
Jl(u)ρ

(
1

u2

)
du . (19)

Äåéñòâèòåëüíî,

Jl+1(g) =
∫ +∞

1

ρ(x2
l+1)

x2
l+1

Jl

(
g

xl+1

)
dxl+1 =

ρ(g2)

g

∫ g

0
Jl(u)ρ

(
1

u2

)
du . (20)

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ g > 1 è äëÿ âñåõ l ≥ 1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Jl(g) = C
ρ(g2)

g

(
l−1∑

k=0

C l−k−1 logk g

k!

)
. (21)
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Äëÿ l = 1 è g > 1 âûðàæåíèå (21) ïðåâðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà (21) ñïðàâåäëèâà äëÿ l = m. Ïîëüçóÿñü
(19), íàõîäèì

Jm+1(g) =
ρ(g2)

g

∫ 1

0
Jm(u)ρ

(
1

u2

)
du +

ρ(g2)

g

∫ g

1
Jm(u)ρ

(
1

u2

)
du . (22)

Åñëè u ≤ 1, òî, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, Jm(u) = Cm. Îòñþäà

Jm+1(g) =
ρ(g2)

g
Cm

∫ 1

0
ρ

(
1

u2

)
du +

ρ(g2)

g

∫ g

1
Jm(u)ρ

(
1

u2

)
du =

=
ρ(g2)

g

(
Cm+1 +

∫ g

1
Jm(u)ρ

(
1

u2

)
du

)
. (23)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (21) äëÿ âû÷èñëåíèÿ Jm, ïîëó÷àåì

Jm+1(g) =
ρ(g2)

g

(
Cm+1 + C

∫ g

1

m−1∑

k=0

Cm−k−1 logk u

k!
· du

u

)
=

= C
ρ(g2)

g

(
m∑

k=0

Cm−k logk g

k!

)
, (24)

÷òî è äîêàçûâàåò ôîðìóëó (21) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî l.
Òàêèì îáðàçîì,

Hϕ(El(g)) ¿ ρ(g2)2lρ(4l+1)

g

(
l−1∑

k=0

C l−k−1 logk g

k!

)
. (25)

Ïîëàãàÿ g = eAl, ãäå A > 1 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà, êîòîðóþ ìû
âûáåðåì ïîçæå, íàõîäèì

Hϕ(El(g)) ¿ el(ln 2+2η ln 4+2ηA−A)

(
l−1∑

k=0

C l−k−1 (Al)k

k!

)
. (26)

Â ñóììå (26), êàê ëåãêî âèäåòü, êàæäûé ÷ëåí ìåíüøå, ÷åì C l(Al)l/l!.
Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà, ïîëó÷àåì

Hϕ(El(g)) ¿ lel(ln 2+2η ln 4+2ηA−A)C l (Al)l

lle−l
√

l
¿
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¿ e−l(A−ln 2−2η ln 4−2ηA−ln A−ln C−2) . (27)
Òàê êàê η ∈ (0, 1/8), òî ln C = ln Cη < 1. Âûáåðåì A íàñòîëüêî áîëüøèì,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî A− ln 2− ln 4− 1

4
A− ln A− 3 > 0. Òîãäà

Hϕ(El(e
Al)) ¿ e−Bl , (28)

ãäå B íåêîòîðàÿ íîâàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èíòåðâàëà Ik. Äëÿ

ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ν è l ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Sν(x0, χ) =
1

l

ν−1∑

t=0

Sl(T
tx0) + O(l) , (29)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (29), ïîëó÷àåì

∣∣∣Sν(x0, χ)

ν
− µ(Ik)

∣∣∣ =
1

ν

∣∣∣
ν−1∑

t=0

(Sl(T
tx0, χ)

l
− µ(Ik)

)∣∣∣ + O
( l

ν

)
≤

≤ 1

ν

∑

t

∣∣∣Sl(T
tx0, χ)

l
− µ(Ik)

∣∣∣ +
1

ν

∑̂

t

∣∣∣Sl(T
tx0, χ)

l
− µ(Ik)

∣∣∣ + O
( l

ν

)
≤ (30)

≤ δ +
Rν

ν
+ O

( l

ν

)
,

ãäå ñóììèðîâàíèå â ïåðâîé ñóììå èç (30) ðàñïðîñòðàíåíî íà òå ñëàãàå-
ìûå, äëÿ êîòîðûõ |Sν(T tx0)

l
| ≤ δ, à Rν îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ

âî âòîðîé ñóììå. ×èñëî Rν/ν ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòîòó ïîïàäàíèÿ
îðáèòû T tx0 â ìíîæåñòâî Al(χ, δ). Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Al(χ, δ)
ðàçáèâàåòñÿ íà îáúåäèíåíèå íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ τ1, . . . , τm ðàçáèåíèÿ
ξT
−l. Ïóñòü τ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ ξT

−l. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Rν(τ) ÷èñëî òåõ t ∈ 1, . . . , ν äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî T tx0 ∈ τ . Òîãäà
Rν =

∑m
i=1 Rν(τi). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà τ ðàçáèåíèÿ

ξT
−l, âûïîëíåíî

lim sup
ν→∞

Rν(τ)

ν
≤ µ(τ)ω(µ(τ)) . (31)

Îòñþäà

lim sup
ν→∞

Rν

ν
≤

m∑

i=1

lim sup
ν→∞

Rν(τi)

ν
≤

m∑

i=1

µ(τi)ω(µ(τi)) = σ . (32)
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Ðàçîáüåì σ íà ñóììó ïî âñåì τi ∈ Al(χ, δ) ∩ El(g) è íà ñóììó ïî âñåì
τi ∈ Al(χ, δ)\El(g). Åñëè τi /∈ El(g), òî |τi| ≥ 1/2(2lg)2 = 1/eKl, ãäå K > 0
íåêîòîðàÿ íîâàÿ êîíñòàíòà. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è îöåíêó
(28), ïîëó÷àåì

lim sup
ν→∞

Rν

ν
¿ e−Bl + ω

(
1

eKl

)
µ(Al(χ, δ)). (33)

Ïî óñëîâèþ, äëÿ ëþáîãî η > 0 âûïîëíåíî ω(t) = O(t−η), t → 0. Ïðèìåíÿÿ
îöåíêó (10) è âûáèðàÿ η äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèì, íàõîäèì, ÷òî äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

e−Bl + ω
(

1

eKl

)
µ(Al(χ, δ)) ≤ δ . (34)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (30), ïîëó÷àåì
∣∣∣Sν(x0, χ)

ν
− µ(Ik)

∣∣∣ ≤ 2δ + O
( l

ν

)
. (35)

Òàê êàê δ ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî lim supν→∞ |Sν(x0,χ)
ν

−µ(Ik)| = 0, îòêóäà
limν→∞ |Sν(x0,χ)

ν
− µ(Ik)| = 0. Ìû äîêàçàëè àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

(15) äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ ðàíãà k.
Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë I = (a, b). Äëèíû èíòåðâàëîâ

In (ýêñïîíåíöèàëüíî) óáûâàþò, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðâàë I ìîæåò áûòü
àïïðîêñèìèðîâàí òàêèìè èíòåðâàëàìè ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ. Ïóñòü χI �
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà I. Äëÿ âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ Ikj

ðàíãîâ kj, òàê
÷òî I ⊆ ⊔

j Ikj
è b − a >

∑
µ(Ikj

) − ε. Ïóñòü χj = χIkj
. Ïîëüçóÿñü

àñèìïòîòè÷åñêèì ðàâåíñòâîì (15) äëÿ èíòåðâàëîâ Ikj
, ïîëó÷àåì

lim sup
ν→∞

Sν(T, x0, χI)

ν
≤ ∑

j

lim sup
ν→∞

Sν(T, x0, χj)

ν
=

∑

j

µ(Ikj
) < b− a + ε .

Èíûìè ñëîâàìè lim supν→∞
Sν(x0,I)

ν
≤ b− a. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

lim infν→∞
Sν(x0,I)

ν
≥ b − a. Çíà÷èò, äëÿ I âûïîëíåíî (15). Òåîðåìà 3.1

äîêàçàíà.
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