ìÅËÃÉÑ 10.

ïÔÄÅÌÉÍÏÓÔØ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. äÉŒÉÚÏÒÙ œÅÊÌÑ É ëÁÒÔØÅ. çÒÕÐÐÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ É ÇÒÕÐÐÁ ðÉËÁÒÁ.

ïÔÄÅÌÉÍÏÓÔØ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ

ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÎÁÍÎÏÇÏ ÇÒÕÂÅÅ \ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ" ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÞÔÉ ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ, Á ËÁÖÄÁÑ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÓÈÅÍÁ ËŒÁÚÉËÏÍ- ÐÁËÔÎÁ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ (ÉÌÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ) ÔÏÞÅË Ó ÉÎÄÕ- ÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÇÕÔ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÂÙÔØ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍÉ É ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË, É ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÄ C ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ.

èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÈÅÍ, ÚÁÍÅÎÑÀÝÅÅ ÄÌÑ ÎÉÈ ÐÏÎÑÔÉÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔØ. þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ X×_Y X Ó ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ p_1; p_2 : X ×_Y X_2 → X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÙ Z É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ’_1; ’_2 : Z → X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f ∘ ’_1 = f ∘ ’_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ : Z → X ×_Y X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ’_1 = p_1 ∘ ’, ’_2 = p_2 ∘ ’. üÔÁ ÓÈÅÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ X ÎÁÄ Y . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Z = X É ’_1 = ’_2 = id_X : X → X. éÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → X ×_Y X ÎÁÚÙŒÁÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ´ ÉÌÉ ´_{X=Y} . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÍ p_1 ∘ ´ = p_2 ∘ ´ = id_X .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.2. ðÕÓÔØ X = Spec A, Y = Spec B. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ ´_{X=Y} : X → X ×_Y X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ A ⊗_B A → A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1. íÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ (separated), ÅÓÌÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ´_{X=Y} : X → X ×_Y X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. óÈÅÍÁ X ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔÄÅÌÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Spec Z, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ´_X : X → X × X.

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÓÈÅÍ ÏÔÄÅÌÉÍ (ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÁË ËÁË Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ!). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÏÔÄÅÌÉÍÁ. ïÄÎÁËÏ, ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔØ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ (ÐÏ X, ÈÏÔÑ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÐÏ Y ) ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÂÙÌ ÂÙ ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ.

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÎÅÏÔÄÅÌÉÍÏÊ ÓÈÅÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ Ó ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. ðÕÓÔØ U_1 = U_2 = A^1 , U_{12} = A^1 \ {0} É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÈÅÍÕ X ËÁË ÓËÌÅÊËÕ U_1 É U_2 ŒÄÏÌØ U_{12}. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ p : X → A^1 , ÔÁËÉÍ ÞÔÏ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁÄ A^1 \ {0}, ÎÏ p^{−1}(0) | ÄŒÅ ÔÏÞËÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ P_1 É P_2). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ X ÎÅÏÔÄÅÌÉÍÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ (P_1; P_2) ∈ X × X ÌÅÖÉÔ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´(X) ⊂ X × X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÑ A^1 ∼= U_1 ⊂ X É A^1 ∼= U_2 ⊂ X. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ : A^1 → X × X. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ’(A^1 \ {0}) ⊂ ´(X), ÎÏ ’(0) = (P_1; P_2), É Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ’ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (P_1; P_2) ∈ ’(A^1 \ {0}) ⊂ ´(X).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.2. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ´_{X=Y} (X) ⊂ X ×_Y X ÚÁÍËÎÕÔ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ´(X) ∼= X (ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ´_{X=Y} : X → ´_{X=Y} (X) É, ÓËÁÖÅÍ, p_1 : ´_{X=Y} (X) → X), Á ÐÒÏŒÅÒËÁ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÕÞËÏŒ O_{X×Y X} → (´_{X=Y} )_∗O_X ÌÏËÁÌØÎÁ ÐÏ X, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ X É Y ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ.

äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.3 (ŒÁÌÀÁÔÉŒÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÈÅÍÁ X ÎÅÔÅÒÏŒÁ. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ Ó ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ K, i : Spec K → Spec R | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ŒÌÏÖÅÎÉÀ R ⊂ K. íÏÒÆÉÚÍ f ÏÔÄÅÌÉÍ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

Spec K −−−→ X i f Spec R −−−→ Y (∗)

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Spec R → X, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÅÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ËÏÌØÃÅ R ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÁ: ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁ ÓÈÅÍÅ Spec R ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ, ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ Spec K É ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÔÏÞËÁ Spec k, ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ R. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ : Spec R → X ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ Spec K É Spec k. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ’(Spec k) = x ∈ X É U = Spec A | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x, ÔÏ ’ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ U É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ A → R, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ A → K, ÔÁË ËÁË R ⊂ K, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÎÁ Spec K.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f ÏÔÄÅÌÉÍ, ÎÏ ’_1; ’_2 : Spec R → X ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ’_1(Spec k) ≠ ’_2(Spec k). ôÁË ËÁË f ∘ ’_1 = f ∘ ’_2 Œ ÓÉÌÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÎÉÖÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ ’ : Spec R → X ×_Y X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ’_1 = p_1 ∘ ’ É ’_2 = p_2 ∘ ’. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ’(Spec K) = (’_1(Spec K); ’_2(Spec K)) ∈ ´(X) Œ ÓÉÌÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ’(Spec k) ∈ ’(Spec K) ⊂ ´(X), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ’(Spec k) = (’_1(Spec k); ’_2(Spec k)) ∉ ´(X).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ f ÎÅÏÔÄÅÌÉÍ. úÎÁÞÉÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ´(X) ⊂ X ×_Y X ÎÅÚÁÍËÎÕÔÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U = Spec A ⊂ X ×_Y X É ÐÁÒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ p^′ ⊂ p ⊂ A, ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÞËÁ u^′, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÄÅÁÌÕ p^′ ÌÅÖÉÔ Œ ´(X), Á ÔÏÞËÁ u, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÄÅÁÌÕ p ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ´(X) É ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A_p=p^′ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A=p^′, Á R | ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A_p=p^′ Œ K.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.3. ãÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÅÇÏ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ | ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ.

éÔÁË, R | ËÏÌØÃÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ Ó ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ K. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ A → A_p → A_p=p^′ → R É ÐÕÓÔØ ’ : Spec R → Spec A ⊂ X ×_Y X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ’_1 = p_1 ∘ ’; ’_2 = p_2 ∘ ’ : Spec R → X. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f ∘ ’_1 = f ∘ p_1 ∘ ’ = f ∘ p_2 ∘ ’ = f ∘ ’_2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÎÁ Spec K ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ A → A=p^′ = K É ÔÁË ËÁË ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÏÞËÁ u^′ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÉÍÅÅÍ ’_{1| Spec K} = ’_{2| Spec K} . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ (∗), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÜÔÏ ’_{1| Spec K} = ’_{2| Spec K} , Á ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÜÔÏ f ∘ ’_1 = f ∘ ’_2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÒÆÉÚÍÙ ’_1 É ’_2 ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÅÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’_1 ≠ ’_2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÌÓÑ ÂÙ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ’ = ´_{X=Y} ∘ ’_1 = ´_{X=Y} ∘ ’_2 (Œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ), Á ÚÎÁÞÉÔ ÔÏÞËÁ ’(Spec k) ÌÅÖÁÌÁ ÂÙ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÎÏ ’(Spec k) | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÄÅÁÌÕ p Œ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ u, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÅ ÌÅÖÉÔ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.4. ðÏÌØÚÕÑÓØ ŒÁÌÀÁÔÉŒÎÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(i) ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÄÅÌÉÍÙ;

(ii) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÄÅÌÉÍÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÔÄÅÌÉÍÁ;

(iii) ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ (ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÏÔÄÅÌÉÍ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g : Y^′ → Y (ÚÁÍÅÎÁ ÂÁÚÙ) ÐÒÏÅËÃÉÑ X^′ = X ×_Y Y^′ → Y^′ ÏÔÄÅÌÉÍÁ);

(iv) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÄÅÌÉÍÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÔÄÅÌÉÍÏ;

(v) ÅÓÌÉ f ∘ g ÏÔÄÅÌÉÍÏ, ÔÏ g ÏÔÄÅÌÉÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÔÄÅÌÉÍÏÊ ÓÈÅÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

ôÅÐÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÈÅÍ, ÚÁÍÅÎÑÀÝÅÅ ÄÌÑ ÎÉÈ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.4. íÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ X ÚÁÍËÎÕÔ Œ Y . íÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÙ Y^′ → Y ÍÏÒÆÉÚÍ X^′ = X ×_Y Y^′ → Y ÚÁÍËÎÕÔ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ A^1 Œ ÔÏÞËÕ. üÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÍËÎÕÔ, ÔÁË ËÁË ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ïÄÎÁËÏ, ÍÅÎÑÑ ÂÁÚÕ ÎÁ A^1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ A^2 → A^1 , ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ xy = 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ A^1 \ {0}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.5. íÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ (proper), ÅÓÌÉ ÏÎ ËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÏÔÄÅÌÉÍ É ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔ.

äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÏÖÅ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒÁÌÀÁÔÉŒÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.6 (ŒÁÌÀÁÔÉŒÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÓÈÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÈÅÍÁ X ÎÅÔÅÒÏŒÁ. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ Ó ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ K, i : Spec K → Spec R | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ŒÌÏÖÅÎÉÀ R ⊂ K. íÏÒÆÉÚÍ f ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ Spec K −−−→ X i f Spec R −−−→ Y (∗) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Spec R → X, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÅÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ É ÄÁÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ (∗). ðÕÓÔØ X_R = X ×_Y Spec R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍÙ Spec K → X_R, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÌÅŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (∗), ÐÕÓÔØ ÔÏÞËÁ t^′ ∈ X_R | ÅÅ ÏÂÒÁÚ, É ÐÕÓÔØ T | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÔÏÞËÉ t^′ Œ X_R. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ß ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ X_R → Spec R ÎÁ T . ôÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ X_R → Spec R ÚÁÍËÎÕÔ Œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ß(T ) ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ Spec R. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ß(t^′) = i(Spec K), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ß(T ) = Spec R. œÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ Œ t ∈ T ÎÁÄ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ Œ Spec R É ÐÕÓÔØ U = Spec A | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ t. ôÁË ËÁË t ∈ {t^′}, ÉÍÅÅÍ t^′ ∈ Spec A. Spec K −−−→ Spec A −−−→ X_R −−−→ X i f Spec R −−−→ Y (∗) ðÕÓÔØ p^′ ⊂ p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÁÍ t^′; t ∈ Spec A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ff : A → K É æ : R → A, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÀ Spec K → Spec A É ÐÒÏÅËÃÉÉ Spec A → Spec R. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ker ff = p^′ É æ^{−1}(p) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ R. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ff∘æ : R → K | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A=p^′ | ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p=p^′, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ËÏÌØÃÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ R ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.6. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ, R ⊂ K | ËÏÌØÃÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, Á m ⊂ R | ÉÄÅÁÌ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. åÓÌÉ A ⊂ K | ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ R É p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ p ∩ R = m, ÔÏ A = R.

éÔÁË, A=p^′ = R. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → R, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ Spec R → Spec A, ËÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ËÏÔÏÒÙÊ Ó ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ Spec A → X_R É ÐÒÏÅËÃÉÅÊ X_R → X, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Spec R → X. üÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Œ ÓÉÌÕ ÏÔÄÅÌÅÍÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÊ É ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ. œ ÓÉÌÕ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ É ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÁÌÀÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f. ðÕÓÔØ Y^′ → Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÂÁÚÙ, X^′ = X ×_Y Y^′, f^′ : X^′ → Y^′ | ÐÒÏÅËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ Z ⊂ X^′ | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f^′(Z) ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ Y^′. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U = Spec A ⊂ Y^′ É ÐÁÒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ p^′ ⊂ p ⊂ A, ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÞËÁ u^′, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÄÅÁÌÕ p^′ ÌÅÖÉÔ Œ f^′(Z), Á ÔÏÞËÁ u, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÄÅÁÌÕ p ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ f^′(Z) É ÌÏËÁÌØ- ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A_p=p^′ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ u^{′′} | ÔÏÞËÁ Œ Z, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f^′(u^{′′}) = u^′, K | ÅÅ ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ (ÔÁË ÞÔÏ A=p^′ | ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ K, ÐÒÉÞÅÍ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A=p^′), Á R | ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A_p=p^′ Œ K. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÕÐÒ. 10.3 ËÏÌØÃÏ R | ËÏÌØÃÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ Ó ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ K. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Spec K → Z, ËÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ËÏÔÏÒÙÊ Ó ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ Z ⊂ X^′ É ÐÒÏÅËÃÉÅÊ X^′ → X, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Spec K → X. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ A → A_p → A_p=p^′ → R ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Spec R → Spec A, ËÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ËÏÔÏÒÙÊ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Spec A ⊂ Y^′ É Y^′ → Y , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Spec R → Y . ðÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ (∗), ÐÒÉÞÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÐÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Spec R → X, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÐÏÄÎÉÍÁÅÍ ÅÇÏ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Spec R → X^′. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÔÏÞËÁ Spec R ÐÅÒÅÈÏ- ÄÉÔ Œ Z, Á ÅÅ ÏÂÒÁÚ Œ Y^′ ÒÁŒÅÎ u, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ u ∈ f^′(Z), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓÄÅÌÁÎÎÙÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.7. ðÏÌØÚÕÑÓØ ŒÁÌÀÁÔÉŒÎÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(i) ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙ;

(ii) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁ;

(iii) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ (ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ g : Y^′ → Y (ÚÁÍÅÎÁ ÂÁÚÙ) ÐÒÏÅËÃÉÑ X^′ = X ×_Y Y^′ → Y^′ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁ);

(iv) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ;

(v) ÅÓÌÉ f ∘ g ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ É f ÏÔÄÅÌÉÍÙÊ, ÔÏ g ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÐÏ ÂÁÚÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.7. œÓÑËÉÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ŒÁÌÀÁÔÉŒÎÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÕ (∗). œ ÓÉÌÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Y = Spec A, É X = P^N_A . óÄÅÌÁŒ ÚÁÍÅÎÕ ÂÁÚÙ Spec R → Y ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Y = Spec R É X = P^N_R . É ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ (∗) | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. íÏÒÆÉÚÍ Spec K → P^N_R | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ (x_0; x_1; : : : ; x_N ) ∈ K^{N+1} \ {0} Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÒÆÉÚÍ Spec R → P^N_R | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ (y_0; y_1; : : : ; y_N ) ∈ R^{N+1}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÅ y_i ÌÅÖÁÔ Œ ÉÄÅÁÌÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ R^{N+1} → R ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ K^{N+1}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÉÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ Spec K ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÅÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ (x_0; x_1; : : : ; x_N ) ∈ K^{N+1} \ {0} ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÌØÃÁ R) ÜÌÅÍÅÎÔ t ∈ K \ {0}, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÎÏÒÍÙ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (x_0=t; x_1=t; : : : ; x_N =t) ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, Á ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÌØÃÁ R | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ, ÎÏÒÍÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÉÚ ÎÏÒÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ x_0; x_1; : : : ; x_N . □

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Y ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ É ÎÁ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÏÂÉÌØÎÏÅ ÎÁÄ Y .

äÉŒÉÚÏÒÙ É ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÐÕÞËÉ

ðÕÓÔØ X | ÃÅÌÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÏÔÄÅÌÉÍÁÑ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÓÈÅÍÁ. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÐÏÄ- ÓÈÅÍÁ Y ⊂ X ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÎÁ X. óŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ Div X, Á ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍÉ.

ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ, Á R | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ R | ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ ÐÏÌÅ K(X) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ R | ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÕÐÒ. 10.3). ðÕÓÔØ v_Y : K^∗ → Z | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÉËÁËÏÍÕ ÄÉŒÉÚÏÒÕ.

åÓÌÉ f ∈ K^∗ | ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X, ÔÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ v_Y (f) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ f ŒÄÏÌØ Y . åÓÌÉ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f ÉÍÅÅÔ ÎÁ Y ÎÕÌØ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ), Á ÅÓÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ | ÐÏÌÀÓ.

ìÅÍÍÁ 10.8. åÓÌÉ f ∈ K^∗(X) ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ Y ÎÁ X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ v_Y (f) ≠ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U ⊂ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, Á U^′ ⊂ U | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ U, Œ ËÏÔÏÒÙÈ f ≠ 0. ôÏÇÄÁ Z = X \U^′ | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Y ⊂ X | ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ. åÓÌÉ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ Y ÌÅÖÉÔ Œ U^′, ÔÏ ÑÓÎÏ ÞÔÏ v_Y (f) = 0. åÓÌÉ ÖÅ ÎÅÔ, ÔÏ Y ⊂ Z, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ Œ Z, ÏÄÎÁËÏ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. □ œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, ŒÓÑËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄÉŒÉÚÏÒ

(f) = ∑ Y ⊂X; codim Y =1

v_Y (f)Y:

äÉŒÉÚÏÒÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÍ (f=g) = (f) − (g), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ Div X. äÉŒÉÚÏÒÙ D_1 É D_2, ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ D_1 −D_2 ÅÓÔØ ÇÌÁŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ. üÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁË: D_1 ∼ D_2. æÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ Div X ÐÏ ÇÌÁŒÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÌÁÓÓÏŒ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÎÁ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Cl X. åÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ËÌÁÓÓÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ.

çÒÕÐÐÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÏÔ ÎÅÆÁËÔÏÒÉŒÁÌØ- ÎÙÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.10. îÅÔÅÒÏŒÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ Œ ÎÅÍ ŒÓÑËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ŒÙÓÏÔÙ 1 ÇÌÁŒÎÙÊ.

ìÅÍÍÁ 10.9. ðÕÓÔØ X = Spec A | ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÃÅÌÁÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ. ëÏÌØÃÏ A ÆÁËÔÏÒÉ- ÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÈÅÍÁ X ÎÏÒÍÁÌØÎÁ É Cl X = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ (ÕÐÒ. 4.11), ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ ÎÏÒÍÁÌÅÎ. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ, Á p ⊂ A | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ŒÙÓÏÔÙ 1. ôÏÇÄÁ p | ÇÌÁŒÎÙÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ f ∈ A. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÉŒÉÚÏÒ ÆÕÎËÃÉÉ f | ÜÔÏ Y . úÎÁÞÉÔ Cl X = 0.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ X ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ A ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Cl X = 0 ŒÌÅÞÅÔ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ŒÙÓÏÔÙ 1 ÇÌÁŒÎÙÅ. ðÕÓÔØ p | ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ, Á Y | ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ. ôÁË ËÁË Cl X = 0, Y = (f), ÇÄÅ f ∈ Frac(A). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ v_Y (f) = 1, ÎÏ v_Y ′ (f) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f ∈ ∩_{ht p}′_{=1}A_p′ , ÚÎÁÞÉÔ f ∈ A ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.7. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ p. ðÕÓÔØ g ∈ p É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ g=f. ñÓÎÏ, ÞÔÏ v_Y (g=f) ≥ 0 É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ v_Y ′ (g=f) ≥ 0. úÎÁÞÉÔ g=f ∈ A, ÔÏ ÅÓÔØ g ÌÅÖÉÔ Œ ÉÄÅÁÌÅ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ f. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.10. Cl A^N = 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.11. Cl P^N = Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ P^N = Proj k[x_0; x_1; : : : ; x_N ]. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, Á ŒÓÑËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ŒÙÓÏÔÙ 1 Œ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ | ÇÌÁŒÎÙÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÐÒÏ- ÓÔÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ | ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ | ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_i. îÁÚÏŒÅÍ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg Y . ðÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ deg : Div X → Z. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ | ÜÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 ÏÔ x_i, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÇÌÁŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 0. é ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ D = ∑ a_iY_i | ÄÉŒÉÚÏÒ, deg D = 0, Á f_i | ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÉŒÉÚÏÒÁ Y_i, ÔÏ ∏ f^{ai}_i | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x_i, Á ÅÅ ÄÉŒÉÚÏÒ ÒÁŒÅÎ D. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕÐÐÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ | ÜÔÏ Ker deg, Ô.Å. Cl P^N = Z. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.11. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á Y_1; : : : ; Y_n | ÅÇÏ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÌØÎÏÓÔØ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ

Z^{n (Y1;:::;Yn)} −−−−−→ Cl X −−−→ Cl(X − Y ) −−−→ 0: œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ codim Y ≥ 2, ÔÏ Cl(X − Y ) = Cl X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.12. ðÕÓÔØ X = {(x; y; z) | xy = z^2} ⊂ A^3 | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ËÏÎÕÓ. ðÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Cl X = Z=2Z É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ËÏÎÕÓÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.13. ðÕÓÔØ X = {(x; y; z; w) | xy = zw} ⊂ P^3 | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ. ðÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Cl X = Z ⊕ Z.

äÉŒÉÚÏÒÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ŒÙÛÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍÉ œÅÊÌÑ. ë ÓÏÖÁ- ÌÅÎÉÀ, ÄÉŒÉÚÏÒÙ œÅÊÌÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ ÎÅÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÎÅÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ | ÄÉŒÉÚÏÒÙ ëÁÒÔØÅ. óÒÁÚÕ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉŒÉÚÏÒÁ œÅÊÌÑ É ÄÉ- ŒÉÚÏÒÁ ëÁÒÔØÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÈÅÍÁ X ÔÁËÁÑ ÖÅ ËÁË É ŒÙÛÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.12. äÉŒÉÚÏÒÏÍ ëÁÒÔØÅ ÎÁ ÃÅÌÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÏÔÄÅÌÉÍÏÊ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ ÓÈÅÍÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ œÅÊÌÑ.

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÉŒÉÚÏÒ œÅÊÌÑ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ëÁÒÔØÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ {U_i} ÓÈÅÍÙ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ U_i ÄÉŒÉÚÏÒ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ f_i. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ U_i ∩ U_j ÆÕÎËÃÉÉ f_i É f_j ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÄÉŒÉÚÏÒ, ÔÏ ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f_i=f_j ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ O^∗. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ {f_i} ÚÁÄÁÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁ X ÐÕÞËÁ K^∗=O^∗, ÇÄÅ K^∗ | ÐÕÞÏË ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ K^∗=O^∗ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ {f_i} Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ {U_i} ÓÈÅÍÙ X, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÄÉŒÉÚÏÒÙ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ œÅÊÌÑ ÎÁ X. üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÒÕÐÐÕ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ëÁÒÔØÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÙ X.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.13. äÉŒÉÚÏÒ ëÁÒÔØÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÅ X | ÜÔÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ K^∗=O^∗.

óÁÍÙÍ ŒÁÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ëÁÒÔØÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÓŒÑÚØ Ó ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ. ðÕÓÔØ D | ÄÉŒÉÚÏÒ ëÁÒÔØÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ Œ ÐÏËÒÙÔÉÉ {U_i} ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ {f_i}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_i ÐÕÞÏË ÆÕÎËÃÉÊ O_{Ui} É ÓËÌÅÉÍ ÜÔÉ ÐÕÞËÉ ÎÁ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÑÈ U_i=U_j Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_i=f_j. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÕÞÏË, ÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ U | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_i ∈ O(U ∩ U_i), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÎÁ U ∩ U_i ∩ U_j ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’_i=f_i = ’_j =f_j. ôÁËÏÊ ÐÕÞÏË ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O_X (D).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.14. ðÕÞÏË O_X (D) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ D (ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ ÐÏËÒÙÔÉÑ U_i É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_i, ÚÁÄÁÀÝÉÈ D) É ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ.

úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË O_X (D) ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ f_i ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÜÔÏÔ ÐÕÞÏË ÓÔÒÏÉÌÓÑ, ÚÁÄÁÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÞËÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ s_D.

ìÅÍÍÁ 10.14. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ D → (O_X (D); s_D) ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÉ- ŒÉÚÏÒÏŒ ëÁÒÔØÅ É ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÐÕÞËÏŒ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ L | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË, Á s | ÅÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ {U_i}, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ U_i ÐÕÞÏË L ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ L_{|Ui} ∼= O_{Ui} É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f_i ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÓÅÞÅÎÉÀ s_{|Ui} . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ U_i ∩ U_j ÆÕÎËÃÉÑ f_i=f_j ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉŒÉÚÏÒ ëÁÒÔØÅ, D É ÏÞÅŒÉÄÎÏ L ∼= O_X (D), s_D = s. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.15. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D → O_X (D) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ: O_X (D_1 + D_2) ∼= O_X (D_1) ⊗ O_X (D_2).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÉŒÉÚÏÒ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ëÁÒÔØÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÇÒÕÐÐÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ëÁÒÔØÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ëÁÒÔØÅ ÐÕÞÏË O_X (D) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÕÞËÕ O_X (ÅÓÌÉ ŒÓÅ f_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÏ ’_i = ’_j ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ U_i ∩ U_j É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÂÏÒ ’, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ O_X (D) ÎÁÄ U ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÎÁ U ÆÕÎËÃÉÀ). ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ O_X (D) ∼= O_X . ôÏÇÄÁ ÓÅÞÅÎÉÅ 1 ∈ O_X (U) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_i ÎÁ U_i, ÐÒÉÞÅÍ ’_i=f_i = ’_j=f_j . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÂÏÒ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_i=’_i ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ É ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f. ñÓÎÏ, ÞÔÏ D = (f). éÔÁË, O_X (D) ∼= O_X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÉŒÉÚÏÒ D ÇÌÁŒÎÙÊ. ðÏÌØ- ÚÕÑÓØ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 10.15 ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ O_X (D_1) ∼= O_X (D_2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ D_1 ∼ D_2. úÎÁÞÉÔ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D → O_X (D) ÚÁÄÁÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÌÁÓÓÏŒ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ëÁÒÔØÅ Œ ÇÒÕÐÐÕ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÐÕÞËÏŒ, ÇÒÕÐÐÕ ðÉËÁÒÁ ÓÈÅÍÙ X. çÒÕÐÐÁ ðÉËÁÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Pic X. ïÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË L ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÅÓÌÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.15. çÒÕÐÐÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ëÁÒÔØÅ ÎÁ ÃÅÌÏÊ ÓÈÅÍÅ X ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Pic X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË L ÎÁ ÃÅÌÏÊ ÓÈÅÍÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ. œÙÂÅÒÅÍ U ⊂ X, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ L ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ É ŒÙÂÅÒÅÍ ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁÄ U. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ L ÎÁÄ U, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÄ X. □

ôÅÏÒÅÍÁ 10.16. åÓÌÉ X | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ œÅÊÌÑ ÎÁ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉ- ŒÉÚÏÒÏÍ ëÁÒÔØÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Cl X = Pic X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ (ÌÅËÃÉÑ 6). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.17. Pic P^N ∼= Z, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ n → O_X (n).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.16. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ É L | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ Y . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f^∗L | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X, É ÞÔÏ f^∗ : Pic Y → Pic X | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÜÔÏ P GL_n (ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f^∗O(1) ∼= O(1)).