ìÅËÃÉÑ 19.

òÏÄ ËÒÉŒÏÊ. ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ. ôÅÏÒÅÍÁ çÕÒŒÉÃÁ. çÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉ- ÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ.

òÏÄ ËÒÉŒÏÊ

ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ H^0(X; O_X ) | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ X. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X ÃÅÌÁÑ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ H^0(X; O_X ) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÚÎÁÞÉÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ K, ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÑËÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÓÈÅÍÙ X ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ K-ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÏ ÅÓÔØ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÁÄ K, Á ÓÔÒÕÔÕÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → Spec k ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ X → Spec K → Spec k (ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ûÔÅÊÎÁ!). åÓÌÉ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ K=k ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ X Ë X⊗k, ÎÁÛÁ ÓÈÅÍÁ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ÓŒÑÚÎÏÊ (ÅÓÌÉ K=k ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ), ÉÌÉ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÙ (ÅÓÌÉ K=k ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÁÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ), ÉÌÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ É ÔÏ É ÄÒÕÇÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.1. óÈÅÍÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÓŒÑÚÎÏÊ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎ- ÎÏÊ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÃÅÌÏÊ, É Ô.Ä.), ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X ⊗ k ÓŒÑÚÎÁ (ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ, ÃÅÌÁ É Ô.Ä.).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉŒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÃÅÌÁÑ ÏÔÄÅÌÉÍÁÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.2. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ ËÒÉŒÏÊ C | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ p_a(C) = dim H^1(C; O_C ). çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ ËÒÉŒÏÊ C | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ p_g(C) = dim H^0(C; ˙_C ).

ìÅÍÍÁ 19.3. åÓÌÉ C | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÔÏ p_a(C) = p_g(C).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ. □

ôÁË ËÁË ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÒÁŒÅÎ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÏÄÕ, ÅÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ÒÏÄÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ g. òÏÄ ËÒÉŒÏÊ | ŒÁÖÎÅÊÛÉÊ (É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ) ÅÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÏÄ | ŒÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ!

œÁÖÎÅÊÛÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 19.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ). ðÕÓÔØ D | ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ C ÒÏÄÁ g ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ

dim_k H^0(C; O_C (D)) − dim_k H^1(C; O_C ) = deg D + 1 − g:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ D = 0. ôÏÇÄÁ O_C (D) = O_C , H^0(C; O_C ) = k (ÔÁË ËÁË C ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÃÅÌÁ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ) É dim H^1(C; O_C ) = p_a(C) = g ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÏÄÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ D | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ É P | ÔÏÞËÁ ËÒÉŒÏÊ C. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÔÏÞËÕ P ËÁË ÄÉŒÉÚÏÒ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË O_C (P ) É ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s ∈ H^0(C; O_C (P )), ÄÉŒÉÚÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó P . óÅÞÅÎÉÅ s ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ O_C (−P ) → O_C . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, Á ÅÇÏ ËÏÑÄÒÏ | ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ ÐÕÞÏË ÔÏÞËÉ P . éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → O_C (−P ) → O_C → O_P → 0:

ðÏÄËÒÕÞÉŒÁÑ ÅÅ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË O_C (D), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(∗) 0 → O_C (D − P ) → O_C (D) → O_P → 0

(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ O_P ⊗ O_C (D) ∼= O_P , ÔÁË ËÁË ÐÕÞÏË O_C (D) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ P ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÕÞËÕ O_C ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H^1(C; O_P ) = H^1(P; O_P ) = 0, H^0(C; O_P ) = k(P ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ø(O_P ) = dim_k k(P ) = deg P , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ø(O_C (D)) = Ø(O_C (D − P )) + deg P . éÔÁË, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ÄÌÑ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑÄÉŒÉÚÏÒÁ D − P . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÉÌÉ ÕÂÁŒÌÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim H^0(C; O_C (D)) ≤ deg D + 1 − g.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 19.5. éÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (∗)

0 → H^0(C; O_C (D − P )) → H^0(C; O_C (D)) → k(P ) → H^1(C; O_C (D − P )) → H^1(C; O_C (D)) → 0

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim H^0(C; O_C (D)) − deg k(P )=k ≤ dim H^0(C; O_C (D − P )) ≤ dim H^0(C; O_C (D)) É dim H^1(C; O_C (D)) ≤ dim H^1(C; O_C (D − P )) ≤ dim H^1(C; O_C (D)) + deg k(P )=k. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ (É, ÚÎÁÞÉÔ, k(P ) = k), ÔÏ

ÌÉÂÏ dim H^0(C;O_C (D−P ))=dim H^0(C;O_C (D))−1 É dim H^1(C;O_C (D−P ))=dim H^1(C;O_C (D));

ÌÉÂÏ dim H^0(C;O_C (D−P ))=dim H^0(C;O_C (D)) É dim H^1(C;O_C (D−P ))=dim H^1(C;O_C (D))+1:

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ K, ÞÔÏ O(K) ∼= !.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.6. ðÕÓÔØ K_C | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C. ôÏÇÄÁ deg K_C = 2g − 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ dim H^0(C; O_C (K_C )) = g, dim H^1(C; O_C (K_C )) = 1, ÐÏÜÔÏÍÕ Ø(O_C (K_C )) = g − 1. ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ. □

óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ{èÉÒÃÅÂÒÕÈÁ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔ- ÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÕÞËÁ (ÈÁÒÁËÔÅÒ þÅÒÎÁ) É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ËÌÁÓÓ ôÏÄÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ).

ôÅÏÒÅÍÁ çÕÒŒÉÃÁ

ëÁË ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÏÄ ËÒÉŒÏÊ? ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÚÁÄÁÎÁ ËÒÉŒÁÑ. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ | ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ Œ ŒÉÄÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÄÒÕÇÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÌÉÂÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ÐÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ.

ðÕÓÔØ f : X → Y | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÒÉŒÙÈ. ôÁË ËÁË ÏÎ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÄÏÍÉÎÁÎÔÅÎ, ÅÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ K(Y ) ⊂ K(X), ÐÒÉÞÅÍ deg f = deg K(X)=K(Y ). îÁËÒÙÔÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ K(X)=K(Y ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ 0 ŒÓÑËÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, Á Œ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ p ÓÔÅÐÅÎØ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÒÁŒÎÁ p^n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K(X)=K(Y ) ÞÉÓÔÏ ÎÅÍÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÔÏ f : X → Y | ÓÔÅÐÅÎØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, X ∼= Y É g(X) = g(Y ).

ìÅÍÍÁ 19.7. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÒÉŒÙÈ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ 0 → f^∗˙_Y → ˙_X → ˙_{X=Y} → 0

ÔÏÞÎÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ˙_{X=Y} | ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÞËÉ f^∗˙_Y É ˙_X ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÔÁË ËÁË X É Y ÇÌÁÄËÉÅ É X ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ f^∗˙_Y → ˙_X ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ Œ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ. îÏ Œ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

˙_{K(Y )=k} ⊗_{K(Y )} K(X) → ˙_{K(X)=k} → ˙_{K(X)=K(Y )} → 0;

ÐÒÉÞÅÍ ˙_{K(X)=K(Y )} = 0 ÔÁË ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K(X)=K(Y ) ËÏÎÅÞÎÏ É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. □

éÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÕÞËÁÍÉ ˙_X É f^∗˙_Y ÎÁÄÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÕÞÏË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÕÓÔØ x ∈ X, y = f(x) ∈ Y | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÏÞËÉ, Á t ∈ O_{X;x} É u ∈ O_{Y;y} | ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÉÅ. ôÏÇÄÁ f^∗u = at^e, ÇÄÅ e | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á a | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ O_{X;x}. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ e ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f Œ ÔÏÞËÅ x. åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ k ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É ÄÅÌÉÔ ÉÎÄÅËÓ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ e, ÇÏŒÏÒÑÔ ÞÔÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÅ (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÓÌÁÂÏÅ).

ìÅÍÍÁ 19.8. óÌÏÊ ÐÕÞËÁ ˙_{X=Y} Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ, ˙_{X=Y;x} ∼= O_{X;x}=m^r_x, ÐÒÉÞÅÍ r = e − 1, ÅÓÌÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÓÌÁÂÏÅ, É r ≥ e, ÅÓÌÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ˙_{X;x} ∼= O_{X;x}dt, (f^∗˙_Y )_x ∼= O_{X;x}du. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ du = d(at^e) = eat^{e−1}dt + t^eda. □

äÉŒÉÚÏÒ R = ∑ P ∈X rP P , ÇÄÅ rP | ÄÌÉÎÁ OX;P -ÍÏÄÕÌÑ ˙X=Y;P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ŒÅ-

ÔŒÌÅÎÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f (ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÁË ËÁË r_P ≠ 0 ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ P ∈ supp ˙_{X=Y} , Á ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ).

ôÅÏÒÅÍÁ 19.9 (ôÅÏÒÅÍÁ çÕÒŒÉÃÁ). ðÕÓÔØ f : X → Y | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ n ËÒÉŒÙÈ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ. ôÏÇÄÁ

K_X = f^∗K_Y + R:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 2g(X) − 2 = n(2g(Y ) − 2) + deg R:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÄËÒÕÔÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÅÍÍÙ 19.7 ÎÁ ÐÕÞÏË ˙^{−1}_X :

0 → ˙^{−1}_X ⊗ f^∗˙_Y → O_X → ˙^{−1}_X ⊗ ˙_{X=Y} → 0:

éÚ ÌÅÍÍÙ 19.8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ˙^{−1}_X ⊗˙_{X=Y} ∼= O_R, ÚÎÁÞÉÔ ˙^{−1}_X ⊗f^∗˙_Y ∼= O_X (−R), ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÂÒÁÚÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÔÓÔŒÏ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 19.10. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ çÕÒŒÉÃÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÎÁÄ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ | ŒÅÓØ ŒÏÐÒÏÓ ÚÄÅÓØ Œ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ÉÎÄÅËÓÙ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÁÈ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ k(x)=k(y). åÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ k(x)=k(y) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ k Ë k ÔÏÞËÁ x ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ deg k(x)=k(y) ÔÏÞÅË Ó ÒÁŒÎÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, Á ÅÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ k(x)=k(y) ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë k Œ ÔÏÞËÅ x ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÉÌØÎÏÅ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.3. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ çÕÒŒÉÃÁ ÎÁÄ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÕÒŒÉÃÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.4. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÜÔÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(X) = ng(Y ) − n + 1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÔÁÌØÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÎÁÄ P^1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.11 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÀÒÏÔÁ). åÓÌÉ f : P^1 → C | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÔÏ g(C) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K(P^1)=K(C) ÎÁ ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ É ÓÅÐÅ- ÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 19.2, ÓŒÏÄÉÍ ŒÓÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÞÉÓÔÏ ÓÅÐÁÒÁ- ÂÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÕÒŒÉÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g(C) = 0, ÔÁË ËÁË deg R ≥ 0. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.5. ðÕÓÔØ X | ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ 1. åÓÌÉ f : X → Y | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÔÏ ÌÉÂÏ g(Y ) = 0, ÌÉÂÏ g(Y ) = 1 É f | ÜÔÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÂÉÌØÎÏÓÔØ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ

ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÐÕÞËÁ. ðÒÏÓÔÙÅ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ŒÓÅ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏ- ÌÏÇÉÉ.

ìÅÍÍÁ 19.12. ðÕÓÔØ D | ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C. åÓÌÉ deg D ¡ 0, ÔÏ H^0(C; O_C (D)) = 0. åÓÌÉ deg D = 0 É D ≁ 0, ÔÏ H^0(C; O(D)) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ H^0(C; O_C (D)) ≠ 0. ðÕÓÔØ s | ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ O_C (D) É D^′ | ÅÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ D^′ ≥ 0 É D^′ ∼ D. úÎÁÞÉÔ deg D = deg D^′ ≥ 0. ðÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ deg D = 0, ÔÏ deg D^′ = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ D^′ = 0. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.13. åÓÌÉ deg D ¿ 2g−2, ÔÏ H^1(C; O_C (D)) = 0. åÓÌÉ deg D = 2g−2 É D ≁ K_C , ÔÏ H^1(C; O(D)) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ H^k(C; O_C (D)) ∼= H^{1−k}(C; O_C (D)^{−1} ⊗ !_C )^∗, ÎÏ O_C (D)^{−1} ⊗ !_X ∼= O_C (K_C − D) É deg(K_C − D) = 2g − 2 − deg D. □

äÉŒÉÚÏÒ D ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ H^1(C; O_C (D)) = 0. ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÓÔÅÐÅÎÉ ≥ 2g − 1 ÎÅÓÐÅÃÉÁÌÅÎ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÓÐÅÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 19.14. ðÕÓÔØ D | ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÒÏÄÁ g. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉ- ÓÔÅÍÕ |D|. åÓÌÉ deg D ≥ 2g, ÔÏ |D| ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË. åÓÌÉ deg D ≥ 2g + 1, ÔÏ |D| ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.6. ðÕÓÔØ ffi | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁ ÓÈÅÍÅ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË (ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÁ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË (ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÁ) ÎÁ ÓÈÅÍÅ X ⊗ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. ðÕÓÔØ P | ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ |D|, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÑËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÊ D ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ P . úÎÁÞÉÔ dim H^0(C; O_C (D − P )) ≥ dim H^0(C; O_C (D)). îÏ ÐÒÉ deg D ≥ 2g ÏÂÁ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D É D − P ÎÅÓÐÅÃÉÁÌØÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |D| ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÏ ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ P É Q, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÑËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ D É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

ÞÅÒÅÚ P ÐÒÏÈÏÄÉÔ É ÞÅÒÅÚ Q. úÎÁÞÉÔ dim H^0(C; O_C (D − P − Q)) ≥ dim H^0(C; O_C (D − P )). îÏ ÐÒÉ deg D ≥ 2g + 1 ÏÂÁ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D − P É D − P − Q ÎÅÓÐÅÃÉÁÌØÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÔÏÞËÅ P , ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÑËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ D É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ P ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ P ËÒÁÔÎÏÓÔØ ≥ 2. úÎÁÞÉÔ dim H^0(C; O_C (D − 2P )) ≥ dim H^0(C; O_C (D − P )). îÏ ÐÒÉ deg D ≥ 2g + 1 ÏÂÁ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D − 2P É D − P ÎÅÓÐÅÃÉÁÌØÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ. □

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÕÖÅ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÐÅÒŒÙÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ.

ìÅÍÍÁ 19.15. ðÕÓÔØ C ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ 0 ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ. ôÏÇÄÁ C ∼= P^1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ D | ÄÉŒÉÚÏÒ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÎÁ C (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, D = P ). ôÁË ËÁË 1 = 2g +1, ÄÉŒÉÚÏÒ D ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌÅÎ, ÐÒÉÞÅÍ dim H^0(C; O_C (D)) = deg D + 1 − g = 2, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ f : C → P^1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f^∗O_P1(1) ∼= O_C (D). ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÂÒÁÚÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ deg K(C)=K(P^1) = 1, ÚÎÁÞÉÔ K(C) = K(P^1), ÔÏ ÅÓÔØ C = P^1, ÔÁË ËÁË ÇÌÁÄËÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÐÏÌÅÍ ÆÕÎËÃÉÊ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.7. ðÕÓÔØ C ⊂ P^2_k | ËÏÎÉËÁ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÏÞÅË ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÄ C ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÎÏ C ≁= P^1_k. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ ÎÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ËÏÎÉËÅ (ÕËÁÚÁÎÉÅ: deg(−K_C ) = 2).

œÓÑËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ ÄÁÖÅ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ 1 ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ (i) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ P^1; (ii) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ Œ P^2.

äÉŒÉÚÏÒ D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄŒÉÖÎÙÍ, ÅÓÌÉ dim H^0(C; O_C (D)) ≥ 2. ðÕÓÔØ C | ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ g ≥ 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ D ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÄŒÉÖÎÙÍ (ÉÎÁÞÅ C ∼= P^1).

ìÅÍÍÁ 19.16. ðÕÓÔØ D | ÄÉŒÉÚÏÒ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C ÒÏÄÁ g ≥ 1. åÓÌÉ D ÐÏÄŒÉÖÅÎ, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |D| ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ dim H^0(C; O_C (D − P )) ≤ 1. îÏ ÅÓÌÉ dim H^0(C; O_C (D − P )) ≥ 2, ÔÏ D − P ÂÙÌ ÂÙ ÐÏÄŒÉÖÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÁË ËÁË g ≥ 1. □

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ dim H^0(C; O_C (D)) ≤ 2 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÒÏÄÁ ≥ 1 (ÉÎÁÞÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÄÉŒÉÚÏÒ D − P ÂÙÌ ÂÙ ÐÏÄŒÉÖÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÐÏÄŒÉÖÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ D ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C ÒÏÄÁ ≥ 1 ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C → P^1, ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.17. ëÒÉŒÁÑ C ÒÏÄÁ g ≥ 2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ C → P^1.

ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄŒÉÖÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÓÔÅÐÅÎÉ 2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ 2 ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 19.18. ðÕÓÔØ C | ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ g ≥ 2. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ K_C ÎÁ C ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ C ÎÅ ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ ÌÅÍÍÅ 19.14 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

dim H^0(C; O_C (K_C − P )) = g − 1 É dim H^0(C; O_C (K_C − P − Q)) = g − 2

ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË P; Q ∈ C ⊗ k. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ dim H^0(C; O_C (K_C − P )) = g, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ dim H^0(C; O_C (P )) = dim H^1(C; O_C (K_C − P )) = 2, ÔÏ ÅÓÔØ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄŒÉÖÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÎÁ C, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË g ≥ 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ dim H^0(C; O_C (K_C −P −Q)) = g−1, ÔÏ P +Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄŒÉÖÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÎÁ C, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ. □

ðÕÓÔØ C | ÎÅÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ g. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |K_C | ÚÁÄÁÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ C Œ P^{g−1}. åÅ ÏÂÒÁÚ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.10 (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ). ðÕÓÔØ C ⊂ P^{g−1} | ËÁ- ÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ g. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim |P_1 + P_2 + · · ·+ P_r| + dim⟨P_1; P_2; : : : ; P_r⟩ = r − 1, ÇÄÅ ⟨P_1; P_2; : : : ; P_r⟩ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÔÏÞÅË P_1; P_2; : : : ; P_r Œ P^{g−1}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÎÁ ÇÉÐÅÒ- ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.12 (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ). ðÕÓÔØ C | ÇÉÐÅÒÜÌÌÉ- ÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ g. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |K_C | ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ C → P^1 É ŒÌÏÖÅÎÉÑ œÅÒÏÎÅÚÅ P^1 → P^{g−1}.

üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ

œ ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ËÒÉŒÙÈ ÒÏÄÁ 0, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ŒÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ P^1, ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ ÂÙŒÁÀÔ ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕ- ÞÁÅÍ ÐÏÌÑ k, char k ≠ 2.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ËÒÉŒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ P^1 ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ Œ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ. úÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÞÅÔŒÅÒÏË ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ | ÞÅÔÙ- ÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. æÁËÔÏÒÉÚÕÑ ÅÇÏ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ Aut P^1 = PGL_2, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÌÉÐÔÉ- ÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÎÕÖÎÏ ËÏÅ-ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ìÅÍÍÁ 19.19. ðÕÓÔØ C | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ É P ∈ C. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ Œ ÔÏÞËÅ P ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ C → P^1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ |2P |, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ dim H^0(C; O_C (2P )) = 2 É ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ |2P | ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË. îÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË, ÐÏÓËÏÌØËÕ deg(2P ) = 2 = 2g. □

ìÅÍÍÁ 19.20. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË P; P^′ ∈ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ œ ËÒÉŒÏÊ C, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ œ(P ) = P^′. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÁ Aut C ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÏÞÅË ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ÖÅ ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ |P + P^′| ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ P^1. úÎÁÞÉÔ ÐÏÌÅ K(C) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÐÏÌÑ K(P^1). ðÕÓÔØ œ | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ K(C) ÎÁÄ K(P^1). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ C É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ P Œ P^′. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.21. ðÕÓÔØ f : C → P^1 É f^′ : C^′ → P^1 | ÄŒÕÌÉÓÔÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÒÁÚ- ŒÅÔŒÌÅÎÎÙÅ Œ ÔÏÞËÁÈ P_1; P_2; P_3; P_4 É P^′_1; P^′_2; P^′_3; P^′_4 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ëÒÉŒÙÅ C É C^′ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ g ∈ Aut P^1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g(f(P_i)) = f^′(P^′_i ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ËÒÉŒÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ C^′ = C. ðÒÉÍÅÎÑÑ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ P^′_1 = P_1. ôÁË ËÁË ÎÁËÒÙÔÉÑ f É f^′ ÏÂÁ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÙ Œ ÔÏÞËÅ P_1, ÏÎÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ g ∈ Aut P^1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÍ É ÎÕÖÅÎ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ C ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. œÙÂÅÒÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ P^1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÔÏÞËÉ 0; 1; ∞ É ˘. ôÁË ËÁË ÐÏÌÅ K(C) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÐÏÌÑ K(P^1) = k(x), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ K(C) = k(x)[y]=(y^2 − f(x)), ÇÄÅ f(x) ∈ k[x] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (ÍÙ ÅÇÏ ÐÒÏÄÅÌÙŒÁÌÉ Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ C → P^1 ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎ ÎÁÄ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x), Á ÅÓÌÉ deg f(x) ÎÅÞÅÔÎÁ, ÔÏ ÅÝÅ É ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ ∞. úÎÁÞÉÔ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉŒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y^2 = x(x − 1)(x − ˘). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ P^1 ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÅÒÅŒÅ- ÓÔÉ Œ ÔÏÞËÉ 0; 1; ˘; ∞. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ 0; 1; ˘; ∞ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ 0; 1; ¯; ∞ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ^{(˘2 −˘+1)3}_{˘2(˘−1)2} =^{(¯2 −¯+1)3}_{¯2(¯−1)2} .

ðÕÓÔØ C | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÅ Œ ŒÉÄÅ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ P^1, Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÎÁ P^1 ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÔÏÞËÉ 0; 1; ˘; ∞. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÒÉŒÏÊ C ÞÉÓÌÏ

j(C) = 2^8

(˘^2 − ˘ + 1)^3 ˘^2(˘ − 1)^2 : ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ j-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ C. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 19.22. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ C É C^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ j(C) = j(C^′).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ j-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.14. ðÕÓÔØ char k ≠ 2; 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÜÌÌÉÐÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÕ P , ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË

• 6, ÅÓÌÉ j = 1728; • 4, ÅÓÌÉ j = 0; É • 2, ÅÓÌÉ j ≠ 0; 1728.

îÁÐÏÓÌÅÄÏË ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.23. ðÕÓÔØ P_0 ∈ C. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P → O_C (P − P_0) ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ C ÎÁ ÇÒÕÐÐÕ Pic^0(C) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ O_C (P − P_0) ∼= O_C (P^′ − P_0), ÔÏ P − P_0 ∼ P^′ − P_0, ÔÏ ÅÓÔØ P ∼ P^′. îÏ ÔÏÇÄÁ |P | | ÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

óÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ Ø(L(P_0)) = deg(L(P_0)) = 1, ÚÎÁÞÉÔ ÐÕÞÏË L(P_0) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÎÕÌØ (ÔÁË ËÁË deg L(P_0) = 1). úÎÁÞÉÔ L(P_0) ∼= O_C (P ), ÔÏ ÅÓÔØ L ∼= O_C (P − P_0). □

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÇÒÕÐÐÁ Pic^0(X) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X (ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ), Á ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ C → Pic^0(C) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÈÅÍ.