ìÅËÃÉÑ 20.

ôÅÏÒÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. æÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ. ôÅÏ- ÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. òÁÚÄÕÔÉÑ. âÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÙ.

ôÅÏÒÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÃÅÌÁÑ ÏÔÄÅÌÉÍÁÑ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÎÅÏÓÏÂÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ. (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÓÑËÁÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÎÁÄ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ, ÏÄÎÁËÏ ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ). ëÒÉŒÏÊ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙŒÁÔØÓÑ ÌÀÂÏÊ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÏÂÏÊ, ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ É ÎÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ.

œ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ËÒÉŒÙÈ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÌÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÉŒÉÚÏÒÁ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÅÊ ÅÇÏ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÎÄÅËÓÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ C É D | ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

C · D = { dim `(S; O_C ⊗ O_D); ÅÓÌÉ C ≠ D − deg Tor_1(O_C ; O_D); ÅÓÌÉ C = D

úÄÅÓØ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑ. äÁŒÁÊÔÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍ O_C ⊗O_D. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ O_D

0 → O_S (−D)^D→ O_S → O_D → 0:

ôÅÎÚÏÒÎÏ ÕÍÎÏÖÉŒ ÅÅ ÎÁ O_C ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → Tor_1(O_C ; O_D) → O_S (−D)_{|C}^D→ O_C → O_C ⊗ O_D → 0:

åÓÌÉ C ≠ D, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ D ÎÁ C ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÐÕÞËÏŒ O_S (−D)_{|C}^D→ O_C ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ Tor_1(O_C ; O_D) = 0, Á O_C ⊗O_D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C | ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÓÈÅÍÎÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ C ∩ D (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ËÒÉŒÙÅ C É D ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÏ C · D ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ C ∩ D). åÓÌÉ ÖÅ C = D, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ D ÎÁ C ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÐÕÞËÏŒ O_S (−D)_{|C}^D→ O_C ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Tor_1(O_C ; O_D) = O_S (−D)_{|C} , O_C ⊗ O_D = O_C , ÔÁË ÞÔÏ Tor_1(O_C ; O_D) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C = D.

ìÅÍÍÁ 20.1. éÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ. âÏ- ÌÅÅ ÔÏÇÏ, C · D = deg O_S (D)_{|C} = deg O_S (C)_{|D}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ C · D = deg O_S (D)_{|C} . œ ÓÌÕÞÁÅ C = D ÏÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Tor_1(O_C ; O_D) = O_S (−D)_{|C} , Á Œ ÓÌÕÞÁÅ C ≠ D | ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ C. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ ÎÁ C ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → O_S (−D)_{|C} → O_C → O_C ⊗ O_D → 0;

ÏÔËÕÄÁ dim `(S; O_C ⊗ O_D) = ffl(O_C ⊗ O_D) = ffl(O_C ) − ffl(O_S (−D)_{|C} ) = − deg O_S (−D)_{|C} . □

òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ ÄÉŒÉÚÏÒÙ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÕÍÍÁÍÉ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ: ( ∑ C_i) · ( ∑ D_j) = ∑ (C_i · D_j ):

ìÅÍÍÁ 20.2. åÓÌÉ ∑ D_j ∼ ∑ E_k, ÔÏ ( ∑ C_i) · ( ∑ D_j) = ( ∑ C_i) · ( ∑ E_k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ∑ C_i = C. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

C · ( ∑ D_j) = ∑ C · D_j = ∑ deg O_S (D_j )_{|C} = deg O_S ( ∑ D_j )_{|C}

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ C · ( ∑ E_k) = deg O_S ( ∑ E_k)_{|C} . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ∑ D_j ∼ ∑ E_k ŒÌÅÞÅÔ O_S ( ∑ D_j ) ∼= O_S ( ∑ E_k). □

þÔÏÂÙ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ ŒÓÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 20.3 (ìÅÍÍÁ Ï ÓÄŒÉÇÅ). œÓÑËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ D ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎ- ÔÅÎ ÄÉŒÉÚÏÒÕ ŒÉÄÁ D_1 − D_2, ÇÄÅ D_1 É D_2 | ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÉÌØÎÙÊ ÄÉŒÉ- ÚÏÒ H. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ÎÉÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ ÎÁÊÄÅÍ n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÉŒÉÚÏÒÙ nH É D + nH ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÙ. ðÏ ÔÅÏÅÒÍÅ âÅÒÔÉÎÉ Œ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ |nH| É |D + nH| ŒÙÂÅÒÅÍ ÇÌÁÄËÉÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ D_1 É D_2. ôÏÇÄÁ D_1 − D_2 ∼ D. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.1. ðÕÓÔØ D É H | ÄÉŒÉÚÏÒÙ ÎÁ ÓÈÅÍÅ X, H ÏÂÉÌÅÎ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (i) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n_0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |D + nH| ÎÅÐÕÓÔÁ ÐÒÉ n ≥ n_0; (ii) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n_1, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÉŒÉÚÏÒ D + nH ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌÅÎ ÐÒÉ n ≥ n_1.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ C É D | ÌÀÂÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ C ∼ C_1 − C_2, D ∼ D_1 − D_2 É ÐÏÌÏÖÉÍ

C · D = C_1 · D_1 − C_1 · D_2 − C_2 · D_1 + C_2 · D_2:

ôÅÏÒÅÍÁ 20.4. éÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ D ∼ D_1 −D_2 ∼ D^′_1 −D^′_2. ôÏÇÄÁ D_1 + D^′_2 ∼ D^′_1 + D_2, ÚÎÁÞÉÔ C_i · D_1 + C_i · D^′_2 = C_i · D^′_1 + C_i · D_2, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ

C_1 · D_1 − C_1 · D_2 − C_2 · D_1 + C_2 · D_2 = C_1 · D^′_1 − C_1 · D^′_2 − C_2 · D^′_1 + C_2 · D^′_2:

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ D ∼ D_1 − D_2, D^′ ∼ D^′_1 − D^′_2 É D + D^′ ∼ D^{′′}_1 − D^{′′}_2 . ôÏÇÄÁ D_1 + D^′_1 + D^{′′}_2 ∼ D^{′′}_1 + D_2 + D^′_2, ÚÎÁÞÉÔ C_i · D_1 + C_i · D^′_1 + C_i · D^{′′}_2 ∼ C_i · D^{′′}_1 + C_i · D_2 + C_i · D^′_2 É ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.2. ðÕÓÔØ h | ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ P^2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h^2 = 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.3. ðÕÓÔØ a É b | ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ P^1 × P^1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a^2 = b^2 = 0, a · b = 1.

æÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ Z ⊂ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Á J | ÅÇÏ ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏŒ.

ìÅÍÍÁ 20.5. ðÕÞÏË J =J^2 | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ Z, rk(J =J^2) = codim_X Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÍÎÏÖÁÑ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → J → O_X → O_Z → 0 ÎÁ J ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → J ⊗ J → J → J ⊗ O_Z → 0, ÏÔËÕÄÁ J =J^2 ∼= J ⊗O_Z . ïÔÓÀÄÁ ÕÖÅ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ J =J^2 ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ Z. ðÒÏŒÅÒÑÔØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓŒÏÂÏÄÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØ z ∈ Z | ÔÏÞËÁ. œÙÂÅÒÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_1; : : : ; f_c, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ ÉÄÅÁÌ J_z ⊂ O_{X;z} É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ëÏÛÕÌÑ

· · · → O^⊕(^{c3})_{X;z} → O^⊕(^{c2})_{X;z} → O^{⊕c}_{X;z} → J → 0

äÏÍÎÏÖÁÑ ÅÅ ÎÁ O_{Z;z} ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓ · · · → O^⊕ (^c_3)_{Z;z} → O^⊕ (^c_2)_{Z;z} → O^{⊕c}_{Z;z}

Ó ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ (ÔÁË ËÁË f_i = 0 Œ O_{Z;z}). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, J_z ⊗ O_{Z;z} ∼= O^c_{Z;z}. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.6. åÓÌÉ Z ⊂ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → J =J^2 → ˙_{X |Z} → ˙_Z → 0

ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÓÅÇÄÁ ÔÏÞÎÁ ÓÐÒÁŒÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË Ker(˙_{X |Z} → ˙_Z ) ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ËÁË ÑÄÒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ, Á ÅÇÏ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Z Œ X. úÎÁÞÉÔ J =J^2 → Ker(˙_{X |Z} → ˙_Z ) | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.7. ðÕÞÏË N_{Z=X} := (J =J^2)^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ (ÉÌÉ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ) Z Œ X.

ôÅÏÒÅÍÁ 20.8 (ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ). åÓÌÉ Z ⊂ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÇÌÁÄ- ËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏ !_Z ∼= !_{X |Z} ⊗ det N_{Z=X} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.4. ðÕÓÔØ Z ⊂ X | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ r, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÎÕÌÅÊ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ E ÎÁ X ÒÁÎÇÁ r. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N_{Z=X} ∼= E_{|Z} . (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ëÏÛÕÌÑ · · · → ~^2E^∗ → E^∗ → O_X ).

ðÕÓÔØ C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ N_{C=S} ∼= O_S (C)_{|C} . âÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏÔ ÐÕÞÏË O_C (C). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÐÒÉÓÏ- ÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.9. åÓÌÉ C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S, ÔÏ K_C = (K_S + C)_{|C} . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 2g(C) − 2 = (K_S + C) · C.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.5.

(i) ðÕÓÔØ C | ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d Œ P^2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(C) = (d − 1)(d − 2)=2. (ii) ðÕÓÔØ C | ËÒÉŒÁÑ ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ (a; b) Œ P^1 × P^1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(C) = (a − 1)(b − 1). (iii) ðÕÓÔØ C | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d_1; d_2; : : : ; d_n Œ P^{n+1}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(C) = d_1d_2 : : : d_n(d_1 + d_2 + · · · + d_n − n − 2)=2 + 1.

ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉŒÙÈ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ÄÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉËÕ ÐÕÞËÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÅÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. œÎÁÞÁÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ŒÏÏÂÝÅ, X | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÕÓÔØ ˙^i_X = ~^i˙_X | ÐÕÞÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ i-ÆÏÒÍ ÎÁ X. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ˙^i_X ⊗ ˙^{n−i}_X → ˙^n_X = !_X , ÏÔËÕÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ (˙^i_X )^∗ ⊗ !_X ∼= ˙^{n−1}_X . ðÏÌÏÖÉÍ

h^{ij}(X) = dim H^i(X; ˙^j_X ):

þÉÓÌÁ h^{ij} (X) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ èÏÄÖÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. éÚ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ èÏÄÖÁ:

h^{ij} = dim H^i(X; ˙^j_X ) = dim H^{n−i}(X; (˙^j_X )^∗ ⊗ !_X ) = dim H^{n−i}(X; ˙^{n−j}_X ) = h^{n−i;n−j}(X):

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 20.10. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ h^{ij}(X) = h^{ji}(X). îÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ èÏÄÖÁ, ÓÔÒÏÑÝÅÊ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÁÓÓÏ- ÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ H^k(X; C ) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ H^k(X; C ) = ⊕_{i+j=k}H^{ij}(X), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ H^{ji}(X) = H^{ij}(X), É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÝÅÊ H^{ij}(X) = H^i(X; ˙^j (X)). éÚ ÔÅÏÒÉÉ èÏÄÖÁ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∑ i+j=k h

ij (X) = b^k(X) | k-ÏÅ ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙÍÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ • çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ p_g = dim H^0(S; !_S) = h^{02}(S) = h^{20}(S) É

• éÒÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ q = dim H^1(S; O_S ) = h^{10}(S).

ôÅÏÒÅÍÁ 20.11 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ). ðÕÓÔØ D | ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ

dim_k H^0(S; O_S (D)) − dim_k H^1(S; O_S ) + dim_k H^2(S; O_S (D)) = 1 2 D · (K − D) + 1 − q + p_g:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ D = 0. ôÏÇÄÁ O_S (D) = O_S , H^0(S; O_S ) = k, dim H^1(S; O_S ) = q É dim H^2(S; O_S ) = g ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÏÄÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑ- ÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ, Á D | ÌÀÂÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ. äÏÍÎÏÖÁÑ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O_S (−C) → O_S → O_C → 0 ÎÁ O_S (D) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

0 → O_S (D − C) → O_S (D) → O_C (D) → 0

ïÔÓÀÄÁ ffl(O_S (D)) − ffl(O_S (D − C)) = ffl(O_C (D)). œÙÞÉÓÌÉÍ ÅÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{ òÏÈÁ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C: ffl(O_C (D)) = C · D + 1 − g(C), Á ÒÏÄ ËÒÉŒÏÊ ÎÁÊÄÅÍ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉ- ÎÅÎÉÑ g(C) =^1_2 (K + C) · C + 1. ðÏÌÕÞÁÅÍ

ffl(O_S (D)) − ffl(O_S (D − C)) = C · D − 1 2 (K + C) · C

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, 1 2 D · (K − D) − 1 2 (D − C) · (K − D + C) = 1 2 (D · C − C · K + D · C − C · C) = D · C − 1 2 C · (K + C);

ÏÔËÕÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ D ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ D − C. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ. □

òÁÚÄÕÔÉÑ É ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ

îÁÐÏÍÎÉ, ÞÔÏ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ ÐÕÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ J ÎÁ ÓÈÅÍÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ Proj_X (⊕^∞_{m=0}J^m). œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ J | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏŒ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Z ⊂ X, ÒÁÚÄÕÔÉÅ J ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ Z, ÉÌÉ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ Z. ðÕÓÔØ ı : ~X → X | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÐÕÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ J . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ı^∗J ÎÁ ~X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ⊕^∞_{m=0}(J ⊗ J^m), Á ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Œ O~_X | ÍÏÄÕÌÀ ⊕^∞_{m=0}J^{m+1}, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÍÕ ÐÕÞËÕ O~_{X=X} (1). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÒÁÚÄÕÔÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 20.12 (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÁÚÄÕÔÉÑ). ðÕÓÔØ f : Y → X | ÍÏÒÆÉÚÍ, É ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏŒ L = Im(f^∗J → O_Y ) ÏÂÒÁÔÉÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ g : Y → ~X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f = ı ∘ g, ÇÄÅ ı : ~X → X | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÉÄÅÁÌÁ J .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ Y ×_X ~X → Y . ïÄÎÁËÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Y ×_X ~X = Proj_Y (⊕^∞_{m=0}(f^∗J^m)) (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Proj É ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ), Á Y = Proj_Y (⊕^∞_{m=0}L^m), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÀÒSSÅËÃÉÑ f^∗J → L ÄÁÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ⊕^∞_{m=0}(f^∗J^m) → ⊕^∞_{m=0}L^m. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.6. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ g.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.13. ðÕÓÔØ ı : ~X → X | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Z ⊂ X, E = ı^{−1}(Z) ⊂ ~X. ôÏÇÄÁ ~X ÇÌÁÄËÏ, E ∼= P_Z (N_{Z=X} ), É N_{E=}~_X ∼= O~_{X=X} (−1)_{|E} ∼= O_{E=Z} (−1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ E = ı^{−1}(Z) = ~X ×_X Z = Proj_Z (⊕^∞_{m=0}(J^m ⊗ O_Z )) ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Proj É ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → J → O_X → O_Z → 0 ÎÁ J^m ÎÁÈÏÄÉÍ J^m ⊗ O_Z ∼= J^m=J^{m+1}. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ Z ⊂ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ J =J^2 = N^∗_{Z=X} | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ Z, Á J^m=J^{m+1} ∼= S^mN^∗_{Z=X} (ÅÓÌÉ J ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÓÏÔØÀ f_1; f_2; : : : ; f_c, ÔÏ J^m ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÓÅÍÉ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÏÔ f_1; f_2; : : : ; f_c, Á ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ Œ J^m=J^{m+1} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, E ∼= Proj_Z (⊕^∞_{m=0}S^mN^∗_{Z=X} ) = P_Z (N_{Z=X} ).

äÁÌÅÅ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏŒ J_E ÐÏÄÓÈÅÍÙ E ⊂ ~X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ⊕^∞_{m=0}J^{m+1}, ÔÏ ÅÓÔØ J_E = O~_{X=X} (1). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ J_E | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË, ÔÏ ÅÓÔØ E | ÄÉŒÉÚÏÒ ëÁÒÔØÅ. ôÁË ËÁË E ÇÌÁÄÏË, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÞÔÏ ~X ÇÌÁÄËÏ ŒÄÏÌØ E. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË J_{|X\Z} ∼= O_{X\Z} , ÔÏ ~X \ E = X \ Z, ÐÏÜÔÏÍÕ ~X ÇÌÁÄËÏ É ŒÎÅ E.

îÁËÏÎÅÃ, ÔÁË ËÁË J_E = O~_{X=X} (1), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ N^∗_{E=X̃} = (J_E)_{|E} = O~_{X=X} (1)_{|E} = O_{E=Z} (1). äÕÁÌÉÚÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ N_{E=}~_X ∼= O~_{X=X} (−1)_{|E} ∼= O_{E=Z} (−1). □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.14. éÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Pic ~X ∼= Pic X ⊕ Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Pic(X \ Z) = Pic X É Pic( ~X \ E) = Pic ~X=ZE, ÔÁË ËÁË X É ~X ÎÏÒÍÁÌØÎÙ. îÏ X \ Z = ~X \ E, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Z → Pic ~X → Pic X → 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ Z → Pic ~X, k → O~_X (kE) ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÁË ËÁË O~_X (kE)_{|E} ∼= O_{E=Z} (−k), É ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ı^∗ : Pic X → Pic ~X ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÊÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.15. åÓÌÉ ı : ~X → X | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Z ⊂ X, ÔÏ K~_X = ı^∗K_X + (c − 1)E, ÇÄÅ Ó = codim_Z X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ !~_X = ı^∗L ⊗ O~_X (aE). ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÎÁ ~X \ E ÐÏÌÕÞÁÅÍ L = !_X , ÔÏ ÅÓÔØ !~_X = ı^∗!_X ⊗ O~_X (aE). ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÍ !_E = (!~_X ⊗ O~_X (E))_{|E} = (ı^∗!_X ⊗ O~_X ((a + 1)E))_{|E} = ı^∗(!_{X|Z} ) ⊗ O_{E=Z} (−a − 1). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ E_z = ı^{−1}(z) | ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ z ∈ Z, ÔÏ !_{E|Ez} = O_{Ez} (−a − 1). îÏ !_{E|Ez} = !_{Ez} , Á E_z | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ rk(N_{Z=X} ) = c, ÐÏÜÔÏÍÕ a + 1 = c. □

ìÅÍÍÁ 20.16. ðÕÓÔØ X É Y | ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, F_X | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë ÐÕÞËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ˙_X (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, F_X = ˙^i_X ÉÌÉ F_X = !^n_X ), Á F_Y | ÔÏÔ ÖÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë ÐÕÞËÕ ˙_Y . ôÏÇÄÁ H^0(X; F_X ) ∼= H^0(Y; F_Y ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim H^0(X; F_X ) | ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á U ⊂ X | ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ codim_X (X − U) ≥ 2, ÔÁË ËÁË ŒÏ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞËÕ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÍÏÒÆÉÚÍ f ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ ŒÁÌÀÁÔÉŒÎÏÍÕ ËÒÉÔÅÒÉÀ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÒÆÉÚÍ f_{|U} : U → Y | ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F_{X|U} ∼= F_U ∼= f^∗_{|U} F_Y . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ H^0(X; F_X ) → H^0(U; F_U ) É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ f^∗_{|U} : H^0(Y; F_Y ) → H^0(U; F_U ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÑÍÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑ- ËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ F_X ÉÌÉ F_Y , ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ, ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H^0(X; F_X ) → H^0(U; F_U ) ÓÀÒSS- ÅËÔÉŒÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ èÁÒÔÏÇÓÁ: ÓÅÞÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ŒÎÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ≥ 2, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, H^0(Y; F_Y ) ⊂ H^0(U; F_U ) = H^0(X; F_X ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ H^0(X; F_X ) ⊂ H^0(Y; F_Y ). □

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ. œÁÖ- ÎÅÊÛÉÍÉ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ èÏÄÖÁ h^{0i}(X) = dim H^0(X; ˙^i_X ) (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ p_g(X) = dim H^0(X; !^i_X )), Á ÔÁËÖÅ ÐÌÀÒÉÒÏÄÁ (ÉÌÉ ËÒÁÔÎÙÅ ÒÏÄÁ) P_n(X) = dim H^0(X; !^n_X ). äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ | ÞÉÓÌÁ èÏÄÖÁ h^{i0}(X) = dim H^i(X; O_X ) (ÚÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ h^{ij} (X) = h^{ji}(X)). ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ÇÌÁÄËÉÈ ÒÁÚÄÕÔÉÊ.

ìÅÍÍÁ 20.17. ðÕÓÔØ ı : ~X → X | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Z ⊂ X. ôÏÇÄÁ ı_∗O~_X ∼= O_X , R^{¿0}ı_∗O~_X = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë Z ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÙÐÏÌÑÎÀÔÓÑ. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÉÈ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ z ∈ Z ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ (R^iı_∗O~_X )^∧_z = lim_← H^i(E^{(m)}z ; O_E(m)_z ). ðÕÓÔØ n = dim X, c = codim_X Z É ÐÕÓÔØ f_1; f_2; : : : ; f_n | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÉÄÅÁÌ m_z Œ O_{X;z}, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f_1; : : : ; f_c ÚÁÄÁÅÔ ÉÄÅÁÌ J_Z . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ E_z ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ f_0; f_{c+1}; f_{c+2}; : : : ; f_n, ÇÄÅ f_0 | ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ O~_X (E) = O~_{X=X} (−1). ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË J^m_{Ez} =J^{m+1}_{Ez} ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÕÞËÏŒ O_{Ez} , O_{Ez} (1), : : : , O_{Ez} (m). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁË ËÁË E_z = P^{c−1}, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ H^0(J^m_{Ez} =J^{m+1}_{Ez} ) = 0. îÏ ÐÕÞÏË O_E(m)_z = O~_X =J^m_{Ez} ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ Ó ÆÁËÔÏÒÁÍÉ J^k_{Ez} =J^{k+1}_{Ez} , 0 ≤ k ≤ m − 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÙÓÛÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ R^{¿0}ı_∗O~_X = 0.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÌÏÊ ÐÕÞËÁ ı_∗O~_X ÑŒÌÑÅÔÓÑ O_X -ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ K(X), ËÏÎÅÞÎÏÊ ÎÁÄ O_X , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÏÊ ÎÁÄ O_X . îÏ O_X ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÁË ËÁË X ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ı_∗O~_X = O_X . □

õÞÉÔÙŒÁÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ óÅÒÒÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÒÏÍÂÁ èÏÄÖÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉ- ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ. á ŒÏÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ.