ìÅËÃÉÑ 21.

âÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÏ- ÄÅÌÉ. þÉÓÌÅÎÎÁÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔØ. ìÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. ëÌÁÓ- ÓÉÆÉËÁÃÉÑ.

âÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ

îÁÐÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÒÁÚÄÕÔÉÑÍÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. åÓÌÉ X | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÚÄÕÔÉÅ | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 20.1. ðÕÓÔØ ß : ~X → X | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X, E = ß^{−1}(P ). ôÏÇÄÁ ~X | ÇÌÁÄËÁÑ, E ∼= P^1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Pic ~X = Pic X ⊕ ZE, Á ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (ß^∗C) · (ß^∗D) = C · D, (ß^∗C) · E = 0 É E^2 = −1. îÁËÏÎÅÃ, K~_X = ß^∗K_X + E É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, K^2_{X̃} = K^2_X − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ËÒÏÍÅ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÒÁÎØÛÅ. þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ X ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P (ÚÄÅÓØ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÇËÁ ÕÓÉÌÅÎÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÒÔÉÎÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÅ!). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ C É D | ÔÁËÉÅ ËÒÉŒÙÅ. îÏ ÔÏÇÄÁ ß^∗C ∩ E = ∅, ÐÏÜÔÏÍÕ (ß^∗C) · E = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ ß^∗C É ß^∗D ÌÅÖÁÔ Œ ~X \ E = X \ P , É ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÏÜÔÏÍÕ (ß^∗C) · (ß^∗D) = C · D. îÁËÏÎÅÃ E^2 = deg N_{E=}~_X = deg O_E (−1) = −1. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.1. ðÕÓÔØ ß : ~X → X | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h^{11}( ~X) = h^{11}(X) + 1 (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → ß^∗˙_X → ˙~_X → O_E (−2) → 0).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.2. ðÕÓÔØ X = Spec A, A | ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, x; y | ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÈÅÍÁ ~X ⊂ X × P^1, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ uy = vx, ÇÄÅ (u : v) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ P^1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÉ X. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ {u ≠ 0} É {v ≠ 0} Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; v=u) É (u=v; y) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.3. ðÕÓÔØ ß : ~X → X | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (i) L_{¿1}ß^∗F = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ÎÁ X; (ii) R^{¿1}ß_∗G = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ G ÎÁ ~X;

(iii) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ÎÁ X ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ß_∗L_1ß^∗F = 0, R^1ß_∗ß^∗F = 0 É ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → R^1ß_∗L_1ß^∗F → F → ß_∗ß^∗F → 0; (iv) ß_∗O~_X (−kE) = m^k_P , R^1ß_∗O~_X (−kE) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ≥ 0; (v) ß_∗O~_X (kE) = O_X , R^1ß_∗O~_X (kE) = (O_X =m^{k−1}_P )^∗ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ≥ 0.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÌÑ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÌÀÂÏÅ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÄÕÔÉÊ ÔÏÞÅË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.2. ðÕÓÔØ f : Y → X | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ É ÐÕÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1} : X → Y ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÔÏÞËÅ P . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ g : Y → ~X, ÇÄÅ ß : ~X → X | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ P , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f = ß ∘ g.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = Spec A, A | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ðÕÓÔØ (x; y) | ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ X. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ (x; y) ÎÁ Y | ÌÏËÁÌØÎÏ ÇÌÁŒÎÙÊ (ÔÏÇÄÁ g ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÒÁÚÄÕÔÉÑ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ Q ∈ Y Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÁÌ (x; y) | ÎÅ ÇÌÁŒÎÙÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ f^{−1} ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ P , ÔÏ dim f^{−1}(P ) = 1, ÐÒÉÞÅÍ f^{−1}(P ) ÓŒÑÚÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ úÁÒÉÓËÏÇÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ Q ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ C ⊂ f^{−1}(P ). ðÕÓÔØ z | ÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ Q (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØÀ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÔÏÞËÉ Q, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÌÁÄËÏÓÔØÀ Y ). ôÏÇÄÁ (x; y) ⊂ (z), ÔÏ ÅÓÔØ x = az, y = bz, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ a; b ∈ m_Q, ÔÏ ÅÓÔØ x; y ∈ m^2_Q.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆÉË ` ⊂ Y × ~X ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g = ß^{−1} ∘ f : Y → ~X. ðÕÓÔØ q : ` → Y É r : ` → ~X | ÐÒÏÅËÃÉÉ. ôÁË ËÁË g ÎÅ ÏÐÒÅÄÌÅÎÏ Œ Q, ÔÏ dim q^{−1}(Q) ≥ 1, ÐÒÉÞÅÍ ß(r(q^{−1}(Q))) = f(q(q^{−1}(Q))) = f(Q) = P , ÔÏ ÅÓÔØ r(q^{−1}(Q)) = E. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÏÅËÃÉÑ r : ` → ~X ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ R ∈ E, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ r | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÄ R. ñÓÎÏ, ÞÔÏ q(r^{−1}(R)) = Q, ÔÏ ÅÓÔØ r^{−1}(R) = (Q; R). íÏÒÆÉÚÍ r ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌØ- ÎÙÈ ËÏÌÅÃ O~_{X;R} ∼= O_{�;(Q;R)}, Á ÍÏÒÆÉÚÍ q | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ O_{Y;Q} → O_{�;(Q;R)}. ëÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ÉÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ O_{Y;Q} → O~_{X;R}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ÏÂÝÅÅ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ x; y ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ Œ m^2_R. îÏ ÐÏ ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÀ 20.2 Œ ÔÏÞËÅ R ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ x; y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ m^2_R. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.4. ðÕÓÔØ Y_0 ⊂ P^3 | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ËÏÎÕÓ, Q | ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÁ, Á f_0 : Y_0 → P^2 = X | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ P_0 ∈ Y_0 \ Q_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (i) ðÕÓÔØ Y → Y_0 | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ P_0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ f : Y → Y_0 → X | ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, Á f^{−1} ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Œ ÔÏÞËÅ P = f_0(Q).

(ii) ðÕÓÔØ ß : ~X → X | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ P . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß^1 ∘ f : Y → X ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÔÏÞËÅ Q.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.3. ðÕÓÔØ f : Y → X | ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÇÌÁÄ- ËÉÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ. ôÏÇÄÁ f ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ ÒÁÚÄÕÔÉÊ ÔÏÞËÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÒÆÉÚÍ f^{−1} ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÏÞÅË, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÒÉŒÁÑ Œ Y . ðÕÓÔØ n | ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÔÉÈ ËÒÉŒÙÈ. íÏÒÆÉÚÍ Y → X ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Y → ~X É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÓÔÑÇÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÒÉŒÕÀ ÍÅÎØÛÅ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.4. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, Á f : Y → X ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. îÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÄÕÔÉÊ ÔÏÞÅË X_n^{ßn}→ X_{n−1} → · · · → X_1^{ß1}→ X É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : X_n → Y , ÔÁË ÞÔÏ f ∘ g = ß_1 ∘ · · · ∘ ß_n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ f | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ J ÎÁ X. œ ÓÉÌÕ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÚÄÕÔÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÄÕÔÉÊ ÔÏÞÅË, ÞÔÏ Im(ß^∗_n : : : ß^∗_1 J → O_{Xn} ) | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË. ðÕÓÔØ J | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏŒ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Z ⊂ X É P ∈ Z. ðÕÓÔØ k ≥ 1 | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ J ⊂ m^k_P . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚ- ÄÕÔÉÅ ß : ~X → X Œ ÔÏÞËÅ P É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ J^′ = Im(ß^∗J → O~_X ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hom(J ; m^k_P ) = Hom(J ; ß_∗O~_X (−kE)) ∼= Hom(ß^∗J ; O~_X (−kE)), ÐÏÜÔÏÍÕ J^′ ⊂ O~_X (−kE). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ O~_X (−kE)=J^′ | ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Z^′ ⊂ ~X (ÔÏ ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÕÞËÁ ŒÎÅ E ÎÕÌØÍÅÒÅÎ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á ÅÓÌÉ ÂÙ ŒÓÅ E ÌÅÖÁÌÏ Œ ÎÏÓÉÔÅÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÞËÁ, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ÍÏÒÆÉÚÍ J^′ → O~_X (−(k + 1)E), ËÏÔÏÒÙÊ ÄÁŒÁÌ ÂÙ ŒÌÏÖÅÎÉÅ J → m^{k+1}_P , ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ŒÙÂÏÒÕ ÞÉÓÌÁ k). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ dim H^0( ~X; O_Z′ ) ¡ dim H^0(X; O_Z ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÔÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ ß^∗J → O~_X ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ J^′, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ J → ß_∗O~_X = O_X ÐÒÏÐÕÓ- ËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ß_∗J^′, ÐÏÜÔÏÍÕ ß_∗J^′ | ÉÄÅÁÌ Œ O_X , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ J . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, R^1ß_∗ß^∗J = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÀÒSSÅËÃÉÉ ß^∗J → J^′ ÏÚÎÁÞÁÅÔ R^1ß_∗J^′ = 0. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ ß_∗ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → J^′ → O~_X (−kE) → O_Z′ → 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → ß_∗J^′ → m^k_P → ß_∗O_Z′ → 0, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ß_∗O_Z′ ÎÁËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ m^k_P =J , ÚÎÁÞÉÔ

dim H^0( ~X; O_Z′ ) = dim H^0(X; ß_∗O_Z′ ) ≤ dim H^0(X; m^k_P =J ) ¡ dim H^0(X; O_X =J ) = dim H^0(X; O_Z ):

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.5. œÓÑËÏÅ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÒÁÚÄÕÔÉÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÔÏÞÅË É ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : X → X^′ | ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É Y ⊂ X × X^′ | ÅÇÏ ÇÒÁÆÉË. ðÒÏÅËÃÉÑ Y → X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÄÕÔÉÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÔÏÞÅË X_n → · · · → X_1 → X É ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X_n → Y . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ X_n → Y → X^′ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÒÁÚÄÕÔÉÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÔÏÞÅË. □

íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ

ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ËÒÉŒÙÈ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ËÒÉŒÙÈ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ). äÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏ ÕÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÎÅŒÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË ÌÀÂÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÕÔØ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÁÌÏÖÉŒ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.6. çÌÁÄËÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X → X^′ ÎÁ ÇÌÁÄËÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X^′.

ëÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ, ŒÓÑËÁÑ ÎÅÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÎÁ ÎÅÊ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ −1 (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ (−1)-ËÒÉŒÁÑ, ÉÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ). óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 20.7 (ëÁÓÔÅÌØÎÕÏŒÏ). ðÕÓÔØ E | ÇÌÁÄËÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ (−1)-ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Y . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X É ÔÏÞËÁ P ÎÁ ÎÅÊ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Y ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÒÁÚÄÕÔÉÀ ~X Œ ÔÏÞËÅ P , Á ËÒÉŒÁÑ E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÒÁÚÄÕÔÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ H | ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ Y Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ H^1(Y; O_Y (H)) = 0, É ÐÏÌÏÖÉÍ n = H · E. éÚ ÏÂÉÌØÎÏÓÔÉ H ÓÌÅÄÕÅÔ n ¿ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ |H +nE|. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË. ïÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ŒÎÅ E ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ôÁË ËÁË (H + nE) · E = 0, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÉÚ ÎÁÛÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÒÉŒÏÊ E, ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ E. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → O_Y (H + (n − 1)E) → O_Y (H + nE) → O_E → 0:

éÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ H^1(Y; O_Y (H + (n − 1)E)) = 0. äÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ H^1(Y; O_Y (H + kE)) = 0 ÄÌÑ 0 ≤ k ≤ n − 1. âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ, k = 0, ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÐÏ ŒÙÂÏÒÕ H. ûÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë

0 → O_Y (H + (k − 1)E) → O_Y (H + kE) → O_E (n − k) → 0;

ÔÁË ËÁË H^{¿0}(Y; O_E(n − k)) = H^{¿0}(P^1; O(n − k)) = 0 ÐÒÉ k ≤ n.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ |H + nE|. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÏÒÍÁÌÉ- ÚÁÃÉÀ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÞÅÒÅÚ X, Á ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y → X ÞÅÒÅÚ ß. ôÁË ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |H + nE| ÏÂÉÌØÎÁ ŒÎÅ E, ÏÔÄÅÌÑÅÔ E ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Y É ÓÔÑÇÉŒÁÅÔ E Œ ÔÏÞËÕ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ P ), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß : Y → X ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Y \ E ∼= X \ P . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, X ÇÌÁÄËÁ ŒÎÅ P . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ X ÇÌÁÄËÁ É Œ P . œÙÞÉÓÌÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅ- ÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ (O_{X;P} )^∧. ôÁË ËÁË X | ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÔÏ (O_{X;P} )^∧ = lim_← H^0(E^{(n)}; O_E(n) ) ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ

0 → J^n_E =J^{n+1}_E → O_E(n+1) → O_E(n) → 0

É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ J^n_E =J^{n+1}_E ∼= S^n(J_E=J^2_E) = S^n(O_E (1)) ∼= O_E (n). œÙÂÉÒÁÑ ÂÁÚÉÓ {x; y} Œ H^0(E; O_E (1)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÁÚÉÓ {x^n; x^{n−1}y; : : : ; xy^{n−1}; y^n} Œ H^0(E; O_E(n)), ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H^0(E^{(n)}; O_E(n) ) ∼= k[x; y]=m^{n+1}, ÇÄÅ m = (x; y). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (O_{X;P} )^∧ = k[[x; y]], ÚÎÁÞÉÔ X ÇÌÁÄËÁÑ Œ ÔÏÞËÅ P .

ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 20.3 ÍÏÒÆÉÚÍ ß ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÒÁÚ- ÄÕÔÉÊ ÔÏÞÅË. îÏ ß ÓÔÑÇÉŒÁÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ËÒÉŒÕÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ ß | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÔÏÞËÉ P , Á E | ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÒÁÚÄÕÔÉÑ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.8. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÎÅÊ ÎÅÔ ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ (−1)-ËÒÉŒÙÈ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.9. œÓÑËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ÎÁ ÎÅÊ ÎÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ (−1)- ËÒÉŒÙÈ, ÏÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. åÓÌÉ ÖÅ ÔÁËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÅÓÔØ, ÓÔÑÎÕŒ ÅÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X_1. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÊ X → X_1 → X_2 → : : : É ÎÁÄÏ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÓÉÌÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 20.1, ÉÍÅÅÍ h^{11}(X_1) = h^{11}(X) − 1, h^{11}(X_2) = h^{11}(X_1) − 1, É Ô.Ä., ÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ h^{11}(X) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÏÓÔÁŒÁÑÓØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ! □

ôÅÐÅÒØ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ŒÏÐÒÏÓÏÍ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.

þÉÓÌÅÎÎÁÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.10. äÉŒÉÚÏÒ D ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ (ÐÏ ÁÎÇÌÉÊÓËÉ numerically e¸ective ÉÌÉ nef ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ËÒÉŒÏÊ C ÎÁ X ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ D·C ≥ 0.

ìÅÍÍÁ 20.11. åÓÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ X ÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ, ÔÏ ÎÁ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ (−1)-ËÒÉŒÁÑ E. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ −2 = 2g(E) − 2 = K · E + E^2 = K · E − 1, ÏÔËÕÄÁ K · E = −1, ÔÏ ÅÓÔØ K ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ. □ ôÅÏÒÅÍÁ 20.12. åÓÌÉ f : X → Y | ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É K_Y ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÅÎ, ÔÏ f | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ, ÔÏ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÒÁÚÄÕÔÉÊ É ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÊ X ← X_1 ← · · · ← X_{n−1} ← X_n = Y_m → Y_{m−1} → · · · → Y_1 → Y

É ÐÕÓÔØ E | ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÒÁÚÄÕÔÉÑ X_n → X_{n−1}. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ E ÎÅ ÓÔÑÇÉŒÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ g : X_n → Y . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ g(E) | ÔÏÞËÁ. ðÕÓÔØ H | ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ Y . ôÏÇÄÁ g^∗H · E = 0 (ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÉŒÉÚÏÒ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ |H|, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ g(E)). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 20.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g^∗H = ß^∗D, ÇÄÅ ß : X_n → X_{n−1}, Á D | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ X_{n−1}. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

H^0(Y; O_Y (H)) ⊂ H^0(X_n; O_{Xn} (g^∗H)) = H^0(X_n; O_{Xn} (ß^∗D)) ∼= ∼= H^0(X_{n−1}; ß_∗ß^∗O_{Xn−1} (D)) = H^0(X_{n−1}; O_{Xn−1} (D))

Œ ÓÉÌÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 20.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X_n → P^N , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÇÌÏ- ÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ H^0(Y; O_Y (H)) ÐÕÞËÁ O_{Xn} (g^∗H) = O_{Xn} (ß^∗D). ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÏ ÒÁÓËÌÁ- ÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÒÏÅËÃÉÉ X_n → Y É ŒÌÏÖÅÎÉÑ Y , ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ |H|. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÒÏÅËÃÉÉ X_n → X_{n−1} É ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁ X_{n−1} ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ |D|. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÑÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X_{n−1} Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ Y , Œ ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÌÏÖÅÎÎÏÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ g^′ : X_{n−1} → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g = g^′ ∘ ß. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f Œ ŒÉÄÅ ÂÁÛÎÉ ÒÁÚÄÕÔÉÊ ÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.

éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ g(E) | ËÒÉŒÁÑ. ôÁË ËÁË K_Y | ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ g(E) · K_Y ≥ 0. äÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ g_k(E) · K_{Yk} ≥ 0, ÇÄÅ g_k : X_n → Y_k | ÐÒÏÅËÃÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ œ : Y_k → Y_{k−1} | ÒÁÚÄÕÔÉÅ. ôÏÇÄÁ g_k(E) · œ^∗K_{Yk−1} = œ(g_k(E)) · K_{Yk−1} = g_{k−1}(E) · K_{Yk−1} ≥ 0 ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÚÎÁÞÉÔ g_k(E) · K_{Yk} = g_k(E) · (œ^∗K_{Yk−1} + E_k) = g_k(E) · œ^∗K_{Yk−1} + g_k(E) · E_k, ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÒÉŒÙÈ (ÅÓÌÉ g_k(E) = E_k, ÔÏ g(E) | ÔÏÞËÁ).

éÔÁË, ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ E · K_{Ym} = E · K_{Xn} ≥ 0. îÏ K_{Xn} = ß^∗K_{Xn−1} + E, ÏÔËÕÄÁ E · K_{Xn} = E · (ß^∗K_{Xn−1} + E) = E · ß^∗K_{Xn−1} + E^2 = E^2 = −1. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ X = X_n, ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÏÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Œ ÓŒÏÅÍ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÂÙŒÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P^2 É P^1 × P^1 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙ É ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

ïÄÎÁËÏ ÔÁËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÎÅÍÎÏÇÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 20.13. åÓÌÉ X | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, Á K_X | ÎÅ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÌÉÂÏ X ∼= P_B (E), ÇÄÅ B | ËÒÉŒÁÑ, Á E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ B, ÌÉÂÏ X ∼= P^2.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÏÌÎÏÅ É ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÅÓØÍÁ ÄÌÉÎÎÏ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÌÉÛØ ÅÇÏ ÎÁÂÒÏÓÏË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Num(X) (ÄÉŒÉÚÏÒ D ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ D · C = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ C). üÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ Num(X) ⊗ Q

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Eff(X) ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÎÕÓ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ.

ëÏÎÕÓ Eff(X) ÕÓÔÒÏÅÎ ŒÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÏ. ïÄÎÁËÏ ËÏÅ-ÞÔÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÅÓÌÉ H | ÏÂÉÌØÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ X, ÔÏ Eff(X) ÌÅÖÉÔ Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ {D | D · H ¿ 0}. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÕËÏÎÕÓ {D | D^2 ¿ 0; D·H ¿ 0}. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ D·H ¿ 0, ÔÏ (K − nD) · H ¡ 0 ÄÌÑ n ≫ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ H^2(X; O_X (nD)) = H^0(X; O_X (K − nD)) = 0, É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ dim H^0(X; O_X (nD)) ≥ Ø(O_X (nD)) =^1_2 n^2D^2 + · · · ¿ 0 ÐÒÉ n ≫ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ nD ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ ÐÒÉ n ≫ 0, Á ÚÎÁÞÉÔ D ∈ Eff(X). ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÎÕÓ Eff(X) ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ŒÅËÔÏÒÙ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Eff(X) ∩ {D | D · K ¡ 0} ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ D^2 ¡ 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ E ÄÉŒÉÚÏÒÁ D, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ E · K ¡ 0 É E^2 ¡ 0. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ E | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ (−1)-ËÒÉŒÁÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X.

éÔÁË, Eff(X) ∩ {D | D · K ¡ 0} = {D | D · H ¿ 0; D · K ¡ 0; D^2 ≥ 0}. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ rk(Num(X)) ≥ 2, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ D ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ, ÔÏ ÅÓÔØ D^2 = 0, D · H ¿ 0, D · K ¡ 0. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË É ŒÙÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ dim H^0(X; O_X (nD)) ≥ Ø(O_X (nD)) = −^1_2 nD · K + · · · ¿ 0 ÐÒÉ n ≫ 0. úÎÁÞÉÔ nD ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ É ÄÁÖÅ ÐÏÄŒÉÖÅÎ. ôÁË ËÁË (nD)^2 = 0, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ |nD| ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → P^N . ðÕÓÔØ X → B → P^N | ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ûÔÅÊÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f. ñÓÎÏ, ÞÔÏ B | ËÒÉŒÁÑ. ðÕÓÔØ F | ÓÌÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍÁ X → B. ñÓÎÏ, ÞÔÏ mF = D, ÐÏÜÔÏÍÕ F^2 = 0, F · K ¡ 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, F ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ (ÅÓÌÉ F = F_1 ∪ F_2, ÔÏ 0 = F_i · F = F^2_i + F_i · F_j ¿ F^2_1 , ÔÏ ÅÓÔØ F^2_1 ¡ 0 ÉÌÉ F^2_2 ¡ 0, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË F_i ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙ É ÌÉÂÏ F_1 · K ¡ 0, ÌÉÂÏ F_2 · K ¡ 0). ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë F ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ F | ÇÌÁÄËÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ. éÔÁË, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÇÌÁÄËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X → B ÓÏ ÓÌÏÅÍ P^1. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.6. ðÕÓÔØ f : X → B | ÇÌÁÄËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÅÎ P^1, Á B | ËÒÉŒÁÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (i) ÍÏÒÆÉÚÍ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ X^i→ P_B (V) → B, ÇÄÅ V | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 3, i | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á ÓÌÏÉ X_b | ËÏÎÉËÉ Œ P(V_b) (ÕËÁÚÁÎÉÅ: V = f_∗(!^{−1}_X )^∗); (ii) ÅÓÌÉ b_0 | ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ B, ÔÏ ËÏÎÉËÁ X_{b0} ⊂ P(V_{b0} ) ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕ (ÔÅÏÒÅÍÁ ôÚÅÎÁ); (iii) ÍÏÒÆÉÚÍ f : X → B ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ s : B → X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f ∘ s = id_B;

(iv) ÅÓÌÉ E = (f_∗O_X (s(B)))^∗, ÔÏ X ∼= P_B (E).

åÓÌÉ ÖÅ rk(Num(X)) = 1, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ X ∼= P^2.

ìÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÉÄÁ X = P_B (E), ÇÄÅ B | ËÒÉŒÁÑ, Á E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊ- ÞÁÔÙÍÉ. éÚÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÞÁÔÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ËÒÉŒÏÊ B = P^1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.14. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^1. ôÏÇÄÁ E ∼= O_P1(a) ⊕ O_P1(b).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ n ≫ 0 ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ H^0(P^1; E(−n)) = H^1(P^1; E^∗(2 + n))^∗ = 0, Á ÐÒÉ n ≪ 0 | H^0(P^1; E(−n)) ≠ 0. ðÕÓÔØ b | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ H^0(P^1; E(−n)) ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ’ : O_P1(b) → E. åÓÌÉ ÂÙ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ P ∈ P^1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÒÁŒÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÏÎÏ ÂÙ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÌÏÓØ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ O_P1(b)^P→ O_P1(b + 1)^{’′}→ E (ÌÏËÁÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ | ÜÔÏ ÐÁÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ ’_1; ’_2; ÅÓÌÉ ’_1; ’_2 ∈ m_P , ÔÏ ’_1 = ’^′_1t, ’_2 = ’^′_2t, ÇÄÅ t | ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÁÑ

ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÔÏÞËÉ P , ÔÁË ÞÔÏ ’ = ’^′ ∘ t). îÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ b ÔÁËÏÅ ÎÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ P ÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÞÏË L = Coker ’. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÍÕ ÎÉÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ ÐÕÞÏË L ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ rk(L) = 1, ÚÎÁÞÉÔ L ∼= O_P1(a). ðÏÄËÒÕÞÉŒÁÑ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O_P1(b) → E → O_P1(a) → 0 ÎÁ O_P1(−b − 1) ÎÁÈÏÄÉÍ 0 = H^0(P^1; E(−b − 1)) = H^0(P^1; O_P1(a − b − 1)), ÚÎÁÞÉÔ a ≤ b. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Ext^1(O_P1(a); O_P1(b)) = H^1(P^1; O_P1(b − a)) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ É E ∼= O_P1(b) ⊕ O_P1(a). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.7. ðÕÓÔØ ’ : F → E | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ, G = Coker ’. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (ÕËÁÚÁÎÉÅ: Tor_1(G; O=m_P ) = Ker ’_P ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.8. ðÕÓÔØ F É G | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÕÞËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ 0 → F → E → G → 0 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ H^1(G^∗ ⊗ F)=(Aut F × Aut G) (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÚÁÆÉËÓÉÒÕÊÔÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ {U_ff}, ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ U_ff ŒÙÂÅÒÉÔÅ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÅ s_ff ∈ `(U_ff; G^∗ ⊗ E) É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ffl_{fffi} = s_ff − s_fi ∈ `(U_ff ∩ U_fi ; G^∗ ⊗ F)).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 20.15. äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ, ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÀÝÅÊ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ P^1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÐÕÞËÏŒ (ÄÏËÁÚÁÖÉÔÅ ÅÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÎÇÕ!). äÒÕÇÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÐÕÞËÏŒ.

ôÁË ËÁË P_P1 (E) ∼= P_P1(E(m)), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ E = O_P1 ⊕ O_P1(−n). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ P_P1(O_P1 ⊕ O_P1(−n)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ èÉÒÃÅÂÒÕÈÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ˚_n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E | ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ˚_n → P^1, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ŒÌÏÖÅÎÉÀ O_P1 → O_P1 ⊕ O_P1(−n), Á ÞÅÒÅÚ F | ÅÅ ÓÌÏÊ.

ìÅÍÍÁ 20.16. éÍÅÅÍ Pic ˚_n = ZE ⊕ ZF , F^2 = 0, E · F = 1, E^2 = −n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ZE ⊕ ZF → Pic ˚_n → Pic(˚_n \ (E ∪ F )) → 0 É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ˚_n \ (E ∪ F ) ∼= A^2 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Pic ˚_n ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ E É F , ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ. œÙÞÉÓÌÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. æÏÒÍÕÌÙ F^2 = 0 É E ·F = 1 ÏÞÅŒÉÄÎÙ (ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÏÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ; ŒÓÑËÉÊ ÓÌÏÊ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ E Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ). äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ E^′, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ŒÌÏÖÅÎÉÀ O_P1(−n) → O_P1 ⊕ O_P1(−n) ÌÅÖÉÔ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ E + nF É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ E. úÎÁÞÉÔ 0 = E · (E + nF ) = E^2 + nE · F = E^2 + n, ÔÏ ÅÓÔØ E^2 = −n. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ E É F ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÕÓÔØ xE + yF = 0. õÍÎÏÖÁÑ ÎÁ F ÐÏÌÕÞÁÅÍ x = 0, Á ÕÍÎÏÖÁÑ ÎÁ E^′ ÐÏÌÕÞÁÅÍ y = 0. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K_{�n} = −2E − (n + 2)F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.10. ðÕÓÔØ D | ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ˚_n Ó D^2 = −1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (i) D ∼ E +^{n−1}_2 F ;

(ii) ŒÓÑËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ D ∈ |E + mF |, ÇÄÅ 0 ≤ m ¡ n, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ D = E + F_1 + · · · + F_m; (iii) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ˚_n ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ, ÅÓÌÉ n ≠ 1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ É ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ˚_n, n ≠ 1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ B | ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ g ¿ 0, Á E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ B.

ìÅÍÍÁ 20.17. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X = P_B (E) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ É ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ B × P^1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ C | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ X. ðÒÏÅËÃÉÑ C → B ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÁ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ g(B) = 0 ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÀÒÏÔÁ. úÎÁÞÉÔ C | ÓÌÏÊ É C^2 = 0. úÎÁÞÉÔ ÎÁ X ÎÅÔ (−1)-ËÒÉŒÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ X ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. □

ëÏÄÁÉÒÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ

ëÏÄÁÉÒÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ˇ(X) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ n ¿ 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ |nK|. åÓÌÉ ÏÎÁ ÐÕÓÔÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n, ÐÏÌÏ- ÖÉÍ ˇ(X) = −1. éÎÁÞÅ ÐÕÓÔØ ˇ(X) | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÏ n ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X → P^N , ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ |nK|. ñÓÎÏ, ÞÔÏ −1 ≤ ˇ(X) ≤ dim X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P_n(X) ∼ Cn^{ˇ(X)} ÐÒÉ n → ∞.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.12. ðÕÓÔØ C | ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˇ(C) = −1, ÅÓÌÉ g = 0; ˇ(C) = 0, ÅÓÌÉ g = 1; É ˇ(C) = 1, ÅÓÌÉ g ≥ 2.

ôÅÏÒÅÍÁ 20.18. ðÕÓÔØ X | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ËÏÄÁÉÒÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ˇ. ôÏÇÄÁ

• ÅÓÌÉ ˇ = −1, ÔÏ X = P^2 ÉÌÉ X | ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ;

• ÅÓÌÉ ˇ = 0, ÔÏ ÌÉÂÏ

{ X | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÔÉÐÁ K3, Ô.Å. K_X = 0, q = 0; { X | ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, Ô.Å. K_X = 0, q = 2;

{ X | ÆÁËÔÏÒ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÉÌÉ K3-ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ;

• ÅÓÌÉ ˇ = 1, ÔÏ X | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ X → B, ŒÓÅ ÓÌÏÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÇÌÁÄËÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ;

• ÅÓÌÉ ˇ = 2, ÔÏ X | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÂÝÅÇÏ ÔÉÐÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÔÉÐ K3: (i) ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ P^2 Ó ŒÅÔŒÌÅÎÉÅÍ Œ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 6; (ii) ËŒÁÒÔÉËÁ Œ P^3;

(iii) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ É ËÕÂÉËÉ Œ P^4; (iv) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÅÈ ËŒÁÄÒÉË Œ P^5.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.14. ðÕÓÔØ X = B × C | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÒÉŒÙÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (i) ÅÓÌÉ g(B) = g(C) = 0, ÔÏ X = ˚_0; (ii) ÅÓÌÉ g(B) = 0 ¡ g(C), ÔÏ X | ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ; (iii) ÅÓÌÉ g(B) = g(C) = 1, ÔÏ X | ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ; (iv) ÅÓÌÉ g(B) = 1 ¡ g(C), ÔÏ X | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ˇ(X) = 1; (v) ÅÓÌÉ g(B); g(C) ≥ 2, ÔÏ X | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÂÝÅÇÏ ÔÉÐÁ.