ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218, á. 7{19

ŞĎŁ 511

Ő ňăâěňăâĺçěáłĺå àăąőâăå ŕàőäěááőàă Ă.Ă. Łăàăæãąë^1

© 1997 č. Č.Ĺ. Ăàåĺŕőć, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőć

Ŕőáâãŕĺńő ć äěćàăńě 1997 č.

31 ïŋćăàï 1997 č. ĺáŕőńŋĺńőáì 60 ńěâ áő ďŋï àőęďěŋĺï Ăŋăâőńĺï Ăńěłáěěćĺçă Łăàăæãąë. Ŋăáâőïéãî áâăâìî ňë ŕőáćïéăěň ňăâěňăâĺçěáłĺň àăąőâăň îąĺńïàă.

Ŕàĺ ĺğńőęěŋĺĺ âàãďőć ğăňěçăâěńìŋëå ãçěŋëå ěáâěáâćěŋŋő ćëďěńĺâì łăłĺě-ŋĺąãďì ŋăĺąőńěě åăàăłâěàŋëě ĺ ïàłĺě çěàâë ĺå âćőàçěáâćă. Šăłĺňĺ őâńĺçĺâěńìŋëňĺ çěàâăňĺ ć ŋăãçŋőľ ďěïâěńìŋőáâĺ ŕàőäěááőàă Łăàăæãąë ïćńïîâáï łőňąĺŋăâőàŋăï ĺğőąàěâăâěńìŋőáâì, őáŋőćăâěńìŋőáâì ĺ őŕàěďěńěŋŋăï ğăłőŋçěŋŋőáâì àěğãńìâăâőć. Řăğãňěěâáï, ć őďŋőľ áâăâìě ŋěâ ćőğňőęŋőáâĺ łőáŋãâìáï łăęďőčő ĺğ ŋĺå. Ąãďãéěě, ŋă ŋăè ćğčńïď, ďăáâ ĺáâĺŋŋãî őæěŋłã ĺå ğŋăçĺňőáâĺ. Ğďěáì ňë őáâăŋőćĺňáï âőńìłő ŋă ŋěłőâőàëå ćăęŋëå ăáŕěłâăå ěčő ňăâěňăâĺçěáłĺå àăąőâ.

Ŕěàěçĺáńĺň őáŋőćŋëě ŋăŕàăćńěŋĺï ĺááńěďőćăŋĺľ Ă.Ă. Łăàăæãąë. Ďăŋŋăï łńăááĺäĺłăæĺï ŋőáĺâ, łőŋěçŋő, ć őŕàěďěńěŋŋőľ áâěŕěŋĺ ãáńőćŋëľ åăàăłâěà, âăł łăł őâàăęăěâ áãąêěłâĺćŋãî âőçłã ğàěŋĺï ăćâőàőć áâăâìĺ. Ă.Ă. Łăàăæãąă őŕãąńĺłőćăń 115 ŋăãçŋëå àăąőâ ŕő ňăâěňăâĺłě. Őŋ ćŋěá äãŋďăňěŋâăńìŋëľ ĺ őáŋőćőŕőńăčăîéĺľ ćłńăď ć áńěďãîéĺě àăğďěńë âěőàĺĺ çĺáěń ĺ áňěęŋëě ŋăŕàăćńěŋĺï ňăâěňăâĺłĺ:

âěőàĺî âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň ĺ âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå ĺŋâěčàăńőć (ŕàőąńěňă Šěààĺ, p-ăďĺ-çěáłĺľ ňěâőď, łàăâŋëě âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺě áãňňë, őæěŋłă äãŋłæĺĺ Ţăàďĺ ć ŕàőąńěňě Ćăàĺŋčă, ŕàőąńěňă Ăàâĺŋă ő ńőłăńìŋőň ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ŋãńï äőàňőľ, ŕàőąńěňă Ţãă Ńő-łěŋă ő ŕőłăğăâěńě áåőďĺňőáâĺ őáőąőčő ĺŋâěčàăńă, őæěŋłĺ ŋěŕőńŋëå łőàőâłĺå áãňň Łńőőáâěàňăŋă);

âěőàĺî ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă (ŕàőąńěňă Śěńìąěàčă, àăáŕàěďěńěŋĺě ŋãńěľ äãŋłæĺĺ Ďíćěŋŕőàâă{Ţěľńìąàőŋŋă, àăáŕàěďěńěŋĺě ŋãńěľ ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă ŋă łőàőâłĺå őâàěğłăå łàĺâĺçěáłőľ ŕàïňőľ);

âěőàĺî åăàăłâěàőć Ďĺàĺåńě (őæěŋłĺ áãňň åăàăłâěàőć ŕő \áďćĺŋãâëň" ŕàőáâëň çĺáńăň ĺ áãňň åăàăłâěàőć őâ ňŋőčőçńěŋőć á ŕàőáâëň ăàčãňěŋâőň);

âěőàĺî łőŋěçŋëå ăćâőňăâőć (ŕàőąńěňă âőçŋőľ őæěŋłĺ ŋăĺňěŋìèěľ ďńĺŋë íłáŕěàĺňěŋâă ďńï àăáŕőğŋăćăŋĺï áőáâőïŋĺľ ăćâőňăâă);

âěőàĺî ąëáâàëå ćëçĺáńěŋĺľ (ŕěàćëľ őąéĺľ ňěâőď ĺ ăńčőàĺâň ąëáâàőčő ãňŋőęěŋĺï ňŋőčőğŋăçŋëå çĺáěń, ĺáâőàĺçěáłőě ĺááńěďőćăŋĺě ćőğŋĺłŋőćěŋĺï ăàĺäňěâĺçěáłĺå őŕěàăæĺľ, áńőęŋőáâì ćëçĺáńěŋĺľ äãŋłæĺľ).

Ł íâőňã ďőąăćĺň, çâő Ă.Ă. Łăàăæãąă ïćńïěâáï ăćâőàőň ĺğćěáâŋőčő ãçěąŋĺłă \Őáŋőćë ăŋăńĺâĺçěáłőľ âěőàĺĺ çĺáěń" (1975, 1983), ă âăłęě ňőŋőčàăäĺľ \Łàăâŋëě âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺě áãňňë" (1980, áőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň), \Šěőàĺï łàăâŋëå âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň" (1987, áőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň), \Ďğěâă-äãŋłæĺï Řĺňăŋă" (1994, áőćň. á Ś.Ň. Ćőàőŋĺŋëň), \Complex Analysis in Number Theory" (1995). Ĺááńěďőćăŋĺï Ă.Ă. Łăàăæãąë

1Řăąőâă ćëŕőńŋěŋă ŕàĺ äĺŋăŋáőćőľ ŕőďďěàęłě Řőááĺľáłőčő äőŋďă äãŋďăňěŋâăńìŋëå ĺááńěďőćăŋĺľ (ŕàőěłâ 97-01-00721). 7

ŕő ňŋőčőňěàŋőľ ŕàőąńěňě ďěńĺâěńěľ Ďĺàĺåńě ąëńĺ őâňěçěŋë ŕàěňĺěľ ĺňěŋĺ Ŕ.Ń. Ůěąëèěćă Ăłăďěňĺĺ ŋăãł ŚŚŚŘ.

Ňë ŋě ąãďěň ŕőďàőąŋő őáâăŋăćńĺćăâìáï ŋă æĺłńăå àăąőâ, áćïğăŋŋëå á âěőàĺěľ łőŋěçŋëå ăćâőňăâőć [1, 42] ĺ á âěőàĺěľ ąëáâàëå ćëçĺáńěŋĺľ [4, 43, 111]. Śłăęěň âőńìłő, çâő àěğãńìâăâë ĺå ďăćŋő ćőèńĺ ć ãçěąŋĺłĺ ĺ ãŋĺćěàáĺâěâáłĺě łãàáë ĺ őŋĺ őâłàëńĺ ŋőćëě ŋăŕàăćńěŋĺï ĺááńěďőćăŋĺľ.

Ŋăçăńìŋëľ ŕěàĺőď ďěïâěńìŋőáâĺ Ă.Ă. Łăàăæãąë ć âěőàĺĺ âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň ğăćěàèĺńáï àăğàăąőâłőľ p-ăďĺçěáłőčő ňěâőďă. Ć àăąőâě [3] ĺň ąëńĺ ďăŋë ŋőćëě őæěŋłĺ áãňň ćĺďă

S = P� x=1 e^{2πi(a1x/pn+···+anxn/p)}, (a_s, p) = 1, 1 ≤ s ≤ n,

âăł ŋăğëćăěňëå L-áãňň, łőâőàëě ćŕěàćëě ćőğŋĺłńĺ ć áćïğĺ á őæěŋłőľ áãňň åăàăłâěàőć Ďĺàĺåńě ć ĺááńěďőćăŋĺïå Ă.Č. Ŕőáâŋĺłőćă. İâĺ őæěŋłĺ ŕàĺćěńĺ ł ŋőćëň čàăŋĺæăň ŋãńěľ L-àïďőć Ďĺàĺåńě ŕő ňőďãńî, àăćŋőňã áâěŕěŋĺ ŕàőáâőčő çĺáńă, ł ćëćőďã ăáĺňŕâőâĺçěáłőľ äőàňãńë ďńï çĺáńă àěèěŋĺľ ćăàĺŋčőćáłőčő áàăćŋěŋĺï ćĺďă

x^n_1 + · · · + x^n_t ≡ N (mod p^k), 1 ≤ x_s ≤ P, 1 ≤ s ≤ n, P < p^k,

àěèěŋĺî ŕàőąńěňë àăáŕàěďěńěŋĺï ďàőąŋëå ďőńěľ ğŋăçěŋĺľ ňŋőčőçńěŋă á æěńëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ ŕő ňőďãńî p^k. Ć àăąőâě [7] Ă.Ă. Łăàăæãąă ćŕěàćëě àěăńĺğãěâ ć p-ăďĺçěáłőľ äőàňě \ŕàĺŋæĺŕ ćńőęěŋĺï" İľńěàă{Ćĺŋőčàăďőćă ĺ áâàőĺâ p-ăďĺçěáłĺľ ăŋăńőč u-çĺáěń Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă ŕàĺ őæěŋłě çĺáńă àěèěŋĺľ áàăćŋěŋĺï ćăàĺŋčőćáłőčő âĺŕă. Ŕàĺćěďěň äőàňãńĺàőćłã àěğãńìâăâă.

Šěőàěňă. Ŕãáâì

x^n_1 + · · · + x^n_t ≡ N (mod Q), 1 ≤ x_s ≤ P, 1 ≤ s ≤ t, (1)

ŕàĺçěň P^r ≤ Q < P^{r+1}, 1 ≤ r ≤^1_{12} √ n, Q = p^k, k ≥ 4(r + 1)n, p | ŕàőáâőě çĺáńő. Šőčďă ďńï ćáïłőčő ŋăâãàăńìŋőčő çĺáńă n ≥ 144 áãéěáâćãěâ p_0 = p_0(n) âăłőě, çâő ďńï ńîąőčő p > p_0 ćáïłőě ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő N ŕàěďáâăćĺňő ć ćĺďě (1) ŕàĺ t ≥ 20r + 1, ă ŕàĺ t < r áãéěáâćãîâ N âăłĺě, çâő áàăćŋěŋĺě (1) ŋěàăğàěèĺňő.

İâőâ ŋőćëľ ŕőďåőď ŕàĺćěń ł ŋőćőňã p-ăďĺçěáłőňã ďőłăğăâěńìáâćã âěőàěňë ő áàěďŋěň Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă, ĺčàăîéěľ æěŋâàăńìŋãî àőńì ć ňěâőďě âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň Ćĺŋőčàăďőćă. Ă.Ă. Łăàăæãąă ŋěőďŋőłàăâŋő ćőğćàăéăńáï ł íâőľ âěőàěňě ĺ áőćěàèěŋáâćőćăń ěě ďőłăğăâěńìáâćő. Ć ŋăĺąőńěě őąéěň ćĺďě àěğãńìâăâ ćëčńïďĺâ âăł [49, 50].

Ŕãáâì J = J(P, n, k) | çĺáńő àěèěŋĺľ ć æěńëå çĺáńăå áĺáâěňë ãàăćŋěŋĺľ ćĺďă (ĺŋâěčàăń Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă) � � � � � x_1 + · · · + x_k = y_1 + · · · + y_k,

x^2_1 + · · · + x^2_k = y^2_1 + · · · + y^2_k, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x^n_1 + · · · + x^n_k = y^n_1 + · · · + y^n_k ,

1 ≤ x_1, . . . , x_k, y_1, . . . , y_k ≤ P. (2)

ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218

Šěőàěňă. Ŕãáâì τ, r_1, . . . , r_τ , n, k | ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă, ŕàĺçěň τ ≥ 1, 1 = r_1 ≤ r_2 ≤ · · ·

· · · ≤ r_τ ≤ n. Ŕőńőęĺň ďăńěě

´(τ) = ( n − r_τ − 1 2 ) + ( 1 − 1 r_τ )( n − r_{τ −1} − 1 2 ) + · · ·

· · · + ( 1 − 1 r_τ )( 1 − 1 r_{τ −1} ) · · · ( 1 − 1 r_2 )( n − r_1 − 1 2 ) , –τ =^{τ�}_{j=1}^(r^2_j + ´(j)^).

Šőčďă ŕàĺ k ≥ nτ, P ≥ 1 ĺňěěâ ňěáâő őæěŋłă

J = J(P ; n, k) ≤ n^{2´(τ )rτ} 2–^τ (8k)^{2nτ} P^{2k−´(τ )}.

Ěáńĺ ć íâőľ âěőàěňě ŕőńőęĺâì r_2 = r_3 = · · · = r_τ = n, âő ŕőńãçăěâáï äőàňãńĺàőćłă âěőàěňë ő áàěďŋěň Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă ć ąőńěě âàăďĺæĺőŋŋőň ćĺďě:

J(P ; n, k) ≤ n^{2´n}2–(8k)^{2nτ} P^{2k−´}, čďě ´ = n(n + 1) 2 − n^2 2 ( 1 − 1 n )_τ

, – = n^2τ +^{n(n + 1)}_2 τ −^{n(n − 1)}_2 ( 1 − ( 1 − 1 n )_τ ) < 3(n + 1)^2τ 2 . Śĺáâěňă ãàăćŋěŋĺľ (2) ŋăğëćăěâáï ŕőńŋőľ. Ěáńĺ ĺğ ŋěě őŕãáâĺâì ŋěłőâőàëě ãàăćŋěŋĺï, âő őŋă ŋăğëćăěâáï ŋěŕőńŋőľ ĺńĺ \ćëéěàąńěŋŋőľ".

Ěéě őďŋĺň íńěňěŋâőň p-ăďĺçěáłőčő ňěâőďă Ă.Ă. Łăàăæãąë ïćńïěâáï ŕěàěåőď őâ \ćëéěàąńěŋŋëå" áĺáâěň ãàăćŋěŋĺľ ł ŕőńŋëň áĺáâěňăň ğă áçěâ ńőłăńìŋőčő p-ăďĺçěáłőčő ĺğňěŋěŋĺï ŋěĺğćěáâŋëå [13, 14]. Ćăęŋãî àőńì ć íâĺå ĺááńěďőćăŋĺïå ĺčàăěâ p-ăďĺçěáłăï âàăłâőćłă ňěâőďă Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă áčńăęĺćăŋĺï ć âěőàĺĺ ďćőľŋëå âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň.

Řăááňőâàĺň áĺáâěňã ãàăćŋěŋĺľ � � � � � x^{m1}_1 + · · · + x^{m1}_k = y^{m1}_1 + · · · + y^{m1}_k , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x^{ms}_1 + · · · + x^{ms}_k = y^{ms}_1 + · · · + y^{ms}_k ,

x^n_1 + · · · + x^n_k = y^n_1 + · · · + y^n_k ,

1 ≤ x_1, . . . , x_k, y_1, . . . , y_k ≤ P, 1 ≤ m_1 < m_2 < · · · < m_s < m_{s+1} = n. (3)

Őąőğŋăçĺň çěàěğ I_k çĺáńő àěèěŋĺľ íâőľ áĺáâěňë ãàăćŋěŋĺľ.

Ĺňěěâ ňěáâő [13] áńěďãîéăï

Šěőàěňă. Ŕãáâì r | ŕàőĺğćőńìŋőě ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő, 1 ≤ r ≤ n, ĺ æěńőě çĺáńő t őŕàěďěńïěâáï ŋěàăćěŋáâćăňĺ m_t ≤ r ≤ m_{t+1}. Šőčďă ŕàĺ k ≥ 6rn ln n áŕàăćěďńĺćă őæěŋłă

I_k ≪ P^{2k−δ}, δ = m_1 + · · · + m_t + (s − t + 1)r.

Ďńï ŋěŕőńŋëå áĺáâěň ãàăćŋěŋĺľ, ć łőâőàëå ŕěàěňěŋŋëě ŕàőąěčăîâ çĺáńă á ňăńëňĺ ŕàőáâëňĺ ďěńĺâěńïňĺ, Ă.Ă. Łăàăæãąă ŕàĺňěŋĺń ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋëľ áďćĺč ŕěàěňěŋŋëå. İâő ŕàĺćěńő ł łăçěáâćěŋŋő ŋőćőľ őæěŋłě âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň ĺ ŋőćőľ âěőàěňě ő áàěďŋěň ďńï âăłĺå áĺáâěň ãàăćŋěŋĺľ.

ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218

Ŕãáâì g(x) | ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéăï äãŋłæĺï, ŕàĺçěň g(x) ≥ ln ln x ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå ğŋăçěŋĺïå x ĺ

lim_{x→∞} g(x) ln x

= 0.

Ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő m ŋăğëćăěâáï çĺáńőň á ňăńëňĺ ŕàőáâëňĺ ďěńĺâěńïňĺ łńăááă E_g, ěáńĺ ďńï łăęďőčő ŕàőáâőčő ďěńĺâěńï p çĺáńă m ćëŕőńŋïěâáï ŋěàăćěŋáâćő ln p ≤ g(m).

Ŕãáâì P | łőńĺçěáâćő çĺáěń ĺğ łńăááă E_g, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺå P . Šőčďă ĺňěěâ ňěáâő ăáĺňŕâőâĺłă

P ∼ P e^{−ω ln ω} ŕàĺ P → ∞, ω = ln^P_g(_P ) .

Šěőàěňă. Ŕãáâì 1 ≤ r < · · · < m < · · · < t ≤ n,

f(x) = α_rx^r + · · · + α_mx^m + · · · + α_tx^t,

ŕàĺçěň

α_m = a q + θ q^2

, (a, q) = 1, |θ| ≤ 1,

ĺ ŕàĺ ŋěłőâőàőň ŕőńőęĺâěńìŋőň ε, ε < 1/2,

P^{εm} ≤ q ≤ P^{(1−ε)m}.

Ŕãáâì, ďăńěě, S = � x≤P x∈E_g

e^{2πif(x)}.

Šőčďă |S| ≪ P^{1−γ/(k ln k)},

čďě k = r + · · · + m + · · · + t, γ = γ(ε) > 0 ĺ ŕőáâőïŋŋăï ć ğŋăłě ≪ ăąáőńîâŋăï.

Ďăńěě őâňěâĺň, çâő p-ăďĺçěáłĺľ ňěâőď Ă.Ă. Łăàăæãąë ćłńîçăěâ ć áěąï áŕőáőąë őæěŋőł ňěàë ňŋőęěáâćă âőçěł á ňăńëňĺ ğŋăçěŋĺïňĺ äãŋłæĺľ çěàěğ ğŋăçěŋĺï ĺå ŕăàăňěâàőć (łőíääĺæĺěŋâë ĺ â.ŕ.) ĺ, őąàăâŋő, őæěŋőł íâĺå ŕăàăňěâàőć çěàěğ ňěàã ňŋőęěáâćă ć ćěéěáâćěŋŋőľ ĺ p-ăďĺçěáłőľ ňěâàĺłăå. Ŋăĺąőńěě ïàłő íâă áâőàőŋă p-ăďĺçěáłőčő ňěâőďă ŕàőïćĺńăáì ŕàĺ őæěŋłăå âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå ĺŋâěčàăńőć, çâő ŕàĺćěńő ł àěèěŋĺî ŕàőąńěňë Ţãă Ńő-łěŋă ő ŕőłăğăâěńě áåőďĺňőáâĺ ŋěáőąáâćěŋŋőčő ĺŋâěčàăńă ć ŕàőąńěňě Šěààĺ [54, 55].

Šěőàěňă. Ĺŋâěčàăń

θ_0 = θ(k) = ∞� −∞ · · · ∞� −∞ | | | 1� 0 e^{2πi(α1x+···+αnxn)} dx | | | 2k dα_1 · · · dα_n,

áåőďĺâáï ŕàĺ 2k > (n^2 + n)/2 + 1 ĺ àăáåőďĺâáï ŕàĺ 2k ≤ (n^2 + n)/2 + 1.

ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218

Šěőàěňă. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ŋăâãàăńìŋëě r, . . . , n âăłĺě, çâő

1 ≤ r < · · · < n, r + · · · + n < n^2 + n 2 ,

θ^′_0 = ∞� −∞ · · · ∞� −∞ | | | 1� 0 e^{2πi(αr xr+···+αnxn)} dx | | | 2k dα_r · · · dα_n.

Šőčďă ĺŋâěčàăń θ^′_0 áåőďĺâáï ŕàĺ 2k > r + · · · + n ĺ àăáåőďĺâáï ŕàĺ 2k ≤ r + · · · + n. Ćáě íâĺ ĺááńěďőćăŋĺï Ă.Ă. Łăàăæãąë ćłńîçăîâ ć áěąï p-ăďĺçěáłãî äőàňã łàãčőćőčő ňěâőďă Ţăàďĺ{Ńĺââńćãďă{Řăňăŋãďęăŋă{Ćĺŋőčàăďőćă. §àłĺň ŕàĺňěàőň ŕàĺňěŋěŋĺï íâőčő ňěâőďă ïćĺńăáì àăąőâă [78]. Ğďěáì, ŕàőďőńęăï áćőĺ ĺááńěďőćăŋĺï ŕő őæěŋłăň âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň, ć łőâőàëå áãňňĺàőćăŋĺě ćěďěâáï ŕő çĺáńăň á ňăńëňĺ ŕàőáâëňĺ ďěńĺâěńïňĺ, őŋ ŕőńãçĺń ŋőćãî őæěŋłã ĺğćěáâŋőľ äãŋłæĺĺ Ţăàďĺ G(n) ć ŕàőąńěňě Ćăàĺŋčă (ŕàĺ n ≥ 400):

G(n) < 2n ln n + 2n ln ln n + 12n.

Ć 1970{71 čč. Ă.Ă. Łăàăæãąă, àăğćĺćăï ňěâőď Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă őæěŋőł áãňň á ŕàőáâëňĺ çĺáńăňĺ, ŕőńãçĺń áâěŕěŋŋőě ãňěŋìèěŋĺě ďńĺŋë ŕàőňěęãâłă ĺğňěŋěŋĺï ŕěàěňěŋŋőľ áãňňĺàőćăŋĺï, ŋă łőâőàőň ĺňěěâ ňěáâő ŋěâàĺćĺăńìŋăï őæěŋłă áãňňë ğŋăçěŋĺľ ŋěčńăćŋőčő åăàăłâěàă Ďĺàĺåńě ŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ áďćĺŋãâëå ŕàőáâëå çĺáěń. Ŕőáâăŋőćłă íâőľ ŕàőąńěňë ĺ ŋăĺńãçèĺě àěğãńìâăâë ć ŋěľ ŕàĺŋăďńěęăńĺ Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćã. Ŕàĺćěďěň âőçŋãî äőàňãńĺàőćłã àěğãńìâăâă [26].

Šěőàěňă. Ŕãáâì q | ŕàőáâőě çĺáńő, (k, q) = 1, χ(a) | ŋěčńăćŋëľ åăàăłâěà ŕő ňőďãńî q,

ω | ŕàőĺğćőńìŋőě çĺáńő ĺğ ĺŋâěàćăńă 0 < ω ≤ 1/4 ĺ q^{1/2+ω} ≤ N < q. Šőčďă ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéăï őæěŋłă:

S_N = � p≤N χ(p + k) ≪ Nq^{−ρ}, ρ = ω^2 1024 , ŕàĺçěň ŕőáâőïŋŋăï ć ğŋăłě ≪ ğăćĺáĺâ âőńìłő őâ ω.

Ğďěáì ąãďěâ ãňěáâŋëň ŕàĺćěáâĺ áńőćă đ.Ć. Ńĺŋŋĺłă, áłăğăŋŋëě ĺň ć 1971 č. ŕő ŕőćőďã ďăŋŋőčő ŋăŕàăćńěŋĺï ĺááńěďőćăŋĺľ ŋă Ňěęďãŋăàőďŋőľ łőŋäěàěŋæĺĺ ŕő âěőàĺĺ çĺáěń, ŕőáćïéěŋŋőľ 80-ńěâĺî áő ďŋï àőęďěŋĺï Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă: \Ćěáìňă ćăęŋë ĺááńěďőćăŋĺï Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă ć őąńăáâĺ ăáĺňŕâőâĺłĺ åăàăłâěàőć Ďĺàĺåńě. Şęě ć 1952 č. ąëńă ŕőńãçěŋă őæěŋłă áãňňë åăàăłâěàőć Ďĺàĺåńě őâ áďćĺŋãâëå ŕàőáâëå çĺáěń � p≤N χ(p + k), łőâőàăï ďăćăńă áâěŕěŋŋőě ŕőŋĺęěŋĺě ŕő áàăćŋěŋĺî á N ãęě ŕàĺ N > q^{0.75+ε}, ε > 0, čďě q | ňőďãńì åăàăłâěàă. İâă őæěŋłă ĺňěěâ ŕàĺŋæĺŕĺăńìŋőě ğŋăçěŋĺě, âăł łăł ŕő čńãąĺŋě ŕàěćőáåőďĺâ âő, çâő ďăěâ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋőě ŕàĺňěŋěŋĺě àăáèĺàěŋĺľ čĺŕőâěğë Řĺňăŋă, ĺ, ŕő-ćĺďĺňőňã, ć íâőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ ïćńïěâáï ĺáâĺŋőľ, ąőńěě čńãąőłőľ, çěň ãłăğăŋŋăï čĺŕőâěğă (ěáńĺ čĺŕőâěğă ćěàŋă). Ŋěďăćŋő íâã őæěŋłã ãďăńőáì ãńãçèĺâì Ă.Ă. Łăàăæãąě".

Ć àăąőâě [48] Ă.Ă. Łăàăæãąă ŕőńãçĺń ğăłőŋ àăáŕàěďěńěŋĺï ŕăà łćăďàăâĺçŋëå ćëçěâőć ĺ ŋěćëçěâőć ćĺďă p + k ć áńãçăě, łőčďă ďńĺŋă ŕàőňěęãâłă áãéěáâćěŋŋő ňěŋìèě ňőďãńï áĺňćőńă Ńěęăŋďàă.

Šěőàěňă. Ŕãáâì τ_1 = ±1, τ_2 = ±1, q | ŕàőáâőě çĺáńő, k_1 ĺ k_2 | æěńëě çĺáńă âăłĺě, çâő k_1k_2(k_1 − k_2) ŋěáàăćŋĺňő á ŋãńěň ŕő ňőďãńî q, ω | ćěéěáâćěŋŋőě çĺáńő á ãáńőćĺěň 0 < ω < 0.5, N > q^{0.75+ω}. Šőčďă łőńĺçěáâćő T ŕàőáâëå çĺáěń p, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺå N, âăłĺå, çâő ( p + k_1 q ) = τ_1, ( p + k_2 q ) = τ_2,

ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218

àăćŋő T = 1 4 π(N) + O ( Nq^{−0.01ω2} ) , čďě ŕőáâőïŋŋăï ć ğŋăłě O ğăćĺáĺâ âőńìłő őâ ω.

Ć 1970 č. Ă.Ă. Łăàăæãąă ŕàěďńőęĺń ňěâőď àěèěŋĺï âěàŋăàŋëå ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋëå ğăďăç [27]. İâőâ ňěâőď ć ŋăáâőïéěě ćàěňï èĺàőłő ĺáŕőńìğãîâ ňŋőčĺě áŕěæĺăńĺáâë ć ăŋăńĺâĺçěáłőľ âěőàĺĺ çĺáěń. Ć łăçěáâćě ŕàĺńőęěŋĺï áćőěčő ňěâőďă Ăŋăâőńĺľ Ăńěłáěěćĺç àăááňőâàěń ğăďăçã ő àăáŕàěďěńěŋĺĺ ŕàőĺğćěďěŋĺï áďćĺŋãâëå ŕàőáâëå çĺáěń ć ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ.

Ŕãáâì ω ∈ (0, 1/4], n | ďőáâăâőçŋő ąőńìèőě ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő, D | ŕàőáâőě çĺáńő, D ≤ ≤ n–^0 , čďě –_0 = 1/(4.6 + ω),

(a, D) = (l, D) = 1, α ∈ [( 1 2 + ω )ln D ln n

, 1 − 4.1 ln D ln n ] , n_1 ≥ n^{1−α}, n_2 ≥ n^α, p, p^′ | ŕàőáâëě çĺáńă,

π(x) = � p≤x 1, π_2 = π_2(n_1, n_2, a, l) = � p(p^′+a)≡l (mod D) p≤n1, p^′≤n2 1.

Šěőàěňă. Śãéěáâćãěâ ăąáőńîâŋăï ŕőáâőïŋŋăï γ > 0 âăłăï, çâő

π_2 = 1 φ(D) π(n_1)π(n_2) + O ( (n_1n_2)^{1+ε}D^{−1−γω2} ) , čďě ŕőáâőïŋŋăï ć ğŋăłě O ğăćĺáĺâ âőńìłő őâ ω ĺ ε > 0 | áłőńì ãčőďŋő ňăńőě çĺáńő.

Ć 1971{72 čč. Ăŋăâőńĺľ Ăńěłáěěćĺç ŕàőćěń ĺááńěďőćăŋĺï ŕő ňŋőčőňěàŋőľ ŕàőąńěňě ďěńĺâěńěľ Ďĺàĺåńě. Łăł ĺğćěáâŋő, ŋăĺńãçèĺě ŋă áěčőďŋïèŋĺľ ďěŋì őæěŋłĺ ŕőàïďłă àőáâă ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă ć łàĺâĺçěáłőľ ŕőńőáě ćąńĺğĺ ŕàïňőľ Re s = 1 ŕőńãçăîâáï ňěâőďőň Ćĺŋőčàăďőćă. İâĺ őæěŋłĺ ŕőğćőńĺńĺ Ă.Ă. Łăàăæãąě ŕőńãçĺâì áãéěáâćěŋŋő ąőńěě âőçŋãî őæěŋłã őáâăâőçŋőčő çńěŋă ć ŕàőąńěňě ďěńĺâěńěľ Ďĺàĺåńě ďńï k-ňěàŋőľ äãŋłæĺĺ ďěńĺâěńěľ ć áńãçăě, łőčďă çĺáńő k ćěńĺłő [31, 33]. Ŋăĺąőńěě ğăňěçăâěńìŋëň àěğãńìâăâőň ğďěáì ïćńïěâáï őæěŋłă őáâăâłă R_k(x) ć íâőľ ŕàőąńěňě, àăćŋőňěàŋăï ŕő őâŋőèěŋĺî łő ćáěň ŕăàăňěâàăň:

R_k(x) ≤ x^{1−ck−2/3} (c_1 ln x)^k,

čďě c > 0, c_1 > 0 | ăąáőńîâŋëě ŕőáâőïŋŋëě.

Őâňěâĺň ěéě, çâő ć àăąőâě [31] ďőłăğăŋ őďĺŋ őąéĺľ àěğãńìâăâ, ĺğ łőâőàőčő áńěďãěâ

Šěőàěňă. Ŕãáâì c_0 > 0 | ŕàőĺğćőńìŋőě äĺłáĺàőćăŋŋőě çĺáńő, γ | ŕőáâőïŋŋăï, 1 < γ <

< 3/2, F (x) = e^{c0(ln x)γ} . Řăááňőâàĺň ŕàĺ æěńőň m ≠ 0 áãňňã

T_m = P� x=1 e^{2πimF (x)}.

Ěáńĺ |m| ≤ e^{(ln P )3−2γ−ε0} , čďě ε_0 | äĺłáĺàőćăŋŋőě çĺáńő ĺğ ĺŋâěàćăńă (0, 3 − 2γ), âő ĺňěěâ ňěáâő őæěŋłă |T_m| ≤ AP e^{−α(ln P )3−2γ} ,

ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218

čďě A ĺ α | ŋěłőâőàëě ăąáőńîâŋëě ŕőńőęĺâěńìŋëě ŕőáâőïŋŋëě.

İâő ďăěâ ŕàĺňěà äãŋłæĺĺ, àăáâãéěľ ąëáâàěě ňŋőčőçńěŋă, ďńï łőâőàőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ďàőąŋëå ďőńěľ {F (n)} àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńěŋă ŕő ňőďãńî ěďĺŋĺæă.

Ŋěáłőńìłő őáőąŋïłőň áâőïâ ĺááńěďőćăŋĺï Ă.Ă. Łăàăæãąë ŕő ŕàőąńěňě Ăàâĺŋă ő p-ăďĺçěáłőň ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ŋãńï äőàňőľ ŕàőĺğćőńìŋőľ áâěŕěŋĺ. Ğďěáì ćňěáâő ŕàěďŕőńăčăćèěčőáï áâěŕěŋŋőčő àőáâă çĺáńă ŕěàěňěŋŋëå ďńï ŋěâàĺćĺăńìŋőčő ŕàěďáâăćńěŋĺï ŋãńï äőàňőľ ąëńő ŕőłăğăŋő, çâő íâő çĺáńő ŕěàěňěŋŋëå ďőńęŋő àăáâĺ ŕőçâĺ íłáŕőŋěŋæĺăńìŋëň őąàăğőň ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ áâěŕěŋĺ [62{ 64]. Ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéăï

Šěőàěňă. Ďńï ńîąőčő ŋăâãàăńìŋőčő çĺáńă r áãéěáâćãěâ âăłőě n_0 = n_0(r), çâő ďńï ńîąőčő n ≥ n_0 áãéěáâćãěâ äőàňă F (x_1, . . . , x_k) áâěŕěŋĺ, ňěŋìèěľ n, á æěńëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ, çĺáńő ŕěàěňěŋŋëå łőâőàőľ k,

k ≥ 2^u, u = n (log_2 n)(log_2 log_2 n) · · · (log_2 · · · log_2 n) � � � r (log_2 · · · log_2 n)^3 � � � r+1 ,

ĺ ĺňěîéăï âőńìłő âàĺćĺăńìŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ŋãńï ć 2-ăďĺçěáłĺå çĺáńăå.

Šăň ęě ąëń ďőłăğăŋ ăŋăńőčĺçŋëľ àěğãńìâăâ ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő ŋěçěâŋőčő ŕàőáâőčő ňőďãńï p. Ć 1968 č. Ă.Ă. Łăàăæãąă ŕőáâăćĺń ğăďăçã ő áőğďăŋĺĺ âěőàĺĺ łàăâŋëå âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň Č. Ćěľńï, ŕőďőąŋőľ âěőàĺĺ Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă. Ĺňěîâáï ć ćĺďã áãňňë

S = S(A) = P1� x1=1

· · ·

P_r�

x_r=1

e^{2πiF (x1,...,xr)}, čďě F (x_1, . . . , x_r) = n1� t1=1

· · ·

n_r�

t_r =1

α(t_1, . . . , t_r)x^{t1}_1 · · · x^{tr}_r ,

A | ŋăąőà ćěéěáâćěŋŋëå łőíääĺæĺěŋâőć α(t_1, . . . , t_r).

Őáâăŋőćĺňáï âőńìłő ŋă ŋěłőâőàëå őáŋőćŋëå àěğãńìâăâăå âěőàĺĺ. Űěŋâàăńìŋëň ňőňěŋâőň ěě ïćńïěâáï âěőàěňă ő áàěďŋěň, ŕőďőąŋăï âěőàěňě Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă ć áńãçăě őďŋőłàăâŋëå áãňň. Ŕàĺćěďěň ŋăĺąőńěě áőćěàèěŋŋãî äőàňãńĺàőćłã ěě [59].

Šěőàěňă. Ŕãáâì n_1, . . . , n_r, P_1, . . . , P_r | ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă, P_1 = min(P_1, . . . , P_r), m =

= (n_1 + 1) · · · (n_r + 1). Ŕãáâì, ďăńěě, ˙ | m-ňěàŋëľ łãą ć ěćłńĺďőćőň ŕàőáâàăŋáâćě ćĺďă

0 ≤ α(t_1, . . . , t_r) < 1, 0 ≤ t_1 ≤ n_1, . . . , 0 ≤ t_r ≤ n_r, ĺ J = J(P_1, . . . , P_r; n_1, . . . , n_r; K, r) = � · · · � ˙ |S(A)|^{2K} dA.

Šőčďă ŕàĺ ńîąőň τ ≥ 0 ĺ K ≥ K_τ = mτ ďńï ćěńĺçĺŋë J ĺňěěâ ňěáâő őæěŋłă

J ≤ K^{2mτ}_τ –^4–^{2´(τ )}2^{8m}–^τ (P_1 · · · P_r)^{2K} P^−–^{´(τ )},

čďě – = n1ν1 + · · · + nrνr, γ– = 1,

´(τ) = m 2 ( 1 − (1 − γ)^τ ) , P = (P^{n1}_1 · · · P^{nr}_r )^γ ,

ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218

ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă ν_1, . . . , ν_r âăłőćë, çâő

−1 < ln P_s ln P_1

− ν_s ≤ 0, s = 1, . . . , r.

Šěőàěňă ő áàěďŋěň ĺ ńěňňă ő łàăâŋőáâĺ ŕěàěáěçěŋĺï áŕěæĺăńìŋëå ňŋőčőňěàŋëå ŕăàăńńěńěŕĺŕěďőć ńěęăâ ć őáŋőćě őæěŋłĺ łàăâŋőľ âàĺčőŋőňěâàĺçěáłőľ áãňňë [57].

Šěőàěňă. Řăğőąìěň âőçłĺ łãąă ˙ ŋă ďćă łńăááă ˙_1 ĺ ˙_2. Ć łńăáá ˙_1 őâŋěáěň âě âőçłĺ

A á łőőàďĺŋăâăňĺ α(t_1, . . . , t_r), ďńï łőâőàëå

α(t_1, . . . , t_r) = a(t_1, . . . , t_r) q(t_1, . . . , t_r)

+ β(t_1, . . . , t_r),

čďě 0 ≤ a(t_1, . . . , t_r) < q(t_1, . . . , t_r), ( a(t_1, . . . , t_r), q(t_1, . . . , t_r) ) = 1,

|β(t_1, . . . , t_r)| ≤ P^{−t1}_1 · · · P^{−tr}_r P^{0.1}, 0 ≤ t_1 ≤ n_1, . . . , 0 ≤ t_r ≤ n_r, t_1 + · · · + t_r ≥ 1,

ĺ őąéěě ŋăĺňěŋìèěě łàăâŋőě Q çĺáěń q(t_1, . . . , t_r), t_1 + · · · + t_r ≥ 1, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ P^{0.1}. Ć łńăáá ˙_2 őâŋěáěň ćáě őáâăńìŋëě âőçłĺ łãąă ˙. Ŕãáâì âőçłă A ∈ ˙_1.

Šőčďă ĺňěěâ ňěáâő őæěŋłă

|S(A)| ≤ 2^{6r}(5n^{2n})^{rν(Q)} ( τ(Q)

)_{r−1}

P_1 · · · P_rQ^{−μ}, μ max(n_1, . . . , n_r) = 1.

Ěáńĺ, łàőňě âőčő, ŕőńőęĺâì

δ(t_1, . . . , t_r) = P^{t1}_1 · · · P^{tr}_r β(t_1, . . . , t_r), δ = max_{t1,...,tr} |δ(t_1, . . . , t_r)|,

âő ŕàĺ δ > 1 áŕàăćěďńĺćă ĺ âăłăï őæěŋłă:

|S(A)| ≤ 2^{6r}(5n^{2n})^{rν(Q)} ( τ(Q)

)_{r−1}

P_1 · · · P_r(δQ)^{−μ} ( ln(δ + 2)

)_{r−1} . Ŕãáâì âőçłă A ∈ ˙_2. Ŕőńőęĺň τ(t_1, . . . , t_r) = P^{t1}_1 · · · P^{tr}_r P^{−1/6} ĺ ŕàěďáâăćĺň łőőàďĺŋăâë α(t_1, . . . , t_r) âőçłĺ A ć ćĺďě

α(t_1, . . . , t_r) = a(t_1, . . . , t_r) q(t_1, . . . , t_r) + θ(t_1, . . . , t_r) q(t_1, . . . , t_r)τ(t_1, . . . , t_r) , ( a(t_1, . . . , t_r), q(t_1, . . . , t_r) ) = 1, 1 ≤ q(t_1, . . . , t_r) ≤ τ(t_1, . . . , t_r), |θ(t_1, . . . , t_r)| ≤ 1, 0 ≤ t_1 ≤ n_1, . . . , 0 ≤ t_r ≤ n_r, t_1 + · · · + t_r ≥ 1.

Őąőğŋăçĺň çěàěğ Q_0 ŋăĺňěŋìèěě őąéěě łàăâŋőě çĺáěń q(t_1, . . . , t_r) á ãáńőćĺěň t_1 +· · ·+t_r ≥ 2.

Šőčďă ŕàĺ Q_0 ≥ P^{1/6} áŕàăćěďńĺćă őæěŋłă

|S(A)| ≤ (5n^{2n})^{rν(Q0)} ( τ(Q_0)

)_{r−1}

P_1 · · · P_rQ^{−0.1μ} + 2^{8r}(rμ^{−1})^{r−1}P_1 · · · P_rP^{−0.05μ}.

Ğďěáì τ(Q) | łőńĺçěáâćő ďěńĺâěńěľ çĺáńă Q, ă ν(Q) | łőńĺçěáâćő àăğńĺçŋëå ŕàőáâëå ďěńĺâěńěľ çĺáńă Q.

Ğăćěàèăï âěňã, áćïğăŋŋãî á âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺňĺ áãňňăňĺ, áłăęěň őą ĺááńěďőćăŋĺïå Ă.Ă. Łăàăæãąë ŕőáńěďŋěčő ćàěňěŋĺ ŕő őæěŋłăň áãňň Łńőőáâěàňăŋă. Ć àăąőâě [109] ďőłăğăŋë áńěďãîéĺě ďćě âěőàěňë.

ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218

Šěőàěňă. Ŕãáâì m > 1 | æěńőě, k | ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő, X, X_1 âăłőćë, çâő X ≥ 3,

k < X < X_1 ≤ 2X, k2^{2k−1}X^{2k−1} < m. Řăááňőâàĺň áàăćŋěŋĺě

x^∗_1 + · · · + x^∗_k ≡ x^∗_{k+1} + · · · + x^∗_{2k} (mod m),

čďě X < x_j ≤ X_1, (x_j , m) = 1, x_jx^∗_j ≡ 1 (mod m), j = 1, . . . , 2k. Šőčďă ďńï łőńĺçěáâćă I = I_k(X) ěčő àěèěŋĺľ áŕàăćěďńĺćă őæěŋłă

I ≤ (2k)^{80k3} X^k(log X)^{4k2} .

İâă âěőàěňă ãâćěàęďăěâ ŕő áãéěáâćã, çâő ćěàåŋïï čàăŋĺæă ďńï çĺáńă àěèěŋĺľ áàăćŋěŋĺï I ńĺèì ŋă ňŋőęĺâěńì (log X)^{4k2} ąőńìèě, çěň łőńĺçěáâćő ćáěå âěå ŋăąőàőć (x_1, . . . , x_{2k}), ďńï łőâőàëå (x_1, . . . , x_k) ïćńïěâáï ŕěàěáâăŋőćłőľ ŋăąőàă (x_{k+1}, . . . , x_{2k}).

Šěőàěňă. Ŕãáâì m > 1 | æěńőě çĺáńő, k ĺ s | ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă, ĺ ćěéěáâćěŋŋëě çĺáńă X, X_1, Y, Y_1 ãďőćńěâćőàïîâ ŋěàăćěŋáâćăň

3 ≤ X, k < X < X_1 ≤ 2X, k2^{2k−1}X^{2k−1} < m,

3 ≤ Y, s < Y < Y_1 ≤ 2Y, s2^{2s−1}Y^{2s−1} < m,

a ĺ b | æěńëě çĺáńă, ŕàĺçěň (a, m) = d ≥ 1. Őąőğŋăçĺň çěàěğ A ňŋőęěáâćő ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń n ćĺďă n = xy, čďě X < x ≤ X_1, Y < y ≤ Y_1, (xy, m) = 1. Šőčďă ďńï âàĺčőŋőňěâàĺçěáłőľ áãňňë S = � n∈A exp ( 2πi an^∗ + bn m )

áŕàăćěďńĺćă őæěŋłă |S| ≤ XY ´, čďě

´ = (2s)^{40s2/k}(2k)^{40k2/s}(smdY )^{1/2ks}(log Y )^{2s/k}(log X)^{2k/s}X^{−1/2s}Y^{−1/2k}.

Ć ğăłńîçěŋĺě őąàăâĺňáï ł àăąőâăň Ă.Ă. Łăàăæãąë ŕő âěőàĺĺ ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă ĺ ŕő ĺááńěďőćăŋĺïň ďàãčĺå ăàĺäňěâĺçěáłĺå àïďőć Ďĺàĺåńě.

Łăł ĺğćěáâŋő, æěŋâàăńìŋőľ ğăďăçěľ áőćàěňěŋŋőľ âěőàĺĺ ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă ïćńïěâáï čĺŕőâěğă Řĺňăŋă. Őâňěâĺň, çâő ďğěâă-äãŋłæĺï őąńăďăěâ àïďőň ğăňěçăâěńìŋëå áćőľáâć: íľńěàőćáłĺň ŕàőĺğćěďěŋĺěň, äãŋłæĺőŋăńìŋëň ãàăćŋěŋĺěň. Ěáńĺ ęě àăááňăâàĺćăâì àïďë Ďĺàĺåńě, âő ňŋőčőě ąãďěâ ğăćĺáěâì őâ ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàĺàőďë ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ łőíääĺæĺěŋâőć íâĺå àïďőć. Ć àăąőâăå Ă.Ă. Łăàăæãąë ŕàőćőďïâáï ĺááńěďőćăŋĺï áăňőľ ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă, ă âăłęě àïďőć Ďĺàĺåńě, ã łőâőàëå ãłăğăŋŋëě ćëèě åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺě áćőľáâćă łăł ĺňěîâáï, âăł ĺ őâáãâáâćãîâ.

Ŕãáâì N(T ) őąőğŋăçăěâ łőńĺçěáâćő ŋãńěľ ďğěâă-äãŋłæĺĺ ć łàĺâĺçěáłőľ ŕőńőáě 0 ≤ Re s ≤ 1, 0 < Im s ≤ T , ĺ ŕãáâì N_0(T ) | çĺáńő ŋãńěľ ζ(1/2 + it) ŕàĺ 0 < t ≤ T . Ĺğćěáâŋăï âěőàěňă Řĺňăŋă{Ňăŋčőńìďâă ďăěâ ăáĺňŕâőâĺçěáłãî äőàňãńã ŕàĺ T → +∞ ćěńĺçĺŋë N(T ):

N(T ) = T 2π log T 2π − T 2π + O(log T ).

Ğăňěâĺň, çâő čĺŕőâěğă Řĺňăŋă ãâćěàęďăěâ áŕàăćěďńĺćőáâì ŕàĺ ćáěå T > 0 àăćěŋáâćă N_0(T ) = = N(T ).

ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218

Ć 1914 č. Č. Ţăàďĺ ďőłăğăń ąěáłőŋěçŋőáâì łőńĺçěáâćă ŋãńěľ ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă ŋă łàĺâĺçěáłőľ ŕàïňőľ, ă ć 1921 č. Č. Ţăàďĺ ĺ Ď. Ńĺââńćãď ŕőńãçĺńĺ ąőńěě âőçŋëľ àěğãńìâăâ:

ă) ŕàĺ H = T^a, a > 1/2, ĺ ŕàĺ ŋěłőâőàőľ ŕőńőęĺâěńìŋőľ ŕőáâőïŋŋőľ c ĺňěěň

N_0(T + H) − N_0(T ) ≥ cH; (4)

ą) ŕàĺ H = T^{1/4} log^2 T áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő

N_0(T + H) − N_0(T ) > 0. (5)

Ć 1942 č. Ă. Śěńìąěàč ďőłăğăń, çâő ŕàĺ H ≥ T^{0.5+ε} ĺňěěâ ňěáâő őæěŋłă

N_0(T + H) − N_0(T ) ≥ cH log T, (6)

čďě c = c(ε) > 0 | ŋěłőâőàăï ŕőáâőïŋŋăï.

Šőčďă ęě Ă. Śěńìąěàč ćëáłăğăń čĺŕőâěğã, çâő ŋěàăćěŋáâćő (6) ĺňěěâ ňěáâő ŕàĺ H > T^a, čďě a < 1/2.

Ć 1974{76 čč. §. Ňőğěà ŕőłăğăń, çâő

N_0(T + H) − N_0(T ) > 0

ŕàĺ T ≥ T_0 > 0, H ≥ T^{1/6} log^2 T , ă ŋěàăćěŋáâćő

N_0(T + H) − N_0(T ) ≥ cH

ĺňěěâ ňěáâő ŕàĺ H = T^{5/12} log T .

Ć 1983 č. Ă.Ă. Łăàăæãąă ďőłăğăń čĺŕőâěğã Ă. Śěńìąěàčă [68, 70; 105, p. 38{39]. Ąőńěě âőčő, őŋ ãáâăŋőćĺń, çâő ŋěàăćěŋáâćő (6) ĺňěěâ ňěáâő ŕàĺ H ≥ T^a, a > 27/82. Őâňěâĺň âăłęě, çâő ć 1981 č. ğă áçěâ ŕàĺŋæĺŕĺăńìŋő ŋőćőčő ňěâőďă őæěŋőł âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň Ă.Ă. Łăàăæãąă ďőłăğăń, çâő ŋă őâàěğłě łàĺâĺçěáłőľ ŕàïňőľ ďńĺŋë H ≥ T^{5/32} log^2 T ńěęĺâ åőâï ąë őďĺŋ ŋãńì ŋěçěâŋőčő ŕőàïďłă ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă, â.ě. ŕàĺ âăłĺå H ďőłăğăŋă áŕàăćěďńĺćőáâì ŋěàăćěŋáâćă (5).

Ŕãáâì χ_1(n) | łőňŕńěłáŋëľ åăàăłâěà ŕő ňőďãńî 5 âăłőľ, çâő χ_1(2) = i. Ťãŋłæĺěľ Ďíćěŋŕőàâă{Ţěľńìąàőŋŋă ŋăğëćăîâ äãŋłæĺî

1 − i– 2 L(s, χ_1) +

1 + i– 2 L(s, χ_1), čďě L(s, χ) = ∞� n=1 χ(n) n^s

, – = � 10 − 2 √ 5 − 2 √ 5 − 1 . İâă äãŋłæĺï ãďőćńěâćőàïěâ äãŋłæĺőŋăńìŋőňã ãàăćŋěŋĺî àĺňăŋőćőčő âĺŕă, ŋő ŋě ĺňěěâ íľńěàőćă ŕàőĺğćěďěŋĺï. Ăŋăńőč čĺŕőâěğë Řĺňăŋă ďńï f(s) ŋě ĺňěěâ ňěáâă, â.ě. ãâćěàęďěŋĺě ő âőň, çâő ćáě łőňŕńěłáŋëě ŋãńĺ f(s) ńěęăâ ŋă ŕàïňőľ Re s = 1/2, ŋěćěàŋő. Šěň ŋě ňěŋěě ć 1980 č. Ś.Ň. Ćőàőŋĺŋ ďőłăğăń, çâő ŕàïňăï Re s = 1/2 ïćńïěâáï ĺáłńîçĺâěńìŋëň ňŋőęěáâćőň ďńï ŋãńěľ f(s), â.ě. ěáńĺ N_0(T ) | łőńĺçěáâćő ŋãńěľ ŋěçěâŋőčő ŕőàïďłă äãŋłæĺĺ f(s) á ãáńőćĺïňĺ Re s = 1/2, 0 < Im s ≤ T , âő ŕàĺ T > T_0 ĺňěěň

N_0(T ) ≥ T exp ( 1 20 √ log log log log T ) . Ă.Ă. Łăàăæãąă ć [89] ŕőńãçĺń áãéěáâćěŋŋő ąőńěě áĺńìŋëľ àěğãńìâăâ.

ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218

Šěőàěňă. Ŕãáâì ε ĺ ε_1 | ŕàőĺğćőńìŋő ňăńëě äĺłáĺàőćăŋŋëě ŕőńőęĺâěńìŋëě çĺáńă, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺě 0.01. Šőčďă ŕàĺ H = T^{27/82+ε}, T ≥ T_0(ε, ε_1) > 0, ćëŕőńŋïěâáï ŋěàăćěŋáâćő

N_0(T + H) − N_0(T ) ≥ H(log T )^{1/2−ε1} .

Śńěďãěâ őâňěâĺâì, çâő àăąőâë, àăááňőâàěŋŋëě ć íâőľ áâăâìě, ŋě őåćăâëćăîâ ŕőńŋőáâìî ćáěå ŋăŕàăćńěŋĺľ ňăâěňăâĺçěáłőľ ďěïâěńìŋőáâĺ Ă.Ă. Łăàăæãąë. Ć áćïğĺ á íâĺň ňë ŕàĺćőďĺň ŕőńŋëľ áŕĺáőł ěčő ňăâěňăâĺçěáłĺå âàãďőć.

ŚŔĹŚŐŁ ŔŞĄŃĹŁĂŰĹĽ Ă.Ă. ŁĂŘĂŰŞĄŻ

1. Řěèěŋĺě őďŋőľ ğăďăçĺ ĺğ âěőàĺĺ łőŋěçŋëå ăćâőňăâőć // ŞŇŊ. 1960. Š. 15, ò 3. Ś. 157{159. 2. Ŕàőąńěňă Šěààĺ ďńï áĺáâěňë áàăćŋěŋĺľ // Ňăâ. áą. 1961. Š. 55, ò 2. Ś. 209{220.

3. Őæěŋłĺ âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň őáőąőčő ćĺďă ĺ ĺå ŕàĺńőęěŋĺï // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1961. Š. 137, ò 3. Ś. 513{514. 4. Şňŋőęěŋĺě ňŋőčőğŋăçŋëå çĺáěń ŋă ăćâőňăâăå // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1962. Š. 145, ò 2. Ś. 293{294. (Śőćň. á đ.Ŕ. Őäňăŋőň).

5. Ăŋăńőč ŕàőąńěňë Ćăàĺŋčă // Ćěáâŋ. ŇČŞ. Ňăâěňăâĺłă, ňěåăŋĺłă. 1962. ò 1. Ś. 38{46. 6. Řăáŕàěďěńěŋĺě ďàőąŋëå ďőńěľ ňŋőčőçńěŋőć áŕěæĺăńìŋőčő ćĺďă // Ćěáâŋ. ŇČŞ. Ňăâěňăâĺłă, ňěåăŋĺłă. 1962. ò 3.

Ś. 34{38.

7. Ŕàőąńěňă Ćăàĺŋčă ďńï áàăćŋěŋĺï ŕő ňőďãńî, àăćŋőňã áâěŕěŋĺ ŕàőáâőčő çĺáńă // Ćěáâŋ. ŇČŞ. Ňăâěňăâĺłă, ňěåăŋĺłă. 1962. ò 4. Ś. 28{38.

8. Šàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺě áãňňë áŕěæĺăńìŋőčő ćĺďă ĺ ĺå ŕàĺńőęěŋĺï: Łăŋď. ďĺá. Ň.: ŇČŞ, 1962. 9. Ő âěőàěňě ő áàěďŋěň // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1963. Š. 149, ò 2. Ś. 245{248. (Śőćň. á Ŋ.Ň. Łőàőąőćëň). 10. Šàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺě áãňňë áŕěæĺăńìŋőčő ćĺďă ĺ ĺå ŕàĺńőęěŋĺï // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1964. Š. 28, ò 1.

Ś. 237{248.

11. Ŕàĺńőęěŋĺě ò 4 // Ţãă Ńő-łěŋ. Ňěâőď âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň ĺ ěčő ŕàĺňěŋěŋĺï ć âěőàĺĺ çĺáěń. Ň.: Ňĺà, 1964. Ś. 180{187.

12. Ő áĺáâěňăå áàăćŋěŋĺľ // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1965. Š. 29, ò 4. Ś. 935{944. 13. Őą őæěŋłě àěèěŋĺľ ŋěłőâőàëå ãàăćŋěŋĺľ // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1965. Š. 165, ò 1. Ś. 31{32. 14. Śĺáâěňë áàăćŋěŋĺľ ĺ ãàăćŋěŋĺï ćăàĺŋčőćáłőčő âĺŕă // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1965. Š. 165, ò 2. Ś. 274{276. 15. Šěőàěňë ő áàěďŋěň ĺ ŕőńŋëě âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺě áãňňë // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1966. Š. 30, ò 1. Ś. 183{206. 16. Ňěâőď âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň ĺ âěőàěňë ő áàěďŋěň: Ďőłâ. ďĺá. Ň.: ŇČŞ, 1966.

17. Ăáĺňŕâőâĺçěáłĺě äőàňãńë ďńï ŋěłőâőàőčő łńăááă âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1966. Š. 169, ò 1.

Ś. 9{11.

18. Ňěâőď âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň ĺ âěőàěňë ő áàěďŋěň // Ňăâ. ğăňěâłĺ. 1967. Š. 1, ò 1. Ś. 99{110. 19. Őą őæěŋłăå ŕőńŋëå âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň // Ňăâ. ğăňěâłĺ. 1967. Š. 1, ò 2. Ś. 199{208. 20. Őą őďŋőľ áĺáâěňě ŋěőŕàěďěńěŋŋëå ãàăćŋěŋĺľ // Ňăâ. ğăňěâłĺ. 1968. Š. 4, ò 2. Ś. 125{128. 21. Őą őďŋőľ ăáĺňŕâőâĺçěáłőľ äőàňãńě // Šà. Ňőáł. ňăâ. ő-ćă. 1968. Š. 18, ò 1. Ś. 77{82. 22. Śãňňë åăàăłâěàőć ĺ ŕěàćőőąàăğŋëě łőàŋĺ ć łőŋěçŋëå ŕőńïå // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1968. Š. 180, ò 6. Ś. 1287{1289. 23. Ő âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňňăå // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1969. Š. 189, ò 1. Ś. 31{34. 24. Ő áãňňăå åăàăłâěàőć á ŕàőáâëňĺ çĺáńăňĺ // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1970. Š. 190, ò 3. Ś. 517{518. 25. Őą őæěŋłăå áãňň åăàăłâěàőć // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1970. Š. 34, ò 1. Ś. 20{30. 26. Śãňňë åăàăłâěàőć á ŕàőáâëňĺ çĺáńăňĺ // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1970. Š. 34, ò 2. Ś. 299{321. 27. Řăáŕàěďěńěŋĺě ŕàőĺğćěďěŋĺľ áďćĺŋãâëå ŕàőáâëå çĺáěń ć ăàĺäňěâĺçěáłĺå ŕàőčàěááĺïå // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1970. Š. 192, ò 4. Ś. 724{727.

28. Řăáŕàěďěńěŋĺě áâěŕěŋŋëå ćëçěâőć ĺ ŋěćëçěâőć ć ăďďĺâĺćŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâïå // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1970. Š. 196, ò 4. Ś. 759{760.

29. Śãňňë åăàăłâěàőć á ŕàőáâëňĺ çĺáńăňĺ, ŕàĺŋăďńěęăéĺňĺ ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà.

ňăâ. 1971. Š. 35, ò 3. Ś. 469{484.

30. Őą őďŋőľ ăàĺäňěâĺçěáłőľ áãňňě // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1971. Š. 199, ò 4. Ś. 770{772.

31. Őæěŋłĺ âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň ňěâőďőň Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă ĺ ĺå ŕàĺňěŋěŋĺï // Šà. ŇĹĂŊ. 1971. Š. 112. Ś. 241{ 255.

32. Ŕàőąńěňă ďěńĺâěńěľ Ďĺàĺåńě ć çĺáńőćëå ŕőńïå // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1972. Š. 204, ò 3. Ś. 540{541. 33. Řăćŋőňěàŋăï őæěŋłă őáâăâőçŋőčő çńěŋă ć ŕàőąńěňě ďěńĺâěńěľ Ďĺàĺåńě // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1972. Š. 36, ò 3. Ś. 475{483.

34. Ő ŋěłőâőàëå ŕàőąńěňăå âěőàĺĺ ŕàőáâëå çĺáěń, áćïğăŋŋëå á ňěâőďőň Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă, ĺ ĺå ŕàĺňěŋěŋĺï // Šà.

ŇĹĂŊ. 1973. Š. 132. Ś. 257{262.

35. Őą őæěŋłăå áŋĺğã áãňň åăàăłâěàőć őâ ňŋőčőçńěŋőć // Ňăâ. ğăňěâłĺ. 1973. Š. 14, ò 1. Ś. 67{72.

2 ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218

36. Śàěďŋěě ğŋăçěŋĺě ňőďãńï âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1973. Š. 37, ò 6. Ś. 1203{1227. 37. Śãňňë åăàăłâěàőć ŕő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ áďćĺŋãâëå ŕàőáâëå çĺáěń ĺ ĺå ŕàĺňěŋěŋĺï // Ňăâ. ğăňěâłĺ. 1975. Š. 17, ò 1. Ś. 155{159.

38. Ő ŋěłőâőàëå ŕàőąńěňăå áőćàěňěŋŋőľ ăŋăńĺâĺçěáłőľ âěőàĺĺ çĺáěń // Ňăâ. ğăňěâłĺ. 1975. Š. 17, ò 2. Ś. 341{350. 39. Ő ŋěłőâőàëå ăàĺäňěâĺçěáłĺå ğăďăçăå á çĺáńăňĺ, ĺňěîéĺňĺ ňăńëě ŕàőáâëě ďěńĺâěńĺ // Acta arith. 1975. V. 27.

P. 489{492.

40. Šàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺě áãňňë ĺ ĺå ŕàĺňěŋěŋĺï // Proc. Intern. Congr. Math. Vankuver, 1975. V. 1. P. 365{368. 41. Őáŋőćë ăŋăńĺâĺçěáłőľ âěőàĺĺ çĺáěń. Ň.: Ŋăãłă, 1970.

42. Experimente mit Automaten // Elektronische Information Verarbeitung und Kybernetic. 1975. Bd. 11. S. 611. 43. Berechnungen und die Kompliziertheit von Beziehungen // Elektronische Information Verarbeitung und Kybernetic.

1975. Bd. 11. S. 603{606.

44. Őą őďŋőľ áĺáâěňě áàăćŋěŋĺľ // Ňăâ. ğăňěâłĺ. 1976. Š. 19, ò 3. Ś. 389{392. 45. Ő àăáŕàěďěńěŋĺĺ ğŋăçěŋĺľ ŋěčńăćŋëå åăàăłâěàőć // Šà. ŇĹĂŊ. 1976. Š. 142. Ś. 156{164. 46. Ćěàåŋïï čàăŋĺæă ňőďãńï łàăâŋőľ âàĺčőŋőňěâàĺçěáłőľ áãňňë // Šà. ŇĹĂŊ. 1977. Š. 143. Ś. 3{31. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň).

47. Řăáŕàěďěńěŋĺě ğŋăçěŋĺľ áĺňćőńă Ńěęăŋďàă őâ ňŋőčőçńěŋőć á ŕàőáâëňĺ çĺáńăňĺ // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1978. Š. 238, ò 3.

Ś. 524{526.

48. Śãňňë áĺňćőńă Ńěęăŋďàă őâ ňŋőčőçńěŋőć ćâőàőľ áâěŕěŋĺ á ŕàőáâëňĺ çĺáńăňĺ // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1978.

Š. 42, ò 2. Ś. 315{324.

49. Őą ĺŋâěčàăńě Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1978. Š. 239, ò 4. Ś. 764{765. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň). 50. Ŋőćăï őæěŋłă ĺŋâěčàăńă Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1978. Š. 42, ò 4. Ś. 751{762. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň).

51. Šőçŋăï őæěŋłă çĺáńă àěèěŋĺľ őďŋőľ áĺáâěňë ďĺőäăŋâőćëå ãàăćŋěŋĺľ // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1978. Š. 42, ò 6. Ś. 1187{1226. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň).

52. Ăáĺňŕâőâĺłă őďŋőľ ăàĺäňěâĺçěáłőľ áãňňë // Ňăâ. ğăňěâłĺ. 1978. Š. 24, ò 6. Ś. 737{740. 53. Řăáŕàěďěńěŋĺě ďàőąŋëå ďőńěľ ňŋőčőçńěŋőć őâ ŋěáłőńìłĺå ŕěàěňěŋŋëå // Ňăâ. ğăňěâłĺ. 1979. Š. 25, ò 1. Ś. 3{14.

(Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň).

54. Ŕőłăğăâěńì áåőďĺňőáâĺ őáőąőčő ĺŋâěčàăńă ŕàőąńěňë Šěààĺ // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1979. Š. 248, ò 2. Ś. 268{272. (Śőćň.

á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň).

55. Šàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺě ĺŋâěčàăńë // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1979. Š. 43, ò 5. Ś. 971{1003. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň).

56. Őą őďŋőľ áĺáâěňě ďĺőäăŋâőćëå ãàăćŋěŋĺľ // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1980. Š. 252, ò 2. Ś. 275{276. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň).

57. Łàăâŋëě âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺě áãňňë. Ň.: Ŋăãłă, 1980. (Šà. ŇĹĂŊ; Š. 151). (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň).

58. Řăćŋőňěàŋëě őæěŋłĺ łàăâŋëå âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1980. Š. 252, ò 6. Ś. 1289{1291. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň).

59. Łàăâŋëě âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺě áãňňë ĺ ĺå ŕàĺńőęěŋĺï // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1980. Š. 44, ò 4. Ś. 723{781.

(Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň).

60. Ő àăááâőïŋĺĺ ňěęďã áőáěďŋĺňĺ ŋãńïňĺ ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă, ńěęăéĺňĺ ŋă łàĺâĺçěáłőľ ŕàïňőľ // Šà. ŇĹĂŊ.

1981. Š. 157. Ś. 49{63.

61. Őą őďŋőľ ğăďăçě á ŕàőáâëňĺ çĺáńăňĺ // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1981. Š. 259, ò 6. Ś. 1291{1293. 62. Ő ńőłăńìŋőň ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ŋãńï äőàňőľ // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1981. Š. 45, ò 5. Ś. 948{961. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň).

63. Ő ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ŋãńï äőàňőľ ć ŕőńě p-ăďĺçěáłĺå çĺáěń // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1982. Š. 262, ò 1. Ś. 11{13. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň).

64. Őą őďŋőľ ğăďăçě âěőàĺĺ áàăćŋěŋĺľ // ŞŇŊ. 1982. Š. 37, ò 5. Ś. 161{162. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň). 65. Őáőąëě áńãçăĺ âěőàĺĺ łàăâŋëå âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1983. Š. 47, ò 4. Ś. 707{784.

(Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň).

66. Ŋőćëě àăćŋőňěàŋëě őæěŋłĺ łàăâŋëå âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1983. Š. 272, ò 1. Ś. 11{12. (Śőćň.

á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň).

67. Őáŋőćë ăŋăńĺâĺçěáłőľ âěőàĺĺ çĺáěń. 2-ě ĺğď. Ň.: Ŋăãłă, 1983.

68. Ő ŋãńïå ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă ŋă łőàőâłĺå ŕàőňěęãâłăå łàĺâĺçěáłőľ ŕàïňőľ // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1983. Š. 272, ò 6.

Ś. 1312{1334.

69. Ňěâőď âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň ć âěőàĺĺ çĺáěń // Šà. ŇĹĂŊ. 1984. Š. 168. Ś. 4{30. (Śőćň. á Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćëň).

70. Ő ŋãńïå ζ(s) ŋă łőàőâłĺå ŕàőňěęãâłăå łàĺâĺçěáłőľ ŕàïňőľ // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1984. Š. 48, ò 3. Ś. 569{ 584.

71. Ő ŋãńïå ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1984. Š. 276, ò 3. Ś. 535{539.

72. Łćăďàăâĺçŋëě ćëçěâë ĺ ŋěćëçěâë ć àěďłĺå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâïå // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1984. Š. 274, ò 5. Ś. 1044{1046.

ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218

73. Ňěâőď âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň Ĺ.Ň. Ćĺŋőčàăďőćă // Šà. ŇĹĂŊ. 1984. Š. 163. Ś. 97{103. 74. Řăáŕàěďěńěŋĺě ŋãńěľ äãŋłæĺĺ ζ(^1_2 + it) // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1984. Š. 48, ò 6. Ś. 1214{1224. 75. Ő ŋãńïå ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă ŋă łàĺâĺçěáłőľ ŕàïňőľ // Šà. ŇĹĂŊ. 1985. Š. 167. Ś. 167{178. 76. Ő ŋãńïå äãŋłæĺĺ ζ(^1_2 + it) // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1985. Š. 281, ò 5. Ś. 1038{1041.

77. Ő ŋãńïå äãŋłæĺĺ ζ(s) ć őłàěáâŋőáâĺ łàĺâĺçěáłőľ ŕàïňőľ // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1985. Š. 49, ò 2. Ś. 326{333. 78. Ő äãŋłæĺĺ G(n) ć ŕàőąńěňě Ćăàĺŋčă // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1985. Š. 49, ò 5. Ś. 935{947. 79. Ő ćěéěáâćěŋŋëå ŋãńïå äãŋłæĺĺ ζ(^1_2 + it) // ŞŇŊ. 1985. Š. 40, ò 4. Ś. 161{162. 80. Ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă ĺ ěě ŋãńĺ // ŞŇŊ. 1985. Š. 40, ò 5. Ś. 19{70.

81. Ŕàőąńěňă Čĺńìąěàâă{Łăňłě ć ăŋăńĺâĺçěáłőľ âěőàĺĺ çĺáěń // Ňăâ. ğăňěâłĺ. 1987. Š. 41, ò 2. Ś. 272{284. 82. Ňŋőčőňěàŋëľ ăŋăńőč ŕàőąńěňë Ćăàĺŋčă // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1987. Š. 295, ò 3. Ś. 521{523. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň). 83. Řăáŕàěďěńěŋĺě ŕăà łćăďàăâĺçŋëå ćëçěâőć ĺ ŋěćëçěâőć áŕěæĺăńìŋőčő ćĺďă // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1987. Š. 51, ò 5. Ś. 994{1009.

84. Šěőàĺï łàăâŋëå âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå áãňň. Ň.: Ŋăãłă, 1987. (Śőćň. á Č.Ĺ. Ăàåĺŕőćëň, Ć.Ŋ. Ůãąăàĺłőćëň). 85. Approximation of exponential sums by shorter ones // Proc. Indian Acad. Sci. Math. Sci. 1987. V. 97, ò 1{3. P. 167{ 178.

86. Waring’s problem in several dimension // Diophantische Approximationen. Oberwolfach: Math. Forsch. Inst. Oberwolfach, 1988. (Tagungsbericht; Bd. 42).

87. Őą őďŋőň ďĺőäăŋâőćőň ŋěàăćěŋáâćě // Acta arith. 1989. V. 53. P. 309{324. 88. Ő ŋãńïå ŋěłőâőàëå àïďőć Ďĺàĺåńě // ŞŇŊ. 1990. Š. 45, ò 1. Ś. 175{176.

89. Ő ŋãńïå äãŋłæĺĺ Ďíćěŋŕőàâă{Ţěľńìąàőŋŋă, ńěęăéĺå ŋă łàĺâĺçěáłőľ ŕàïňőľ // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1990.

Š. 54, ò 2. Ś. 303{315.

90. Řăáŕàěďěńěŋĺě ŕàőáâëå çĺáěń // ŞŇŊ. 1990. Š. 45, ò 5. Ś. 81{140.

91. Ő ŋãńïå áŕěæĺăńìŋőčő ćĺďă äãŋłæĺľ, áćïğăŋŋëå á àïďăňĺ Ďĺàĺåńě // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1991. Š. 55, ò 3.

Ś. 483{514.

92. Ő ŕńőâŋőáâŋőľ âěőàěňě // Šà. ŇĹĂŊ. 1991. Š. 200. Ś. 185{196.

93. Ŋãńĺ ńĺŋěľŋëå łőňąĺŋăæĺľ Z-äãŋłæĺľ, őâćěçăîéĺå àïďăň Ďĺàĺåńě // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1991. Š. 317, ò 5. Ś. 1053{ 1054.

94. On the zeros of Riemann’s Zeta-function on the critical line // Intern. Sympos. in Memory of Hua Loo Keng. 1991.

V. 1. P. 117{192.

95. Řăáŕàěďěńěŋĺě ğŋăçěŋĺľ åăàăłâěàőć Ďĺàĺåńě ŋă ăďďĺâĺćŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâïå // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1991. Š. 319, ò 3. Ś. 543{544.

96. Ő àăáŕàěďěńěŋĺĺ ćěéěáâćěŋŋëå ŋãńěľ äãŋłæĺĺ ζ(^1_2 + it) // ĎĂŊ ŚŚŚŘ. 1992. Š. 322, ò 2. Ś. 217{218. 97. Ő łőńĺçěáâćě ŋãńěľ ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă, ńěęăéĺå ŋă ŕőçâĺ ćáěå łőàőâłĺå ŕàőňěęãâłăå łàĺâĺçěáłőľ ŕàïňőľ // Ĺğć. ĂŊ ŚŚŚŘ. Śěà. ňăâ. 1992. Š. 56, ò 2. Ś. 372{397.

98. The Riemann Zeta-Function. Berlin; New York: W. de Gruyter, 1992. (Śőćň. á Ś.Ň. Ćőàőŋĺŋëň). 99. Şâőçŋěŋĺě âěőàěň ő łőńĺçěáâćě ŋãńěľ, ńěęăéĺå ŋă łàĺâĺçěáłőľ ŕàïňőľ, ŋěłőâőàëå àïďőć Ďĺàĺåńě // ŞŇŊ. 1992.

Š. 47, ò 2. Ś. 193{194.

100. On zeros of the Davenport{Heilbronn function // Proc. Amal˛ Conf. on Analytic number theory. Univ. Salerno, 1992.

P. 271{293.

101. Ő ŋãńïå ăàĺäňěâĺçěáłĺå àïďőć Ďĺàĺåńě, ŋě ĺňěîéĺå íľńěàőćă ŕàőĺğćěďěŋĺï // Ĺğć. ŘĂŊ. Śěà. ňăâ. 1993. Š. 57, ò 5. Ś. 3{14.

102. Ő ŋãńïå őďŋőčő łńăááă äãŋłæĺľ, ŕőàőęďěŋŋëå äãŋłæĺěľ Čãàćĺæă // ŞŇŊ. 1993. Š. 48, ò 5. Ś. 175{176. 103. Řăáŕàěďěńěŋĺě őąàăâŋëå ćěńĺçĺŋ ć łőńìæě ćëçěâőć ŕő ğăďăŋŋőňã ňőďãńî // Ďőłń. ŘĂŊ. 1993. Š. 333, ò 2. Ś. 138{ 139.

104. Ŋőćëľ ŕőďåőď ł ŕàőąńěňě ŋãńěľ ŋěłőâőàëå àïďőć Ďĺàĺåńě // Šà. ŇĹĂŊ. 1994. Š. 207. Ś. 180{196. 105. Complex analysis in number theory. London; Tokyo; Boca Raton; Ann Arbor: CRC Press, 1995. (Stud. Adv. Math.;

V. 187).

106. Ŋãńĺ ăàĺäňěâĺçěáłĺå àïďőć Ďĺàĺåńě // Math. Slovaca. 1994. V. 44, ò 5. P. 633{649. 107. Ďğěâă-äãŋłæĺï Řĺňăŋă. Ň.: Ťĺğňăâńĺâ, 1994. (Śőćň. á Ś.Ň. Ćőàőŋĺŋëň). 108. Ďàőąŋëě ďőńĺ áŕěæĺăńìŋőčő ćĺďă äãŋłæĺľ // Ĺğć. ŘĂŊ. Śěà. ňăâ. 1995. Š. 59, ò 4. Ś. 61{80. 109. Ăŋăńőčĺ áãňň Łńőőáâěàňăŋă // Ĺğć. ŘĂŊ. Śěà. ňăâ. 1995. Š. 59, ò 5. Ś. 93{102. 110. Őą őďŋőľ ăàĺäňěâĺçěáłőľ äãŋłæĺĺ // ŞŇŊ. 1995. Š. 50, ò 5. Ś. 247{248. 111. Śńőęŋőáâì ćëçĺáńěŋĺľ // Šà. ŇĹĂŊ. 1995. Š. 211. Ś. 186{202.

112. Śãňňë ďàőąŋëå ďőńěľ áŕěæĺăńìŋőčő ćĺďă äãŋłæĺľ // Ďőłń. ŘĂŊ. 1996. Š. 349, ò 3. Ś. 302. 113. Ő äãŋłæĺĺ S(t) // Ĺğć. ŘĂŊ. Śěà. ňăâ. 1996. Š. 60, ò 5. Ś. 27{56.

114. Ŕńőâŋőáâŋăï âěőàěňă ĺ ŕőćěďěŋĺě ăàčãňěŋâă ďğěâă-äãŋłæĺĺ Řĺňăŋă // Ňăâ. ğăňěâłĺ. 1996. Š. 60, ò 3. Ś. 448{449. 115. Ăďďĺâĺćŋëě áàăćŋěŋĺï // Ĺğć. ŘĂŊ. Śěà. ňăâ. 1997. Š. 61, ò 2. Ś. 119{132.

ŠŘŞĎŻ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁŐČŐ ĹŊŚŠĹŠŞŠĂ ĹŇ. Ć.Ă. ŚŠĚŁŃŐĆĂ, 1997, â. 218 2*