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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ СХОДИМОСТИ 

Ортонормированная система (ОНС) {^n{x)}^Lv определенная на отрезке [0, 1], 
называется системой сходимости, если всякий ряд 

00 

2<VP.(*), (!) 

коэффициенты которого удовлетворяют условию 

S <*<«>.• (2) 
п=1 

сходится почти всюду (п. в.) на отрезке [О, 1]. ОНС {<p„(#)}£Li называется 
системой строгой сходимости, если для сходимости п. в. ряда (1) необходимо 
и достаточно выполнение условия (2). 

Хорошо известными примерами систем строгой сходимости являются сис­
тема Радемахера (см. [2, с. 55]) и система функций (sin 2ккх}™=1. 

Если задана некоторая система сходимости Ф = (сря (х)}™=1, то можно опре­
делить оператор мажоранты частных сумм ГФ, действующий из простран­
ства 12 в пространство L0 всех измеримых и конечных п. в. функций сле­
дующим образом: если А = {ай}^1 ÇZ2, то 

ТФ (a) = f(x)= sup 
l ^ A ; < o o 

2 f lAW 

В первом параграфэ этой работы изучаются свойства оператора Тф. Во вто­
ром — доказывается следующая 

Т е о р е м а 1. Существует полная в пространстве L2 (О, 1) ОНС строгой 
сходимости {фи (х)}™=1. 

Теорема 1 дает ответ на задачу, поставленную П. Л. Ульяновым в работе [3]9 

и является усилением результата, полученного автором в [5]. Система, по­
строенная в теореме 1, обладает тем свойством, что для любой функции 
f(x)(*L2(0, 1) существует единственный ряд по системе {tyn{x)} такой, что 

со 

/ (х) = 2 Ся$я (X) П. В. 

При доказательстве теоремы 1 используется следующий результат, имеющий 
и самостоятельный интерес. 
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Т е о р е м а 2. Пусть L — произвольное замкнутое линейное многообразие 
в £2(0, 1). Тогда в L можно выбрать такой ортонормированный базис 
{9к (х)}> что {?к (х)} — система сходимости. 

Результаты этой работы опубликованы без доказательства в заметке 
автора [11]. 

§ 1. Справедлива 

Т е о р е м а 3. Существует определенная на отрезке [О, 1] ортонормиро-
ванная система сходимости Ф = {®п (х)}™=1 такая, что для любого множества 
ЕС [0, 1], ц Я > 0 

к 
Тф ( а ) = sup 

1<Л:<со 
2 <УР„ (Х) 
71----1 

6 V(E) 

при некотором, зависящем от множества Е элементе а = {ап} ç 12. 

Прежде чем доказывать теорему 3, сформулируем некоторые связанные 
с ней результаты. Для этого нам потребуется несколько определений. 

Пусть В — банахово пространство. Оператор G: В -+L0 (0, 1) назовем вы­
пуклым, »если для любых а и Ь£В и числа Xç(—оо, оо) выполняются 
соотношения: 

1) |G(a + b ) | < | G ( a ) | + |G(6) | п. в. на [0, 1]; 

2) |G(Xo)| = | X | . | G ( a ) | п. в. на [0, 1]. 

Множество функций Q С L° (О, 1) назовем ограниченным по мере, если для 
любого е ^> 0 найдется число R ^> 0 такое, что 

fi { * : ! / ( * ) | > Я } < в 

для любой функции f(x)£Q. 

Оператор G:B->L°(0, 1) назовем ограниченным, если образ G (5) еди_ 
ничного шара S пространства В есть ограниченное по мере множество. 

Типичным примером выпуклого ограниченного оператора является опера­
тор мая^оранты частных сумм ТФ ( Ф = (<ря (х)}— ортонормированная система 
сходимости). 

А. М. Олевский [6] показал, что найдутся система сходимости Ф0 = {-̂  (#)•} 
и элемент a £ /2 такие, что 

т у » ç и^(0, 1). 
Е. М. Никишиным (см. [7J, а также [8]) была доказана следующая 

Т е о р е м а А. Пусть G:l ->£°(0 , 1) — выпуклый1 ограниченный опера­
тор. Тогда для всякого е ^>0 найдется такое множество £ s С [0, 1] с \^Ег j> 
]> 1—s, что оператор G имеет слабый тип (р, q) на .множестве Е£ при 
q = min (2, р). 

Из теоремы А непосредственно вытекает, что для любой OTIC сходимости 
ф = {cpw (х)} оператор ТФ есть ограниченный оператор из Z2 в пространство 
М Я . ) ( Я . С 1 [ 0 , 1], jiff, > 1 - е ) при любом р < 2 . 

1 Е. М. Никишин называл выпуклые, в нашем определении, операторы — надлинейнымгь 
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E. M. Никишиным [7J для всякого числа р, 1 ^ / ? < ^ 2 , был построен ли­
нейный ограниченный оператор G:l —*> L° (0, 1) такой, что для любого мно­
жества Е с Е С [0, 1], | х £ > 0 

sup f\(G(a)ydxV'P 
00 . 

Тем самым теорема А при 1 ^ р < 2 не может быть усилена дажз для ли­
нейных операторов. 

Если же р^2 и G:l ->£°(0 , l) — линейный ограниченный оператор, то 
известно (см. [14, 13]), что теорему А можно усилить, а именно справедлива 

Т е о р е м а Б. Пусть р ^ 2 и G:Z ->L0(0, l) — линейный ограниченный 
оператор, тогда для любого е^>0 найдутся множество Ее CZ [0, 1] с \хЕв^> 
]> 1 — e u постоянная Св такие, что 

\\G(a)l4Eû^Ct\\abp. 

Теорему Б можно получить последовательным применением теоремы А и те­
оремы А. Гротендика [4], согласно которой для любого линейного ограни­
ченного оператора G:ZJO-^L1(0, 1) (р^2) справедливо равенство G(a) — 
= Н (a)f0(x), где H :lp->L2(0, 1)—ограниченный оператор, а функция /0(х) 
не зависит от а. 

Из теоремы Б следует, что примеры, построенные Е. М. Никишиным 
при 1 ^ р <^ 2, по существу не переносятся на случай р ^ 2 . Особый инте­
рес представляет случай-р = 2. Вопроз об окончательности теоремы А уже 
при р = 2 оставался открытым. Из теоремы 3 этой работы непосредственно 
следует, что теорема А не уеиляема и потому требование линейности опера­
тора G в теореме Б (и теореме А. Гротендика) существенно. 

Перейдем к доказательству теоремы 3. Для построения искомой системы 
(?я(ж)} Н8Ш понадобятся некоторые вспомогательные системы функций. 

Пусть N = 22q^>l00 (q — целое число). Определим систему функций 
£ — 1 

ХТ'А O T M W Q i r a 1 ( 1 I , / V - 72 I 1ТП "TrVJtfXTR ТТПТ/Г T L I {/?(*)}.? 
г ; Л 1 \ 

на отрезке [0, 1—N~'!2], положив при х£\—»т—> "лг)> *= =^> 

2, ...,N — yjN: 

Я(Ф 
О при 1 < / < 2 V / V " , /V — 2 V Ä T < / < / V , 

\lNI(i~i) при 2sjN<i<:N~2sjN, 1ф] и | i - Д < yjN, (3) 

О при 2 v ' F < / < /V — 2 V F , i = i или J i — j J > yß. 

Отмэтим некоторый свойства системы {ff(x)}. Из равенства (3) непосредственно 
вытекает, что 

î-A-V» 

( f«(x)dx = 0, / = 1, 2, . ..,7V, (4) 

Несложно проверить, что 

10 

7 = 1 
N 

р< {«г £ [0, 1] : sup 
l < r ^ j V 

(5) 

(6) 
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Хорошо известно (см., например, [5]), что система {/J(х)} удовлетворяет сле­
дующему неравенству: 

S c , / J ( * ) <С 
(N у/к-

W (o,i) 

где постоянная С не зависит от /V. 
Из этой оценки и теоремы И. Шура (см. [2, с. 84]) следует, что можно 

доопределить функции fj(x) на отрезке [1—N~1^2, 1] так, чтобы 

В при i = j , 
при i=j£=] 

\ff(z)f»(x)dx = l* (7) 

(постоянная В не зависит от Лг). 
Кроме того, легко видеть, что доопределение можно провести так, чтобы 
а) 

1 

\f»(x)dx = 0 при / = 1 , 2 ЛГ; (8) 
О 

б) функции fj(x) были кусочно постоянны на отрезке [0, 1] с интервалом 
постоянства длины (27V)~2. 

Определим на прямой —оо <^х<^ -j-oo еще одну систему функций 
{gj(x)}jBli положив сначала при х£[0, 1] и / = 1, 2, . . . , N 

??(*)=-* 
7WT^2mf"(2*(x-^)) п р и 

2 - * < а ; < 2 - ' й - 1 )
) 1 < k < (log2 TV)2; 

I 0 при 0<ж<2-( 1 <'^ Л ' ) 2 , 

(9) 

затем положив gj (x-\-r) = gJ (х), если число г целое. 
Имеем (см. (7), (9)) при / = 1 , 2, . . ., N 

г 
а) \g»(x)dx = 0; 

о 
1 

б) J £? И g y W <te = 0 при i =£ j ; 
о 

1 l o g ! N 

в) S fer* (*))2 «te = 2 (log2iV)-2 = l . 

Из формул (7) и (9) следует также, что при А = 1 , 2, . . . , (log|iV 

i f i cjg» (x) Y dz < ( i c» ) (log, N)-\ 

Кроме того, если положить 

'2ж*И 

(10) 

(11) 

g$(z) = sup 
7 = 1 
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то, используя (6), легко убедиться, что для любого множества Л С (2 fc, 
2~k+1] с мерой 14 | < 2-(*+1) интеграл 2 

j (g$ {х))2 dx > С > 0 при 1 < к < logf /V (12) 
(2-fc, г-^1]—А 

и, следовательно, 
/ 1 V /2 / 10g2^ ^ 

J (g* (x)f dx\ > I g J Gtf (*))2 ̂  \> С log2 /V. 
Г» / \ 9 . — ^ / 

(12') 

Докажем еще одно свойство системы функций {gj(x)}. 
Л е м м а 1. Для любых чисел N — 22q, y^>0 и любой последовательности 

a~{aj}j=i м е Р а 

M*G[0> 1]:«Гв(«)= SUP 2 » ^ (*>>*<£ 2а* + ^ -
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть набор отрезков àik с l ^ i ^ A r — \JN, 

1 <С & <J (1°£э2 ^ ) 2 определяется так: 
l . i — 1 1 | i ^ 

Л4к 2к ' 2kN 2k 

Тогда 

10, 1]=ил« + г, ^ < 7 F (13) 

Положим при #Ç[0 , 1] 

sup 2«,да 
7 = 1 

^В log2 iV i<r<jv 

В силу (7) и известной леммы Меньшова—Радемахера (см. [2, с. 188]) 
1 N 

\(Fa(x))*dx^C%a*. (14) 
о >=1 

Из определения функций {g** (х)}У=1 (см. (9)) следует, что при х £ At.fc 

и поэтому при х Ç А<А 

ft(«)=w.(i#-). 
Следовательно, для всякого фиксированного i мера 

{*(*:* 6 U Д«, £„ ( * ) > » } < 
< < 'К1^) 

k:2kl*Ft -•m» N . 2к ^ N 
(15) 

2 Через С, С, е в дальнейшем обозначаются, вообще говоря, различные абсолютные 
положительные постоянные. 
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Из оценки (14) следует, что 

12^№« с 24 
г=1 J=l 

поэтому, просуммировав неравенства (15) по всем i(l^i^N — \JN), полу­
чим 

V>fx-z£l){ ^ш ёа (х) >У\ < ~ г 2 а-

что вместе с (13) доказывает лемму 1. 
Построим теперь ОНС {<p«(#)}£Li» которая удовлетворяет теореме 3. Для 

этого возьмем последовательность натуральных чисел {sk}™=1 такую, что sx = 
= 0, числа Nk = sk+1— sk(k=l, 2, . . . ) иредставимы в виде Nk = 22q (g > 
2>10 — целое) и при каждом к 

i V | . 2 W * ) ' < ^ + 1 

Затем при х £ [0, 1] и sk<^n^ sk+1 положим 

В силу пункта а) формулы (10) интеграл 
1 

j <f„(x)dx = 0. 

(16) 

(17) 

Кроме того (см. (16), (17), (8), (9)), при sk<^n^sk+1 функции %{х) кусо­
чно постоянны с интервалом постоянства длины 

Л 1-2-dog А ) 2 

Nk N% * 

в то время как период функции <?„(х) с sk+1<^n^sk+2 равен Nk\v Из ска­
занного следует (учитывая (16), см. также (10), пункт б)), что функции 
{?п(х)} образуют ортонормированную систему на отрезке [0, 1]. 

Докажем, что система {<?»(#)} является системой сходимости. В самом 
деле, пусть дан ряд 

2 tt(4 2 *2<00. 

Легко видеть, что последовательность SSJc (x), где 
sk 

s*k (*) = 2 ад, (*), л = 2, з , . . . , 

(18) 

сходится почти всюду. Поэтому нам достаточно показать, что для любого 
у > 0 сумма 

2 \><\%: sup 2 ЙЛ(4 
) 

J 

Но в силу (17) и леммы 1 

\L < х : sup *2 ал(ж) >y[<7" 2 а'" 
Я = * А - Ь 1 я=*А+1 

л# 

(19) 

(20) 
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Так как 2 Л^ 2 < С оо (см. (16)) и по предположению 
к—1 

0 0 / sk+i 

2 2 «2 <œ, 

то из неравенства (20) следует нужная нам оценка (19). 
Для завершения доказательства теоремы 3 нам нужно для всякого мно­

жества Е (которое можно считать замкнутым) с Ё С [ 0 , 1], \ъЕ ̂ > 0 опреде­
лить ряд вида (18) такой, что 

v2 п. sup 
£ \l^r<co 

2 ап?п(Х) 
я=1 

Ar = оо. (21) 

Для данного числа т^>10 найдем такой конечный набор непэресэкаю-
щихея отрезков {Ii)^ с двоично-рациональными концами, что 

р 

я с и / , и ^(1Ц-^- )>2^ | -
1=1 

При / с = 1 , 2, . . . и v — 1 , 2, . . ., (log27Vfc)2 определим множество 

/ — м (m~~i I — m ~ 1 I * 1 f22ï 

Ясно, что мера 
!*/*, = 2" \ (23) 

Легко видеть, что при v = l, 2, . . ., [1I2log2лтг] 

&-»со 

Используя эту оценку, неравенство (12) и определение функций %г(х) (см. 
(17)), несложно получить, что 

Ш J sup ( 2 -4?,(*))^>С(Я)>0, 

v = l , 2, . . . . [Valogam]. 

Складывая последние неравэнзтва па v ( l s ^ v ^ [х/2 log2m]), получаем, что 

**™ S SUp 2 ~̂ /Г *»(:r) da: ̂  
**»^*<«S«*«V 1 1 4H- 1 AV ; 

>ïhn" 2 S sup У i ^ * ) U * > C ( t f ) l o g a m . (24) 

Так как число m в неравенстве (24) можно взять как угодно большим, то 
из (24) следует, что 

И т \ sup S -—9(x\\dx=œ. 

Используя последнее равенство, не составляет труда определить числа { a j ^ 
так, чтобы выполнялось соотношение (21). Теорема 3 доказана. 
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Отметим в заключение одно нзравэнзтво, которым мы воспользуемся в § 2. 
Из оценки (И), равенства (17) и определения множеств /fciV следует, 

что при v = l, 2, . . ., (log2Nk)2 

\ 2 y,W dx^\og?Nk 2 c\. (25) 
Jk,v 

§ 2. Докажем сначала теорему 1, сформулированную в начале работы. 
Отметим, что приводимое доказательство имеет много общего с доказатель­
ством теоремы 1 из работы автора [5]. Нам потребуется ряд лемм. 

Л е м м а 2 (см., например, [15, с. 36]). Пусть множества Ек с EkŒ [0, 1], 
Jc=lf 2, . . ., независимы и 

2ря*= оо. 
Jc=l 

Тогда, если обозначить 

МтЕк= П U Ек, то р. ИшЕк = 1. 
к->со п=1 к=п &->со 

Лемма 3 (см. [1, с 347]). Существуют абсолютные постоянные 0<^С1<^ 
< 1, 0 < С2 < 1 такие, что для любого полинома по системе Радемахера 

Р (х) = 2 ckrk (x) мера 
k=l 

[х \х6[0, 1}:\Р(х)\^С11\РЦх)ах) > С а . . 

Пусть далее 
P » = tZ (*) + <?(*), 

У 
где С(ж)= 2 ckrk(x)> а и(ж)—некоторая функция из системы Уолша с 

к=р 
и (х) ф 1 и 

и(*) = П(г,)-* (в< = °> !'• * = 1> 2, . . . , р - 1 ) . 
Тогда мера. 

ц L б [О, 1 ] : | Р' (х) | > Сг П (Р' (я))2 da;J > Са. (26) 

В самом деле, оценка (26) легко следует из леммы 3 и того факта, что 
существует такое сохраняющее меру преобразование т (х) отрезка [О, 1], что 

и (т (х)) = гг {х), гк (т (х)) = гк (х) при к > р. 

Л е м м а 4 (см. [1, с, 347]). Пусть С ^ ï . Для любой функции f (х) такойъ 
что 

1 / 1 V/2 

справедлива оценка 

SC2 ^{a::|/(^)|>-ij>^2. 
75 



aJi'-

Определим при каждом TV ^ 10 ортонормированную матрицу AN = {a .{}4
N .=т 

следующим образом: 

l _ ( # _ l ) - i при i = J<N, 
0 при i = j = N, 

- ( / V - 1 ) - 1 при ^ 7 , i, / < / V , ( 2 7 ) 

I (N — 1 )-V« при î = /V или f = N, i=£ ]'. 

Матрицы AN применялись впервые А. М. Олевским в работе [9] для пре­
образования не ограниченных в совокупности ортонормированных систем с 
сохранением их основных свойств в ограниченные системы. 

Нам потребуются некоторые новые свойства системы {fN-{x)}N.=v которая 
была определена в § 1. 

Во-первых, непосредственным подсчетом легко проверить, что при 2\jN <Z 
<J<k<N — 2\/7V 

(x)dx= f f?(x)dx>Cl-^N j f«(x)dx = j fg(x), 
j\N к IN 

N'<* 
(28) 

Л е м м а 5. Пусть дан набор чисел av a.2, . . ., aN и пусть 
N \ / N \ V-

2ф'(2"' "• 1 
Ц4г (29) 

У=1 ^ • = 1 

тогда при N >> N (у) 

У=1 >=1 

где постоянные С , С ,̂ 7V зависят только от числа у, а 

üf(*) = i П р Ц х б ( ^ - , ^ ) , l < i < ^ - V / V -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя (29) и определение функций M(х) и 
fj(x) (см. (3)), имеем 

М{х) 

/ = 1 
йа:^> 

- j \ r 7 2 Ж ( » 

2 ajf»(x)dx 
о ^ = 1 

iV—2\/F—1 1—N~llî 

2 «y J /*(*)<** 

Так как по неравенству Коши 

>с 
^ — 2 \ / T V — l 

2 -, log2N 
N (30) 

2\ЛУ 

y = l 
< I S ^ I (2^) , /2<(2^) /2(2^)1/2 

и аналогично 
N 

jz=N—2\lN 

i * \ I / 2 

< 2*5 (2\M07% 
У=1 / 
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то (см. (29)) 

N—2\fN—l 

y=2\/ iV+l 

1 > 
J=l 

* \V2 

ViV •^2'* > 
x \V2 * V/a 

v=rl / v = l / 

Следовательно, из оценки (30) вытекает, что при N ^> Ny 

I М(х) 

2 «,№) У=1 

, N Xй 

dx^C\ 2 a}) log27V. (31) 

- у /y (#)} (^ — абсолютная постоянная) ортонорми­
ровании на отрезке [0, 1] (см. (7)), то можно воспользоваться известной лем­
мой Меньшова—Радемахера (см. [2, с. 188]) и получить, что 

(
1—ЛГ-7г \ V* 

Р /М(х) \2 \ / * y/2 

J [ S *,/?(*)] **) < C / ( 2 i 4 J log27V. (32) Применяя теперь лемму 4 к функции 
М{х) 

2 «,/?(*) 
У=1 

, N У/з - î 

получим благодаря оценкам (31) и (32) утверждение леммы 5. 
Пусть С и Су — постоянные из леммы 5, к=1, 2, . . ., 1 <^ v <^ log! ZVÄ. 

Определим множество 

#№> v, { а я } ) = а ; : а ; е / 4 1 „ sup 
ö * < r ^ + l 

2 ÖAW . n=s,+l 
>cpA 2 «î • 

Из леммы 5, определения функций {g%(х)}^, {<p„(s)}£i (см. (9), (17), (22)) 
получаем при к = 1, 2, . . . и 

"Л-+1 

2 а" 
°Ä + 1 

>г 2 <)• 
i я =*1.+1 

что мера 
?Е(к, v, (aK})>C^/ f c > v . 

(33) 

(34) 

Отметим, что так как функции cpw(х), sk<^n<^sk+1, имеют период Nk
l и посто­

янны на интервалах вида 

(5с- J B ,<"<"« VÄ;+1 i V Ä : + l / 

(см. (16), (17)), то 
а) множество Е (к, v, {аи}) периодично на отрезке [0. 1] с периодом N^1: 

б) Е(к, v, {a„})= J И Р 1 - # - ) , 1 < А < . - . < Р / „ < ^ + 1 . (35) 
i~l \ 1У к+1 1Ук+1/ 
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Перейдем к построению искомой систэхмы (ф„(#)}- Прежде всего продол­
жим систему {<?п(х)} (определенную в § 1 на отрезке [0, 1]) на отрезок |0 , 2]у 

положив 

?„(*) = ' , ( * ) > ^GÎ1,.2J, /г = 1, 2, . . . , (36). 

где гп(х), как и прежде, система Радемахера, продолженная с периодом 1 с 
отрезка [0, l j на всю ось. Пусть {ик(х)}^=1 — система Уолша—Пэли (ик(х) = 
= ик(х-\-1)). Известно (см. [16]), что система {ик(х)}— система сходимости. 
Удалим из системы {ик (х)} функции Радемахера гп (х) (1 ^ п <^ оо), занумеруем 
подряд оставшиеся функции и обозначим полученную систему через {Uk{%)}%°=i~ 

Ясно, что {uje(x)}, так же как и система Уолша—Пэли,—система сходи­
мости. 

Далее, из теоремы 2, которая была сформулирована во введении (доказа­
тельство теоремы 2 см. в конце статьи), сразу следует, что существует такая 
ортонормированная система сходимости {ук (#)}^=1 (х £ [0, 1]), что система 
{*?п(х)}и{Ук(х)) образует полную OHG на отрезке [0, 1]. 

Сейчас мы, используя функции {ук (х)} и [ик{х)}, пополним специальным 
образом систему {^„(х)}^ (х Ç [0, 2]). Для этого мы добавим к функциям 
уп(х) функции vk(x)y 1 <С&<С оо, которые при / = 1, 2, . . . определяются так: 

vZj{x) = . 

1 

"8У-2 (Х) = j 

1 ' 1 \ 

1 / \ 
Wy'{x)t 

( ~yj(x), arc[0, 1], 
*>8/-l (X) = \ 

\iz 

= iïj(x), x 6(1, 21. 

*6[0, 1], 

«6 (1 . 2j, 

x£[0, 1], 

* 6 ( 1 , 2]. 

Легко видеть, что функции {^n(x)}^=l\J{vk(x)}k°=1 образуют ортонормирован-
ную полную в пространстве L2(0, 1) систему. Определим, наконец, искомую 
систему функций {$„ (х)}™=г

3. Пусть последовательности { Л ^ } ^ , {sk}k°=l(Nk=i 
— sk+1—sk) те же, что и в § 1 (см. (16)), и положим 

<?i = 0, С*+1 = С* + Л'к + 1, Л = 1, 2, . . . 

Функции tyn(x) с Qk<Zn^Qk+i определим следующим образом: рассмотрим 
матрицу Atfk+i = {a,ji} (см. (27)) и положим при х£[0, 2] и n = Qk-\-q (1 ^ 
<g</V, + l) 

Фя (*) = 2 <*дг?'к+г (Х) + Äj, Л>+1Уд. (Ж). (37) 

Построенная система {ф?г(^)}^1 образует полную OHG на отрезке [0, 2], так 
как матрицы 4л-fc+i ортонормированны и все функции {<р;г (х)} и {УА (ж)} можно 
выразить через функции (ф7г(^)}. 

Используя вид матриц А^к+1 (см. (27)) и то, что системы <?п(х) и yfc (rev 
являются системами сходимозти, легко показать, что система {фя ( я ) } ^ такжл 

Мы определим систему {^п(х)} на отрезке [0, 2], ее можно затем перенести преобразова­
нием подобия на отрезок [0, 1]. 
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является системой сходимости. Поэтому для доказательства теоремы 1 доста­
точно показать, что любой ряд 

2 c.t.W» 2 cl = œ, 
w=l п=1 

расходится на множестве положительной меры. 

Фиксируем ряд вида (38) и положим при & = 1 , 2, . . . 
Qk+i YU 

(38) 

:= 2 - Й ' аъ 
1 

чя=СЛ+1 № + !)' я=0А+1 

По неравенству Коши $к ^ dk. Пусть абсолютная постоянная С0 = С1С1^(1/20)У 

где Cv С2—постоянные из леммы 3. 
Разобьем все натуральные числа к ^ \ на две группы. В первую группу 

S1 отнесем те числа к, для которых 

C0h<dk. (39) 

Остальные числа к отнесем к группе S2. 
Покажем прежде всего, что если 

Ш р4>о, 
Л»оо, Jc6Sl 

(40) 

то ряд (38) не сходится по мере на отрезке [1, 2J. 

В самом деле, из свойств матрицы AN^I И равенства (37) вытекает, что 
Qk+i [ Qk+ 

2 c^s)~w+w\ 2 с»)»*i*)-p(*) 
n=Qk+l \* к-Г > \n=Qk+l / 

< съ 
(tf* + l ) ' 

(41) 

efc+i 
где при # £ [ 1 , 2], P(x)= 2 Vn (x) ~ полином по системе Радемахера, а 

П=8к+1 

и (х) = гПх (х). гщ (х) . . . . . гя</ (ж) 

— некоторая функция из системы Уолша, при этом из построения системы 
{^п{х)} ясно, что при достаточно больших к число rij<^sk. 

Следовательно, в силу (26) 

р. * 6 [ 1 , 2]: 
/ е*+. \ 

17 У C„]-Vk{x) — P(x) >C1dk > C 2 . (42) 

Так как при &£ 5Х CQ$k^ dk, то из оценок (41) и (42) при достаточно больших 
к (А £ î j) имеем 

ц * G [ 1 , 2 ] : S с„^„(х) 
n=Qk+i 

> ср*рс. 

Из последнего неравенства непосредственно вытекает расходимость ряда (38) 
при условии (40). Поэтому нам достаточно теперь доказать расходимость ряда 
(38) при условии * 

lim ßA = 0. (43) 
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Для данного ряда вида (38) возможны два случая: 

1) 2 ß | = o o , 2) 2 ß l < o o . 
kesl kest 

Пусть выполнен случай 1). Тогда если положить 

ТО 

(44) 
kesi 

Пусть при к ç S'i 

#*(Ф Vj, (Х) 

щ 
Qk+1-i 

n=Qlc+l 

ff { \ vk (x) 
Hk(x) = -JbjT S U P 

n=Qk+l 

Так как при к £ S{ 

—тг sup 
Ni2 Qk<r^Qk+x 

Qk+i Qk+i 

2 c«\<-k 2 кк2Рл.<^<с^ 2ic» 
w=^A+l n=Qk+l | « = C Ä + 1 

TO 

|я*(*)К1#*И1<с|/ЗД| 
Возьмем число vÄ (A £ SJ) так, чтобы 

v / 2 ^ - i < ^ < v / 2 ^ . 

(45) 

(46) 

В силу (44) 
lim v ^ ^ o o . 

/i->co, k&Si 

Кроме того, так как ß Ä ^ l / & при uÇ-Si, то 
vfc ̂  ^ ^°§2 & ^ log2 Л̂лг ПРИ ^ ^ По­

следовательно, можно рассмотреть множество /Ä,VÄ (множества /fctV опреде­
лены равенством (22) при А = 1 , 2, . . ., 1 ̂  v ^logl^V fc). 

Пусть существует такое число г/ ̂ > 0, что 

1 > 0 . (47) Jim r {x G /fc, Vfc : I Hk (x) | > y) 
[_&->co, &6$1 

Ç A - I 

Покажем, что в этом случае последовательность частных сумм 2 сяФ»(ж)Рас" 
w = l 

ходится на множестве положительной меры. 
Положим далее при ft=l, 2 , . . . , 1 ̂ ттг ^ Nk - j - 1 = (?Ä+1— Çfc 

а£ = сЛ 

Используя свойства матрицы ANjc+i (см. (27)), имеем 
Nk Kk 

S « *1W( * )= 2.«*w(*)+tf*<*)+\(*). m = l m=l m T m+sjç 

(48) 

(49) 

где 

IM*) К 
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В силу оценки (25) и того, что Jim ßÄ = 0 (см. (43)), имеем 
к Ê^I» k->co 

Як 2 \\±k(x)\dx+[ 
J / b 

S «?„=Pm+S/ (*) Ar < С 2 (log2 /У,)"1 < œ. 

Поэтому для любого у^>0 мера 

lim <rc: 2 "«**+•*(*>+**(*> > y , s £ / * , v& 
= 0. (50) 

Из формул (49) и (50) (см. также (47)) вытекает расходимость ряда (38) 
в случае 1) при условии, что выполнено неравенство (47). Если же выполнен 
случай 1), но при любом у^>0 

РС ш f{*eJW \нк(х)\>у)2=о, 
ft->co, k£Si 

то опять же из определения матриц A^k+i следует, что 

(51) 

sup У. а*фл (х) 
т=1 

- sup 2 ак ср (хм m »V +т \ Щ 
т=1 

+*;<*). 
где 

Як I *Ä+1—1 

\ w i = l / * I n=sjc k 

Пользуясь оценкой (25) и тем, что в силу (43), (48) 
як 

-^2|а-'<^<1 при к>к°> 

Hk(x)\+Fk(x). (52) 

т=1 

получаем 

2 J | Fft (*) | da: < С 2 (loga ЛГл)-1 < оо. (53) 

Кроме того, в силу (45) \Нк(х)\^С\Нк(х)\ и из оценок (53) и (47) выте 
кает (см. (52)), что при любом у ^> О 

{i [ Ж j (* : |A; (* ) |>y} ] = 0. (54) 

Далее, при A: ç AS-L из (34) (см. также (33)) следует, что 

>{ х £ Jki чк : sup 
1<*<АГЛ 

2 ак <р , (а:) 
т=.1 

m * sjQ+m >с .2W2ßÄJ >С{х/*^ л . 

Поэтому, учитывая (46), (23) и (48), получаем 

Р с * = Р1 * G J*, V* : SUP 2 a * 9 , (ж) 
m=l m T sjc+m >c\>Cft. (55) 

Но так как множества GÄ независимы (см. (35)) и (в силу (55) и (44)) 

2 ^Gk>c 2 ßi=°o, 

то из леммы 2 и оценки (55) получаем при некотором у > О 
Г 

Р lim \x : sup 2 <<P*ft+ro (Ж) > » >o. 
6 Труды МИ АН, т. 143 

(56) 
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Из оценок (56), (54), (51) и равенства (49) имеем 

2 сА(ж) 
> * >о. lim {ж: sup 

+œ,kes[[ Qk<r<Çk+'\n=9lc+i 

Тем самым полностью доказана расходимость ряда (38) в случае 1). 

Пусть выполнен случай 2), т. е. 2 P K °°- В этом случае (см. (38)) 
tes, 

2PI=œ 

и мы покажем, что|ряд (38) не сходится по мере на отрезке [1, 2]. Отметим, 
что в случае 2) рассуждения будут совпадать с соответствующим местом 
нашей работы [5]. 

Возьмем число k£S2. В силу (37) и ортонормированности матриц ANk^ 
мы имеем 

Qk+i sk+i 

2 <VU*) = 2 u W + VtW. (57) 
n=Qk+l n=sk+l 

sjc+i Qk+i 

2 T2+«»I= 2 c\. 
n=sk+l n=Qk+l 

При этом из определения матриц A N k ^ (см. (27)) сразу следует, что 
2 кк (Nk + i 

Qk+ 

Из этих оценок и того, что при k£S2 

—— max | c j ^ 2 d f c - l гт-г*-
Wfc + t ) / 2 c Ä <«^ Ä + i Mb + 1)' 

2й*<^#Р*<шР*' 
при достаточно больших к (k£S2) мы имеем 

а) 
Sk+l 

2 т?,>№ 
n=sk+l 

б) ( 2 я^>фр1>(м*+(А^Г>в*-
(58) 

\n=sk+l / 

Возьмем последовательность целых чисел {&/}yLi такую, что оценки (58) верны 
при к^кх (k£S2) и 

2 P I - 2 *;>/.' (59) 

Рассмотрим сумму 

2 с,*, (*)=/;(*)+7} («), 
»=çfcj,+i 

(60) 

где 
Qle+i 

ij{x)= 2 2 <vM*); 

/;.(*)= 2 2 ÇA и. 
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Так как 2 ßl-d °°> т 0 

*б». 

Далее (см. (57), (60)) 

/}(*) = 
При этом в силу (58) 

*Ar+i 

• 2 ( 2 T A W + W A W 

2 т! >т 

A s » 1 

5АЯ-1 

•I -2 о): 

В силу (36) при я£ [1 , 2] и т г=1 , 2, . . . 

<Р« (*) = 7f г« И 
и поэтому сумма /у (я) представима в виде 

F (х) = Р.(х) + 2 ¥ * И . 

где Р, (х) — полином по системе Радемахера с 
2 

2 «%<D J 20 

Так как функции {ик(х)} ортогональны и [vl(x)dx = l9 то 

2 

[( 2 '<°kvk(*)Xdx= 2 
0 W ^ H t ^ ; , Лу+1) / keStnikj,kj+ 

-к°/-ж 

A W 

v'TJ-

^ ^ 3 I *** 2 ' 

Следовательно, по неравенству Чебышева 

rbeiU 2J: " 2 
1 \keS2nikj, kj+x) 

В силу леммы 3 имеем (см. (62)) 

Р {*€[!, 2 ] : | ^ . ( х ) | > ^ С 1 } > С 2 

Из оценок (63) и (64) следует (см. (62)), что 

\х{ 
^D.C, <J7r ] С 

(IM > 

(62> 

(63) 

(64) 

Из последнего неравенства (учитывая оценку (61) и (60)) вытекает, что ряд 
(38) в случае 2) не сходится по мере на отрезке [1,-2]. Теорема 1 полностью 
доказана. 
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Для доказательства теоремы 2 нам потребуется следующее вспомогатель­
ное утверждение. 

Л е м м а 6. Пусть {fk{x)}k=1— ортонормированный набор функций на 
отрезке [О, 1]. Определим набор функций {tyk(x)}%L19 положив при k = Ni-\- / 
( 0 < ; < Z V , l < / < / V ) 

J_ <M*) = ;T=-M*)-

Тогда для любых чисел {ак}%1х справедлива оценка 

F({ak})=\ sup 2 a t t , H & < 4 2 а | . 
J 1 < и ^ # 2 \k=l ) \ f c = l / 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
/ П \ 2 /Ni \ 2 / v 

sup SûfctfcW < 2 SUP H a A W + 2 SUP 2 flAW 
l ^ w ^ A 7 2 \ f c = l / 0 < i < i V \ Ä = 1 / f, v : A - * < v ^ J V ( * + l ) \k=Ni 

Следовательно, 
1 / Ni \ 2 1 /- v \ 2 

f ( { a f c } ) < 2 [ sup 2 « A W dx + 2\ sup 2 afc<[ifc («) d* < 
J 0<i<N \k=l 1 n

J i ,^:Ni<^N(i+l) \k=Ni j 

<2 S 
JV—1 

* = 0 

ЛГ(*+1) 

2 %Ф* (х) 
k=Ni+l 

0 

JV—1 ! 

+ 2 2 f sup 2 M>*(*)) ds. 
L 2 / t = l J v : A 4 ' < v ^ J V ( t + l ) \k=Ni+l 

При любом ((O^i^N — 1) в силу ортогональности функций fj(x) получаем 
N(i+1) Il / N{i+1) y / , 

2 «*«•*<*> = -F 2 a| 
^=ivi+i &=#*+! 

и, кроме того, 
î 

s sup 
v:Ni<v^N(i+l) ^k—Ni+1 

N(i+1) • N(i+1) 

2 «AWHK 2 КНФ*(*)1* < 2 W • 
Поэтому 

i V — 1 

\k=Ni+i 

N(*+l) \ V 2 \ 2 ^ - 1 / ^(*+l) 

4fc=JVi+ l 

f ( W ) < 2 2 л г Ч 2 4 + 2 2 2 N~'h\ak\ . 
\ t = 0 \ f c = t f * - H / / t = 0 \ f c = J V t - f l / 

Используя неравенство Коши из последней оценки получаем 
N2 N2 / JV2 \ 

^({«*})<2 2 «1+2 2 «1=4 2 4 . 
Лемма 6 доказана. 

Перейдем к доказательству теоремы 2. В случае, когда многообразие L 
конечномерно, утверждение теоремы 2 очевидно, поэтому можно считать, 
что h имеет бесконечный ортонормированный базис {fk (#)}д?=1, который нам 
нужно заменить на базис {q>k(x)}, где {<рk(x)} — система сходимости. Известно 
(см. [12]), что из системы fk(x) можно выделить такую подсистему ик(х) = 
= fnk ix)-> & = 1 , 2, что для любого набора чисел {ак}£12 и любой переста­
новки натурального ряда {рк}%°=1 функция 

sup 2 акчр (х) 
7 л 1 ' *< fc = l 

< оо п, в. (65) 
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и, кроме того, этот выоор можно4 произвести так, чтобы 
1 / г \ 2 оо 
( sup 2 ¥ * ( « ) j d x ^ C ^ a l (66) 
J 1<г<оо \к=1 ) к=1 

Оставшиеся после удаления системы {ик (х)} в системе {fk (x)} функции 
занумеруем произвольным образом и обозначим люлученный набор функций 
через {/;(*)}£.!. 

В силу известной теоремы Марцинкевича (см. [10]), найдется последова­
тельность целых чисел {т^^ (т1 = 0) такая, что для любой последователь­
ности {ак} ç 12 

1 

\ sup 
* \ l<s<oo 

2 чТь И 
к=1 

& < С 2 а\. (67) 
к=1 

Построим теперь искомую систему ук (х). Пусть {vs}^1 — такая последователь­
ность целых чисел, что 

vi = °> ( V i — \) = И.+1 — msf + К - ы — ™ s) > 
а {p-e}S=i — такая последовательность целых чисел, что 

Pi = О» Рч+i ~ ft, = К + 1 — ™J2-
Для каждого 5 = 1, 2, . . . определим функции ®к(х) с v s <C^^ v

Ä +i следую­
щим образом: рассмотрим матрицу Ams+i^ms+1 (см. (27)) и положим при 
v , < A < V i HÄ==v, + ; K + 1 — me) + * ( 0 < / < т и , + 1 —ro„ 1 < * < / я в + 1 — /га,) 

<Pfc (*) = 2 ^ М ^ + * ( и ' * + 1 - " * ) + г ( Ж ) + aJ> ^s+l-m8^fms+i (X). (68) 
r = l 

Заметим, что из формулы (68) следует, что при v e <A<^v e + 1 функции ук(х) 
будут являться линейными комбинациями функций ик (х) с \ь/<С к ^ ft+i и 

Из этого замечания и ортонормированности матриц Д# (см. (27)) следует, 
что система ук (х) образует ортонормированный базис в L. Кроме того, из 
этого же замечания и оценок (65), (67) непосредственно следует, что для 
любого ряда 

00 00 

к=1 к=1 

последовательность частных сумм SVg (x) сходится почти всюду. 

Поэтому для доказательства теоремы достаточно показать, что 

lim Gs (x, {ak}) = lim sup 2 4<?AX) 
k=v8+l 

= 0 п. в. (69) 

В силу (68) и свойств матриц AN (см. (27)) функция срк (х) при ft = ve-f-
~~f~ / ims+i — ms) "~h * представима в виде 

а) при 0 < / < 7и,+1 — m, 

ТАГ (*) = К + 1 — ™*)""1/2 /«.+< (х) + и^+*(«,+1-п.в)+У («) — 

— (т9+1 ~ таУ* 2 K + i — ю,)"7* и^+<(т,+1-««,) ы (ж); 
г=1 

4 Это следует, например, из цитируемой ниже теоремы Марцинкевича. 
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б) при j = ms+1 — ms 

ms+1—m8 

?к (Х) = К + 1 — ms)~l/2 2 B|i.+<(m.+l-«t)+r (X). 
r=zl 

Из (65) и б) следует, что 

} I п V v*+i 

sup 2 ак<рк(х)) & < С 2 а\. (70) 

.Цалее, учитывая тот факт, что функции 
ms+l—т8 

g. (х) = 2 К + 1 — "Ü""7,Вч..+*(».+,-ms)+r (г) 
г=1 

( l < i < m s + 1 — m.) 

образуют ортонормированную систему, дважды пользуясь леммой 6, получаем 

G,(x, K } ) < G s ( x , {ak}) + 2 sup 
^ < w ^ v s + ( w s + i - % ) 2 2 ед» fs) (71) 

где Gs (x, {ak}) — некоторая функция с условием 

\Gs(x, {ak})dx^C 2 al (72) 

a числа pfc {vs<Ck^v$-{-(ms+1—m*)) образуют некоторую перестановку мно­
жества целых чисел г таких, что \^s<^r^^s+1. 

Из оценок (71), (72) и (65) следует нужное нам равенство (69). Теорема 2 
доказана. 

З а м е ч а н и е . Если многообразие L содержит ортонормированную после­
довательность {fnk(x)}t=\ такую, что 

ti{*6[0, 1 ] :1 / .* (*)1> 6 *}< е *с l ims f c =0, 
к->со 

то теорема 2 легко вытекает из леммы 6 и упомянутой ранее теоремы Мар-
цинкевича. 

В заключение сформулируем без доказательства два утверждения, послед­
нее из которых можно считать «конечномерным» аналогом теоремы 1 этой 
работы. 

I. Пусть Оп — группа ортогональных матриц порядка п и рп — нормиро­
ванная мера Хаара на ней. 

Определим функцию / (G) на этой группе, положив для каждой матрицы 

I и / V \ 2 \ ' / , 

/(G)= n sup (2!(jS«rf„J J -

Тогда существуют абсолютные постоянные С^>0 и 0 < д такие, что 

ji. {G б О" : / (G) > у) < (С exp ( - W
2 ) ) " у > 0. 

II. Из утверждения I и теоремы 3 нашей работы [17] легко вытекает, 
что для любого п^>1 существует матрица G = (g*,.} £ 0 й такая, что 
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а) /(G)<C; 
П 

б) для любого набора чисел {а{}*=1 с 2 а ? = 1 найдется такое числе иь 
• 1 = 1 

(1 ̂ т^п), что 
2 1 > стг. 

I >си_ 1 /г .;: 2 а«̂ *7 
* = 1 
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