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Б. С. КАШИН 

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ПРОСТРАНСТВА 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ 

С РАВНОМЕРНОЙ НОРМОЙ 

Пусть 7,2я+1—2w -f- 1-мерное банахово пространство векторов {а0, аг, 
bv . . ., ап, Ьп) с нормой 
|{а0, а1; 6ц ...,а„, b j ^ = |*<*)L«>,*<>; 

^(^)=-§+2afcCos^+6fcSinAa:' w \/2 
fc=i 

Через 2?|"+1 С /?2"+1 обозначается единичны!! шар пространства J2"+1. В статье 
изучаются свойства множества B2f+1. Подход, который мы используем, осно­
ван на некоторых геометрических результатах, имеющих самостоятельный 
интерес, и применим к достаточно широкому классу выпуклых множеств. 

Ниже мы используем следующие обозначения: для х £ В™ через х( или (x)it 

О ̂  i ^ m — 1, обозначается j-я координата вектора х, через В™ — единичный 
шар банахова пространства lm, где для х £ Rm 

> 

/m-l \llp 

'max \xf\, 
Osgisgm—1 

1 < ^ < С О 

p = oo. 

Наконец, через Vm (E) (или иногда просто V (E)) обозначается объем множе­
ства Е, лежащего в та-мерном пространстве. Справедливо 

У т в е р ж д е н и е 1. Пусть В — выпуклое центрально-симметричное мно­
жество, лежащее в шаре В™. Тогда для любого числа <Z (1 =§̂  3 <^ яг) и 
любой плоскости L(ZBm, dim L = q, ( 0 } £ L 

max | Ы и > [ 7 ( 5 ) • V^iBf) • V~x {В?-')?'*, 
x£L(-\B 2 

где F (B l ) = i c ^ r - 1 ( s / 2 - f 1). 
Следующий результат является простым следствием теоремы Брунна— 

Минковского (см. [1, с. 258]). 
i«| Л е м м а 1. Пусть B'czRq+1 — выпуклое центрально-симметричное мно­
жество; 

F(h) — Vq{x:x£B' и {х\ = Щ. 

Тогда F{0)^F(h); | f t | > 0 . 

Ill 



х={(х)(}^еВ 

Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я 1. Не ограничивая общности, 
считаем, что 

L^{x^Rm:{x)i = Q, g < i < m —1). 

Определим множество В С Rm следующим образом: 

{ {{х\,...,{х\_г, О, ...,0}£1Г\В; 
т—1 

2 (*)5<1. 
Покажем, что для любой плоскости V из семейства й g-мерных плоскостей, 
параллельных L, 

Vq(Bf]L')^Vg(8f]L'). (2) 

Отметим, что каждая плоскость U £ S имеет вид 

L' = {x:x = y + z; y£L, zQRm, {z)t — 0, 0 < i < 3 ~ l } - (3) 

Если в (3) | z | , m ^ l , то соотношение (2), очевидно, выполняется, так как 
в этом случае, в силу того что В С В", Vq (В f]L') = 0. Если же | z ||,ж < 1, 
то, определив дополнительно g —j— 1-мерную плоскость L": 

L" — {х : х — y-\-az; y£L, a^R1}, 

будем иметь 

V, (В П L') = 7 , ((5 П L") П 1 0 ; ^ ( 5 П L') = F g ((В П £*) П £)• 

В силу этих равенств оценка (2) вытекает из леммы 1 и определения пло­
скостей L и L'. 

Из неравенства (2) и теоремы Фубини (см. [1, с. 231]) следует, что 

Vm(В)< Vn(В) = Vm_q {ВТ*) -Vq(Bn L). 

Поэтому, положив г — max \x\im, найдем 

rWq(Щ)^Vq(Bf)L)^Vm(В) • V-J-,(B?~«); 

Утверждение 1 доказано. 
С л е д с т в и е 1. Если В С В™ — выпуклое центрально-симметричное мно­

жество такое, что Vm(B)~^K~mV(В™), и число q^&m, то для любой 
q-мерной плоскости L 

max || х Цт ^с — с (К, е) ]> 0. 
xeinB 2 

В самом деле, легко проверить, что V'1 (Bf~s) V'1 (5 | ) > С~т • т ж ' 2 , 
1 ^ q ^ т . Поэтому в силу теоремы 1 при q^sm 

max \\xlm > Г / Г Т - 1 ( ^ + 1 )c-'"m>»l-Allq > [КС]-™!* > с (К, е) > 0. 
же^ПВ 2 L Ч z / J 

Следствие 1 доказано. 
С л е д с т в и е 2. Если выпуклое центрально-симметричное множество В 

и плоскость L удовлетворяют условиям следствия 1, то 

шах | х\im ^ с' (К, &)т11к 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В работе [2] автором установлено, что для любого 
6 ^> 0 в пространстве Rm найдется такая плоскость L9, dim Le ^ m (1 — 6), 
что для х £ L9 

Ii|ij.>cem.V»||a;]|^,, 

где с9^>0. Взяв 9 = е/2 и применив следствие 1 к множеству 5 и плоскости 
L' —Lf}L6, размерность которой ^sem/2, получим утверждение следствия 2. 

Применим полученные результаты к изучению свойств пространства три­
гонометрических полиномов с равномерной нормой. Для этого нам потребуется 
следующая 

Л е м м а 2. V ( 5 | " « ) > ( 2 n - f 1) \ * / С~и > К (S|"+1) С7Я, гЗе С, б^ — абсо­
лютные постоянные. 

В доказательстве мы используем несколько хорошо известных фактов о три­
гонометрической интерполяции. • 

Пусть задан вектор у = {у^"0- Тогда существует единственный поли­

ном /(.г) вида (1) такой, что tr - £ , ) = ?/,, 0^.v^2n (см. [3, с. 5]). Такой 

полином будем обозначать t (х, у). 
Известно (см. [3, с. 15]), что оператор Т: R2n+1 -н* Л2Я+1, задаваемый равен­

ством 
Т ({а0, ау, ..... Ьп}) = д= {уХп1 У, = ( ^ T f l ) * * ("ST^T ' ^<" Й 1 ' ' " ' ' 6 « 0 ' 

есть ортогональный оператор. Поэтому 
2?г+1 2я+1 

У (ВГ1 = (-^гтУ V {у б R^ : I* (х, Ю 1С(0< 2 Л ) <1} ^ ( ~ т т ) ~ <?• (4) 

Оценим величину Q снизу. Для этого заметим, что для любого набора 
s = ( £ v } ^ c , £ . = — 1, очевидно, выполняется равенство 

Q = V{y£R^:\\t{x, уШс(о,ю<Ц, 

где (у(e))v = (J7}-,£.- Следовательно, 

Q = 2-<2«+1, J V {у е R2'^1 :Щх, у (в))||С(0_ 2к) < 1 } > 

> 2 - < ^ ' F jU { f f e i P * 1 : ! * ^ , »(в))10 (о1 2 ,)<1}) = 2-«^>У(Е) . (5) 

Докажем, что множество Е, определенное в (5), содержит куб В2£+1 • 1/100 и 
тем самым V (£ ,)^(100)~<2"+1). Из этого факта и соотношений (5) и (4) будет 
непосредственно следовать утверждение леммы 2. 

Пусть д0 — {у®}— произвольный элемент куба Б „ + 1 • 1/100. Найдем такой 
набор е0={е°}2;0, е ° = + 1 , что 

max 2 ( - _ 1 ) b <ш> (6) 
и покажем, что \\t(x, у0 (е0))|0(0_ 2я) < 1. 

Из неравенства Бернштейна сразу следует (см., кроме того, [3, с. 54]), 
что для полиномов вида (1) 

II^W«c (o,2,)<5om|xJ|t(^) | + | i ( ^ + ^ ) | ) , (7). 
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