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Ниже ZA^Z/(0, 1), 1</?<оо, | | / |^ | | / | |^(э .1)) Для Л^=1, 2 , . . . D^ —про­
странство кусочно-постоянных функций на (0, 1): 

DN = \f:f(x)^const = ai при * 6 м ^ - » -^\ 1 < / < М 

Оператор T:G—*G называем изометрическим, если | | / | | 0 =| | Tf\\Q для любого 
элемента / банахова пространства G. Справедлива 

Теорема. Существует изометрический оператор Г:1 2->1 2 и постоянная 
с>0 такие, что 

1) для любой функции /£ L2 

К 1 ) L II У | | 2 ™ 2 ^ = II У | | 2 

и кроме того 
2) T(D)2k=D2k, k=0,1,... 

в 2) использовано обозначение: для EaL2 T(E) = {g:g=Tf,f£E}', отметим 
также, что из 2) вытекает равенство T(L2) = L2). Доказательство теоремы 
основано на следующем утверждении: 

Лемма, ([*]) Для каждого 5 = 1,2,.. . существует изометрический опера­
тор Ts:ls

2-+ls
2 такой, что для каждого x^ls

2 

s-1/2(|| x \L + \\ Tsx \\s) ^c0\x || e, c0>0, h l
P h 

и следовательно для x£ls
2 

(2) ^Г2-11р(\\х\\, + \\Т,х\\Л^с0\\х\\,, Кр<2 
ip ip i2 

, i s \llp 

(напомним, что \\x|| s = S | Xi\p\ , x = {xi}s
i=sl(iRs) Кроме того мы исполь-

1Р V=i / 
зуем хорошо известное неравенство: для любой системы функций {gk}czLp, 
1</7<2 
(3) (Z\\gk\^i2<Cp\\(Zgiyi*\\p 

Доказательство теоремы. Прежде всего отметим, что правое неравенство 
в (1) справедливо для любого изометрического оператора Г. Далее, для того 
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чтобы установить для изометрического оператора Т выполнение левой оценки 
в (1), достаточно проверить, что 

(4) И/Ир+ЦТУИр^^И/И* /> = | , / S I * 

В самом деле, | | / | | } / 3 . \\f\\l13^ \\f |з/2 и если для любой функции / £ / А 
11/112=1, выполняется (4), то и 

тах(||/|Ц/3, l i r / H l ^ ^ n i a x d l / l ^ . l l / l l r ^ II Шз/2.II 7У||^3) 

= тах(||/||3/2, || 7У||з/2)>-|-

Для того, чтобы построить изометрический оператор Т со свойством 
(4), оставляющий инвариантными подпространства D2k, k = 0, 1 , . . . , рассмо­
трим разложение функции / ^ L 2 в ряд по системе Хаара: 

(5) 
2k 

f(x) = alx+ X Е а*к%'к(х) 
=о /=i 

Согласно теореме Пэли-Марцинкевича (см. [2]) при р = 3/2 

\\f\\p=\mUf+ M S « 
а следовательно (см. (3)): 

(6) MWr^c'Wal^+I. 
k^=0 

2k 

/ = i АЛА 

2 ) 1 / 2 f oo /2fe \2/pU/2 

/ = i 

Определим оператор Г, положив для функции / вида (5): 

гДе { ^ l i i ^ ^ C K l t i ) ' * = 0, 1 , . . . , а операторы 7>, Л=0, 1, . . - опреде­
лены в лемме. Ясно, что Т—•изометрический, оператор и в силу простейших 
свойств системы Хаара 

Нам остается проверить выполнение оценки (4) 
Учитывая (6), 

,^rJu 

T{D2k) = D2k, A = 0, 1, 

IK; 

.(i-f)* l / l lHHir /^ ipLJM-i^- > 
£=0 Р Р ) 

и так как (см. (2)) 

IIК)IUe+11 {^}||/2*><ollK}||/2*• 2 ( i ~ ^ * , k=o, i , . . . 
P P 2 

мы имеем : 

1/2 

ос 2* I 1 / 2 

\\f\\pHTf\\p^c\\"U\*+ * ?\a'k\*\ =c\\f\\ 
A=0 г=1 
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Теорема доказана. 
Следующий результат может применяться в задачах, рассмотренных, 

например в [3J: 
Утверждение. Существует такая абсолютная постоянная К, что для лю­

бого набора векторов {ej}f=lczl^ \\ ej\\tn= 1, j= 1, 2 , . . . т, найдется вектор 

z=={z/}JLj6ft[ с координатами г—0, +1 или — 1, такой, что \\z\\in~>~ и 

| (^^) |^/Г.у^-,у=1,2, . . . т 
(здесь (z, e) — скалярное произведение в /£). Доказательство утверждения 
основано на том факте, что при У<К~г -{^р} /г —мерный объем Vn(Ey) 
множества 

Ey = {z = {zl}?=l:\zi\^L99, y.\(z,ej)\<:1.99; / , y = l , 2 } 

удовлетворяет неравенству Vn(EY)^(L9)n ,2п (это проверяется с помощью 
теоремы Ваалера [4]), а значит (см. [5] стр. 95) множество Еу должно со­
держать ^(1.9)" различных точек с целочисленными координатами. Из опре­
деления Еу ясно, что координаты этих точек равны 0, -{-1 или —1. 
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