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Диссертация посвящена той части теории функций, 
основным понятием в которой является понятие ортого
нальности. В последние годы теория ортогональных ря
дов быстро развивается, одна из причин этого состоит 
в том, что ряд классических теорем о свойствах триго
нометрической системы оказался справедлив для широ
ких классов ортонормированных систем. 

Мы рассматриваем общие ортонормированные системы 
прежде всего потому, что в ряде случаев они обладают су
щественно лучшими свойствами, чем тригонометрическая 
и другие классические системы. 

Работа состоит из введения и трех глав, каждая из 
которых разбита на несколько параграфов. 

В главах II и III изучается в основном сходимость поч
ти всюду (п. в.) ортогональных рядов. 

В главе I решается ряд задач теории приближений; 
при этом существенно используются некоторые свойства 
ортонормированных систем. 
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Все главы работы связаны между собой, в частности, 
некоторые результаты главы I являются, грубо говоря, 
конечномерными аналогами теорем, полученных в гла
вах II и I I I . 

Изложим результаты, полученные в диссертации. 
В главе I изучаются поперечники классов гладких 

функций и некоторых конечномерных множеств. Дадим 
предварительно несколько определений. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть X — банахово простран
ство, К — компакт в X. /г-поперечником в смысле Колмо
горова множества К в пространстве X называется вели
чина 

dn (К, X) = inf sup min || х — у ||х, 
хек ?уеьп 

где inf берется относительно всех возможных /г-мерных 
плоскостей Ln a X. 

Далее, если Ф = {ср̂ } — последовательность элемен
тов из X, то положим 

Еп {К, X) = sup min IIх — 2^=1 а № • 
хек { а ^ еНпН пл 

Через Zp мы обозначаем пространство i?n , снабженное 
нормой 

UUNP) при 1<р<оо, 
т а х | ^ | при р = оо, 

l < i < n 

а через Вп
р — единичный шар в Z™. 

Наконец, напомним, что Wp (r > 1 , целое)—это класс 
гладких функций, заданных на отрезке [0, 1], у которых 
(г — 1)-я производная абсолютно непрерывна и 

ii/(*)iiLp + i i / ( r ) ( * ) i i L p < i , 
a Wr

p — аналогичный класс периодических функций. 
Много работ различных авторов посвящено изуче

нию поперечников классов Wr
p и Wr

p в банаховых про
странствах Lq (0, 1), 1 <^ g ^ J оо. Подробный обзор по
лученных результатов см. в [1J, [2], [3]. 

В главе I доказывается ряд окончательных теорем о 
поведении поперечников dn (Wp, L'1) и dn (S™, I™). Под 

чоо 



окончательностью мы понимаем точное определение поряд
ка поперечников х). 

Глава I состоит из трех параграфов. В § 1 содержатся 
основные теоремы главы — теоремы 1.1 и 1.2. В § 2 до
казываются два геометрических результата. По этим ре
зультатам, носящим отчасти модельный характер, можно 
судить, какого типа вопросы возникают при оценке по
перечников dn (В™, I™). Наконец, в § 3 уточняются оцен
ки, полученные в § 1 для dn (В™, I™) в частном случае, 
когда р = 1, q = оо. 

Первые оценки поперечников dn (Wp, Lq) были полу
чены в 1936 г. А. Колмогоровым [4] (при р = q = 2). 
В 50-х годах Рудиным [5] и С. Б . Стечкиным [6] были 
определены порядки (при п -^оо) поперечников dn (W[, 
L2) и dn (Wrco, С). В 1960 г. В. М. Тихомиров [7] впервые 
вычислил точное значение поперечников dn (Wr^, С), а 
затем в работах [8], [9], [10J, [2] были определены порядки 
величины dn (Wp, Lq) при любых р ;> q, а также при 
1 ^ Р < Я "Ч 2. При этом выяснилось, что если Т = 
= {1, sin 2nnx, cos 2nnx}n=i — тригонометрическая си
стема, то 

Р Р [rc->-i/«+i/P, если 1 < р < ? < 2 . 
(1) 

В случае р < g, g ^> 2 о величине dn (W^, LQ) было из
вестно существенно меньше. Некоторые авторы предпо
лагали, что и в этом случае dn (Wp, Lq) х En (№p, Lq), 
однако Р . С. Исмагилов [2] показал, что уже при р = 1, 
q == сю, г = 2 

4 (И?, С) X 
X 4 ( ^ i , О < Сп-Ыь \ъп< C'n-V* In иЯ£ (W\, С). 

Из этого результата следует, что тригонометрическая 
система не является хорошим аппаратом приближения 
функций из класса W\ в метрике С (0, 1). 

1) Отметим в связи с этим, что в силу соотношения dn (Wr
p, Lq) X 

X dn (Wp, Lq) достаточно определить порядки только для 
dn(Wr

p, L<>). 
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Порядки поперечников dn(Wr
plLq) при g£>max (2,р), 

р ^> 1 были неизвестны (о случае р = 1 см. ниже). 
Более того, известные оценки для dn (Wp, Lq) не были 
точными даже в степенной шкале. 

Автором была получена следующая 
ТЕОРЕМА 1.1. Пусть l < p < { < o o , q > 2. Тогда 

справедливы соотношения 

dn(w;,L«)-l n~r> « ™ « Р > 2 , 
I/i-r-v.+i/p, если р < 2 . 

Теорема 1.1 завершает решение задачи об определении 
порядков величин dn (Wr

Px Lq)x r ^> 1. 
В диссертации показано, что оценки для поперечника 

dn (Wp, Lq), полученные в теореме 1.1Х верны и для клас
сов Wp дробного порядка г > 0 при гр^>1, l^p<^q^oc, 
g > 2 . 

Справедливо также 
С л е д с т в и е 1.2. Для любых чисел р, q,r сл£>тах (p, 2), 

р ^> 1 существует ортонормированная система Ф = 
= Фр, г, q = {фг (^)}г=1, ж е [02 1], i = 1, 2,. . ., такаях 
что 

dn (Wr
vx Lq) X Е® (Wrpg L«) (л— ос). 

В силу сказанного ранее, ортонормированная систе
ма Ф, о которой говорится в следствии 1.2, обладает су
щественно лучшими свойствами (с точки зрения приб
лижения классов Wp), чем тригонометрическая система. 

В работе [11], а также [12] были предложены доста
точно точные способы сведения задачи об оценке по
перечников dn (Wp, Lq) к задаче об оценке величин 
dn(Bpn

x Z™). Такое сведение задачи к конечномерной и 
применение затем результатов автора (см. теорему 1.6) 
и Р. С. Исмагилова [2] о поведении поперечников dn (В™, I™) 
позволили Е. Д. Глускину и В. Е. Майорову (см. [11], [13], 
[14]) определить порядки поперечников dn (W[, Lq), /^>1. 

Однако при р ^> 1 хороших оценок для dn (В™, I™) 
(g^>max (рх2)) не было; это не позволяло достаточно точ
но оценить поперечники dn (Wr

vi Lq). 
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Изучение поведения поперечников dn (5™, I™) пред
ставляет самостоятельный геометрический интерес. Это
му вопросу посвящен ряд работ (см. подробнее Ш). 

При р > q величина dn (В™, I™) определяется точно 
(см. [1, стр. 232J). 

В случае 1 <; р < q <^ 2, используя установленное 
С. Б. Стечкиным [6 J равенство 

dn (ВТ, Я*) = (1 - пЩК 
нетрудно получить удовлетворительные оценки для по
перечника dn (В™, I™). 

Сложнее обстоит дело, если число q > 2. Даже в слу
чае т = 2п, при 1 <Г р < q, q "> 2, порядки величин 
dn (5рП, tq) были неизвестны. Например, в наиболее важ
ном случае, когда р — 2, q = сю, известно было (см. 
[15J, [21) только, что C1-n^1*<dn(BT,l2)<C-ri-xK 
Автором была доказана 

ТЕОРЕМА 1.2. 77/ж ттг > ?г справедливо неравенство 
dn (ВТ, О < С/г"1/- (1 + In (m/и))'/.. 

В конце § 1 главы I определяются порядки попереч
ников dn (5рП, lq

n) во всех случаях, когда они были не
известны. Доказывается 

ТЕОРЕМА 1.3. Пусть q > max (p, 2), р > 1. Гогда 
ее./ш р<^ 2, 
ес/ш р ^> 2. 

Отметим, что поведение величины dn (В^1, V™) полезно 
знать для приложений к другим задачам теории прибли
жений. 

В § 2 гл. I доказывается 
ТЕОРЕМА 1.4. Для любого п > 1 существует орто

гональное преобразование Т пространства Вп такое, что 
С || х \\1П < (тг'/./2)( || Тх \\1П + || х \\1П) < || х \\п, * е= /?п. 

2 1 1 2 

В конце § 2 дается оценка размерности почти сфери
ческого сечения тг-мерного октаэдра В™. Доказывается 

ТЕОРЕМА 1.5. Для всякого числа е ^> О существует 
постоянная сг ^> 0 такая, что при любом п !> 1 найдется 
плоскость L71jE d # n , dim L?7>8 > 7г (1 — е), такая, что 
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для любого х ЕЕ Ln,e выполнены неравенства 
ce|MU<rc~V 2 | |^ | | zn< || л: 

2 1 2 

Теорема 1.5 показывает, что известный результат 
Дворецкого [161, о существовании почти сферических 
сечений у выпуклого, центрально симметричного тела, 
можно существенно усилить, если это тело — октаэдр В™. 

Близкий к теореме 1.5 результат был независимо по
лучен в работе Фигеля, Линденштраусса и Мильмана 
[17]. Отметим, что если сама постановка задачи, решаемой 
в теореме 1.5, традиционна, то формулировка теоремы 
1.4 представляется нам новой и небезынтересной. 

В § 3 даются оценки поперечников октаэдров В™ в ба
наховом пространстве IZ. Как отмечалось выше, эти оцен
ки (полученные до доказательства теорем 1.2, 1.1) приме
нялись другими авторами для определения порядков ве
личин dn (W[, Lq), dn (#j, Lq). В случае октаэдра найден
ные оценки для dn (В™, Z™) оказались весьма слабо 
зависящими от числа т. Точнее говоря, справедлива 

ТЕОРЕМА 1.6. а) Пусть m*<<n<Q-m, к > О, 
9 < 1. Тогда 

0<cQ-n-1/2<dn(BT1 С)<СК.п-1^ 
б) при любых т и п (т >̂ п) 

dn (5Г, С) < (С/и'/') (1 + In {mln)yi>. 

До работы автора лучшей оценкой поперечника 
dn (В™, 12) была оценка Р. С. Исмагилова [2]: 

dn(B?> С) < {С/п1Ь)-(т/п)Ч: 

В главе II диссертации даются оценки множителя Вей-
ля и рассматриваются некоторые другие задачи, связан
ные со сходимостью п. в. ортогональных рядов. 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть {фп {х)}п=г — ортонор-
мированная система функций (о. н. с ) , определенных на 
отрезке [0, 1]. Последовательность {%„) (А,х > 0, А,п+1 > 
> Хп) называется множителем Вейля для сходимости 
п. в. рядов по этой системе, если из условия 
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следует, что ряд 

сходится п. в. на отрезке [О, Ц. 
Последовательность {А,п}, являющаяся множителем 

Вейля, называется точным множителем Вейля, если для 
любой последовательности |3П = о (кп) найдется ряд вида 
(2), расходящийся на множестве положительной меры, 
хотя 

О п р е д е л е н и е 3. О. н. с. {фп (х)}п=г называется 
системой сходимости, если последовательность Ап = 1, 
п = 1, 2,. . .,— множитель Вейля для сходимости п. в. 
рядов по этой системе. 

Г. Вейль доказал, что последовательность %п = ] / п 
является множителем Вейля для сходимости п. в. рядов 
по любой о. н. с. Затем в работах ряда авторов (см. под
робнее [18]) этот результат последовательно усиливался. 
Наконец, в 1921 г. Д. Меньшовым и, независимо, Радема-
хером была доказана следующая 

ТЕОРЕМА А (Меньшов, Радемахер). Последователь
ность Хп = log2 n является множителем Вейля для схо
димости п. в. рядов по любой о. н. с. 

Одновременно Д. Меньшовым был получен результат, 
показывающий точность этой теоремы. 

ТЕОРЕМА В (Д. Меньшов). Существует о.н.с. Ф0 = 
— {фп (#)}> для которой последовательность Хп = log2 n — 
точный множитель Вейля. 

Часто получение более точной, чем вытекающая из 
теоремы А, оценки множителя Вейля для какой-то кон
кретной о.н.с. Ф представляет очень сложную задачу. 
Например, в случае, когда Ф — тригонометрическая 
система, окончательный результат был получен только 
в 1966 г. Карлесоном [19], который доказал, что тригоно
метрическая система — система сходимости. 

Так как функции {фп (х)} в системе Ф0 , построенной 
Д. Меньшовым, были существенно неограничены, то су
ществовала надежда, что для любой о .н .с , ограниченной 
в совокупности, множитель Вейля можно взять растущим 
медленнее, чем log2 п. Однако в 1938 г. Д. Меньшов [20] 
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доказал, что для любого К ^> 1 существует о.н.с. Ф = 
= {фп (#)} такая, что 

l ) | q > n ( * ) | < * , п = 1,2,. . ., a r e [0, 1]; 
2) последовательность {log2 п) — ее точный множи

тель Вейля. 
Представляет интерес и не входящий в теорему 

Д. Меньшова случай К = 1. В этом случае все функции 
фп (х) из системы Ф таковы, что | фп (х) | = 1, что вместе 
с ортогональностью накладывает на систему Ф весьма 
жесткие ограничения. 

Еще в 1927 г. А. Колмогоровым и Д. Меньшовым 
[21] была доказана 

ТЕОРЕМА С. Существует о. н. с. {срп (x)}n=v х ЕЕ 
ЕЕ [0, 1], такая, что 

1) |Ф п(ж) | = 1, хЕЕ [0, 1], л = 1,2,. . .; 
2) любая последовательность рп с (Зп = о (log n) не 

является множителем Вейля для сходимости п. в. рядов 
по этой системе. 

В 1969 г. Тандори [22] получил следующий результат 
в этом же направлении. 

ТЕОРЕМА D. Для любого е ^> О существуют о. н. с. 
{фп (%)} с | фп (х) | = 1 при х е [О, II, п = 1, 2,. . ., и ряд 
вида (2) такой, что 

1)2'°° сп log гс (log log га)1"8 < оо; 
2) ряд (2) расходится п. в. после некоторого изменения 

порядка членов. 
В § 1 гл. II доказывается результат, усиливающий тео

ремы С и D. 
ТЕОРЕМА П.1. Существует о.н.с. {фп (х)} с 

| фп (%) | = 1 при х = [0, 1], w = 1, 2,. . ., такая, что 
последовательность Хп = log2 га является точным множи
телем Вейля для сходимости п. в. рядов по этой системе. 

Используя один промежуточный результат, получен
ный в доказательстве теоремы П.1, в конце § 1 доказы
вается 

ТЕОРЕМА П.2. Существует непрерывная на [— п, я] 
функция 

f № = ЗГ=1 а* C0S kx 

такая, что 
1) модуль непрерывности 

со (б, /) = О (1/log (1/6)); 
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2) K i > K i > - - - ; t 
3) ряд Фурье функции / (х) расходится при х ~ 0. 
Этот результат является усилением одной^теоремы 

Салема [231, который установил аналогичное утверждение 
без условия 1). Заметим, что в силу теоремы Дини — 
Липшица (см. [24, стр. 280]) гладкость функции / (х), 
гарантируемая условием 1), не может быть увеличена. 

Множители Вейля имеет смысл рассматривать только 
для бесконечных о .н . с . В § 2 г л . II изучается «конечно
мерный» аналог понятия множителя Вейля. 

Пусть Ф = Ф (п) =.{ф* (я)}£=1, х (= [0, 1],— некото
рый набор ортонормированных функций. Определим опе
ратор мажоранты частных сумм 5 Ф : V\ -+-L2 (0, 1) сле
дующим образом: 
если у = {^}Щ <= Vli то 

S% (У) = / 0*0 = sup I >}г_ Ут {х) I . (3) 

Пусть 5(Ф) — норма оператора S<b, т. е. 

в ( Ф ) = sup \\S%(y)\\Lz. 
IMIjn<l 

2 

При изучении сходимости п. в. ортогональных рядов час
то возникает задача оценки для данного набора Ф числа 
s (Ф). Например, основная лемма в теореме Меньшова — 
Радемахера (см. сформулированную ранее теорему А) 
состоит в том, что для любого набора Ф = Ф (п) справед
ливо неравенство 

s ( Ф ) < С In п. 

В то же время Д. Меньшовым, при доказательстве теоре
мы В, для каждого п ;> 1 был указан пример такого орто-
нормированного набора Ф0 = Ф0 (п), что 

s (Ф0) > с In гг. (4) 
В § 2 гл. II выясняется, каково «среднее значение» 

нормы s (Ф). Чтобы придать понятию «среднее значение» 
точный смысл, мы рассматриваем множество ортонорми
рованных систем Qn = {Ф} следующего вида: если Ф ЕЕ 
ЕЕ Qn, то Ф = {фг (x)}i=i и при этом каждая функция 
Фг (х) постоянна на интервалах ((/ — 1)/тг, jlri), 1 <^ j <^ п. 
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Существует естественное взаимно однозначное соот
ветствие между системами Ф ЕЕ Qn и элементами группы 
Оп ортогональных матриц порядка /г, а именно: системе 
Ф = {фг} ставится в соответствие матрица А — {atj} ЕЕ 
ЕЕ Оп следующего вида: 

аи = п~х1^г ((/ — 1/2)//г), 1 < /, / < п. 
С помощью этого соответствия мера Хаара fxn, определен
ная на группе Оп, переносится на множество Q'1. 

Доказывается следующая 
ТЕОРЕМА II.3. Существуют абсолютные постоянные 

С и у ^> О такие, что при любом п ;> 1 и t ;> О 
\in {Ф е £п : ^ (Ф) > * } < ( C e - v y . 

Из теоремы П.З вытекают следующие следствия. 
С л е д с т в и е Н . 1 . Существует такая постоянная В, 

что при п = 1, 2,. . . 
Ц п { ф е <?Я:*(Ф) > £ } < е ~ п . 

Следствие II. 1 показывает, что пример системы 
Ф0 (п), указанный Д. Меньшовым (см. (4)), является рез
ким исключением из общего правила (отметим, что систе
му Ф0 (7г) со свойством (4) можно выбрать лежащей 
в <?"). 

С л е д с т в и е II.2. Пусть Sn — множество всех 
перестановок набора чисел 1,2,. . . ,тг, о ЕЕ Sn, Фа — пере
ставленный в порядке о набор функций Ф (Ф ЕЕ Qn). Тогда 

\in {Ф е Qn: max s (Ф0) > С In '/«л} < П'п. 
aeS n 

Из теоремы 1.4 и следствия II.1 вытекает 
С л е д с т в и е II.3. Существует множество систем. 

Епа Qn с \хп (Еп) < 2~п такое, что для всякой системы 
Ф = {фг} €= ( ^ н^ лежащей в Еп, справедливы неравен
ства: 

1) s (Ф) < В; 
2) для любого набора {а$=1, Vy a\ ^ 1> 

m a x w / ^ E [ 0 , l ] : I ^ Г агфг(^) I > с Д > с2, 

где 5 , сг, С» — положительные абсолютные постоянные. 
Следствие И.З показывает, что «большинство» систем Ф 

из Qn обладают свойствами, которые обнаруживались 
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только у «лакунарных» систем (например, у систем не
зависимых функций). 

В § 3, завершающем гл. II , рассматривается связь 
между суммируемостью п. в. и сходимостью п. в. орто
гональных рядов. 

П. Л. Ульяновым была поставлена следующая задача: 
существует ли полная в L2 (О, 1) о. н. с. {фп (х)}, ограни
ченная в совокупности (т. е. | фп (х) | < М, х ЕЕ [0, 1], 
п = 1, 2, . . .) и такая, что для сходимости п. в. ряда (2) 
необходима и достаточна суммируемость ряда (2) методом 
средних арифметических. (О причинах постановки этой 
задачи см. подробнее в [251.) Из следующей теоремы, 
доказанной в § 3 гл. I I , вытекает положительный ответ 
на этот вопрос. 

ТЕОРЕМА II .4. Существует такая перестановка 
{щп (х)}п=\ о. н. системы Уолша luk (х)}, что для сходи
мости п. в. ряда (2) по системе фп (х) = щ (х), п = 1, 
2,. . ., необходимо и достаточно, чтобы ряд (2) суммиро
вался п. в. методом средних арифметических. 

Последняя, третья глава диссертации состоит из двух 
параграфов. §2 гл. III посвящен вопросам представления из
меримых функций сходящимися п. в. ортогональными ря
дами. К настоящему времени создана обширная теория 
представления функций рядами. Параллельно вопросам 
представления функций всегда рассматриваются вопросы 
единственности представления. 

Результаты автора относятся к той части теории пред
ставления функций рядами, которая была начата в 1916 г. 
Д. Меньшовым, доказавшим следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА Е (Д. Меньшов). Существует тригоно
метрический ряд-

Y00 an cos nx -f Ъп sin nx 

такой, что аПо Ф О при некотором п0, и сходящийся 
п. в. на отрезке [О, 2я] к функции f (х) = 0. 

Напомним, что вопрос о существовании таких рядов 
был поставлен Лузиным. 

О п р е д е л е н и е 4. Пусть задана система измери
мых функций {/п(я)}п=1, я е [0, 1]. Р я д Д ^ anfn(x) 
называется нуль-рядом в смысле сходимости п. в., если 
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он сходится п. в. на [0, 1] к / (х) = О и аПо Ф О при не
котором п0. 

Теорема Е утверждает, иными словами, что существует 
нуль-ряд в смысле сходимости п. в. по тригонометриче
ской системе. 

Аналогично определению 4 дается определение нуль-
ряда в смысле сходимости по мере; при этом ясно, что вся
кий нуль-ряд в смысле сходимости п. в.— нуль-ряд в 
смысле сходимости по мере. 

Вопрос о существовании нуль-ряда естественно пере
носится с тригонометрической системы на произвольную 
полную о. н. с. Впервые в такой общей постановке этот 
вопрос рассматривался, вероятно, Марцинкевичем (см. 
[26, стр. 312J), который в 1937 г. получил следующий ре
зультат. 

ТЕОРЕМА F (Марцинкевич). Для любой полной 
о. н. с. {фп (х)}п=! найдется ряд 2jll==l апЦ)п (х), аПо Ф О, 
1 ^ ^о < °° > У которого некоторая подпоследователь
ность частных сумм Smy (x), v = 1, 2,. . ., сходится 
п. в. на отрезке [0, 1] к f (х) == 0. 

В 1956 г. А. А. Талалян [27] усилил этот результат. 
ТЕОРЕМА G (А. А. Талалян). По любой полной 

о. н. с, существует нуль-ряд в смысле сходимости по мере. 
Пример нуль-ряда Д. Меньшова был перенесен на 

системы Хаара и Уолгпа (см. [28], [29]). Позднее рядом 
авторов находились условия на полную о. н. с. {фп (х)}, 
из которых следовало существование нуль-рядов в смысле 
сходимости п. в. по этой системе. К настоящему времени 
было доказано существование нуль-рядов в смысле схо
димости п. в. для широкого кла'сса полных о. н. с. (под
робнее см. [30], [31], [32]). Однако задача о существовании 
нуль-ряда по любой полной о. н. с. оставалась открытой. 

Основным результатом главы III является доказывае
мая в § 2 

ТЕОРЕМА III.3. Существует полная в L2(0, 1) 
о. н. с. {г|)п (х)}^°==1 такая, что для сходимости п. в. ряда 

Я^м^) (5) 
необходимо и достаточно выполнение условия 

я:=хап<°°- (б) 
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Из теоремы Ш.З непосредственно вытекает 
С л е д с т в и е III .1. Существует полная о. н. с. 

{tyn (z)}, no которой нельзя построить нуль-ряд в смысле 
сходимости п. в., и, следовательно, представление любой 
функции сходящимся п. в. рядом по этой системе единст
венно. 

Отметим, что вопрос о существовании систем, удовлет
воряющих теореме Ш.З, был впервые поставлен 
П. Л. Ульяновым [33]. 

О п р е д е л е н и е 5. Пусть задан какой-то класс f 
функций, определенных на отрезке [0, 1], и система 
{/п (х)}п=г- Система {fn (x)}n=i называется системой пред
ставления в смысле сходимости п. в. для класса f, если 
для всякой функции g (x) e f найдется ряд S n = i anfn (#)* 
сходящийся к g (х) п. в. на [0, 1]. 

А. А. Талалян [27], [34] доказал, что произвольная 
полная о. н. с. {фп (х)} является системой представления 
в смысле сходимости по мере для класса всех измеримых 
(не обязательно конечных п. в.) функций. 

В 1965 г. А. А. Талалян и Ф. Г. Арутюнян [35] обна
ружили, что ряд по системе Хаара (и Уолша) не может 
сходиться к бесконечности на множестве положительной 
меры. Отсюда следует, что уже система Хаара не есть сис
тема представления для класса всех измеримых функций 
Однако еще раньше Н. К. Бари (см. [34]) доказала, что 
любую конечную п. в. измеримую функцию можно пред
ставить сходящимся п. в. рядом по системе Хаара. Ана
логичное утверждение верно и для системы Уолша. До
вольно долго было неизвестно (см., например, [34]), яв
ляется ли всякая полная о. н. с. системой представления 
в смысле сходимости п. в. для класса всех конечных п. в. 
измеримых функций. Из теоремы II.3 следует отрицатель
ный ответ на этот вопрос; более того, справедлива 

ТЕОРЕМА III.4. Существуют непрерывная функция 
f (х), х Е= [0, 1], и полная о. н. с. {фп {х)}п=\ такие, что 
не существует ряда вида (5), сходящегося к f (x) почти 
всюду. 

В первом параграфе гл. III изучаются свойства орто
гональных систем сходимости. Результаты § 1 существен
но используются в доказательстве теоремы Ш.З. 

Если Ф = {фп (х)} — о. н. с. сходимости, то аналогич
но равенству (3) определяется оператор мажоранты част-
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ных сумм, £ф: Z2 ->L° (О, 1), действующий в пространстве 
L0 (О, 1) всех измеримых и конечных п. в. функций. 

А именно, если а = {an}n=i ЕЕ Z2, то 

S% (а) = / (х) = sup I V r ancpn (я) I. 
1 ^ Г < о о I ^ ™ = 1 I 

А. М. Олевский [36] показал, что существуют система 
сходимости Фх = {фп (х)} и элемент а ЕЕ Z2, такие, что 

& , ( « ) £ U ^ (0,1). 
Р>0 

Е. М. Никишиным ([37]; см. также [38]) была доказана 
ТЕОРЕМА Н (Е. М. Никишин). Пусть Ф = 

= {фп (#)} — ортонормированная система сходимости, 
тогда для любого е ^> О найдутся множество EeCZ [О, 1], 
тЕг ^> 1 — е, и постоянная Сг такие, что для любого 
а ЕЕ I2 мера 

т{х£Е Ег: S%(a) > */} < Се (|| а yiyf. (7) 

Из этой теоремы непосредственно вытекает, что для 
любой системы сходимости Ф оператор ^ Ф — ограничен
ный оператор из Z2 в пространство Ьр (Ег) (Ее с [0, 1], 
тЕг ^> 1 — е), при любом р <^ 2. 

Для приложений важен вопрос (см. [37, стр. 134]) 
о возможности замены неравенства «слабого типа» (7) 
более сильным неравенством «сильного типа». 

В § 1 доказывается неусиляемость теоремы Н. 
ТЕОРЕМА I I I . 1 . Существует о. н. с. сходимости 

Ф2 = {фп (х)}п=\ такая, что для любого множества Е с 
т £ > 0 

S% {а) ф L2 (Е) 

при некотором, зависящем от множества Е, элементе 
а = {ап} е Z2. 

В конце § 1 гл. III доказывается 
ТЕОРЕМА III .2 . Пусть L — произвольное подпро

странство в L2 (О, 1). Тогда в L можно выбрать такой 
ортонор мир о ванный базис {срп (х)}, что {срп (х)} — систе
ма сходимости, 
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Теорема III.2 дает возможность избежать специаль
ных построений при доказательстве некоторых теорем о 
сходимости п. в. ортогональных рядов. 
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