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О сильном CE-свойстве выпуклых множеств

М. Е. Широков

Рассматривается класс выпуклых ограниченных подмножеств сепарабель-
ного банахового пространства, включающий в себя все выпуклые компакты,
а также некоторые важные для приложений некомпактные множества. Для
множеств этого класса получен простой критерий сильного CE-свойства, со-
стоящего в том, что выпуклое замыкание любой непрерывной ограниченной
функции является непрерывной ограниченной функцией. Получены некото-
рые результаты о расширении функций, заданных на множестве крайних точек
выпуклого множества рассматриваемого класса, до выпуклых или вогнутых
функций, определенных на всем этом множестве, с сохранением свойств за-
мкнутости и непрерывности. Рассмотрены некоторые приложения полученных
результатов в квантовой теории информации.

Библиография: 22 названия.

1. Введение. Понятие выпуклого замыкания функции [1], [2],1 определенной на
выпуклом подмножестве линейного топологического пространства, широко исполь-
зуется в современном выпуклом анализе и его приложениях. Выпуклое замыкание
функции можно определить как наибольшую замкнутую выпуклую функцию, не
превосходящую данную функцию. Естественно возникают вопросы о явном анали-
тическом представлении для выпуклого замыкания, о его совпадении с выпуклой
оболочкой – наибольшей выпуклой функцией, не превосходящей данную функцию,
и о связи свойств непрерывности исходной функции и ее выпуклого замыкания.
Последний вопрос имеет принципиальное значение для приложений в квантовой
теории информации [4], где выпуклое замыкание некоторой функции используется
как характеристика физической системы (см. раздел 6).

Для любой непрерывной функции, заданной на выпуклом компакте, ее выпук-
лое замыкание совпадает с ее выпуклой оболочкой [3], однако уже в R3 существуют
выпуклые компакты и заданные на них непрерывные функции, в частности, во-
гнутые непрерывные функции, выпуклое замыкание которых разрывно. Выпуклый
компакт обладает CE-свойством, если любая вогнутая непрерывная функция на
этом компакте имеет непрерывное выпуклое замыкание [5], [6]. B данной статье для
широкого класса выпуклых множеств, названных µ-компактными, рассматривает-
ся усиленная версия CE-свойства, состоящая в том, что для любой непрерывной
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ные проблемы теоретической математики” и Российского фонда фундаментальных исследований
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1Также используется термин нижняя обертывающая (“lower envelope”) [3].
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ограниченной функции на выпуклом µ-компакте ее выпуклое замыкание непрерыв-
но и ограничено. Это свойство естественно назвать сильным CE-свойством. Класс
µ-компактных множеств состоит из подмножеств сепарабельного банахового про-
странства, характеризуемых определенным свойством барицентрического отображе-
ния, которое заменяет свойство компактности при доказательстве многих результа-
тов, в частности, некоторых результатов теории Шоке [7]. Этот класс включает в се-
бя все выпуклые компакты, а также некоторые важные для приложений некомпак-
ные множества, такие, как симплекс всех распределений вероятностей со счетным
числом исходов и его некоммутативный аналог – множество операторов плотности
на сепарабельном гильбертовом пространстве.

В статье получен простой критерий, который позволил установить сильное
CE-свойство как для широкого класса выпуклых компактов в Rn, так и для ука-
занных выше некомпактных множеств. Рассмотрены некоторые следствия сильного
CE-свойства, связанные с проблемой расширения непрерывных и замкнутых функ-
ций, определенных на множестве крайних точек выпуклого µ-компактного множе-
ства, до выпуклых или вогнутых функций на всем этом множестве, обладающих
определенными свойствами непрерывности.

В разделе 2 дано определение µ-компактного множества, приведены достаточное
условие и критерий µ-компактности. Получены некоторые вспомогательные резуль-
таты о свойствах µ-компактных множеств, в частности, обобщение теоремы Шоке
о барицентрическом разложении.

В разделе 3 рассматривается вопрос о представлении выпуклого замыкания про-
извольной замкнутой ограниченной снизу функции на µ-компактном выпуклом мно-
жестве. Установлено совпадение выпуклой оболочки и выпуклого замыкания любой
непрерывной ограниченной функции – обобщение следствия I.3.6 из [3].

В разделе 4 доказана теорема о равносильности сильного CE-свойства и двух
других свойств µ-компактного выпуклого множества. С помощью этой теоремы
установлено сильное CE-свойство для всех P-множеств в Rn – множеств с опре-
деленными свойствами непрерывности границы [8], a также для симплекса всех
распределений вероятностей со счетным числом исходов и множества операторов
плотности на сепарабельном гильбертовом пространстве.

В разделе 5 получены некоторые результаты о расширении замкнутых ограничен-
ных снизу функций, заданных на множестве крайних точек µ-компактного выпук-
лого множества, обладающего сильным CE-свойством, до выпуклых или вогнутых
функций, определенных на всем этом множестве, с сохранением свойства замкну-
тости. В частности, доказано существование у любой непрерывной ограниченной
функции, определенной на множестве крайних точек, непрерывного ограниченного
выпуклого расширения, обладающего определенными свойствами максимальности.
Получен критерий непрерывности выпуклого замыкания вогнутых функций.

В разделе 6 рассмотрены некоторые приложения полученных результатов в кван-
товой теории информации.

В разделе 7 обсуждаются возможности обобщения основных результатов статьи
на более широкий класс выпуклых множеств.

2. Об одном классе выпуклых множеств. В разделах 2–6 будем предпо-
лагать, что A – замкнутое ограниченное подмножество сепарабельного банахова
пространства. Будем использовать следующие обозначения:
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co(A ), σ- co(A ) и co(A ) – соответственно выпуклая оболочка, σ-выпуклая обо-
лочка2 и выпуклое замыкание множества A ;

extr A – множество крайних точек выпуклого множества A ;
C(A ) – множество непрерывных ограниченных функций на множестве A ;
P (A ) и P̂ (A ) – соответственно множество выпуклых непрерывных ограниченных

функций на выпуклом множестве A и множество функций, представимых в виде
поточечных пределов монотонных последовательностей функций из P (A );

co f и co f – соответственно выпуклая оболочка и выпуклое замыкание функции
f , определенной на выпуклом множестве A [1], [2];

Pn = {{πi}n
i=1 | πi > 0,

∑n
i=1 πi = 1} – симплекс всех распределений вероятностей

с n 6 +∞ исходами.

Выпуклое множество всех борелевских вероятностных мер на множестве A , снаб-
женное топологией слабой сходимости [9], обозначим через M+

1 (A ). Меру из
M+

1 (A ), сосредоточенную в точке x ∈ A , обозначим через δ(x). Рассмотрим бари-
центрическое отображение

M+
1 (A ) ∋ µ 7→ b(µ) =

∫
A

x µ(dx) ∈ co A , (1)

где интеграл определяется как интеграл Бохнера. Выпуклое замкнутое подмноже-
ство множества M+

1 (A ), состоящее из таких мер µ, что b(µ) = x ∈ co A , обозначим
через Mx(A ).

Отображение (1) непрерывно (см., например, [10; раздел 2]); следовательно, об-
раз любого компактного подмножества множества M+

1 (A ) при отображении (1) яв-
ляется компактным подмножеством множества co A . Выделим класс выпуклых
множеств, для которых имеет место обратное утверждение.

Определение 1. Множество A назовем µ-компактным, если прообраз любого
компактного подмножества множества co(A ) при отображении (1) является ком-
пактным подмножеством множества M+

1 (A ).

Заметим, что всякое компактное множество A является µ-компактным, посколь-
ку из компактности A следует компактность M+

1 (A ) [9].

Предложение 1. Выпуклое множество A является µ-компактным тогда и
только тогда, когда для любого компактного подмножества K ⊆ A и любого
ε > 0 существует компактное подмножество Kε ⊆ A такое, что для любого
x ∈ K из разложения x =

∑n
i=1 λixi , где {xi}n

i=1 ⊂ A , {λi}n
i=1 ∈ Pn , следует∑

i:xi∈A \Kε
λi < ε.

Выпуклое множество A является µ-компактным, если существует семейство
F (A ) вогнутых неотрицательных функций на A , обладающее следующими свой-
ствами:

• множество {x ∈ A : f(x) 6 c} относительно компактно для любой функ-
ции f ∈ F (A ) и любого c > 0;

• для любого компактного подмножества K ⊆ A найдется функция f ∈
F (A ) такая, что supx∈K f(x) < +∞.

2Множество всех счетных выпуклых комбинаций элементов множества A .
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Доказательство. Первое утверждение предложения 1 следует из теоремы Про-
хорова [9], поскольку указанное в нем свойство означает плотность множества всех
мер из M+

1 (A ) с конечным носителем и барицентром в K , которая в силу приве-
денной ниже леммы 1 и теоремы 6.1 из [9] равносильна плотности множества всех
мер из M+

1 (A ) с барицентром в K .
Доказательство второго утверждения является обобщением рассуждений в дока-

зательстве предложения 2 в [11]. Пусть K – компактное подмножество A и f –
функция из F (A ) такая, что supx∈K f(x) = c < +∞. Для любого ε > 0 пусть
Kε = {x ∈ A : f(x) 6 c/ε} – относительно компактное подмножество множества
A . В силу вогнутости и неотрицательности функции f для произвольного x из K
и его разложения x =

∑n
i=1 λixi имеем

c > f(x) >
n∑

i=1

λif(xi) >
∑

i:xi∈A \Kε

λif(xi) >
c

ε

∑
i:xi∈A \Kε

λi,

откуда следует
∑

i:xi∈A \K ε
λi < ε.

Лемма 1. Пусть A – выпуклое множество. Тогда каждая мера µ0 из M+
1 (A )

является пределом последовательности {µn} мер из M+
1 (A ) с конечным носите-

лем таких, что b(µn) = b(µ0) для всех n.

Доказательство этой леммы является естественным обобщением доказательства
леммы 1 из [11].

С помощью приведенного в предложении 1 достаточного условия можно показать
µ-компактность некомпактного множества P+∞ всех распределений вероятностей
со счетным числом исходов. Для этого в качестве F (P+∞) можно взять семейство
функций вида {pi}+∞i=1 7→

∑+∞
i=1 pihi, где {hi}+∞i=1 – произвольная возрастающая по-

следовательность положительных чисел, стремящаяся к +∞.
Многие результаты теории Шоке, развитой для компактных выпуклых множеств,

легко обобщаются на случай µ-компактных выпуклых множеств. Дальнейшее из-
ложение существенно опирается на следующее обобщение теоремы Шоке [7].

Предложение 2. Пусть A – µ-компактное множество. Любой элемент из
co(A ) является барицентром некоторой меры из M+

1 (A ).

Доказательство. Пусть x0 ∈ co(A ). По определению выпуклого замыкания
существует последовательность {xn} ⊆ co(A ), сходящаяся к x0. При каждом n эле-
мент xn является барицентром некоторой меры µn из M+

1 (A ) с конечным носителем.
В силу µ-компактности множества A последовательность {µn} относительно ком-
пактна и, следовательно, имеет частичный предел µ0 ∈ M+

1 (A ). Из непрерывности
отображения (1) следует, что x0 является барицентром меры µ0.

Если A – выпуклое множество, то на множестве M+
1 (A ) можно ввести следующее

отношение частичного порядка, часто называемое порядком Шоке [7], [12]. Будем
считать, что µ ≻ ν тогда и только тогда, когда∫

A

f(y) µ(dy) >
∫

A

f(y) ν(dy) ∀ f ∈ P (A ).

Мера µ ∈ M+
1 (A ) называется максимальной, если из ν ≻ µ следует ν = µ для

любой меры ν ∈ M+
1 (A ).
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Нам потребуются следующие свойства частичного порядка Шоке.

Лемма 2. Пусть A – выпуклое µ-компактное3 множество.
А) Если µ и ν – меры из M+

1 (A ) такие, что µ ≻ ν , то

b(µ) = b(ν) и
∫

A

f(y) µ(dy) >
∫

A

f(y) ν(dy) ∀ f ∈ P̂ (A ).

Б) Пусть {µn} и {νn} – последовательности мер из M+
1 (A ), сходящиеся со-

ответственно к мерам µ и ν из M+
1 (A ), такие, что µn ≻ νn для всех n. Тогда

µ ≻ ν .
В) Если extr A = extr A , то множество максимальных мер в M+

1 (A ) совпада-
ет с M+

1 (extr A ). Если дополнительно A = co(extr A ), то для любой меры µ из
M+

1 (A ) существует максимальная в M+
1 (A ) мера µ̂ такая, что µ̂ ≻ µ.

Доказательство. Утверждения А и Б легко выводятся из определений и тео-
ремы о монотонной сходимости для интеграла Лебега.

Первую часть утверждения В можно доказать, используя теорему 5.2 из [10],
теорему 6.3.9 из [12] и рассуждение в доказательстве теоремы 1.1 из [13]. Конструк-
тивное доказательство второй части утверждения В можно получить, используя
лемму 1 и приведенную ниже лемму 3.

Лемма 3. Пусть A – µ-компактное выпуклое множество такое, что extr A =
extr A и A = co(extr A ). Для любой последовательности {µn} мер из M+

1 (A )
с конечным носителем, сходящейся к некоторой мере µ0 из M+

1 (A ), существу-
ют подпоследовательность {µnk

} и последовательность {µ̂k} мер из M+
1 (extr A ),

сходящаяся к некоторой мере µ̂0 из M+
1 (extr A ), такие, что

b(µ̂k) = b(µnk
) ∀ k и µ̂0 ≻ µ0.

Если A = σ- co(extr A ), то в качестве {µ̂k} можно выбрать последовательность,
состоящую из атомических мер.

Доказательство. В силу предложения 2 при каждом n каждый атом xn
i ме-

ры µn =
∑m(n)

i=1 πn
i δ(xn

i ) является барицентром некоторой меры µn
i из M+

1 (extr A ).
Нетрудно видеть, что µ̂n =

∑m(n)
i=1 πn

i µn
i – мера из M+

1 (extr A ) такая, что b(µ̂n) =
b(µn) и µ̂n ≻ µn. Из непрерывности отображения (1) следует компактность мно-
жества {b(µn)}n>0, которое совпадает с замыканием множества b({µ̂n}n>0). В силу
µ-компактности множества A последовательность {µ̂n}n>0 относительно компакт-
на в M+

1 (extr A ), а значит, содержит подпоследовательность {µ̂nk
}, сходящуюся

к некоторой мере {µ̂0} из M+
1 (extr A ). Поскольку µ̂nk

≻ µnk
для всех k, из утвер-

ждения Б леммы 2 следует, что µ̂0 ≻ µ0. Обозначив µ̂k = µ̂nk
, получаем основное

утверждение леммы.
Если A = σ- co(extr A ), то меры µn

i в приведенном выше рассуждении можно
выбрать атомическими.

Из леммы 3 следует наблюдение о плотности атомических мер в множестве всех
максимальных мер с данным барицентром.

3Условие µ-компактности используется только в доказательстве второго утверждения пунк-
та В – оно позволяет показать существование меры µ̂ без использования леммы Цорна.



446 М.Е. ШИРОКОВ

Лемма 4. Пусть A – µ-компактное выпуклое множество такое, что extr A =
extr A и A = σ- co(extr A ). Любая мера µ0 из M+

1 (extr A ) является пределом
последовательности {µn} атомических мер из M+

1 (extr A ) таких, что b(µn) =
b(µ0) для всех n.

Доказательство. В силу леммы 1 любая мера µ0 из M+
1 (extr A ) является пре-

делом последовательности {µn} мер из M+
1 (A ) с конечным носителем такой, что

b(µn) = b(µ0) для всех n. Применяя лемму 3 и учитывая максимальность в M+
1 (A )

меры µ0, которая следует из утверждения В леммы 2, получаем последовательность
мер {µ̂n} с требуемыми свойствами.

3. О выпуклом замыкании. Для любой замкнутой ограниченной снизу функ-
ции f на замкнутом множестве A функционал

µ 7→
∫

A

f(x) µ(dx) (2)

корректно определен и полунепрерывен снизу на множестве M+
1 (A ).

Предложение 3. Выпуклое замыкание любой ограниченной снизу замкнутой
функции f на µ-компактном выпуклом множестве A определяется выражением

co f(x) = inf
µ∈Mx(A )

∫
A

f(y) µ(dy) ∀x ∈ A . (3)

Для любого x ∈ A существует мера µf
x в Mx(A ) такая, что

co f(x) =
∫

A

f(y) µf
x(dy).

Если extr A = extr A и A = co(extr A ), а f – вогнутая ограниченная снизу
замкнутая функция такая, что −f ∈ P̂ (A ), то в качестве µf

x можно выбрать
меру с носителем в extr A .

Замечание 1. В выражении (3) точную нижнюю грань по всем мерам из Mx(A )
в общем случае нельзя заменить на точную нижнюю грань по всем атомическим
мерам из Mx(A ) (т.е. интеграл нельзя заменить на конечную или счетную сумму).
Существуют функции f , для которых эти точные нижние грани различны (см. при-
меры в замечаниях 1 и 2 в [14]).

Доказательство. В силу утверждения А приведенной ниже леммы 5 функ-
ция f̌A = infµ∈Mx(A )

∫
A f(y) µ(dy) выпукла и замкнута на множестве A . Поэтому

f̌A (x) 6 co f(x) для всех x из A . Поскольку co f – выпуклая замкнутая функция,
мажорируемая функцией f , из неравенства Йенсена следует, что

co f(x) 6 inf
µ∈Mx(A )

∫
A

co f(y) µ(dy) 6 inf
µ∈Mx(A )

∫
A

f(y) µ(dy) = f̌A (x)

для всех x из A . Поэтому f̌A = co f .
Существование меры µf

x следует из утверждения А леммы 5.
Пусть f – вогнутая ограниченная снизу замкнутая функция такая, что −f ∈

P̂ (A ), а µf
x – мера, существование которой для любого x ∈ A установлено выше.
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В силу утверждения В леммы 2 существует максимальная в M+
1 (A ) мера µ̂f

x, при-
надлежащая M+

1 (extr A ), такая, что µ̂f
x ≻ µf

x. В силу утверждения А леммы 2
b(µ̂f

x) = x и точная нижняя грань в выражении для co f(x) достигается на мере µ̂f
x.

Лемма 5. Пусть f – замкнутая ограниченная снизу функция на множестве A .
А) Если A µ-компактно, то функция

f̌A (x) = inf
µ∈Mx(A )

∫
A

f(y) µ(dy)

выпукла и замкнута на множестве co(A ), причем для любого x ∈ co(A ) точная
нижняя грань в определении величины f̌A (x) достигается на некоторой мере из
Mx(A ).

Б) Если отображение M+
1 (A ) ∋ µ 7→ b(µ) ∈ co(A ) открыто и сюръективно, то

функция

f̂A (x) = sup
µ∈Mx(A )

∫
A

f(y) µ(dy)

вогнута и замкнута на множестве co(A ).

Доказательство. А) Функция f̌A корректно определена на co(A ), поскольку
в силу предложения 2 множество Mx(A ) непусто для любого x из co(A ). Вы-
пуклость этой функции прямо следует из ее определения и выпуклости множества
M+

1 (A ). В силу полунепрерывности снизу функционала (2) и компактности мно-
жества Mx(A ), которая следует из µ-компактности множества A , для каждого x

из co(A ) точная нижняя грань в определении величины f̌A (x) достигается на неко-
торой мере из Mx(A ).

Предположим, что функция f̌A не является замкнутой. Тогда существует после-
довательность {xn} ⊂ co(A ), сходящаяся к x0 ∈ co(A ), такая, что

lim
n→+∞

f̌(xn) < f̌(x0). (4)

В силу предыдущего наблюдения для каждого n = 1, 2, . . . в Mxn(A ) существует
мера µn такая, что

f̌A (xn) =
∫

A

f(y) µn(dy).

Из µ-компактности множества A и компактности последовательности {xn}n>0 сле-
дует относительная компактность последовательности мер {µn}n>0. Следовательно,
из нее можно выделить подпоследовательность {µnk

}, сходящуюся к некоторой мере
µ0. Из непрерывности отображения (1) следует, что µ0 – мера из Mx0(A ). В силу
полунепрерывности снизу функционала (2) имеем

f̌A (x0) 6
∫

A

f(y) µ0(dy) 6 lim inf
k→+∞

∫
A

f(y) µnk
(dy) = lim

k→+∞
f̌A (xnk

),

что противоречит (4).
Б) Функция f̂A корректно определена на co(A ), поскольку в силу сюръектив-

ности барицентрического отображения множество Mx(A ) непусто для любого x из
co(A ). Вогнутость этой функции прямо следует из ее определения и выпуклости
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множества M+
1 (A ). Предположим, что функция f̂A не является замкнутой. Тогда

существует последовательность {xn} ⊂ co(A ), сходящаяся к x0 ∈ co(A ), такая, что

lim
n→+∞

f̂A (xn) < f̂A (x0). (5)

Для произвольного ε > 0 пусть µε
0 – такая мера из Mx0(A ), что

f̂A (x0) <

∫
A

f(y) µε
0(dy) + ε.

В силу открытости барицентрического отображения существуют подпоследователь-
ность {xnk

} последовательности {xn} и последовательность {µk} мер из M+
1 (A ),

сходящаяся к мере µε
0, такие, что b(µk) = xnk

при каждом k. В силу полунепрерыв-
ности снизу функционала (2) имеем

f̂A (x0) 6
∫

A

f(y) µε
0(dy) + ε 6 lim inf

k→+∞

∫
A

f(y) µk(dy) + ε 6 lim
k→+∞

f̂A (xnk
) + ε,

что ввиду произвольности ε противоречит (5).

Из предложения 3 и леммы 1 вытекает следующее утверждение, которое является
обобщением следствия I.3.6 из [3] на случай µ-компактных выпуклых множеств.

Cледствие 1. Если A – µ-компактное выпуклое множество, то выпуклое за-
мыкание любой функции f ∈ C(A ) определяется выражением

co f(x) = inf
n∈N

{ n∑
i=1

πif(xi)
∣∣∣ n∑

i=1

πixi = x, {xi} ⊂ A , {πi} ∈ Pn

}
∀x ∈ A .

Это выражение означает, что co f = co f для любой функции f ∈ C(A ).

4. Сильное CE-свойство для выпуклых µ-компактных множеств.
CE-свойство для выпуклого компакта A состоит в том, что выпуклое замыкание
любой вогнутой функции из C(A ) является функцией из C(A ) [5], [6]. Следуя этой
терминологии, введем следующее определение.

Определение 2. Выпуклое топологическое пространство A обладает сильным
CE-свойством, если выпуклое замыкание любой функции из C(A ) является функ-
цией из C(A ).

B [5] показано, что для выпуклого компакта A из CE-свойства следует замкну-
тость множества extr A и что CE-свойство равносильно открытости отображения
M+

1 (extr A ) ∋ µ 7→ b(µ) ∈ A (которое является сюръективным в силу теоремы
Шоке).

Teopeма 1. Пусть A – выпуклое µ-компактное множество. Следующие свой-
ства равносильны:

(i) отображение A ×A × [0, 1] ∋ (x, y, λ) 7→ λx + (1− λ)y ∈ A открыто;
(ii) барицентрическое отображение M+

1 (A ) ∋ µ 7→ b(µ) ∈ A открыто;
(iii) множество A обладает сильным CE-свойством.
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Из свойств (i)–(iii) следует замкнутость множества extr A , а при условии A =
co(extr A ) и открытость отображения M+

1 (extr A ) ∋ µ 7→ b(µ) ∈ A .4

Доказательство. (i) ⇒ (ii) Покажем, что из свойства (i) следует открытость
отображения

Ψn : A ×n ×Pn ∋
(
{xi}n

i=1, {πi}n
i=1

)
7→

n∑
i=1

πixi ∈ A ,

где
A ×n = A × · · · ×A︸ ︷︷ ︸

n

при любом n. Свойство (i) означает открытость отображения Ψ2. Предположим,
что отображение Ψn−1 открыто. В силу симметрии достаточно показать открытость
отображения Ψn на открытом множестве

M0 = A ×n ×
(
Pn \ {(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

, 1)}
)
.

Нетрудно видеть, что открытым является отображение Πn:

Pn \ {(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1)} ∋ {πi}n
i=1 7→

({
πi

1− πn

}n−1

i=1

, {1− πn, πn}
)
∈ Pn−1 ×P2.

Открытость отображения Ψn на множестве M0 следует из его представления
в виде произведения открытого на множестве M0 отображения IdA×n ×Πn, отобра-
жения (

{xi}n
i=1, {πi}n−1

i=1 , {υ, 1− υ}
)
7→

(n−1∑
i=1

πixi, xn, {υ, 1− υ}
)

из A ×n ×Pn−1 ×P2 в A ×2 ×P2, которое открыто по предположению индукции, и
открытого в силу свойства (i) отображения Ψ2.

Пусть U – произвольное открытое подмножество M+
1 (A ). Предположим, что

множество b(U) не является открытым. Тогда для некоторого x0 ∈ b(U) существует
последовательность {xn} ⊂ A \ b(U), сходящаяся к x0.

Пусть µ0 – мера из U такая, что b(µ0) = x0. В силу леммы 1 можно счи-
тать, что µ0 – мера с конечным носителем, т.е. µ0 =

∑m
i=1 π0

i δ(x0
i ) при некоторых

{x0
i }m

i=1 ∈ A m, {π0
i }m

i=1 ∈ Pm, m ∈ N. В силу установленной открытости отоб-
ражения Ψm существует подпоследовательность {xnk

} последовательности {xn} и
последовательность мер {µk =

∑m
i=1 πk

i δ(xk
i )}, сходящаяся к мере µ0, такие, что

b(µk) =
∑m

i=1 πk
i xk

i = xnk
для всех k. Из открытости U следует, что µk лежит в U

для всех достаточно больших k, что противоречит определению последовательности
{xn}.

(ii) ⇒ (iii) В силу предложения 3 полунепрервыность сверху функции co f при
выполнении свойства (ii) следует из утверждения Б леммы 5, примененной к функ-
ции −f .

4См. замечание после доказательства теоремы.

5 Математические заметки, т. 82, в. 3
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(iii) ⇒ (i) Пусть Ur(x) – шаровая окрестность точки x ∈ A радиуса r. Нетрудно
видеть, что свойство (i) равносильно следующему: для любых x и y из A , любого
λ из [0, 1] и любой последовательности {zn} ⊂ A , сходящейся к λx + (1 − λ)y, при
каждом m = 1, 2, 3 . . . в U1/m(x) и в U1/m(y) существуют точки xm и ym такие, что

λmxm + (1− λm)ym ∈ {zn}n>m

при некотором λm ∈ [0, 1]. Поэтому нарушение свойства (i) гарантирует суще-
ствование таких x0 и y0 из A , λ0 из [0, 1], последовательности {zn}, сходящейся
к λ0x0 + (1− λ0)y0, и числа m0, что

co
(
U1/m0(x0) ∪ U1/m0(y0)

)
∩ {zn}n>m0 = ∅. (6)

Пусть f – непрерывная функция на A с множеством значений [0, 1] такая, что

f(x0) = f(y0) = 0 и f(x) = 1 ∀x ∈ A \
(
U1/2m0(x0) ∪ U1/2m0(y0)

)
.

Предположим, что функция co f , совпадающая в силу следствия 1 c функцией co f ,
является непрерывной. Тогда

lim
n→+∞

co f(zn) = co f(λ0x0 + (1− λ0)y0) = 0. (7)

При каждом n любую меру из Mzn
(A ) с конечным носителем можно представить

в виде ∑
i

πn
i δ(xn

i ) +
∑

j

υn
j δ(yn

j ) +
∑

k

ηn
k δ(rn

k ), (8)

где {xn
i } ⊂ U1/2m0(x0), {yn

j } ⊂ U1/2m0(y0), {rn
k} ⊂ A \ (U1/2m0(x0) ∪ U1/2m0(y0)) и

{πn
i }, {υn

j }, {ηn
k } – наборы положительных чисел такие, что∑

i

πn
i +

∑
j

υn
j +

∑
k

ηn
k = 1 и

∑
i

πn
i xn

i +
∑

j

υn
j yn

j +
∑

k

ηn
k rn

k = zn.

Из (7) следует существование при каждом n меры вида (8) такой, что

lim
n→+∞

(∑
i

πn
i f(xn

i ) +
∑

j

υn
j f(yn

j ) +
∑

k

ηn
k f(rn

k )
)

= 0.

По определению функции f это возможно, только если limn→+∞ η̄n = 0, где η̄n =∑
k ηn

k . Пусть π̄n =
∑

i πn
i , ῡn =

∑
j υn

j и r̄n = η̄−1
n

∑
k ηn

k rn
k . Заметим, что

x̄n = π̄−1
n

∑
i

πn
i xn

i ∈ U1/2m0(x0) и ȳn = ῡ−1
n

∑
j

υn
j yn

j ∈ U1/2m0(y0)

в силу выпуклости окрестностей U1/2m0(x0) и U1/2m0(y0).
Без ограничения общности можно считать, что π̄n > ῡn при каждом n. Положим

x̄′n = (π̄n + η̄n)−1(π̄nx̄n + η̄nr̄n), π̄′n = π̄n + η̄n. Тогда

zn = π̄′nx̄′n + ῡnȳn ∀n. (9)
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Из стремления к нулю последовательности {η̄n} и ограниченности множества A
следует, что x̄′n ∈ U1/m0(x0) при всех достаточно больших n, что с учетом ȳn ∈
U1/2m0(y0) и (9) противоречит (6).

Равносильность свойств (i)–(iii) доказана.
Из свойства (i) непосредственно следует замкнутость множества extr A .
Для доказательства того, что из свойств (i)–(iii) следует открытость отображе-

ния M+
1 (extr A ) ∋ µ 7→ b(µ) ∈ A , достаточно показать, что для любой меры µ0 из

M+
1 (extr A ) и любой последовательности {xn} ⊂ A , сходящейся к b(µ0) = x0, суще-

ствуют подпоследовательность {xnk
} и последовательность {µk} мер из M+

1 (extr A ),
сходящаяся к мере µ0, такие, что b(µk) = xnk

для всех k. Свойство (ii) гарантирует
для данных меры µ0 и последовательности {xn} существование подпоследователь-
ности {xnk

} и последовательности {µk} мер из M+
1 (A ), сходящейся к мере µ0, таких,

что b(µk) = xnk
для всех k. В силу леммы 1 можно считать, что последовательность

{µk} состоит из мер с конечным носителем. В силу леммы 3 существует подпосле-
довательность {xnkm

} последовательности {xnk
} и последовательность {µ̂m} мер из

M+
1 (extr A ), сходящаяся к некоторой мере µ̂0 из M+

1 (extr A ), такие, что

b(µ̂m) = b(µkm) = xnkm
∀m и µ̂0 ≻ µ0.

Из максимальности в M+
1 (A ) меры µ0, которая гарантируется леммой 2, следует,

что µ̂0 = µ0. Таким образом, подпоследовательность {xnkm
} и последовательность

мер {µ̂m} обладают требуемыми свойствами.

С помощью теоремы 1 можно показать, что класс выпуклых компактов в Rn,
обладающих сильным CE-свойством, достаточно широк и включает в себя класс
P-множеств в Rn (см. определение в [8], [2]). Действительно, используя теоре-
мы 1.8.1 и 1.8.2 из [2], нетрудно показать открытость отображения A ×A ∋ (x, y) 7→
λx + (1 − λ)y ∈ A при каждом фиксированном λ ∈ [0, 1] для любого P-множества
A в Rn, что гарантирует выполнение свойства (i) для этого множества. Отме-
тим, что класс P-множеств включает в себя все выпуклые многогранники и все
строго выпуклые компакты в Rn и что любой выпуклый компакт в R2 является
P-множеством [2]. Однако, уже в R3 не всякий выпуклый компакт, обладающий
сильным CE-свойством, является P-множеством, как показывает пример 1.8.1 из [2].

Заметим также, что в Rn при n > 3 есть выпуклые компакты, не обладающие
сильным CE-свойством. В силу теоремы 1 в качестве примера можно взять любой
компакт с незамкнутым множеством крайних точек. Протасов (устное сообщение)
доказал, что для выпуклых компактов в R3 свойство (i) равносильно замкнутости
множества крайних точек и построил пример выпуклого компакта в R4, имеющего
замкнутое множество крайних точек и обладающего CE-свойством, для которого
свойство (i) не имеет места. Таким образом, различие между CE-свойством и силь-
ным CE-свойством для выпуклых компактов в Rn проявляется при n > 4.

B [5] показано, что образ любого компакта, обладающего CE-свойством, при от-
крытом непрерывном аффинном отображении также обладает CE-свойством. Ана-
лог этого утверждения для сильного CE-свойства установлен в приведенном ни-
же следствии (с условием а)), которое легко доказать, используя равносильность
свойств (i) и (iii) в теореме 1.

Cледствие 2. Пусть A – µ-компактное выпуклое множество, обладающее
сильным CE-свойством, а Φ – непрерывное аффинное отображение множества A

5*



452 М.Е. ШИРОКОВ

на µ-компактное множество B . Множество B обладает сильным CE-свойством
при выполнении одного из следующих условий:

а) Φ – открытое отображение;
б) B ⊂ A и Φ2 = Φ.

Используя следствие 2 c условием б) и предложение 4 из раздела 6, можно устано-
вить сильное CE-свойство для µ-компактного множества P+∞ всех распределений
вероятностей со счетным числом исходов. В качестве Φ в этом случае следует взять
отображение, ставящее в соответствие любому оператору плотности набор его диа-
гональных элементов в некотором фиксированном базисе.

5. О выпуклом и вогнутом расширениях. Пусть A – µ-компактное выпук-
лое множество такое, что extr A = extr A и A = co(extr A ), а f – замкнутая ограни-
ченная снизу функция на extr A . В силу предложения 2 множество Mx(extr A ) всех
мер из M+

1 (extr A ) с барицентром x непусто для каждого x из A . Следовательно,
на множестве A корректно определены функции

f∗(x) = inf
µ∈Mx(extr A )

∫
extr A

f(y) µ(dy), f∗(x) = sup
µ∈Mx(extr A )

∫
extr A

f(y) µ(dy).

(10)
В силу выпуклости множества M+

1 (extr A ) первая из этих функций выпукла,
а вторая – вогнута на A . Поскольку функции f∗ и f∗ совпадают с f на множестве
extr A , эти функции можно рассматривать соответственно как выпуклое и вогнутое
расширения функции f на множество A . Свойства этих расширений определяет
следующая теорема.

Teopeма 2. ПустьA – выпуклоеµ-компактноемножествотакое,что extr A =
extr A и A = co(extr A ), а f – замкнутая ограниченная снизу функция на extr A .

А) Функция f∗ является наибольшим выпуклым замкнутым расширением функ-
ции f на множество A .5 Для каждого x из A существует мера µ̂f

x из Mx(extr A )
такая, что

f∗(x) =
∫

extr A

f(y) µ̂f
x(dy).

Б) Если отображение M+
1 (extr A ) ∋ µ 7→ b(µ) ∈ A открыто, то функция f∗

является замкнутой. Если дополнительно A = σ- co(extr A ), то функция f∗ яв-
ляется наименьшим вогнутым ограниченным снизу расширением функции f на
множество A и

f∗(x) = sup
{+∞∑

i=1

πif(xi)
∣∣∣ +∞∑

i=1

πixi = x, {xi} ⊂ extr A , {πi} ∈ P∞

}
∀x ∈ A .

Замечание 2. В силу теоремы 1 все основные условия теоремы 2 выполнены
для выпуклого µ-компактного множества A , обладающего сильным CE-свойством,
такого, что A = co(extr A ).

Аналоги утверждений теоремы 2 о существовании меры µ̂f
x и о представлении

для функции f∗ в случае A = σ- co(extr A ) не имеют места для функций f∗ и f∗

5Такая функция в [3] называется нижней обертывающей для f .
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соответственно (см. примеры в замечании 2 в [14]). Условие ограниченности снизу
в утверждении Б существенно. Действительно, функция

g(x) =

{
f∗(x), x ∈ co(extr A ),
−∞, x ∈ A \ co(extr A ),

является вогнутым расширением функции f на множество A , мажорируемым функ-
цией f∗.

Доказательство. Из леммы 5 (для множества extr A ) с учетом µ-компактности
множества extr A ⊂ A и предложения 2 следует замкнутость функций f∗ и f∗,
а также утверждение о существовании меры µ̂f

x.
Пусть g – выпуклое замкнутое ограниченное снизу расширение функции f на

множество A . Из неравенства Йенсена следует, что

g(x) 6 inf
µ∈Mx(extr A )

∫
extr A

g(y) µ(dy) = inf
µ∈Mx(extr A )

∫
extr A

f(y) µ(dy) = f∗(x)

для всех x из A . Поэтому f∗ – максимальное выпуклое замкнутое расширение
функции f на множество A .

Если A = σ- co(extr A ), то из леммы 4 следует плотность атомических мер
в Mx(extr A ) для каждого x из A . Учитывая это и полунепрерывность снизу функ-
ционала (2), нетрудно показать, что точную верхнюю грань в определении величины
f∗(x) можно брать только по множеству атомических мер в Mx(extr A ).

Пусть g – ограниченное снизу вогнутое расширение функции f на множество A .
Применяя к этой функции неравенство Йенсена, получаем

g(x) > sup
{+∞∑

i=1

πig(xi)
∣∣∣ +∞∑

i=1

πixi = x, {xi} ⊂ extr A , {πi} ∈ P∞

}

= sup
{+∞∑

i=1

πif(xi)
∣∣∣ +∞∑

i=1

πixi = x, {xi} ⊂ extr A , {πi} ∈ P∞

}
= f∗(x)

для всех x из A . Поэтому f∗ – минимальное ограниченное снизу вогнутое расши-
рение функции f на множество A .

Из теоремы 2 вытекает следующее обобщение предложения 9 из [5] на случай
µ-компактных выпуклых множеств.

Cледствие 3. Пусть A – выпуклое µ-компактное множество, обладающее
сильным CE-свойством, такое, что A = co(extr A ).

Для любой функции f ∈ C(extr A ) функция f∗ , определенная первой формулой
в (10), является непрерывным ограниченным выпуклым расширением функции f на
множество A , совпадающим с точной верхней гранью всех выпуклых замкнутых
расширений функции f на множество A . Если дополнительно A = σ- co(extr A ),
то

f∗(x) = inf
{+∞∑

i=1

πif(xi)
∣∣∣ +∞∑

i=1

πixi = x, {xi} ⊂ extr A , {πi} ∈ P∞

}
∀x ∈ A ,

и функция f∗ совпадает с точной верхней гранью всех выпуклых ограниченных
сверху расширений функции f на множество A .
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Для функции f∗ можно сформулировать утверждение, двойственное утвержде-
нию следствия 3.

Заметим, что если множество A , удовлетворяющее условиям следствия 3, не
является компактным, то существование у любой функции из C(extr A ) хотя бы
одного выпуклого расширения из C(A ) не является очевидным. Для компакта A
указанное свойство равносильно замкнутости множества extr A [5; следствие 2].

Отметим следующий критерий непрерывности выпуклого замыкания вогнутых
функций, который будет использован в следующем разделе.

Cледствие 4. Пусть A – выпуклое µ-компактное множество, обладающее
сильным CE-свойством, такое, что A = co(extr A ).

Пусть f – вогнутая ограниченная снизу замкнутая функция на A такая, что
−f ∈ P̂ (A ). Тогда

{co f ∈ C(A )} ⇔ {f |extr A ∈ C(extr A )}.

Доказательство. В силу предложения 3 c учетом последнего утверждения тео-
ремы 1 для любой функции f указанного вида имеем

co f(x) = inf
µ∈Mx(extr A )

∫
extr A

f(y) µ(dy) = f∗(x) ∀x ∈ A .

Если функция f непрерывна и ограничена на множестве extr A , то в силу след-
ствия 3 функция co f = f∗ непрерывна и ограничена на множестве A . Обратное
утверждение очевидно, поскольку в силу предложения 3 функции f и co f совпада-
ют на множестве extr A .

6. Некоторые приложения. Пусть H – сепарабельное гильбертово простран-
ство, T(H ) – сепарабельное банахово пространство всех ядерных операторов в H
со следовой нормой ∥A∥1 = Tr

√
A∗A. Оператором плотности (квантовым состо-

янием) называется положительный ядерный оператор ρ с единичным следом [4],
[15]. Множество всех операторов плотности S(H ) – выпуклое замкнутое под-
множество T(H ), которое является компактным тогда и только тогда, когда про-
странство H конечномерно. Множество extr S(H ) замкнуто и состоит из чи-
стых состояний – одномерных проекторов, причем в силу спектральной теоремы
S(H ) = σ- co(extr S(H )). Чистое состояние – проектор на подпространство, по-
рожденное единичным вектором ϕ, будем обозначать Pϕ.

С помощью приведенного в предложении 1 достаточного условия можно доказать
µ-компактность множества S(H ). Для этого в качестве F (S(H )) можно взять
семейство функций вида ρ 7→ TrHρ, где H – произвольный неограниченный поло-
жительный оператор с дискретным спектром конечной кратности (см. подробности
в [11]). Используя лемму 3 в [16] при m = 2 и теорему 1, получаем следующее
утверждение.

Предложение 4. Множество S(H ) является выпуклым µ-компактным мно-
жеством, обладающим сильным CE-свойством.

Заметим, что из µ-компактности множества S(H ) и леммы 4 следует полезный
результат о плотности атомических мер в множестве всех вероятностных мер на
extr S(H ) с заданным барицентром: каждая мера µ0 из M+

1 (extr S(H )) является
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пределом последовательности {µn} атомических мер из M+
1 (extr S(H )) таких,

что b(µn) = b(µ0) для всех n.
Энтропия фон Неймана оператора плотности ρ определяется выражением

H(ρ) = −
∑

i

λi log λi,

в котором {λi} – набор собственных значений оператора ρ, и является замкнутой
вогнутой функцией на S(H ) со значениями в [0, +∞] [17].

Рассмотрим составную квантовую систему, состояния которой – это операторы
плотности в тензорном произведении H ⊗ K двух сепарабельных гильбертовых
пространств H и K , характеризующих отдельные подсистемы. Рассмотрим эн-
тропию частичного состояния – замкнутую вогнутую функцию

fH : ω 7→ H(TrK ω) ∈ [0, +∞]

на S(H ⊗ K ), где TrK ( · ) – частичный след по пространству K [4]. Значение
выпуклого замыкания функции fH в состоянии ω ∈ S(H ⊗ K ) является важ-
ной характеристикой этого состояния, называемой сцепленностью формирования
(Entanglement of Formation=EoF) и обозначаемой EF (ω) [18], [19], т.е.

EF (ω) = co fH (ω) ∀ω ∈ S(H ⊗K ).

Нетрудно показать, что EF (ω) = 0 тогда и только тогда, когда ω является несцеп-
ленным состоянием, т.е. лежит в выпуклом замыкании множества чистых состоя-
ний-произведений.

Аналогично можно определить функцию fK : ω 7→ H(TrH ω). Несмотря на то,
что функции fH и fK различны, они совпадают на множестве extr S(H ⊗K ) [4].
Поэтому определение EoF не зависит от выбора пространства, по которому берется
частичный след, т.е.

EF = co fH = co fK . (11)

Из представленных выше результатов с учетом предложения 4 можно получить
следующие наблюдения о свойствах EoF.

Предложение 5. A) EoF является максимальной замкнутой выпуклой функ-
цией, совпадающей на множестве чистых состояний с энтропией частичного со-
стояния.

Б) Пусть L – некоторое подпространство H ⊗K . EoF непрерывна и ограни-
чена на множестве S(L ) = {ω ∈ S(H ⊗K ) | supp ω ⊆ L } тогда и только тогда,
когда функция

ϕ 7→ fH (Pϕ) = H(TrK Pϕ)

непрерывна и ограничена на единичной сфере подпространства L .
B) EoF непрерывна и ограничена на S(H ⊗ K ) тогда и только тогда, когда

либо dim H < +∞, либо dim K < +∞.6

6Заметим, что непосредственное доказательство непрерывности EoF в случае, когда dim H <
+∞ и dim K < +∞ не является тривиальным [20].
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Доказательство. Утверждение А следует из предложения 3 и утверждения А
теоремы 2.

Утверждение Б вытекает из следствия 4.
Утверждение В следует из Б с учетом (11).

Утверждение А предложения 5 интересно в связи с тем, что всякая функция,
претендующая на роль меры сцепленности, должна совпадать на множестве чистых
состояний с энтропией частичного состояния – функцией fH [5].

Если H и K – бесконечномерные пространства, то EoF не является непрерыв-
ной функцией на S(H ⊗K ), но в H ⊗K существуют такие подпространства L ,
что несмотря на неограниченность функций fH и fK на множестве S(L ), условие
утверждения Б предложения 5 выполнено. В силу этого утверждения EoF непре-
рывна и ограничена на множестве S(L ). Важность этого результата связана с тем,
что в силу наблюдения из [21] выходную энтропию любого квантового канала можно
представить в виде сужения EoF на множество S(L ) при некотором L ⊆ H ⊗K .
Практически доказать выполнение условия утверждения Б для заданного подпро-
странства L можно с помощью достаточного условия непрерывности квантовой
энтропии для некомпактных множеств состояний [22].

Из следствия 3 c учетом предложения 4 и спектральной теоремы получаем сле-
дующее утверждение, которое можно использовать для построения непрерывных
выпуклых (вогнутых) характеристик квантовых состояний.

Cледствие 5. Для любой функции f ∈ C(extr S(H )) функция

f∗(ρ) = inf
{+∞∑

i=1

πif(ρi)
∣∣∣ +∞∑

i=1

πiρi = ρ, {ρi} ⊂ extr S(H ), {πi} ∈ P∞

}
является выпуклым непрерывным ограниченным расширением функции f на мно-
жество S(H ). Эта функция совпадает с точной верхней гранью всех выпуклых
замкнутых расширений функции f на множество S(H ) и с точной верхней гра-
нью всех выпуклых ограниченных сверху расширений функции f на множество
S(H ).

Поскольку множество extr S(H ) состоит из чистых состояний – одномерных про-
екторов – множество C(extr S(H )) изоморфно множеству непрерывных ограни-
ченных функций на единичной сфере гильбертова пространства H , обладающих
свойством инвариантности по отношению к умножению аргумента на комплексные
числа, равные по модулю единице.

С помощью следствия 5 можно построить непрерывную ограниченную квазимеру
сцепленности,7 которая тесно связана с сцепленностью формирования EF . Пусть
n ∈ N. Для произвольного чистого состояния ω из S(H ⊗K ) пусть

fn
H (ω) = −

n∑
i=1

λi log λi +
( n∑

i=1

λi

)
log

( n∑
i=1

λi

)
,

где {λi}n
i=1 – множество n наибольших собственных значений (с учетом кратности)

состояний TrK ω ∼= TrH ω. В силу предложения 4 из [17] последовательность {fn
H }

7Как было отмечено выше, всякая мера сцепленности совпадает на множестве чистых состояний
с энтропией частичного состояния и, следовательно, не может быть непрерывной в бесконечномер-
ном случае.
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функций из C(extr S(H ⊗K )) возрастает и поточечно сходится к энтропии частич-
ного состояния – функции fH .

Пусть En
F – расширение (fn

H )∗ функции fn
H на множество S(H ⊗ K ), опре-

деленное в следствии 5 при f = fn
H . В силу этого следствия En

F – функция из
P (S(H ⊗K )). По построению функция En

F обладает следующими свойствами:
1) En

F (ω) = 0 тогда и только тогда, когда ω – несцепленное состояние;
2) En

F (ω) 6 EF (ω) для любого состояния ω;
3) En

F (ω) = EF (ω) для любого состояния ω, у которого либо rank TrK ω 6 n,
либо rank TrH ω 6 n;

4) 0 6 En
F (ω) 6 log n для любого состояния ω.

Последовательность {En
F } функций из P (S(H ⊗ K )) возрастающая. Следова-

тельно, ее поточечный предел E+∞
F – выпуклая замкнутая функция на S(H ⊗K ),

совпадающая на множестве чистых состояний с энтропией частичного состояния.
Интересный вопрос – соотношение между E+∞

F и EF . По построению E+∞
F (ω) 6

EF (ω) для произвольного состояния ω, причем равенство имеет место для любого
чистого состояния ω, а также, в силу свойства 3), для любого состояния ω, у кото-
рого либо rank TrK ω < +∞, либо rank TrH ω < +∞. Доказательство совпадения
E+∞

F и EF на всем множестве S(H ⊗K ) означало бы, что EF – функция класса
P̂ (S(H ⊗K )).

7. Возможные обобщения. Сепарабельность, метризуемость и µ-компакт-
ность множества A существенно использовались в доказательствах основных ре-
зультатов статьи. Поскольку эти условия достаточно ограничительны, кратко об-
судим возможности обобщения этих результатов на более широкий класс выпуклых
множеств.

Прежде всего отметим, что основной результат статьи – теорема 1 – непосред-
ственно обобщается на класс компактных выпуклых подмножеств произвольного
локально выпуклого линейного топологического пространства. Для получения та-
кого обобщения необходимо вместо леммы 1 использовать предложение I.2.3 из [3] и
несколько видоизменить доказательство теоремы 1. Однако ослабление требования
компактности в этом случае вызывает большие затруднения.

Отметим также, что равносильность свойств (i) и (iii) в теореме 1 можно до-
казать, заменив требование µ-компактности множества на требование совпадения
выпуклого замыкания и выпуклой оболочки произвольной непрерывной ограничен-
ной функции на этом множестве.

Автор благодарен В. М. Тихомирову и участникам его семинара, в особенности,
В. Ю. Протасову, а также Е. С. Половинкину и М.В. Балашову за интересное об-
суждение. Автор благодарен рецензенту за полезные замечания, учтенные при пе-
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