
КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 477

Об одном свойстве выходной энтропии положительного отображения
между пространствами ядерных операторов

М.Е. Широков

Введение. При исследовании информационных характеристик квантовых каналов
связи (линейных вполне положительных сохраняющих след отображений между про-
странствами ядерных операторов) важную роль играет выходная энтропия фон Нейма-
на этого канала, рассматриваемая как функция на множестве входных состояний (по-
ложительных операторов с единичным следом) этого канала [1]. В квантовой статисти-
ке также используется понятие квантовой операции (линейного вполне положительного
неувеличивающего след отображения) и его выходной энтропии [1].

Выходная энтропия квантовых каналов и операций между конечномерными кванто-
выми системами является непрерывной вогнутой функцией на компактном множестве
входных квантовых состояний, однако ее свойства радикально меняются при переходе
к бесконечномерному случаю. Это связано с тем, что энтропия фон Неймана являет-
ся разрывной функцией на множестве состояний бесконечномерной квантовой системы,
принимающей значение +∞ везде, за исключением подмножества первой категории [2].
Именно с этим обстоятельством связаны как трудности анализа квантовых систем и
каналов бесконечной размерности, так и специфические свойства их характеристик (на-
пример, разрывность пропускной способности как функции канала и т.п.).

Тем не менее, существуют нетривиальные бесконечномерные квантовые каналы и опе-
рации, выходная энтропия которых непрерывна, что существенно облегчает анализ их
информационных свойств [3]. Цель данного сообщения – показать, что для доказатель-
ства непрерывности выходной энтропии положительного линейного отображения меж-
ду пространствами ядерных операторов (в частности, квантового канала или квантовой
операции) на множестве входных состояний достаточно показать ее конечность на этом
множестве.

Определения и обозначения. Пусть H – сепарабельное гильбертово простран-
ство, B(H ) – алгебра всех ограниченных операторов в H с операторной нормой ∥ · ∥,
T(H ) – сепарабельное банахово пространство ядерных операторов в H со следовой нор-
мой ∥ · ∥1 = Tr | · | с конусом T+(H ) положительных ядерных операторов, содержащим
замкнутое выпуклое подмножество S(H ) положительных ядерных операторов с еди-
ничным следом. Операторы из S(H ) будем обозначать символами ρ, σ, . . . и называть
состояниями, поскольку каждый такой оператор ρ определяет нормальное состояние
A 7→ Tr Aρ на алгебре B(H ) [1].

Энтропия фон Неймана H(ρ) = −Tr ρ log ρ состояния ρ ∈ S(H ) имеет следующее
естественное продолжение на конус T+(H ) (см. [4])

H(A) = Tr AH

(
A

Tr A

)
= Tr η(A)− η(Tr A), A ∈ T+(H ), η(x) = −x log x.

Из неотрицательности, вогнутости и полунепрерывности снизу энтропии фон Неймана на
множестве S(H ) следуют соответствующие свойства функции A 7→ H(A) на множестве
T+(H ), которую будем называть квантовой энтропией. Функцию {xi} 7→ H({xi}) =

Работа выполнена при поддержке АВЦП “Развитие научного потенциала высшей шко-
лы” (грант № 2.1.1/500), ФЦП “Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России” (грант № НК-13П/4) и Российского фонда фундаментальных исследований (грант
№ 09-01-00424-a).

c⃝ М.Е. Широков, 2010



478 КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ∑
i η(xi) − η(

∑
i xi) на положительном конусе банахова пространства l1 суммируемых

последовательностей, совпадающую с энтропией Шеннона на множестве всех распреде-
лений вероятностей P+∞, будем называть классической энтропией.

Основной результат. Пусть Φ: T(H ) → T(H ′) – положительное линейное огра-
ниченное отображение. Выходная энтропия H ◦ Φ этого отображения – вогнутая полу-
непрерывная снизу функция на S(H ) ⊂ T(H ) со значениями в [0, +∞]. Следующая
теорема показывает, что эта функция не может быть разрывной, если она принимает
только конечные значения.

Теорема 1. Пусть Φ – линейное положительное ограниченное отображение из
T(H ) в T(H ′). Следующие свойства равносильны:

(i) функция ρ 7→ H(Φ(ρ)) конечна на множестве S(H );
(ii) функция ρ 7→ H(Φ(ρ)) непрерывна и ограничена на множестве S(H );
(iii) существует ортонормированный базис {|i⟩}+∞i=1 пространства H ′ такой, что

функция ρ 7→ H({⟨i|Φ(ρ)|i⟩}+∞i=1 ) непрерывна и ограничена на множестве S(H );
(iv) существует ортонормированный базис {|i⟩}+∞i=1 пространства H ′ и последова-

тельность неотрицательных чисел {hi}+∞i=1 такие, что∥∥∥∥+∞∑
i=1

hiΦ
∗(|i⟩⟨i|)

∥∥∥∥ < +∞ и
+∞∑
i=1

e−hi < +∞,

где Φ∗ – дуальное к Φ отображение из B(H ′) в B(H ).1

В доказательстве данной теоремы используются некоторые специальные свойства эн-
тропии фон Неймана (см. [2], [4]), а также результаты, связанные с понятием χ-емкости
множества квантовых состояний, полученные в [5]. Это доказательство показывает,
что роль множества S(H ) в теореме 1 может играть любое ограниченное выпуклое
подмножество A конуса T+(H ) такое, что из supA∈A limn→+∞ Tr ABn < +∞ следует
supn ∥Bn∥ < +∞ для любой возрастающей последовательности {Bn} положительных
операторов из B(H ).

Замечание 1. Теорема 1 не утверждает, что из свойства (i), т.е. конечности кван-
товой энтропии на множестве Φ(S(H )), следует ее непрерывность на этом множестве,
поскольку из непрерывности функции ρ 7→ H(Φ(ρ)) на некомпактном множестве S(H )
не следует непрерывность функции A 7→ H(A) на множестве Φ(S(H )), что подтвержда-
ет следующий пример.

Пусть A – такое выпуклое замкнутое подмножество множества S(H ′), на котором
энтропия фон Неймана разрывна, но ограничена (см. примеры в [5]). Пусть {σn}+∞n=1 –
последовательность состояний из A , сходящаяся к состоянию σ0 из A , такая, что
limn→+∞H(σn) ̸= H(σ0). Рассмотрим отображение Φ: ρ 7→

∑+∞
n=0⟨n|ρ|n⟩σn, где {|n⟩}+∞n=0 –

некоторый ортонормированный базис в пространстве H ′. В силу теоремы 1 функция
ρ 7→ H(Φ(ρ)) непрерывна на множестве S(H ), но функция A 7→ H(A) разрывна на
множестве Φ(S(H )), содержащем последовательность {σn}+∞n=1.

Непрерывность функции ρ 7→ H(Φ(ρ)) на множестве S(H ) равносильна непрерывно-
сти функции A 7→ H(A) на любом множестве вида Φ(C ), где C – компактное подмноже-
ство множества S(H ).

Замечание 2. Главное утверждение теоремы 1 (импликация (i) ⇒ (ii)) основано на
особых свойствах энтропии фон Неймана, его нельзя доказать, используя только такие
общие свойства функций энтропийного типа, как вогнутость, полунепрерывность снизу
и т.п. Простейший пример, подтверждающий данное замечание, – выходная энтропия
Реньи порядка p = 0 отображения Φ, т.е. функция ρ 7→ log rank(Φ(ρ)).

1Отображение Φ∗ определяется соотношением TrΦ∗(A)ρ = Tr AΦ(ρ), ρ ∈ S(H ).
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Замечание 3. Свойство (iii) в теореме 1 является формальным усилением свойст-
ва (ii), поскольку непрерывность (соответственно, ограниченность) квантовой энтропии
на множестве A ⊂ T+(H ) всегда следует из непрерывности (соответственно, ограничен-
ности) классической энтропии на множестве {{⟨i|A|i⟩}+∞i=1 | A ∈ A } для хотя бы одного
базиса {|i⟩}+∞i=1 пространства H [5; предложение 5], а обратное утверждение не верно.

Свойство (iv) в теореме 1 можно рассматривать как критерий непрерывности выход-
ной энтропии положительного отображения в терминах дуального отображения.

Пример 1. Простейшее линейное положительное отображение из T(H ) в T(H ′) име-
ет вид ΦV ( · ) = V ( · )V ∗, где V – ограниченный линейный оператор из H в H ′. Ис-
пользуя импликацию (iv) ⇒ (ii) в теореме 1 и результаты из [5], можно показать, что
функция ρ 7→ H(V ρV ∗) непрерывна на множестве S(H ) тогда и только тогда, когда
оператор V компактен и последовательность его сингулярных чисел {si} (собственных
значений оператора V ∗V ) такова, что

∑+∞
i=1 e−λ/si < +∞ при некотором λ > 0 (считаем,

что e−λ/0 = 0).

Используя теорему 1 можно существенно упростить доказательства непрерывности
выходной энтропии квантовых каналов, рассмотренных в [3], а также получить общие
условия непрерывности выходной энтропии квантовых каналов и операций в терминах
их представления Крауса [1].

В заключение приведем коммутативный вариант теоремы 1, который может быть
полезен при исследовании выходной энтропии Шеннона марковских и субмарковских
операторов.

Следствие 1. Пусть ∥φij∥ – матрица положительного линейного ограниченного
преобразования в пространстве l1 . Следующие свойства равносильны:

(i) функция {πi} 7→ H({
∑

j φijπj}+∞i=1 ) конечна на множестве P+∞ ;

(ii) функция {πi} 7→ H({
∑

j φijπj}+∞i=1 ) непрерывна и ограничена на множестве P+∞ ;

(iii) существует последовательность неотрицательных чисел {hi}+∞i=1 такая, что
supj

∑+∞
i=1 hiφij < +∞ и

∑+∞
i=1 e−hi < +∞.
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