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Число Шмидта и каналы,
частично разрушающие сцепленность,
в бесконечномерных квантовых системах

М. Е. Широков

Дано определение числа Шмидта состояния составной квантовой системы
бесконечной размерности и рассмотрены свойства соответствующих классов
Шмидта. Показано существование состояний с заданным числом Шмидта,
любое счетное выпуклое разложение которых не содержит чистых состояний
с конечным рангом Шмидта. Рассмотрены классы бесконечномерных кана-
лов, частично разрушающих сцепленность. Получены обобщения некоторых
свойств таких каналов, установленных ранее в конечномерном случае. В то же
время, доказано существование частично разрушающих сцепленность каналов
(в частности, разрушающих сцепленность каналов), у которых все операторы
в любом представлении Крауса имеют бесконечный ранг.
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1. Введение

Ранг Шмидта чистого состояния и его “обобщение” на смешанные состояния,
называемое числом Шмидта, являются важными количественными характеристи-
ками сцепленности в составных квантовых системах.

Ранг Шмидта чистого состояния составной системы AB, описываемого единич-
ным вектором |ψ⟩ ∈ HA ⊗HB (где HA и HB – гильбертовы пространства, соответ-
ствующие системам A и B), определяется как число ненулевых слагаемых в разло-
жении Шмидта

|ψ⟩ =
∑

i

λi|αi⟩ ⊗ |βi⟩

этого вектора; он совпадает с рангом частичных состояний TrHB
|ψ⟩⟨ψ| и TrHA

|ψ⟩⟨ψ|.
Число Шмидта смешанного состояния ω конечномерной составной квантовой си-

стемы AB определено в [1] как максимальный ранг Шмидта в ансамбле чистых
состояний со средним состоянием ω, минимизированный по всем таким ансамблям
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(см. раздел 3). В [1] показано, что число Шмидта не возрастает при действии
LOCC-операций и что множество состояний с числом Шмидта, не превосходящим k,
(класс Шмидта порядка k) можно охарактеризовать в терминах k-положительных
отображений.1 В последующих статьях [2]–[4] рассмотрены различные свойства чис-
ла Шмидта и классов Шмидта.

Число Шмидта существенно используется в определении квантового канала, час-
тично разрушающего сцепленность [5]. Недавно обнаружена связь этого понятия
с необходимым условием равенства в законе невозрастания величины Холево ансам-
бля квантовых состояний при действии квантового канала [6; теорема 1].

Эта статья посвящена бесконечномерным обобщениям рассмотренных выше поня-
тий. Ее частичной мотивацией является желание автора расширить упомянутый
выше результат из [6] на бесконечномерные квантовые системы и каналы.

В разделе 3 рассмотрено определение числа Шмидта для состояний составной
квантовой системы бесконечной размерности. Поскольку существование счетно-не-
разложимых сепарабельных состояний (см. [7]) показывает некорректность конеч-
номерной формулы для числа Шмидта, предложена “непрерывная” модификация
этой формулы, основанная на понятии существенного супремума функции относи-
тельно заданной меры. Показано, что эта формула дает адекватное определение
числа Шмидта в том смысле, что соответствующие классы Шмидта (множества
состояний с числом Шмидта 6 k) совпадают с выпуклыми замыканиями множеств
чистых состояний с рангом Шмидта 6 k.

Свойства классов Шмидта в бесконечномерном случае рассмотрены в разделе 4.
В частности, доказана характеризация класса Шмидта порядка k в терминах k-поло-
жительных отображений (обобщающая теорему 1 в [1]). Показано, что произвольное
состояние класса Шмидта порядка k является барицентром некоторой вероятност-
ной меры с носителем в множестве чистых состояний с рангом Шмидта 6 k. В то
же время показано существование состояний с заданным числом Шмидта, любое
счетное выпуклое разложение которых не содержит чистых состояний с конечным
рангом Шмидта.

Определение и некоторые свойства бесконечномерных квантовых каналов, час-
тично разрушающих сцепленность, рассмотрены в разделе 5. Установлено, что,
в отличие от конечномерного случая, класс частично разрушающих сцепленность
каналов порядка k не совпадает с классом каналов, имеющих представление Крауса
с операторами ранга 6 k (последний класс является собственным подклассом пер-
вого). Более того, показано существование частично разрушающих сцепленность
каналов (в частности, разрушающих сцепленность каналов), у которых все опера-
торы в любом представлении Крауса имеют бесконечный ранг.

2. Предварительные сведения

Будем использовать следующие обозначения:
• H,H′,K – сепарабельные гильбертовы пространства;
• B(H) – банахово пространство всех ограниченных операторов в H;
• T(H) – банахово пространство всех ядерных операторов в H;
• T+(H) – конус всех положительных ядерных операторов в H;

1Определения LOCC-операций и k-положительных отображений, а также некоторых других
понятий некоммутативной теории вероятностей, даны в разделе 2.
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• S(H) – подмножество конуса T+(H), состоящее из операторов с единичным
следом.

Замыкание, выпуклую оболочку, выпуклое замыкание и множество крайних то-
чек подмножества A топологического линейного пространства будем обозначать
cl(A), co(A), co(A) и extr(A) соответственно [8]–[10].

Операторы из S(H) будем обозначать ρ, σ, ω, . . . и называть операторами плот-
ности или состояниями, поскольку каждый оператор плотности однозначно опре-
деляет нормальное состояние на алгебре B(H). Состояния, соответствующие опе-
раторам плотности ранга 1, называются чистыми. Множество чистых состояний
из S(H) совпадает с extr S(H).

Для векторов и операторов ранга 1 в гильбертовом пространстве будем использо-
вать дираковские обозначения |ϕ⟩, |χ⟩⟨ψ|, . . . (в которых действие оператора |χ⟩⟨ψ|
на вектор |ϕ⟩ – это вектор ⟨ψ,ϕ⟩ |χ⟩).

Единичный оператор в гильбертовом пространстве H и тождественное преобра-
зование пространства T(H) будем обозначать IH и IdH соответственно.

Пусть P(A) – множество борелевских вероятностных мер на замкнутом подмно-
жестве A ⊆ S(H), снабженное топологией слабой сходимости [11], [12]. Это множе-
ство можно считать полным сепарабельным метрическим пространством [12]. Бари-
центр b(µ) меры µ из P(A) – это состояние из co(A), определяемое интегралом
Бохнера

b(µ) =
∫
A
ρµ (dρ).

Для произвольного подмножества B ⊆ co(A) подмножество множества P(A),
состоящее из мер с барицентром в B, будем обозначать PB(A).

Конечный или счетный набор состояний {ρi} ⊂ A ⊆ S(H) с соответствующим
распределением вероятностей {πi} традиционно называется ансамблем и обозна-
чается {πi, ρi}. Ансамбль состояний можно рассматривать как атомическую (дис-
кретную) меру из P(A). Барицентр этой меры – это среднее состояние

∑
i πiρi

соответствующего ансамбля.
Линейное отображение Φ: T(H)→ T(H′) называется k-положительным, если для

k-мерного гильбертова пространства K отображение Φ∗⊗Id∗K C∗-алгебры B(H′⊗K)
в C∗-алгебру B(H ⊗ K) является положительным. Если отображение Φ является
k-положительным при любом k, то оно называется вполне положительным. Вполне
положительное сохраняющее след линейное отображение называется квантовым
каналом [13], [14]. Множество всех квантовых каналов из T(H) в T(H′) будем обо-
значать F(H,H′).

Состояние ω ∈ S(H⊗K) называется сепарабельным или несцепленным, если оно
принадлежит выпуклому замыканию множества всех чистых состояний-произведе-
ний из S(H⊗K) (т.е. состояний вида ρ⊗ σ, где ρ ∈ S(H) и σ ∈ S(K)), в противном
случае оно называется сцепленным.

Ключевым в теории сцепленности является понятие LOCC-операции, т.е. тако-
го преобразования состояний из S(H⊗K), которое сводится к последовательности
локальных операций (Local Operation) над каждой из подсистем и обмену классиче-
ской информацией между этими подсистемами (Classical Communication) [14], [15].
Простейшие примеры LOCC-операций – это квантовые каналы вида Φ ⊗ Ψ, где
Φ ∈ F(H,H) и Ψ ∈ F(K,K).
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3. Число Шмидта

Ранг Шмидта SR(ω) чистого состояния ω из S(H ⊗ K) можно определить как
ранг изоморфных состояний TrK ω и TrH ω.

Если пространства H и K конечномерны, то число Шмидта произвольного состо-
яния ω из S(H⊗K) определяется выражением

SN(ω) = inf∑
i πiωi=ω

sup
i

SR(ωi), (3.1)

в котором инфимум берется по всем ансамблям {πi, ωi} чистых состояний со средним
состоянием ω [1]. Используя теорему Каратеодори, нетрудно показать, что для каж-
дого натурального k множество Sk(H⊗K) = {ω ∈ S(H⊗K) | SN(ω) 6 k} замкнуто
и совпадает с выпуклой оболочкой чистых состояний с рангом Шмидта 6 k. Это
означает, что функция ω 7→ SN(ω) полунепрерывна снизу на множестве S(H ⊗ K).
Таким образом, имеем следующую возрастающую конечную последовательность2

S1 ⊂ S2 ⊂ S3 ⊂ · · · ⊂ Sn−1 ⊂ Sn = S(H⊗K)

замкнутых подмножеств, где S1 – множество сепарабельных (несцепленных) состо-
яний и n = min{dimH,dimK}.

Если пространства H и K бесконечномерны, то правая часть (3.1) определена
корректно, но она не дает адекватного определения числа Шмидта. Это следует
из существования сепарабельных состояний в S(H⊗K) (называемых счетно-нераз-
ложимыми), которые нельзя представить в виде счетной выпуклой комбинации
чистых состояний-произведений [7]. Из счетной неразложимости сепарабельного
состояния ω следует, что правая часть (3.1) больше единицы для каждого тако-
го состояния вопреки естественному требованию, которому должно удовлетворять
число Шмидта.3

Ниже будет показано, что разумное обобщение определения (3.1) на бесконечно-
мерный случай дает следующая формула:

SN(ω) = inf
µ∈P{ω}(extr S(H⊗K))

ess supµ SR( · ), (3.2)

где “ess supµ” – существенный супремум по отношению к мере µ [9; п. 13.1]. Заметим,
что ess supµ SR( · ) = ∥SR∥∞ – это норма функции SR в пространстве L∞(X,µ), где
X = extrS(H⊗K).

Предложение 1. A) Функция SN(ω), определенная формулой (3.2), полунепре-
рывна снизу на множестве S(H ⊗ K). Для каждого состояния ω ∈ S(H ⊗ K)
инфимум в (3.2) достигается на некоторой мере из extrP{ω}(extr S(H⊗K)).

B) Для каждого натурального k множество Sk = {ω ∈ S(H⊗K) | SN(ω) 6 k},
где SN(ω) определяется формулой (3.2), замкнуто и выпукло. Оно совпадает с вы-
пуклым замыканием множества чистых состояний из S(H ⊗ K), имеющих ранг
Шмидта 6 k .

2Здесь и далее будем для краткости писать Sk вместо Sk(H⊗K).
3Эта проблема аналогична проблеме, возникающей при бесконечномерном обобщении метода

выпуклой надстройки, используемого для построения монотонных характеристик сцепленности
(the convex roof construction of entanglement monotones [15]): существование счетно-неразложимых
сепарабельных состояний приводит к некорректности дискретной версии этой конструкции (см.
замечание 9 в [16]).
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C) Если ω – состояние конечного ранга в S(H⊗K), то значения SN(ω), опреде-
ляемые формулами (3.1) и (3.2), совпадают.

Доказательство. Поскольку неотрицательная функция ω 7→ SR(ω) полунепре-
рывна снизу на множестве extr S(H⊗K), первое утверждение предложения следует
из предложения 9 в приложении.

Второе утверждение следует из первого и леммы 1 из [7].
Для доказательства третьего утверждения заметим, что если правая часть (3.2)

равна k < +∞, то и правая часть (3.1) равна k в силу совпадения выпуклой оболочки
и выпуклого замыкания замкнутого подмножества

Sω
k = {ϖ ∈ extr S(suppω) | SR(ϖ) 6 k}

конечномерного пространства T(suppω) (см. [9; следствие 5.33]).

Следующее предложение обобщает предложение 1 из [1] на бесконечномерный
случай.

Предложение 2. Число Шмидта состояния бесконечномерной составной кван-
товой системы, определяемое формулой (3.2), не возрастает под действием LOCC-
операций.

Это утверждение сводится к утверждению предложения 1 из [1] с помощью сле-
дующего аппроксимативного результата.

Лемма 1. Пусть {Pn} и {Qn} – возрастающие последовательности проекторов
конечного ранга, сильно сходящиеся к IH и к IK соответственно. Для произволь-
ного состояния ω ∈ S(H⊗K) пусть

ωn = (TrPn ⊗Qn · ω)−1Pn ⊗Qn · ω · Pn ⊗Qn.

Тогда

lim
n→+∞

SN(ωn) = SN(ω).

Если SN(ω) < +∞, то существует n0 такое, что SN(ωn) = SN(ω) для всех n > n0 .

Доказательство. В силу полунепрерывности снизу числа Шмидта (предложе-
ние 1, A) достаточно показать, что

SN(ωn) 6 SN(ω) ∀n. (3.3)

Поскольку состояние ω лежит в выпуклом замыкании множества Sp
SN(ω) чистых

состояний с рангом Шмидта 6 SN(ω) (предложение 1, B), существует последова-
тельность {ωm} из выпуклой оболочки множества Sp

SN(ω), сходящаяся к состоя-
нию ω, такая, что limm→+∞ SN(ωm) = SN(ω). При каждом m неравенство (3.3)
с ω = ωm непосредственно проверяется. В силу полунепрерывности снизу числа
Шмидта переход к пределу при m→ +∞ дает (3.3).
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4. Некоторые свойства классов Шмидта Sk

При dimH = dimK = +∞ мы имеем бесконечную возрастающую последователь-
ность

S1 ⊂ S2 ⊂ S3 ⊂ · · · ⊂ Sn−1 ⊂ Sn ⊂ · · ·

замкнутых подмножеств множества S(H ⊗ K), в которой S1 – множество сепара-
бельных (несцепленных) состояний.

Пусть Sp
k – замкнутое подмножество множества Sk, состоящее из чистых состо-

яний.

Предложение 3. A) Произвольное состояние из Sk является барицентром не-
которой меры из extrP(Sp

k).
B) Существуют состояния ω в Sk \Sk−1 такие, что оператор ω− λσ не явля-

ется положительным при любом λ > 0 и любом чистом состоянии σ с конечным
рангом Шмидта.4 Для каждого такого состояния ω имеем

ω =
∑

i

πiωi, {ωi} ⊂ extr S(H⊗K) =⇒ SR(ωi) = +∞ ∀ i.

C) Произвольное чистое состояние из Sk \Sk−1 можно аппроксимировать по-
следовательностью состояний из Sk \ Sk−1 , обладающих свойством, указанным
в утверждении B.

Доказательство. Первое утверждение непосредственно следует из предложе-
ния 1, второе подтверждается примером, рассмотренным в приложении 6.2 (после
предложения 10).

Третье утверждение доказывается с помощью конструкции указанного выше при-
мера из приложения 6.2 с учетом того, что функции с неравными нулю коэффици-
ентами Фурье образуют плотное подмножество в L2([0, 2π)) и что произвольный
набор {|ψi⟩}ki=1 ортогональных единичных векторов в сепарабельном гильбертовом
пространстве H является образом набора векторов {|ϕi⟩ ⊗ |i⟩}ki=1 ⊂ L2([0, 2π)) ⊗ K
при некотором унитарном отображении из L2([0, 2π)) ⊗ K в H, где {|i⟩}ki=1 – орто-
нормированный базис пространства K.

Рассмотрим характеризацию множества Sk в терминах k-положительных отоб-
ражений (которая является бесконечномерным обобщением теоремы 1 из [1]).

Предложение 4. Состояние ω ∈ S(H⊗K) лежит в Sk тогда и только тогда,
когда оператор Λk ⊗ IdK(ω) положителен при любом k-положительном линейном
преобразовании Λk пространства T(H).

Доказательство. Пусть ω0 ∈ Sk. В силу предложения 3 существует мера µ0 из
P(Sp

k) такая, что ω0 =
∫
ωµ0 (dω). Поскольку Λk⊗ IdK(ω) > 0 для любого состояния

ω ∈ Sp
k в силу определения k-положительности (см. раздел 2), имеем

Λk ⊗ IdK(ω0) =
∫

Λk ⊗ IdK(ω)µ0 (dω) > 0.

Обратное утверждение можно вывести из соответствующего конечномерного ре-
зультата ([1; теорема 1]) методом аппроксимации с использованием леммы 1.

4Предполагается, что S0 = ∅, а значит, S1 \S0 = S1 – множество сепарабельных состояний.
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Пусть ω0 ∈ S(H⊗K)\Sk, т.е. SN(ω0) > k. В силу леммы 1 существуют проекторы
P ∈ B(H) и Q ∈ B(K) с одинаковым конечным рангом такие, что состояние

ω∗ = (TrP ⊗Q · ω0)−1P ⊗Q · ω0 · P ⊗Q

не лежит в множестве Sk. Пусть H∗ = P (H) и K∗ = Q(K). В силу теоремы 1 из [1]
существует k-положительное отображение Λk : T(H∗) → T(H∗) такое, что оператор
Λk ⊗ IdK∗(ω∗) не является положительным. Рассмотрим k-положительное отобра-
жение Λk ◦ Π, где Π( · ) = P ( · )P . Тогда оператор (Λk ◦ Π) ⊗ IdK(ω0) не является
положительным, поскольку в противном случае оператор

IH ⊗Q · (Λk ◦Π)⊗ IdK(ω0) · IH ⊗Q = (TrP ⊗Q · ω0) Λk ⊗ IdK∗(ω∗)

положителен, что противоречит выбору Λk.

Используя критерий компактности для подмножеств конуса T+(H⊗K) (см. Пред-
ложение в приложении в [17]), можно доказать бесконечномерное обобщение пред-
ложения 1 из [2].

Предложение 5. Произвольное состояние ωk ∈ Sk можно представить в виде

ωk = (1− p)ωk−1 + pδ, p ∈ [0, 1], (4.1)

где ωk−1 ∈Sk−1 , а δ – состояние с числом Шмидта > k такое, что оператор δ−λσ
не является положительным при любом λ > 0 и любом σ ∈ Sk−1 .

Среди всех таких разложений существует разложение с минимальным p.

Состояние, обладающее свойством состояния δ, названо в [2] k-граничным состо-
янием (k-edge state). В отличие от конечномерного случая, для доказательства
k-граничности состояния δ недостаточно показать, что оператор δ− λσ не является
положительным при любом λ > 0 и любом σ ∈ Sp

k−1. Это следует из предложе-
ния 3, B.

Доказательство. Пусть

M = {0} ∪ {A ∈ T+(H⊗K) | A 6 ωk, (TrA)−1A ∈ Sk−1}

– замкнутое подмножество конуса T+(H⊗K).
Предположим, что M ≠ {0}. В силу указанного выше критерия компактности

для подмножеств конуса T+(H⊗K) множествоM компактно. Следовательно, суще-
ствует такой оператор A0 ∈ M, что TrA0 = supA∈M TrA. Обозначая p = 1− TrA0,
ωk−1 = (TrA0)−1A0 и δ = p−1(ωk−A0), получим разложение (4.1) с минимальным p.

Если M = {0}, то единственный способ получить (4.1) – это положить p = 1
и δ = ωk.

5. Каналы, частично разрушающие сцепленность

Понятие частично разрушающего сцепленность канала порядка k (k-partially en-
tanglement-breaking channel) в конечномерном случае введено в [5] как естественное
обобщение понятия разрушающего сцепленность канала (который является частич-
но разрушающим сцепленность порядка 1). В соответствии с определением в [5],
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канал Φ: T(H) → T(H′) называется частично разрушающим сцепленность поряд-
ка k, если для любого гильбертова пространства K число Шмидта состояния Φ ⊗
IdK(ω) ∈ S(H′ ⊗K) не превосходит k при любом состоянии ω ∈ S(H⊗K).

Используя определение числа Шмидта, введенное в разделе 3, данное опреде-
ление канала, частично разрушающего сцепленность порядка k, непосредственно
обобщается на бесконечномерный случай.

Следуя традиции, частично разрушающий сцепленность канал порядка k будем
кратко называть k-PEB каналом.

Пусть Pk(H,H′) – класс k-PEB каналов из T(H) в T(H′). Поскольку множество
Sk(H′ ⊗ K) замкнуто и выпукло, Pk(H,H′) – замкнутое выпуклое подмножество
множества F(H,H′) всех каналов из T(H) в T(H′), снабженного топологией сильной
сходимости [17].

Из предложения 4 легко выводится следующая характеризация k-PEB каналов
(обобщающая соответствующий результат из [5], [18]).

Предложение 6. Канал Φ является k-PEB каналом тогда и только тогда,
когда отображение Λk ◦Φ является вполне положительным для любого k-положи-
тельного отображения Λk .

По определению Φ ∈ Pk(H,H′) означает, что Φ⊗ IdK(ω) ∈ Sk(H′⊗K) для любого
ω ∈ S(H⊗K). В силу следующего предложения достаточно проверить это включе-
ние только для одного чистого состояния.

Предложение 7. Пусть Φ: T(H)→ T(H′) – квантовый канал. Если существу-
ет чистое состояние |ψ⟩⟨ψ| в S(H⊗K) с частичными состояниями TrK |ψ⟩⟨ψ| ∼=
TrH |ψ⟩⟨ψ| полного ранга такое, что Φ ⊗ IdK(|ψ⟩⟨ψ|) ∈ Sk(H′ ⊗ K), то канал Φ
является k-PEB каналом.

Доказательство. Пусть |ψ⟩ =
∑+∞

i=1 µi|i⟩ ⊗ |i⟩, где {|i⟩} – ортонормированный
базис в H ∼= K и µi > 0 при всех i. Пусть Pn =

∑n
i=1 |i⟩⟨i| – проектор из B(K).

В силу предложения 2 имеем

Φ⊗ IdK(|ψn⟩⟨ψn|) = cnIH ⊗ Pn · Φ⊗ IdK(|ψ⟩⟨ψ|) · IH ⊗ Pn ∈ Sk(H′ ⊗K),

где |ψn⟩ = cn
∑n

i=1 µi|i⟩ ⊗ |i⟩ и cn =
[∑n

i=1 µ
2
i

]−1/2.
Пусть Hn = lin({|i⟩}ni=1) и Kn = lin({|i⟩}ni=1) – n-мерные подпространства про-

странств H и K. Произвольный вектор |ϕ⟩ из Hn ⊗Kn можно представить в виде

|ϕ⟩ =
n∑

i,j=1

γij |i⟩ ⊗ |j⟩ =
n∑

i=1

µi|i⟩ ⊗A|i⟩,

где

A =
n∑

i,j=1

(µi)−1γij |j⟩⟨i|

– оператор из B(Kn). Потому

|ϕ⟩⟨ϕ| = IHn
⊗A · |ψn⟩⟨ψn| · IHn

⊗A∗

и, следовательно,

Φ⊗ IdK(|ϕ⟩⟨ϕ|) = IH ⊗A · Φ⊗ IdK(|ψn⟩⟨ψn|) · IH ⊗A∗ ∈ Sk(H′ ⊗K).
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Это означает, что сужение канала Φ на множество S(Hn) является k-PEB каналом.
В силу приведенной ниже леммы 2 канал Φ является k-PEB каналом.

Лемма 2. Пусть {Hn} – возрастающая последовательность подпространств
пространства H такая, что cl

(⋃
nHn

)
= H. Если сужение канала Φ на множе-

ство S(Hn) является k-PEB каналом при каждом n, то канал Φ является k-PEB
каналом.

Доказательство. Поскольку произвольное состояние ω ∈ S(H ⊗ K) можно
аппроксимировать последовательностью {ωn} такой, что supp TrK ωn ⊂ Hn (см. лем-
му 1), это утверждение следует из замкнутости множества Sk(H′ ⊗K).

Пусть |ψ⟩⟨ψ| – чистое состояние из S(H ⊗ K), имеющее частичные состояния
TrK |ψ⟩⟨ψ| ∼= TrH |ψ⟩⟨ψ| = σ полного ранга. Рассмотрим взаимно-однозначное соот-
ветствие Чоя–Ямиолковского

F(H,H′) ∋ Φ ←→ Φ⊗ IdK(|ψ⟩⟨ψ|) ∈ Cσ
.= {ω ∈ S(H′ ⊗K) | TrH′ ω = σ},

которое является топологическим изоморфизмом, если множество F(H,H′) всех
каналов наделено топологией сильной сходимости [16; предложение 3]. Из пред-
ложения 7 вытекает следующее наблюдение.

Следствие 1. Сужение изоморфизма Чоя–Ямиолковского на класс Pk(H,H′)
является изоморфизмом между этим классом и Sk(H′ ⊗ K) ∩ Cσ – замкнутым
подмножеством множества S(H′ ⊗K).

При данном изоморфизме множество Pk(H,H′) \ Pk−1(H,H′) соответствует
множеству

(Sk(H′ ⊗K) \Sk−1(H′ ⊗K)) ∩ Cσ, k = 2, 3, . . . .

В [5] доказано, что конечномерный канал Φ является k-PEB каналом тогда и толь-
ко тогда, когда он имеет представление Крауса

Φ( · ) =
∑

i

Vi( · )V ∗i (5.1)

такое, что rankVi 6 k для всех i (это естественное обобщение хорошо известной
характеризации разрушающих сцепленность каналов конечной размерности, дока-
занной в [18]). В бесконечномерном случае класс k-PEB каналов существенно шире
класса каналов, имеющих указанное выше представление Крауса.

Предложение 8. A) Если канал Φ имеет представление Крауса (5.1) такое,
что rankVi 6 k для всех i, то он принадлежит классу Pk(H,H′).

B) Существуют каналы Φ в Pk(H,H′) \ Pk−1(H,H′), обладающие следующим
свойством5 :

Φ( · ) =
∑

i

Vi( · )V ∗i =⇒ rankVi = +∞ ∀ i.

5Предполагается, что P0(H,H′) = ∅ и, значит, P1(H,H′) \ P0(H,H′) = P1(H,H′) – класс
разрушающих сцепленность каналов.
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Доказательство. Первое утверждение очевидно, поскольку для любого чисто-
го состояния ω ∈ S(H⊗K) выражение

Φ⊗ IdK(ω) =
∑

i

Vi ⊗ IK · ω · V ∗i ⊗ IK

приводит к разложению состояния Φ⊗IdK(ω) в выпуклую комбинацию чистых состо-
яний с рангом Шмидта 6 k.

Для доказательства второго утверждения выберем любое состояние ω из множе-
ства Sk(H′⊗K)\Sk−1(H′⊗K), обладающее свойством из утверждения B предложе-
ния 3. Можно считать, что TrH′ ω – состояние полного ранга из S(K). Пусть |ψ⟩⟨ψ|
– очищение этого состояния в S(H⊗K). В силу следствия 1 канал Φω, соответству-
ющий состоянию ω посредством изоморфизма Чоя–Ямиолковского, индуцирован-
ного состоянием |ψ⟩⟨ψ|, лежит в Pk(H,H′) \Pk−1(H,H′). Если предположить, что
Φω( · ) =

∑
i Vi( · )V ∗i и rankVi0 < +∞ при некотором i0, то получим противоречие

с основным свойством состояния ω, поскольку Vi0 ⊗ IdK|ψ⟩ ≠ 0 (в противном случае
Vi0(TrK |ψ⟩⟨ψ|)(Vi0)

∗ = 0, что противоречит полному рангу состояния TrK |ψ⟩⟨ψ|).

Следствие 2. Существуют разрушающие сцепленность каналы Φ, у которых
в любом представлении Крауса (5.1) все операторы Vi имеют бесконечный ранг.

Следствие 2 показывает, что бесконечномерные каналы, разрушающие сцеплен-
ность, могут иметь более сложную структуру, чем разрушающие сцепленность кана-
лы между конечномерными системами [18].

6. Приложение

6.1. Об одном свойстве множества S(H). Приведем одно следствие крите-
рия компактности для подмножеств вероятностных мер на множестве S(H) (подроб-
но рассмотренного в [15; раздел 1]), в силу которого подмножество P множества
P(S(H)) компактно (в топологии слабой сходимости) тогда и только тогда, когда
{b(µ) | µ ∈ P} – компактное подмножество множества S(H) .

Предложение 9. Пусть f – неотрицательная полунепрерывная снизу функ-
ция на замкнутом подмножестве A ⊆ S(H). Функция

F (ρ) = inf
µ∈P{ρ}(A)

ess supµ f( · ) (6.1)

полунепрерывна снизу на множестве co(A).6 Для каждого состояния ρ ∈ co(A)
инфимум в (6.1) достигается на некоторой мере из extrP{ρ}(A).

При каждом c > 0 множество {ρ ∈ co(A) | F (ρ) 6 c} совпадает с выпуклым
замыканием множества {ρ ∈ A | f(ρ) 6 c}.

Доказательство. Функция F (ρ) корректно определена на множестве co(A) в си-
лу леммы 1 из [7].

Покажем, что функционал

P(A) ∋ µ 7→ f̂(µ) = ess supµ f( · ) (6.2)

6“ ess supµ” – существенный супремум по отношению к мере µ [9; п. 13.1].



ЧИСЛО ШМИДТА И КАНАЛЫ, ЧАСТИЧНО РАЗРУШАЮЩИЕ СЦЕПЛЕННОСТЬ 785

является вогнутым и полунепрерывным снизу. Поскольку для заданной меры µ
из P(A) µ-существенный супремум функции f (совпадающий с нормой ∥f∥∞ про-
странства L∞(A, µ)) есть точная верхняя грань возрастающего семейства норм ∥f∥p
пространств Lp(A, µ), p ∈ [1,+∞), вогнутость и полунепрерывность снизу функци-
онала (6.2) следует из вогнутости и полунепрерывности снизу функционала

P(A) ∋ µ 7→ ∥f∥p = p

√∫
A

[f(ρ)]pµ (dρ)

(полунепрерывность снизу этого функционала – следствие основных свойств слабой
сходимости вероятностных мер, см. [11; гл. I, п. 2]).

В силу вогнутости и полунепрерывности снизу функционала (6.2) и компактно-
сти множества P{ρ}(A) (которая следует из приведенного выше критерия компакт-
ности) инфимум в определении величины F (ρ) при каждом ρ из co(A) достигается
на некоторой мере из extrP{ρ}(A).

Предположим, что функция (6.1) не является полунепрерывной снизу. Тогда
существует последовательность {ρn} ⊂ co(A), сходящаяся к состоянию ρ0 ∈ co(A)
такая, что

∃ lim
n→+∞

F (ρn) < F (ρ0). (6.3)

Как показано выше, при каждом n = 1, 2, . . . существует мера µn в P{ρn}(A) такая,
что F (ρn) = f̂(µn). Поскольку последовательность {ρn} – это компактное множе-
ство, приведенный выше критерий компактности показывает существование подпо-
следовательности {µnk

}, сходящейся к некоторой мере µ0. В силу непрерывности
отображения µ 7→ b(µ) мера µ0 лежит в P{ρ0}(A). Из полунепрерывности снизу
функционала (6.2) следует, что

F (ρ0) 6 f̂(µ0) 6 lim inf
k→+∞

f̂(µnk
) = lim

k→+∞
F (ρnk

),

что противоречит (6.3).
Последнее утверждение предложения следует из предыдущих и леммы 1 из [7].

6.2. О существовании состояния с заданным числом Шмидта, любое
счетное выпуклое разложение которого не содержит чистых состояний
с конечным рангом Шмидта. Сначала мы покажем, что сепарабельное счетно-
неразложимое состояние, построенное в [7], на самом деле обладает более силь-
ным свойством: любое счетное выпуклое разложение этого состояния не содержит
чистых состояний с конечным рангом Шмидта (счетная неразложимость означает
отсутствие разложения в выпуклую комбинацию чистых состояний-произведений –
состояний с рангом Шмидта = 1). Затем, используя это наблюдение, мы построим
состояние с заданным числом Шмидта, любое счетное выпуклое разложение кото-
рого не содержит чистых состояний с конечным рангом Шмидта.

Конструкцию упомянутого выше сепарабельного состояния представим, следуя
обозначениям из [7]. Рассмотрим одномерную группу вращений G, отождествляя ее
с интервалом [0, 2π) со сложением mod2π. Пусть H =L2([0, 2π)) с нормированной
мерой Лебега dx/2π, и пусть {|k⟩; k ∈ Z} – ортонормированный тригонометрический
базис в H, для которого

⟨k|ψ⟩ =
∫ 2π

0

e−ixk ψ(x)
dx

2π
.
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Рассмотрим унитарное представление x → Vx группы G, где Vx =
∑+∞
−∞ eixk|k⟩⟨k|,

такое, что (Vuψ)(x) = ψ(x+ u).
Для произвольных единичных векторов |ϕj⟩ ∈ Hj ≃ L2([0, 2π)), j = 1, 2, рассмот-

рим сепарабельное состояние

ρ12 =
∫ 2π

0

V (1)
x |ϕ1⟩⟨ϕ1|(V (1)

x )∗ ⊗ V (2)
x |ϕ2⟩⟨ϕ2|(V (2)

x )∗
dx

2π
. (6.4)

Следующее предложение усиливает утверждение теоремы 3 из [7]. Его доказа-
тельство является естественным обобщением доказательства этой теоремы.

Предложение 10. Пусть ρ12 – сепарабельное состояние, определенное в (6.4).
Если все коэффициенты Фурье (координаты в базисе {|k⟩}) векторов |ϕj⟩ отличны
от нуля, то оператор

ρ12 − λσ

не является положительным при любом λ > 0 и любом чистом состоянии σ
с конечным рангом Шмидта.

Это означает, в частности, что любое счетное выпуклое разложение состоя-
ния ρ12 не содержит чистых состояний с конечным рангом Шмидта.

Доказательство. Предположим, что существует вектор |ψ⟩ в H1⊗H2 с рангом
Шмидта n такой, что

ρ12 > |ψ⟩⟨ψ|. (6.5)

Пусть |ψ⟩ =
∑n

i=1 |α1
i ⟩ ⊗ |α2

i ⟩, где {|αj
i ⟩}ni=1, j = 1, 2, – наборы ортогональных векто-

ров. Из неравенства (6.5) следует, что∫ 2π

0

∣∣⟨λ1|V (1)
x |ϕ1⟩

∣∣2∣∣⟨λ2|V (2)
x |ϕ2⟩

∣∣2 dx
2π

>

∣∣∣∣ n∑
i=1

⟨λ1|α1
i ⟩⟨λ2|α2

i ⟩
∣∣∣∣2 (6.6)

для любых λj ∈ L2([0, 2π)), j = 1, 2.
Рассмотрим линейные отображения

L2([0, 2π)) ∋ λ 7→ Φj(λ) = {⟨αj
i |λ⟩}

n
i=1 ∈ Cn,

L2([0, 2π)) ∋ λ 7→ Ψj(λ) = ⟨λ|V (j)
x |ϕj⟩ =

+∞∑
k=−∞

⟨ϕj |k⟩⟨k|λ⟩e−ikx, j = 1, 2.

Пусть H0 – плотное подмножество пространства L2([0, 2π)), состоящее из триго-
метрических полиномов (функций имеющих конечное число ненулевых коэффици-
ентов Фурье). Поскольку ⟨ϕj |k⟩ ≠ 0 для всех k, отображения Ψj , j = 1, 2, являются
линейными изоморфизмами в H0. Поэтому из (6.6) следует, что

|⟨A1(ξ),Ξ(A2(η))⟩Cn |2 6
∫ 2π

0

|ξ(x)η(x)|2 dx
2π

, ξ, η ∈ H0, (6.7)

где Aj( · ) = Φj(Ψ−1
j ( · )), j = 1, 2, – линейные отображения из H0 в Cn, а Ξ – ком-

плексное сопряжение в Cn.
Поскольку {Φ2(λ) | λ ∈ L2([0, 2π))} = Cn, имеем {Φ2(λ) | λ ∈ H0} = Cn и, следо-

вательно, {A2(ξ) | ξ ∈ H0} = Cn. Поэтому существует набор |η1⟩, . . . , |ηn⟩ векторов
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из базиса {|k⟩} такой, что векторы A2(η1), . . . , A2(ηn) образуют базис в Cn. Посколь-
ку |ηi(x)| = 1, из (6.7) следует, что

|⟨A1(ξ),Ξ(A2(ηi))⟩Cn |2 6
∫ 2π

0

|ξ(x)|2 dx
2π

= ∥ξ∥2, i = 1, . . . , n, ξ ∈ H0.

Поэтому отображение A1 ограничено на H0 и может быть расширено до ограничен-
ного линейного отображения A1 из L2([0, 2π)) в Cn.

Аналогичное рассуждение показывает возможность расширения отображения A2

до ограниченного линейного отображения A2 из L2([0, 2π)) в Cn.
Поскольку анти-линейный оператор B = A∗1 ◦ Ξ ◦ A2 в пространстве L2([0, 2π))

имеет ранг 6 n, он имеет представление B( · ) =
∑n

i=1⟨ · |β2
i ⟩|β1

i ⟩, где {|βj
i ⟩}, j = 1, 2, –

наборы векторов из L2([0, 2π)), причем набор {|β1
i ⟩} состоит из линейно независимых

векторов.
Поэтому (6.7) можно переписать следующим образом:∣∣∣∣ n∑

i=1

⟨ξ|β1
i ⟩⟨η|β2

i ⟩
∣∣∣∣2 6

∫ 2π

0

|ξ(x)η(x)|2 dx
2π

. (6.8)

В силу приведенной ниже леммы 3 для произвольного ε > 0 можно найти под-
множество A ⊂ [0, 2π) с мерой Лебега < ε такое, что функции β1

1 , β
1
2 , . . . , β

1
n линейно

независимы на A. Поэтому при каждом i можно найти функцию ξ с носителем в A
такую, что ⟨ξ|β1

i ⟩ ≠ 0, но ⟨ξ|β1
j ⟩ = 0 для всех j ̸= i. Для этой функции ξ и произволь-

ной функции η с носителем в [0, 2π) \ A правая часть (6.8) равна нулю, а значит,
⟨η|β2

i ⟩ = 0, и поэтому β2
i (x) = 0 почти всюду в [0, 2π) \ A. Следовательно, мера

носителя функции β2
i не превосходит ε, а значит, β2

i (x) = 0 почти всюду в [0, 2π).
Поэтому B = 0, откуда следует, что |ψ⟩ = 0.

В следующей лемме линейная независимость измеримых функций f1, . . . , fn на
измеримом подмножестве A ⊂ R означает, что любая нетривиальная линейная ком-
бинация этих функций не равна нулю почти всюду на A.

Лемма 3. Пусть f1, . . . , fn – линейно независимые измеримые функции на [a, b].
Для произвольного ε > 0 существует подмножество A ⊂ [a, b] с мерой Лебега
µ(A) < ε такое, что функции f1, . . . , fn линейно независимы на A.

Доказательство. При n = 1, 2 утверждение леммы очевидно. Предположим,
что оно верно при заданном n и покажем его выполнимость при n+ 1.

По предположению для любого ε > 0 и каждого набора функций {fi} \ fj ,
j = 1, . . . , n+1, существует подмножество Aε

j ⊂ [a, b] с µ(Aε
j) < ε такое, что функции

этого набора линейно независимы на Aε
j .

Если утверждение леммы не верно для n+1, то существует ε∗ > 0 такое, что функ-
ции f1, . . . , fn+1 линейно зависимы на любом подмножестве A ⊂ [a, b] с µ(A) < ε∗.

Пусть ε < ε∗/2(n + 1) и Aε =
⋃n+1

j=1 Aε
j . Выберем конечный набор {Bk} непере-

секающихся подмножеств множества [a, b] \ Aε таких, что µ(Bk) < ε∗/2 и
⋃

k Bk =
[a, b] \ Aε.

При каждом k пусть Ck = Aε∪Bk. Поскольку µ(Ck) < ε∗, существует такой набор
{λk

i }
n+1
i=1 комплексных чисел, что

n+1∑
i=1

λk
i fi(x) = 0 почти всюду на Ck,

n+1∑
i=1

|λk
i | > 0. (6.9)
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Поскольку Aε
j ⊂ Ck для всех j, нетрудно видеть, что λk

i ̸= 0 для всех i. Поэтому
можно считать, что λk

n+1 = 1. Поскольку функции f1, . . . , fn+1 линейно независимы
на [a, b] =

⋃
k Ck, существуют k1 и k2 такие, что {λk1

i }
n+1
i=1 ̸= {λ

k2
i }

n+1
i=1 . Из (6.9)

следует, что

n∑
i=1

(λk1
i − λ

k2
i )fi(x) = 0 почти всюду на Aε

n+1 ⊆ Ck1 ∩ Ck2 ,

n∑
i=1

|λk1
i − λ

k2
i | > 0,

что противоречит конструкции множества Aε
n+1.

6.3. Пример состояния ω с SN(ω) = k ∈ N такого, что оператор ω − λσ
не является положительным для любого чистого состояния σ с конечным
рангом Шмидта и любого λ > 0. Пусть {|ϕi

1⟩}ki=1 и {|ϕi
2⟩}ki=1 – наборы ортого-

нальных единичных векторов из H1 = L2([0, 2π)) и H2 = L2([0, 2π)) соответственно,
имеющих ненулевые коэффициенты Фурье. Пусть K – k-мерное гильбертово про-
странство с ортонормированным базисом {|i⟩}ki=1. Для каждого натурального n
рассмотрим состояние

ρn
123 =

∫ 2π/n

0

V (1)
x ⊗ V (2)

x ⊗ IK · |Ω⟩⟨Ω| · (V (1)
x )∗ ⊗ (V (2)

x )∗ ⊗ IK
ndx

2π
(6.10)

из S(H1 ⊗H2 ⊗K), где

|Ω⟩ =
1√
k

k∑
i=1

|ϕi
1⟩ ⊗ |ϕi

2⟩ ⊗ |i⟩

– единичный вектор из H1 ⊗H2 ⊗K.
Далее (говоря о ранге и числе Шмидта) будем считать пространство H1⊗H2⊗K

тензорным произведением пространств H1 и H2 ⊗K.
Поскольку состояние ρn

123 лежит в выпуклом замыкании семейства локальных
унитарных “трансляций” состояния |Ω⟩⟨Ω|, у которого SR(|Ω⟩⟨Ω|) = k, для всех n
выполнено SN(ρn

123) 6 k. Поскольку последовательность {ρn
123} сходится к состоя-

нию |Ω⟩⟨Ω|, из полунепрерывности снизу числа Шмидта (предложение 1, A) следует,
что SN(ρn

123) = k для достаточно большого n.
Предположим, что

ρn
123 > λ|Ψ⟩⟨Ψ| (6.11)

при некотором λ > 0, где |Ψ⟩⟨Ψ| – чистое состояние в S(H1 ⊗H2 ⊗ K) с конечным
рангом Шмидта. Пусть Pi = IH1 ⊗ IH2 ⊗ |i⟩⟨i|. Поскольку

∑k
i=1 Pi = IH1⊗H2⊗K,

существует такой i0, что Pi0 |Ψ⟩ ̸= 0. Можно считать, что i0 = 1. Поэтому P1|Ψ⟩ =
ν|ψ⟩ ⊗ |1⟩, где ν > 0 и |ψ⟩ – единичный вектор из H1 ⊗H2.

Поскольку P1ρ
n
123P1 = k−1ρn

12 ⊗ |1⟩⟨1|, где

ρn
12 =

∫ 2π/n

0

V (1)
x |ϕ1

1⟩⟨ϕ1
1|(V (1)

x )∗ ⊗ V (2)
x |ϕ1

2⟩⟨ϕ1
2|(V (2)

x )∗
ndx

2π
,

из (6.11) следует, что ρn
12 > kλν|ψ⟩⟨ψ|. Поскольку P1( · )P1 и TrK( · ) – локальные

операции, состояние |ψ⟩⟨ψ| имеет конечный ранг Шмидта. Следовательно, предло-
жение 10 показывает, что λ = 0.
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