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Обобщенная компактность в линейных
пространствах и ее приложения

Для данного выпуклого множества в линейном метрическом простран-
стве естественно возникают вопросы об условиях непрерывности выпуклой
оболочки любой непрерывной вогнутой функции (CE-свойство) и непре-
рывности выпуклой оболочки любой непрерывной функции на этом мно-
жестве (сильное CE-свойство). В случае выпуклых компактов полное ре-
шение этих вопросов было найдено в 1970-е годы усилиями Дж. Вестер-
стрёма и Р. О’Брайена. Сначала Вестерстрёмом было показано, что для
компактов сильное CE-свойство и CE-свойство равносильны соответствен-
но открытости барицентрического отображения и открытости сужения
этого отображения на множество максимальных мер. Затем О’Брайен
показал эквивалентность последних двух свойств открытости геометри-
чески наглядному “свойству устойчивости” данного компакта, установив
тем самым равносильность CE-свойства и сильного CE-свойства. В рабо-
те решается следующая задача: обобщаются ли эти результаты на неком-
пактные выпуклые множества, и если да, то на какие? Доказано, что
такое обобщение возможно на класс так называемых µ-компактных мно-
жеств. Приведены аргументы, показывающие, что этот класс является,
по-видимому, максимальным классом, для которого такое обобщение воз-
можно. Детально исследуются свойства µ-компактов, рассматривается
ряд примеров и обсуждаются приложения полученных результатов в кван-
товой теории информации.
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§ 1. Введение

Свойства и структура компактных множеств в контексте выпуклого анали-
за активно изучаются с середины прошлого века, этому посвящена обширная
литература (см. [1]–[3] и библиографию в этих работах). К числу наиболее
важных результатов относятся теорема Крейна–Мильмана о выпуклой обо-
лочке крайних точек, теория Шоке о барицентрическом разложении, свойства
выпуклых оболочек (convex envelopes) функций, заданных на выпуклых ком-
пактах. В работах Г. А. Эдгара [4], [5] и Р. Д. Боргина [6], [7] ряд классических
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результатов обобщен на некомпактные множества в локально выпуклых прост-
ранствах. Подобные обобщения не только представляют теоретический инте-
рес, но и существенно важны для приложений, например, в математической
физике (см. [8]), квантовой теории информации (см. [9]) и т.д. Понятно, что
классические результаты выпуклого анализа обобщаются не на любые неком-
пактные множества. От множеств требуются некоторые специальные свойства.
Так, теория Шоке была распространена на множества, обладающие свойством
Радона–Никодима (см. [4]). В работе [9] ряд результатов о непрерывности вы-
пуклых оболочек функций был обобщен на специальный класс некомпактных
множеств, названный µ-компактами. Этот класс, характеризуемый специаль-
ным сочетанием топологии и структуры линейных операций, и будет основным
классом множеств, рассматриваемым в настоящей статье.

Начиная с 1970-х годов в литературе исследуются задачи о непрерывно-
сти выпуклых оболочек функций (см. определение 1). При каких услови-
ях на выпуклый компакт A выпуклая оболочка любой непрерывной (в дру-
гой постановке – вогнутой непрерывной) функции, заданной на A , непрерыв-
на? Дж. Вестерстрём в работе [10] показал, что необходимым и достаточным
условием этого является свойство открытости барицентрического отображе-
ния. Он также высказал гипотезу о равносильности свойства непрерывности
выпуклой оболочки любой непрерывной вогнутой функции (названного в [11]
CE-свойством) и свойства непрерывности выпуклой оболочки любой непре-
рывной функции (названного в [9] сильным CE-свойством). Эта гипотеза
была доказана Р. О’Брайеном (см. [12]), который показал эквивалентность
CE-свойств свойству открытости отображения выпуклого смешивания

(x, y, λ) 7→ λx + (1− λ)y

(свойство устойчивости выпуклых множеств – stable convex sets; см. [13]–[15]).
В какой мере данные результаты распространяются на некомпактные множе-
ства A ? Первый шаг в решении этой задачи был сделан в работе [9], где
были определены так называемые µ-компактные множества. Часть резуль-
татов о СЕ-свойствах была перенесена с компактов на более широкий класс
µ-компактов, что позволило, в частности, получить ряд результатов о свой-
ствах энтропийных характеристик бесконечномерных квантовых каналов и си-
стем.

В настоящей работе мы детально исследуем свойство µ-компактности, рас-
сматриваем ряд примеров, важных для приложений, обобщаем на класс вы-
пуклых µ-компактов некоторые классические результаты выпуклого анализа,
ранее доказанные только для компактов, в частности теорию Вестерстрёма–
О’Брайена.

Класс µ-компактных выпуклых множеств определяется требованием слабой
компактности прообраза любого компакта при барицентрическом отображе-
нии, которое не является чисто топологическим, но выражает определенную
связь топологии и структуры линейных операций. Этот класс включает в се-
бя как все компакты, так и некоторые важные для приложений некомпакт-
ные множества (например, множество операторов плотности в сепарабельном
гильбертовом пространстве). µ-компактные множества не обладают многими
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свойствами компактов, такими, например, как ограниченность непрерывных
функций, теорема Вейерштрасса и т.д. Тем не менее, как мы увидим, на
них можно распространить многие результаты теории Шоке и теории Вестер-
стрёма–О’Брайена. Более того, будут приведены аргументы, показывающие,
что класс выпуклых µ-компактов является в определенном смысле максималь-
ным классом, для которого возможно обобщение теории Вестерстрёма–О’Брай-
ена.

Статья организована следующим образом. В § 2 устанавливаются основные
свойства µ-компактов. На простом примере мы покажем, что ряд результатов,
распространяющихся на µ-компактные множества, может не выполняться уже
при небольшом ослаблении этого свойства до точечной µ-компактности (это
свойство определяется требованием слабой компактности множества мер с фик-
сированным барицентром). Затем мы рассмотрим примеры µ-компактных мно-
жеств. В частности, покажем, что ограниченная часть положительного конуса
в пространстве lp при p = 1 является µ-компактом, а при p > 1 не облада-
ет даже свойством точечной µ-компактности. Также докажем µ-компактность
множества борелевских вероятностных мер на полном сепарабельном метри-
ческом пространстве. Этот результат позволяет доказать сохранение µ-ком-
пактности при операции выпуклого замыкания.

В § 3 завершим начатое в [9] обобщение теории Вестерстрёма–О’Брайена
на µ-компактные выпуклые множества. Докажем µ-компактную версию ос-
новного результата из [12], который, в частности, устанавливает равносиль-
ность свойства непрерывности выпуклой оболочки любой вогнутой непрерыв-
ной ограниченной функции и непрерывности выпуклой оболочки любой непре-
рывной ограниченной функции. Затем построим пример, подтверждающий
предположение о том, что выпуклые µ-компакты составляют максимальный
класс выпуклых метризуемых множеств, для которых возможно такое обобще-
ние.

В § 4 рассмотрим некоторые приложения полученных результатов в кванто-
вой теории информации. Возможные обобщения и формулировку открытых
вопросов приведем в § 5.

§ 2. О µ-компактных множествах

2.1. Основные определения и свойства. В § 2 и § 3 будем предполагать,
что A – замкнутое ограниченное подмножество локально выпуклого прост-
ранства, выпуклое замыкание co A которого (определяемое как замыкание вы-
пуклой оболочки co A множества A ) является полным сепарабельным метри-
ческим пространством1. Будем использовать следующие обозначения:

extr A – множество крайних точек выпуклого множества A ;
C(A ) – множество непрерывных ограниченных функций на множестве A ;
P (A ), Q(A ) – соответственно множества выпуклых и вогнутых непрерыв-

ных ограниченных функций на выпуклом множестве A ;
1Это означает, что топология на множестве co A определяется некоторым счетным на-

бором из семейства полунорм, определяющих топологию всего локально выпуклого прост-
ранства, и что это множество является сепарабельным и полным в метрике, порожденной
этим счетным набором полунорм.
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co f , co f – выпуклая оболочка и выпуклое замыкание функции f на вы-
пуклом множестве, определяемые соответственно как наибольшая выпуклая
и как наибольшая выпуклая замкнутая (полунепрерывная снизу) функции, не
превосходящие функцию f (см. [3], [16]);

Pn =
{
{πi}n

i=1 | πi > 0,
∑n

i=1 πi = 1
}

– симплекс всех распределений вероят-
ностей c n 6 +∞ исходами.

Пусть M(A ) – множество всех борелевских вероятностных мер на множест-
ве A , снабженное топологией слабой сходимости (см. [17], [18]).

Каждой мере µ ∈ M(A ) можно сопоставить ее барицентр (среднее) b(µ) ∈
co A , определяемый интегралом Петтиса (см. [17], [19])

b(µ) =
∫

A

x µ(dx). (1)

Пусть Mx(A ) – выпуклое замкнутое подмножество множества M(A ), сос-
тоящее из таких мер µ, что b(µ) = x ∈ co A .

Меру с конечным или счетным числом атомов {xi} с весами {πi} будем
обозначать {πi, xi}. Пусть M f(A ) и M f

x(A ) – подмножества множеств M(A )
и Mx(A ) соответственно, состоящие из мер с конечным носителем.

Барицентрическое отображение

M(A ) ∋ µ 7→ b(µ) ∈ co A (2)

является непрерывным (это нетрудно доказать, используя теорему Прохоро-
ва). Поэтому образ любого компакта в M(A ) при отображении (2) является
компактом в co A . Обратное отображение b−1 может уже не обладать этим
свойством. Обобщая определение из [9], выделим класс выпуклых множеств,
для которых отображение b−1 переводит компакты в компакты.

Определение 1. Множество A назовем µ-компактным, если прообраз лю-
бого компактного подмножества множества co A при барицентрическом отоб-
ражении (2) является компактным подмножеством множества M(A ).

Любое компактное множество является µ-компактным. Действительно, из
компактности A следует компактность M(A ) (см. [18]). С помощью теоремы
Прохорова нетрудно получить следующий критерий µ-компактности (см. [9]).

Предложение 1. Выпуклое множество A является µ-компактным то-
гда и только тогда, когда для любого компактного подмножества K ⊆ A
и любого ε > 0 существует компактное подмножество Kε ⊆ A такое,
что для любого x ∈ K из разложения x =

∑n
i=1 λixi , где {xi}n

i=1 ⊂ A ,
{λi}n

i=1 ∈ Pn , следует
∑

i:xi∈A \Kε
λi < ε.

Из предложения 1 и общих свойств множества M(A ) следует критерий
µ-компактности, наиболее удобный для практического использования.

Предложение 2. Выпуклое множество A является µ-компактным то-
гда и только тогда, когда существует семейство F (A ) вогнутых неотрица-
тельных функций на A , обладающее следующими свойствами:

• множество {x ∈ A | f(x) 6 c} относительно компактно для любой
функции f ∈ F (A ) и любого c > 0;
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• для любого компактного подмножества K ⊆ A найдется функция
f ∈ F (A ) такая, что supx∈K f(x) < +∞.

Доказательство. Достаточность приведенного условия нетрудно устано-
вить, используя предложение 1 (см. [9]).

Покажем его необходимость. Пусть V(A ) – множество всех полунепрерыв-
ных снизу функций ϕ на A со значениями в [0, +∞] таких, что множество
{x ∈ A | ϕ(x) 6 c} компактно при любом c > 0. Из теоремы Прохорова
следует (см. [17; пример 8.6.5]), что подмножество M0 ⊆ M(A ) относительно
компактно тогда и только тогда, когда существует функция ϕ ∈ V(A ) такая,
что

sup
µ∈M0

∫
A

ϕ(x) µ(dx) < +∞.

Рассмотрим семейство вогнутых неотрицательных функций

fϕ(x) = sup
µ∈Mx(A )

∫
A

ϕ(y) µ(dy), ϕ ∈ V(A ),

на множестве A . Наличие у этого семейства первого характеристического
свойства семейства F (A ) следует из непрерывности барицентрического отоб-
ражения, тогда как второе вытекает из µ-компактности множества A .

Замечание 1. Интересно отметить, что для всех выпуклых µ-компактных
некомпактных множеств (рассмотренных в п. 2.2) удается найти семейство
F (A ), состоящее из аффинных полунепрерывных снизу функций.

В [20] получен критерий µ-компактности выпуклого множества в терминах
свойств функций, определенных на этом множестве. А именно, показано, что
µ-компактность равносильна непрерывности операции выпуклого замыкания
(двойного преобразования Фенхеля) относительно монотонных поточечно схо-
дящихся последовательностей на классах непрерывных ограниченных и полу-
непрерывных снизу ограниченных снизу функций.

Свойство µ-компактности может не сохраняться под действием непрерывных
аффинных отображений. Из предложений 1 и 2 несложно получить следующий
результат.

Предложение 3. Пусть A и B – выпуклые множества,2 а ϕ – такое
непрерывное аффинное отображение A в B , что для любого компакта C ⊆ B
его полный прообраз ϕ−1(C ) является компактом в A . Тогда:

1) из µ-компактности B следует µ-компактность A ;
2) если ϕ сюръективно, то из µ-компактности A следует µ-компакт-

ность B .

Свойство µ-компактности множества сохраняется при операциях пересече-
ния, выпуклого замыкания и прямого произведения.

Предложение 4. 1) Замкнутое подмножество любого µ-компакта явля-
ется µ-компактом.

2) Выпуклое замыкание любого µ-компакта является µ-компактом.
2Предполагаем, что множество B обладает свойствами, указанными в начале п. 2.1.
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3) Декартово произведение конечного или счетного числа µ-компактов яв-
ляется µ-компактом (в топологии покоординатной сходимости).

Доказательство. 1) Утверждение непосредственно следует из определе-
ния 1.

2) Из µ-компактности множества A и предложения 2 в [9] (доказательство
которого непосредственно переносится на рассматриваемый в статье класс мно-
жеств) следует, что барицентрическое отображение µ 7→ b(µ) является непре-
рывной аффинной сюръекцией из M(A ) на co A , удовлетворяющей условию
предложения 3. В силу п. 2) предложения 3 и следствия 4 (см. п. 2.2) множество
co A является µ-компактным.

3) В силу утверждения 2) достаточно рассмотреть случай выпуклых µ-ком-
пактов. Пусть для любого n ∈ N множество A n µ-компактно. Покажем, что
множество A =

⊗
n∈N A n является µ-компактом в топологии покоординатной

сходимости. Пусть K ⊂ A – произвольный компакт. Тогда для каждого
n ∈ N множество K n (проекция K на A n, состоящая из точек xn ∈ A n,
каждая из которых является соответствующей координатой некоторой точки
x ∈ K ) компактно. Поскольку множество A n µ-компактно, то для любого
ε > 0 в силу предложения 1 найдется соответствующий компакт K n

ε ⊂ A n.
Так как K ⊆

⊗
n∈N K n, то можно положить Kε =

⊗
n∈N K n

ε2−n и проверить,
что для этого множества выполняются условия предложения 1. Таким образом,
множество A µ-компактно.

Из п. 1) предложения 4 следует, что пересечение любого числа µ-компактов
является µ-компактом. Однако их объединение и сумма Минковского в общем
случае µ-компактами не являются (замечание 4).

Замечание 2. В силу п. 2) предложения 4 для доказательства µ-компакт-
ности выпуклого множества A достаточно доказать µ-компактность любого
его подмножества B такого, что A = co B. Интересно отметить, что при этом
множества мер M(A ) и M(B) (участвующие в определении µ-компактности
множеств A и B) могут быть существенно различны. Например, если A –
симплекс, то B может представлять собой счетный набор {ei} изолированных
крайних точек множества A , а значит, M(B) изоморфно множеству P+∞ всех
распределений вероятностей со счетным числом исходов, при этом критерий
µ-компактности множества B, а значит, и A можно сформулировать следую-
щим образом: для любого компакта K ⊂ A и для любого ε > 0 существует
такое n, что из

∑+∞
i=1 πiei ∈ K , {πi} ∈ P+∞, следует

∑+∞
i=n+1 πi < ε.

В силу п. 2) предложения 4 и приведенного ниже предложения 5 приходим
к следующему наблюдению. Пусть A – µ-компактное выпуклое множество
в исходной топологии τ , и пусть τ ′ – более сильная топология на A , совпа-
дающая с топологией τ на множестве extr A ; тогда множество A µ-компактно
в топологии τ ′.

Из предложения 3 следует, что изоморфизмами в категории µ-компактных
выпуклых множеств являются аффинные гомеоморфизмы. Свойство аффин-
ности существенно, что подтверждается следующим примером. Пусть A – вы-
пуклое множество, не являющееся µ-компактным. В силу п. 1) предложения 4
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и приведенного далее следствия 4 подмножество множества M(A ), состоя-
щее из дираковских (одноатомных) мер, является µ-компактом, гомеоморфным
множеству A . Это наблюдение показывает, что свойство µ-компактности (в от-
личие от свойства компактности) не является чисто топологическим, а опреде-
ляется сочетанием топологии и структуры операции выпуклого смешивания.

Из предложения 3 следует условие µ-компактности семейств отображений,
которое будет использовано в следующем параграфе.

Следствие 1. Пусть F(X , Y ) – локально выпуклое пространство с топо-
логией τ отображений из множества X в локально выпуклое пространст-
во Y , а F0 – выпуклое ограниченное замкнутое подмножество пространства
F(X , Y ), состоящее из отображений с множеством значений в выпуклом
µ-компакте A ⊂ Y , причем F0 является полным сепарабельным метричес-
ким пространством таким, что существует элемент x0 ∈ X со следующи-
ми свойствами:

1) {τ − limn→+∞ Φn = Φ0} =⇒ {limn→+∞ Φn(x0) = Φ0(x0)} ∀ {Φn} ⊂ F0 ;
2) множество {Φ ∈ F0 | Φ(x0) ∈ C } является относительно компактным

в топологии τ для любого компакта C ⊆ A .
Тогда множество F0 является µ-компактным.

Доказательство. Непрерывное аффинное отображение

F0 ∋ Φ 7→ Φ(x0) ∈ A

удовлетворяет условиям предложения 3, из п. 1) которого следует µ-компакт-
ность множества F0.

Для дальнейшего исследования µ-компактности введем ослабленную версию
этого свойства.

Определение 2. Множество A назовем точечно µ-компактным, если для
любого x ∈ co A множество Mx(A ) является компактным подмножеством мно-
жества M(A ).

Ясно, что точечная µ-компактность следует из µ-компактности. Однако, как
мы увидим далее (предложение 13), эти свойства не равносильны.

µ-компактные множества не обладают многими свойствами компактов, таки-
ми, например, как равномерная непрерывность и ограниченность непрерывных
функций, теорема Вейерштрасса о достижении экстремальных значений непре-
рывных функций и т.д. Оказывается, однако, что µ-компакты наследуют неко-
торые важные свойства компактных множеств, позволяющие распространить
на них многие результаты теории Шоке и теорию Вестерстрёма–О’Брайена
(см. § 3).

Если A – выпуклое множество, то на множестве M(A ) можно ввести сле-
дующее отношение частичного порядка, называемое порядком Шоке (Choquet
ordering; см. [1], [6]). Будем считать, что µ ≻ ν тогда и только тогда, когда∫

A

f(y) µ(dy) >
∫

A

f(y) ν(dy)

для любой функции f ∈ P (A ).



78 В.Ю. ПРОТАСОВ, М.Е. ШИРОКОВ

Мера µ ∈ M(A ) называется максимальной, если из ν ≻ µ следует ν = µ

для любой меры ν ∈ M(A ). Заметим, что если µ и ν – меры из M(A ) такие,
что µ ≻ ν, то b(µ) = b(ν) (это следует из того, что множество непрерывных
ограниченных аффинных функций на множестве A отделяет точки этого мно-
жества).

Из определения 2 непосредственно вытекает следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть A – выпуклое точечно µ-компактное множество. Лю-
бое подмножество множества M(A ), линейно упорядоченное отношением ≺,
имеет точную верхнюю грань.

Доказательство. Любое подмножество множества M(A ), линейно упо-
рядоченное отношением ≺, которое можно рассматривать как направленность
{µλ}λ∈Λ, содержится в Mx(A ) при некотором x ∈ A и, следовательно, относи-
тельно компактно. Поэтому существует поднаправленность {µλπ}π∈Π, сходя-
щаяся к некоторой мере µ0 ∈ Mx(A ). Непосредственная проверка показывает,
что µλ ≺ µ0 для всех λ ∈ Λ.

Лемма 1 с учетом теоремы 2.4 из [5] показывает, что класс выпуклых точеч-
но µ-компактных множеств является собственным подклассом класса выпук-
лых множеств, обладающих свойством Радона–Никодима. Исследованию этого
свойства и соответствующего класса выпуклых множеств посвящена обширная
литература (см. [4]–[6]).

Используя лемму 1 и лемму Цорна, несложно установить следующее обоб-
щение теоремы Крейна–Мильмана и теоремы Шоке на точечно µ-компактные
множества (которое является следствием наличия у этих множеств свойства
Радона–Никодима; см. [5]).

Предложение 5. Пусть A – точечно µ-компактное выпуклое множест-
во. Тогда co(extr A ) = A и b(M( extr A )) = A .

Доказательство. В силу плотности в M( extr A ) множества мер с конеч-
ным носителем (см. [18; теорема 6.3]) первое утверждение непосредственно сле-
дует из второго.

Пусть x0 ∈ A . Из леммы 1 и леммы Цорна следует существование макси-
мальной меры µ∗ в Mx0 . В силу свойств порядка Шоке мера µ∗ будет макси-
мальной и в M(A ), а значит, эта мера лежит в M( extr A ) (см. доказательство
теоремы 5.2 в [4]). Таким образом, x0 ∈ b(M( extr A )).

Другое свойство, которое µ-компакты наследуют у компактных множеств,
есть следующее представление для выпуклого замыкания функций (получен-
ное в предложении 3 в [9]; его доказательство непосредственно обобщается на
рассматриваемый в статье класс множеств).

Предложение 6. Пусть f – полунепрерывная снизу ограниченная снизу
функция на выпуклом µ-компакте A . Тогда ее выпуклое замыкание вычисля-
ется по формуле

co f(x) = inf
µ∈Mx(A )

∫
A

f(y) µ(dy) ∀x ∈ A , (3)
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точная нижняя грань в которой достигается на некоторой мере µf
x из

Mx(A ).

Именно это представление служит основой для большинства результатов
о выпуклых замыканиях функций, определенных на выпуклых µ-компактах.

Если f – непрерывная ограниченная функция на выпуклом µ-компакте A ,
то в силу непрерывности функционала

M(A ) ∋ µ 7→
∫

A

f(x) µ(dx)

из [9; лемма 1] следует, что точную нижнюю грань в (3) можно брать по мно-
жеству мер с конечным носителем.

Следствие 2. Любая непрерывная ограниченная функция f на выпуклом
µ-компакте A имеет полунепрерывную снизу (замкнутую) выпуклую оболоч-
ку, т.е.

co f(x) = inf
{πi,xi}∈M f

x(A )

∑
i

πif(xi) = co f(x) ∀x ∈ A . (4)

Это утверждение является µ-компактным обобщением следствия I.3.6 из [2].
Условие µ-компактности множества A в предложении 6 и в следствии 2

нельзя ослабить до точечной µ-компактности.

Предложение 7. Если A – точечно µ-компактное выпуклое множество,
не являющееся µ-компактным, то существует непрерывная ограниченная
функция f на A , у которой выпуклая оболочка co f не является полунепре-
рывной снизу.

Это означает, что для выпуклого замыкания co f функции f не имеет
места представление (3).

Доказательство. Поскольку множество A не µ-компактно, существует
такая некомпактная последовательность мер {µn} ⊂ M(A ), что соответст-
вующая последовательность {xn = b(µn)} ⊂ A сходится. В силу теоремы
Прохорова последовательность {µn} не является (равномерно) плотной. Как
показано в доказательстве теоремы 8.6.2 из [17], это гарантирует существование
таких ε > 0 и δ > 0, что для любого компакта K ⊂ A и любого натурально-
го N найдется такое n > N , что µn(Uδ(K )) < 1 − ε, где Uδ(K ) – замкнутая
δ-окрестность компакта K . В силу плотности множества мер с конечным но-
сителем в множестве мер с данным барицентром (см. [9; лемма 1]) с учетом
следствия 8.2.9 из [17] можно считать, что последовательность {µn} состоит из
мер с конечным носителем.

Пусть x0 – предел последовательности {xn}. В силу точечной µ-компакт-
ности множества A для определенного выше ε существует такой выпуклый
компакт Kε, что µ(Kε) > 1− ε/2 для любой меры µ ∈ Mx0(A ).

Пусть f – такая непрерывная ограниченная функция на A , что f(x) = 1
для всех x ∈ Kε и f(x) 6 0 для всех x ∈ A \ Uδ(Kε). Тогда из приведенных
выше свойств последовательностей {xn} и {µn} следует, для любого натураль-
ного N найдется такое n > N , что co f(xn) < 1− ε, в то время как из свойства
множества Mx0(A ) следует, что co f(x0) > 1 − ε/2. Таким образом, функция
co f не является полунепрерывной снизу.
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Замечание 3. Условие точечной µ-компактности существенно в доказа-
тельстве предложения 7. Это обстоятельство не позволяет охарактеризовать
µ-компакты как максимальный класс выпуклых множеств, для которых верно
утверждение следствия 2. Однако и при отсутствии точечной µ-компактности
утверждение следствия 2 может нарушаться (см. пример 1 в п. 2.2).

В качестве примера, показывающего существенность условия точечной µ-
компактности в предложении 7, рассмотрим единичный шар B сепарабельно-
го гильбертова пространства. Ясно, что он не является точечным µ-компактом.
Покажем, что для любой непрерывной ограниченной функции f на B ее вы-
пуклая оболочка co f непрерывна. Так как ограниченная выпуклая функция
непрерывна во внутренних точках области определения, то достаточно дока-
зать непрерывность co f на границе B, т.е. в точках единичной сферы.

Пусть x – точка единичной сферы. Для произвольного ε > 0 найдется δ > 0
такое, что если ∥x − y∥ < 2δ, то |f(x) − f(y)| < ε. В силу приведенной ниже
леммы 2 для произвольной точки z такой, что ∥z−x∥ < δ, и для произвольной
меры µ ∈ Mz(B) мера шара радиуса 2δ с центром x не меньше чем r(δ, z).
Следовательно, величина ∣∣∣∣f(x)−

∫
B

f(t) dµ

∣∣∣∣
не превосходит εr(δ, z) + N(1− r(δ, z)), где N = supt∈B |f(t)|. Значит,

|f(x)− co f(z)| 6 εr(δ, z) + N(1− r(δ, z)).

Так как при z → x имеем ∥z∥ → 1, значит, r(δ, z) → 1 и, следовательно,
co f(z) → f(x). Остается заметить, что co f(x) = f(x), поскольку x – край-
няя точка B.

Лемма 2. Даны единичный шар B гильбертова пространства и число
δ > 0. Для любой точки z ∈ B такой, что ∥z∥ > 1 − δ , и для любой меры
µ ∈ Mz(B) мера шара радиуса δ с центром z не меньше чем

r(δ, z) =
δ2 − (1− ∥z∥2)
δ2 − (1− ∥z∥)2

.

Доказательство. Положим z̄ = z/∥z∥ и

B0 =
{

y ∈ B, (y, z̄) <
1 + ∥z∥2 − δ2

2∥z∥

}
,

B1 =
{

y ∈ B, (y, z̄) >
1 + ∥z∥2 − δ2

2∥z∥

}
.

Прямым вычислением показываем, что если ∥y∥ = 1 и ∥y − z∥ > δ, то y ∈ B0.
Следовательно, все точки шара B, удаленные от z на расстояние больше чем δ,
лежат в множестве B0. Пусть ci – барицентр меры µ на множестве Bi, i =
0, 1. Тогда z = µ(B0)c0 + µ(B1)c1. Ясно, что (c0, z̄) 6 (1 + ∥z∥2 − δ2)/(2∥z∥)
и (c1, z̄) 6 1. Следовательно,

∥z∥ = (z, z̄) < (1− µ(B1))
1 + ∥z∥2 − δ2

2∥z∥
+ µ(B1),
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откуда получаем требуемое неравенство для B1, a следовательно, и для меры
шара радиуса δ с центром z, так как этот шар содержит множество B1.

Одно из важнейших следствий предложения 6 – совпадение любой полуне-
прерывной снизу ограниченной снизу функции f , определенной на выпуклом
µ-компакте A , с ее выпуклым замыканием co f на множестве крайних точек
extr A . Более того, это предложение позволяет получить следующее представ-
ление для множества extr A , которое будет использовано в § 3.

Предложение 8. Пусть A – µ-компактное выпуклое множество. Тогда

extr A =
⋂

f∈Q(A )

Bf , где Bf = {x ∈ A | f(x) = co f(x)}. (5)

Доказательство. Включение extr A ⊆ Bf для любой функции f ∈ Q(A )
следует из (4). Пусть x0 ∈ A \ extr A . Тогда в A существуют различные
точки x1 и x2 такие, что x0 = 1

2x1+ 1
2x2. Для доказательства того, что точка x0

не лежит в
⋂

f∈Q(A ) Bf , достаточно найти в Q(A ) такую функцию f , для
которой f(x0) > 1

2f(x1) + 1
2f(x2). В качестве такой функции можно взять

функцию −a2( · ), где a – такая аффинная непрерывная ограниченная функция
на A , что a(x1) ̸= a(x2).

Пример 1 (см. п. 2.2) показывает существенность условия µ-компактности
в предложении 8.

Используя рассуждение из доказательства предложения 7, нетрудно
показать, что необходимым условием справедливости выражения (5) является
следующее свойство локальной µ-компактности в окрестности множества
extr A : для любой крайней точки x0 множества A и любой последовательности
{xn} ⊂ A , сходящейся к x0, множество b−1({xn}) компактно в M(A ).

2.2. Примеры. Любое компактное множество является также и µ-ком-
пактным. В этом пункте будут рассмотрены несколько наиболее важных при-
меров µ-компактных, но не компактных множеств.

Предложение 9. Ограниченная часть3 положительного конуса в прост-
ранстве l1 является µ-компактом.

Доказательство. Достаточно рассмотреть семейство функций вида l1 ∋
{xi} 7→

∑
i hixi, где {hi} – возрастающая неограниченная последовательность

положительных чисел, и использовать предложение 2 (с учетом критерия ком-
пактности для подмножеств пространства l1).

Следствие 3. Множество P+∞ всех распределений вероятностей со
счетным числом исходов µ-компактно в метрике пространства l1 .

Замечание 4. Пусть A1 = {x ∈ l1 | x > 0, ∥x∥1 6 1}. Согласно пред-
ложению 9 оба множества A1 и −A1 µ-компактны в метрике l1. Однако их
выпуклая оболочка и их сумма (по Минковскому) не являются даже точечно
µ-компактными, поскольку содержат единичный шар пространства l1, кото-
рый, как легко показать, не является точечно µ-компактным.

3Здесь и далее под ограниченной частью положительного конуса в упорядоченном бана-
ховом пространстве будем понимать пересечение этого конуса с единичным шаром.
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Предложение 10. Любое слабо замкнутое ограниченное по вариации мно-
жество борелевских мер на полном сепарабельном метрическом пространст-
ве является µ-компактом в топологии слабой сходимости.

Доказательство. Пусть X – полное сепарабельное метрическое простран-
ство, M – слабо замкнутое ограниченное множество борелевских мер на нем,
V(X) – множество всех полунепрерывных снизу функций ϕ на пространстве X

со значениями в [0, +∞] таких, что множество {x ∈ X | ϕ(x) 6 c} компактно
при любом c > 0. Из теоремы Прохорова следует (см. [17; пример 8.6.5]), что
подмножество M0 ⊆ M относительно компактно тогда и только тогда, когда
существует функция ϕ ∈ V(X) такая, что

sup
µ∈M0

∫
X

ϕ(x) µ(dx) < +∞.

Поэтому семейство аффинных полунепрерывных снизу функций

fϕ(µ) =
∫

X

ϕ(x) µ(dx), ϕ ∈ V(X),

на множестве M удовлетворяет условиям предложения 2.

Следствие 4. Множество борелевских вероятностных мер на полном се-
парабельном метрическом пространстве является µ-компактом в топологии
слабой сходимости.

Предложения 3 и 9, а также приведенное ниже предложение 15 позволя-
ют доказать следующее утверждение о свойствах конуса положительных опе-
раторов в банаховом пространстве Шаттена порядка p (т.е. в пространстве
всех операторов в сепарабельном гильбертовом пространстве H , у которых
Tr |A|p < +∞) с нормой ∥A∥p = (Tr |A|p)1/p.

Предложение 11. Ограниченная часть положительного конуса в прост-
ранстве Шаттена порядка p является µ-компактом только при p = 1.

Доказательство. В случае p = 1 заметим, что в силу критерия компакт-
ности для подмножеств положительного конуса T+(H ) пространства ядерных
операторов T(H ) (см. лемму в [21; приложение]) отображение, ставящее в со-
ответствие оператору A ∈ T+(H ) набор его диагональных элементов в неко-
тором фиксированном базисе пространства H , удовлетворяет условиям п. 1)
предложения 3, если A и B – ограниченные части положительных конусов
пространств T(H ) и l1 соответственно. Из предложения 3 c учетом предложе-
ния 9 и следует µ-компактность ограниченной части конуса T+(H ).

В случае p > 1 конус положительных операторов в пространстве Шатте-
на содержит подконус коммутирующих операторов, аффинно гомеоморфный
Ap – ограниченной части положительного конуса в пространстве lp, которая не
является µ-компактом (предложение 15).

Из предложения 11 следует, в частности, µ-компактность множества S(H )
квантовых состояний – операторов плотности в сепарабельном гильбертовом
пространстве H , первоначально установленная в [22].



ОБОБЩЕННАЯ КОМПАКТНОСТЬ В ЛИНЕЙНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 83

Следствие 1 и лемма 5 позволяют доказать следующее утверждение.

Предложение 12. Ограниченная по операторной норме часть конуса
L+(H , H ′) линейных непрерывных положительных отображений банахова
пространства T(H ) ядерных операторов в сепарабельном гильбертовом
пространстве H в другое такое же пространство T(H ′) является µ-компак-
том в сильной операторной топологии.

Из этого утверждения следует µ-компактность множеств квантовых опера-
ций и квантовых каналов в топологии сильной сходимости (см. [21]).

Из предложения 12 также следует µ-компактность в сильной операторной
топологии ограниченной части конуса линейных непрерывных положительных
операторов в l1, поскольку его можно отождествить с подмножеством кону-
са L+(H , H ′). Это показывает µ-компактность множества субмарковских
(в частности, марковских) операторов.

Рассмотрим теперь несколько “отрицательных” примеров. Предложение 13
дает пример точечно µ-компактных (см. определение 2), но не µ-компактных
множеств. Мы увидим, в частности, что в гильбертовом пространстве не су-
ществует µ-компактных, но не компактных множеств (предложение 14). Далее
последуют примеры множеств, которые не являются даже точечно µ-компакт-
ными.

В силу определения свойство точечной µ-компактности множества сохра-
няется при ослаблении топологии. Следующее предложение показывает, что
µ-компактность этим свойством не обладает. Ограниченная часть положитель-
ного конуса в l1 перестает быть µ-компактным множеством при ослаблении
топологии.

Предложение 13. При любом p > 1 симплекс

∆p =
{

x ∈ lp

∣∣∣∣ x > 0,

+∞∑
i=1

xi 6 1
}

в пространстве lp является точечно µ-компактным, но не µ-компактным.

Доказательство. Точечная µ-компактность множества ∆p следует из при-
веденного выше рассуждения. Покажем, что ∆p не µ-компактно в пространст-
ве lp. Возьмем возрастающую последовательность натуральных чисел {nr}r∈N

и последовательность неотрицательных чисел {zi}i∈N такие, что
∑nr+1−1

i=nr
zi = 1

и
∑nr+1−1

i=nr
(zi)p 6 1/r для любого r > 1. Рассмотрим компакт K = {y ∈ ∆p |

∀ r ∈ N
∑+∞

i=nr
(yi)p 6 1/r}. Если множество ∆p является µ-компактным, то

для любого ε > 0 в силу предложения 1 найдется соответствующий компакт Kε.
Множество Kε может содержать лишь конечное число векторов канонического
базиса {ei}, иначе оно не будет компактно. Пусть N таково, что ei /∈ Kε при
i > N . Возьмем произвольное r, для которого nr > N , и пусть x ∈ ∆p – вектор
с координатами xi = zi при nr 6 i < nr+1 и xi = 0 при всех остальных i. Ясно,
что x ∈ K . Так как x =

∑nr+1−1
i=nr

xiei и при этом
∑nr+1−1

i=nr
xi = 1, а ei /∈ Kε для

всех i = nr, nr+1 − 1, то получаем противоречие с критерием µ-компактности
из предложения 1.
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Предложение 13, в частности, показывает, что в гильбертовом пространст-
ве существуют точечно µ-компактные множества. Оказывается, однако, что
µ-компактных множеств, отличных от компактных, в гильбертовом простран-
стве нет.

Предложение 14. В гильбертовом пространстве не существует µ-ком-
пактных множеств, не являющихся компактными.

Доказательство. Изложим идею доказательства, опуская детали, кото-
рые читатель легко восстановит.

Пусть A – ограниченное выпуклое замкнутое множество в гильбертовом
пространстве. Не ограничивая общности, считаем, что его диаметр равен 1. Ес-
ли A не компактно, то существует последовательность его элементов {ak}k∈N,
нормы которых и все попарные расстояния между которыми больше фиксиро-
ванного числа ε > 0. В силу слабой компактности A считаем, что последова-
тельность {ak} слабо сходится к некоторому элементу a. Так как A выпукло
и замкнуто, то a ∈ A . Последовательность {bk = ak − a}k∈N слабо сходится
к нулю. Из этого следует, что, переходя к подпоследовательностям, можно до-
биться быстрой сходимости к нулю скалярных произведений: (bi, bj) 6 ε22−i−j

при любых i ̸= j. Так как ε 6 ∥bi∥2 6 1 для всех i ∈ N, то, применяя нера-
венство Коши–Буняковского, показываем, что для любой последовательности
x ∈ l2 выполнены неравенства

ε

2
∥x∥2 6

∥∥∥∑
i

xibi

∥∥∥
2

6 2∥x∥2.

Это означает, что система элементов {bk} обладает свойством базиса Рисса.
Тогда существует непрерывный линейный оператор, имеющий непрерывный
обратный, переводящий систему {bk} в ортонормированную систему (см. [23]).
Этот оператор переводит выпуклую оболочку точек a и {ak}k∈N в множество ∆2

из предложения 13, которое не является µ-компактным. Следовательно, дан-
ная выпуклая оболочка, а значит, и исходное множество A не µ-компактны.

Приведем теперь два утверждения об отсутствии свойства точечной µ-ком-
пактности.

Предложение 15. Множество Ap = {x ∈ lp | x > 0, ∥x∥p 6 1} (ограничен-
ная часть положительного конуса в пространстве lp) не является точечно
µ-компактным ни при каком p > 1.

Доказательство. Докажем, что если точка x ∈ Ap такова, что ∥x∥p < 1/3,∑
i xi = +∞, то при ε = 1/3 для нее не существует компакта Kε (см. предло-

жение 1). Предположим, что такой компакт существует. Он может содержать
лишь конечное число элементов канонического базиса {ei}. Возьмем настоль-
ко большое N , что ei /∈ Kε для любого i > N . Так как ряд

∑
i xi расхо-

дится, то существует r, для которого s =
∑N+r

i=N+1 xi ∈ (1/3, 2/3). Положим
x̄ = x −

∑N+r
i=N+1 xiei (координаты вектора x̄ с (N + 1)-й по (N + r)-ю равны

нулю, остальные координаты совпадают с координатами вектора x). Тогда

x = (1− s)
(

1
1− s

x̄

)
+

N+r∑
i=N+1

xiei.
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Так как 1/(1− s) < 3, а ∥x̄∥p < 1/3, то x̄/(1 − s) ∈ Ap. Все точки ei в данной
барицентрической комбинации лежат вне Kε, a их суммарный вес s превосхо-
дит 1/3, что приводит к противоречию.

Следующий пример дополняет предложение 7 и показывает, что отсутствие
точечной µ-компактности не может гарантировать справедливость выраже-
ний (3) и (4) для непрерывных ограниченных вогнутых функций, что приводит
к нарушению представления (5).

Пример 1. Пусть f – любая непрерывная функция на ограниченной час-
ти Ap положительного конуса пространства lp при p > 1, принимающая значе-
ние 1 в нуле и значение 0 на всех векторах канонического базиса {en} прост-
ранства lp, например функция f( · ) = 1 − ∥ · ∥p. Поскольку нулевой вектор
пространства lp является предельной точкой множества всех выпуклых комби-
наций векторов базиса {en}, то выпуклое замыкание функции f – это нулевая
функция на множестве Ap. Таким образом, co f(0) ̸= f(0). Этот пример также
показывает, что для множества Ap такого, что Ap = co(extr Ap) и отображе-
ние (2) открыто (это следует из теоремы в [15] с учетом сильной выпуклости
пространства lp при p > 1 и доказательства теоремы 1 из [9]), не выполне-
но утверждение следствия 2 из [9], т.е. непрерывная функция на замкнутом
множестве extr Ap может не иметь выпуклого непрерывного (и даже полуне-
прерывного снизу) расширения на Ap.

Гильбертовым кирпичом называется множество

Ha = {x ∈ l2 | |xi| 6 ai, i ∈ N},

где a = {ai}i∈N – произвольная последовательность положительных чисел. По-
кажем, что для любого гильбертова кирпича имеет место следующая альтер-
натива.

Предложение 16. Если ∥a∥2 < ∞, то множество Ha компактно, а если
∥a∥2 = +∞, то оно не будет даже точечно µ-компактно.

Доказательство. Первое утверждение предложения общеизвестно. Оно
следует, например, из критерия компактности в l2. Пусть ∥a∥2 = +∞. Разо-
бьем последовательность a на пачки так, что каждая пачка содержит конечное
число идущих подряд элементов, сумма квадратов которых больше 1. Предпо-
ложим, что n-я пачка состоит из элементов ak, ak+1, . . . , ak+m. Пусть

bn =
k+m∑
i=k

aiei

при каждом n, a L – замыкание линейной оболочки элементов bn, n ∈ N. Про-
странство L является гильбертовым с ортогональным базисом {bn}. Единич-
ный шар пространства L целиком содержится в Ha. Так как шар гильбертова
пространства не является точечно µ-компактным, то и множество Ha таковым
не является.
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§ 3. О CE-свойствах выпуклых µ-компактов

В 1970-е годы интенсивно исследовались различные свойства выпуклых ком-
пактов, в частности вопросы о непрерывности выпуклых оболочек непрерыв-
ных функций. В работе [10] Дж. Вестерстрём установил связь свойств непре-
рывности выпуклых оболочек4 непрерывных функций со свойствами откры-
тости барицентрического отображения и высказал гипотезу о равносильно-
сти свойства непрерывности выпуклой оболочки любой непрерывной вогнутой
функции (названного в работе [11] CE-свойством) и свойства непрерывности
выпуклой оболочки любой непрерывной функции (названного в работе [9] силь-
ным CE-свойством). Эта гипотеза была доказана в работе Р. О’Брайена [12],
в которой установлена эквивалентность этих свойств свойству открытости отоб-
ражения выпуклого смешивания (x, y, λ) 7→ λx + (1 − λ)y. В дальнейшем по-
явилась обширная литература, посвященная исследованию последнего свойст-
ва выпуклых множеств (не обязательно компактных), в которой оно названо
свойством устойчивости, а выпуклые множества, обладающие этим свойст-
вом, названы устойчивыми (stable convex sets; см. [13]). Была установлена
связь свойства устойчивости с другими свойствами выпуклых множеств (см.
[14], [15]).

Цель этого параграфа – обобщение теории Вестерстрёма–О’Брайена на класс
µ-компактных выпуклых множеств. Первый частичный результат в этом на-
правлении был получен в работе [9], где доказано µ-компактное обобщение
теоремы 3.1 из [10]. Следующая теорема является µ-компактным обобщением
основного результата из [12].

Теорема 1. Для выпуклого µ-компактного множества A следующие свой-
ства равносильны:

(i) отображение A ×A ∋ (x, y) 7→ x+y
2 ∈ A открыто (свойство устойчи-

вости; см. [13]);
(ii) отображение M(A ) ∋ µ 7→ b(µ) ∈ A открыто;
(iii) отображение M( extr A ) ∋ µ 7→ b(µ) ∈ A открыто;5

(iv) любая функция из C(A ) имеет непрерывную выпуклую оболочку (силь-
ное CE-свойство; см. [9]);

(v) любая функция из Q(A ) имеет непрерывную выпуклую оболочку (CE-
свойство; см. [11]).

Каждое из свойств (i)–(v) влечет замкнутость множества extr A .

Замечание 5. Свойство (i) в теореме 1 равносильно открытости отображе-
ния A ×A × [0, 1] ∋ (x, y, λ) 7→ λx + (1− λ)y ∈ A (см. [14]). Свойства (iv) и (v)
в теореме 1 можно сформулировать как непрерывность выпуклого замыкания
и его совпадение с выпуклой оболочкой для любой функции из C(A ) и из Q(A )
соответственно.

Замечание 6. Если для выпуклого µ-компактного множества A выпол-
нены свойства (i)–(v), то семейство F (A ) в предложении 2 можно составить

4В силу следствия I.3.6 из [2] выпуклая оболочка любой непрерывной функции на ком-
пакте совпадает с ее выпуклым замыканием.

5Это отображение является сюръективным в силу предложения 5.
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из полунепрерывных снизу функций. Действительно, используя свойство (ii),
нетрудно показать, что функции fϕ, построенные в доказательстве предложе-
ния 2, полунепрерывны снизу.

Доказательство теоремы 1. Заметим прежде всего, что в силу предло-
жения 8 из (v) следует замкнутость множества extr A , поскольку (v) гаран-
тирует замкнутость множества Bf = {x ∈ A | f(x) = co f(x)} для любой
функции f ∈ Q(A ).

(v) =⇒ (iii). Доказательство этой части теоремы (как и доказательство со-
ответствующей части теоремы 3.2 из [10]) основано на применении леммы 2.1
из [10] с учетом возможности ее доказательства без использования условий ком-
пактности. Действительно, условие компактности в доказательстве этой лем-
мы можно убрать, используя следующее наблюдение: если X – компактное,
а Y – произвольное топологические пространства, то образ любого замкнутого
в X × Y множества при каноническом проектировании X × Y ∋ (x, y) 7→ y ∈ Y

замкнут в Y .
В силу представления (3) выпуклое замыкание любой функции f из Q(A )

определяется выражением

co f(x) = inf
µ∈Mx(extr A )

µ(f) ∀x ∈ A , где µ(f) =
∫

extr A

f(x) µ(dx).

Поэтому свойство (v) равносильно непрерывности и ограниченности функции

A ∋ x 7→ sup{µ(f) | µ ∈ M(extr A ), b(µ) = x}

при любой функции f из P (A ). Из модифицированной указанным выше об-
разом леммы 2.1 из [10] при K = M(A ), M = M(extr A ) и K ′ = A следует
открытость отображения

M(extr A ) ∋ µ 7→ b(µ) ∈ A (6)

при наделении множества M(extr A ) топологией, предбаза которой состоит из
множеств {µ ∈ M(extr A ) | µ(f) > 0}, f ∈ P (A ). Следуя терминологии из [10],
данную топологию будем называть p-топологией. Это слабейшая топология,
в которой полунепрерывны снизу функционалы µ 7→ µ(f) при любой функции
f ∈ P (A ).

Покажем с помощью леммы 6 (см. § 6), что из открытости отображения (6)
в p-топологии на M(extr A ) и доказанной замкнутости множества extr A сле-
дует6 открытость отображения (6) в слабой топологии на M(extr A ). Для этого
достаточно показать, что для любой сходящейся последовательности {xn} ⊂ A
и любой направленности {µλ}λ∈Λ ⊂ M(extr A ) такой, что

b({µλ}λ∈Λ) ⊆ {xn}, ∃ p - lim
λ

µλ = µ0,

где µ0 – мера из M(extr A ), для которой b(µ0) = limn→+∞ xn, существует
поднаправленность направленности {µλ}λ∈Λ, слабо сходящаяся к мере µ0.

6В случае компактного множества A в [10; лемма 3.4] установлено совпадение указанных
топологий на M(extr A ). В случае µ-компактного множества A такое совпадение установить
не удается.
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Пусть {xn} и {µλ}λ∈Λ – указанные последовательность и направленность со-
ответственно. Поскольку последовательность относительно компактна, то из
µ-компактности множества A и включения b({µλ}λ∈Λ) ⊆ {xn} следует относи-
тельная компактность направленности {µλ}λ∈Λ в слабой топологии, а значит,
и существование у нее поднаправленности {µλπ}π∈Π, слабо сходящейся к неко-
торой мере ν ∈ M(extr A ). В силу определений слабой топологии и p-топологии
имеем

ν(f) = lim
π

µλπ
(f) > p - lim inf

λ
µλ(f) > µ0(f) ∀ f ∈ P (A ).

Это означает, что ν ≻ µ0 (в смысле частичного порядка Шоке). Из замк-
нутости множества extr A следует максимальность в M(A ) любой меры из
M(extr A ). Это можно доказать, используя теорему 2.2 из [5] и рассуждение
в доказательстве теоремы 1.1 из [7], но можно и непосредственно показать,
используя свойство (v) и совпадение любой функции из Q(A ) с ее выпуклой
оболочкой на множестве extr A . Поэтому µ0 – максимальная мера в M(A ) и,
следовательно, ν = µ0.

(iii) =⇒ (i). Данное утверждение непосредственно доказывается с помощью
предложения 5 и приведенного ниже предложения 17 (при X = extr A ).

С учетом замечания 5 равносильность свойств (i), (ii) и (iv) для выпуклых
µ-компактных подмножеств банахова пространства установлена в [9; теоре-
ма 1]. Приведенное там доказательство непосредственно обобщается на рас-
сматриваемый здесь класс множеств.

Импликация (iv) =⇒ (v) очевидна.

В доказательстве теоремы 1 был использован следующий результат теории
меры (см. [24; теорема 2.4]).

Предложение 17. Пусть X – полное сепарабельное метрическое прост-
ранство. Отображение M(X) ×M(X) ∋ (µ, ν) 7→ 1

2 (µ + ν) ∈ M(X) является
открытым.

Поскольку множество M(X) µ-компактно (следствие 4), то получаем

Следствие 5. Множество борелевских вероятностных мер на полном се-
парабельном метрическом пространстве обладает свойствами (i)–(v) из тео-
ремы 1.

Требование µ-компактности существенно в доказательстве теоремы 1, оно
не может быть ослаблено без изменения всей структуры доказательства. Это
приводит к предположению, что класс µ-компактов – это максимальный класс
выпуклых метризуемых множеств, на который можно распространить теорию
Вестерстрёма–О’Брайена. Косвенным подтверждением этого предположения
является следующее утверждение, показывающее, что даже требования точеч-
ной µ-компактности не достаточно для доказательства теоремы 1.

Предложение 18. При любом p > 1 точечно µ-компактный симплекс
∆p = {x ∈ lp | x > 0,

∑∞
i=1 xi 6 1} в lp устойчив, т.е. для него выполне-

но свойство (i) теоремы 1, из которого следует (ii), но свойства (iii)–(v) для
этого симплекса не имеют места.
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Заметим, что при p = 1 µ-компактный симплекс ∆1 = A1 уже обладает
всеми свойствами (i)–(v) из теоремы 1.

Доказательство. Пример 1 показывает, что симплекс ∆p не обладает
свойствами (iv) и (v).

Покажем, что симплекс ∆p не обладает свойством (iii). Для доказательства
заметим, что extr ∆p = {0, ei, i ∈ N} и множество ∆p является симплексом: для
любой его точки x существует единственная мера на extr ∆p с барицентром x.
Последовательность точек xn = (1/n, . . . , 1/n, 0, . . . ) ∈ ∆p (первые n координат
равны 1/n, остальные – нули) стремится к нулю в lp при n → +∞, однако
единственная последовательность мер на extr ∆p, порождающая точки xn, как
легко проверить, не сходится к атомарной мере, сосредоточенной в точке 0.

Докажем теперь, что при любом p > 1 множество ∆p устойчиво, т.е. обладает
свойством (i), из которого следует и выполнение свойства (ii) (см. доказательст-
во теоремы 1 из [9]). Достаточно доказать, что для любых точек a, b ⊂ ∆p,
c = 1

2 (a + b) и любого ε > 0 найдется δ > 0, обладающее следующим свойст-
вом: для любого z ∈ ∆p такого, что ∥z − c∥p < δ, найдется отрезок [x, y] ⊂ ∆p

с серединой в точке z, для которого ∥x− a∥p < ε и ∥y − b∥p < ε. Взяв ε доста-
точно малым, можно считать, что ∥a∥p < 1 − ε и ∥b∥p < 1 − ε. В противном
случае заменим точки a и b на достаточно близкие им, лежащие внутри отрез-
ка [a, b]. Поскольку lp-норма сильно выпукла, нормы a и b станут меньше 1.
Далее, возьмем настолько большое N , что у каждой из точек a и b норма “хво-
ста”, начиная с (N + 1)-й координаты, меньше 1

6 ε, т.е.
(∑∞

k=N+1(a
k)p

)1/p
< 1

6 ε

и
(∑∞

k=N+1(b
k)p

)1/p
< 1

6 ε. Рассмотрим пространство RN , порожденное пер-
выми N координатами. Обозначим через ∆̃p и s̃ ограничения множества ∆p

и любого элемента s ∈ lp на это пространство. Так как ∆̃p является симплексом
в RN , то в силу устойчивости многогранников (см. [13]) найдется δ > 0 такое,
что всегда существуют точки x̃, ỹ ∈ ∆̃p, для которых 1

2 (x̃+ ỹ) = z̃, ∥x̃−ã∥p < 1
3 ε

и ∥ỹ − b̃∥p < 1
3 ε, если только ∥z̃ − c̃∥p < δ. Теперь для данного z ∈ ∆p и произ-

вольного t ∈ [−1, 1] определим точки x(t), y(t) ∈ lp следующим образом:

xk(t) =

{
x̃k, k 6 N,

(1 + t)zk, k > N,
yk(t) =

{
ỹk, k 6 N,

(1− t)zk, k > N.

По построению 1
2 (x(t) + y(t)) = z при любом t, а норма каждого из элемен-

тов x(t) и y(t) не превосходит 1− 1
3 ε + 2δ. В самом деле,

∥x̃∥p 6 ∥ã∥p + ∥x̃− ã∥p 6 1− ε +
1
3

ε = 1− 2
3

ε,

а норма “хвоста” элемента (1 + t)z не превосходит суммы норм “хвостов” 2c

и 2(z−c), т.е. не превосходит 2
(

1
6 ε+δ

)
. Складывая, получаем ∥x(t)∥p 6 1− 1

3 ε+
2δ, и то же верно для y(t). При δ 6 1

6 ε получаем ∥x(t)∥p 6 1 и ∥y(t)
∥∥

p
6 1. По-

кажем, что существует такое τ ∈ [−1, 1], при котором ∥x(τ)∥1 6 1 и ∥y(τ)∥1 6 1,
а значит, x(τ), y(τ) ∈ ∆p. Ясно, что ∥x̃∥1 6 1 и ∥ỹ∥1 6 1. Пусть для опре-
деленности ∥x̃∥1 > ∥ỹ∥1. Если ∥y(−1)∥1 6 1, то подходит τ = −1, так как
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∥x(−1)∥1 = ∥x̃∥1 6 1. Если же ∥y(−1)∥1 > 1, то ∥y(−1)∥1 > ∥x(−1)∥1, а по-
скольку ∥y(1)∥1 6 ∥x(1)∥1, то, пользуясь непрерывностью, заключаем, что най-
дется такое τ ∈ [−1, 1], что ∥y(τ)∥1 = ∥x(τ)∥1. Так как 1

2 (x(τ) + y(τ)) = z, то
∥x(τ)∥1 = ∥y(τ)∥1 = ∥z∥1 6 1.

Наконец, норма разности ∥x(τ)− a∥p в первых N координатах не превосхо-
дит 1

3 ε, а в оставшихся не превосходит максимальной из норм двух “хвостов” –
элемента a и элемента 2z. Следовательно,

∥x(τ)− a∥p 6
1
3

ε + max
{

1
6

ε, 2
(

1
6

ε + δ

)}
=

2
3

ε + 2δ.

При δ < 1
6ε получаем, что ∥x(τ) − a∥p < ε и, аналогично, ∥y(τ) − b∥p < ε.

Положив x = x(τ), y = y(τ), завершаем доказательство.

§ 4. Приложения в квантовой теории информации

Важным примером выпуклого µ-компактного множества, для которого име-
ют место эквивалентные свойства из теоремы 1, является множество S(H )
квантовых состояний – операторов плотности (положительных операторов с
единичным следом) в сепарабельном гильбертовом пространстве H , множест-
во крайних точек которого состоит из одномерных проекторов7 – чистых со-
стояний (см. [25]). µ-компактность и свойство устойчивости (свойство (i) в тео-
реме 1) множества S(H ) установлены соответственно в [22; предложение 2]
и в [26; лемма 3]. Данные свойства существенно использовались при иссле-
довании характеристик квантовых состояний и квантовых каналов. Напри-
мер, свойство µ-компактности множества S(H ) позволило показать, что лю-
бое несцепленное состояние (см. ниже) составной квантовой системы является
средним состоянием (барицентром) некоторого обобщенного ансамбля чистых
состояний-произведений (меры на множестве чистых состояний-произведений;
см. [27]). Свойство устойчивости множества S(H ) является ключевым в до-
казательстве полунепрерывности снизу χ-функции произвольного квантового
канала – важной характеристики, связанной с классической пропускной спо-
собностью этого канала (см. [26]).

В данном параграфе рассмотрен один результат, который является пря-
мым следствием выполнимости для множества S(H ) обобщенной теоремы
Вестерстрёма–О’Брайена – теоремы 1.

В соответствии с формализмом квантовой механики состояния составной
квантовой системы (которая получена в результате объединения двух кван-
товых систем, описываемых гильбертовыми пространствами H и K ) – это
операторы плотности в тензорном произведении H ⊗ K этих пространств.
Принципиальным отличием квантовомеханической статистической модели от
классической является существование так называемых сцепленных состояний
(entangled states) составной системы, которые невозможно представить в ви-
де выпуклой комбинации состояний-произведений, т.е. состояний, в которых
отдельные подсистемы независимы. Именно эффект сцеплености, который
можно рассматривать как особый чисто квантовый вид корреляции, является

7Множество S(H ) компактно тогда и только тогда, когда dim H < +∞.
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основой построения различных квантовых алгоритмов, квантовых криптогра-
фических протоколов и систем передачи информации, привлекающих большой
интерес исследователей в последние два десятилетия (см. [25; гл. 3]). Поэтому
изучение сцеплености, в частности ее количественных характеристик, является
одной из важнейших задач квантовой теории информации.

Пусть H и K – сепарабельные гильбертовы пространства. Состояние ω ∈
S(H ⊗K ) называется несцепленным, если оно принадлежит выпуклому за-
мыканию множества состояний произведений, т.е. состояний вида ρ ⊗ σ, где
ρ ∈ S(H ) и σ ∈ S(K ); в противном случае оно называется сцепленным.

Монотонной характеристикой сцепленности (entanglement monotone) на-
зывается любая неотрицательная функция E на множестве S(H ⊗K ), обла-
дающая следующими свойствами (см. [28], [29]):

E1) {E(ω) = 0} ⇐⇒ {состояние ω несцеплено};
E2) монотонность относительно локальных операций и классических комму-

никаций (LOCC), т.е.
E(ω) >

∑
i

πiE(ωi) (7)

для любого состояния ω ∈ S(H ⊗K ) и произвольной LOCC-операции,
результатом действия которой на состояние ω является набор состоя-
ний {ωi} с распределением вероятностей {πi} (см. подробности в обзо-
ре [29]);

E3) выпуклость функции E на множестве S(H ⊗K ), т.е.

E

( ∑
i

πiωi

)
6

∑
i

πiE(ωi)

для любого набора {ωi} состояний из S(H ⊗K ) и распределения веро-
ятностей {πi}.

Стандартным способом построения монотонных характеристик сцепленно-
сти (МХС) в случае конечномерных пространств H и K является метод
выпуклой надстройки (the convex roof construction; см. [29], [30]). В соответст-
вии с этим методом для произвольной вогнутой непрерывной неотрицательной
функции f на множестве S(H ) такой, что

f−1(0) = extr S(H ), f(ρ) = f(UρU∗) (8)

для любого состояния ρ из S(H ) и любого унитарного оператора U в прост-
ранстве H , соответствующая МХС Ef определяется выражением

Ef (ω) = inf
{πi,ωi}∈Mω(extr S(H ⊗K ))

∑
i

πif ◦Θ(ωi), ω ∈ S(H ⊗K ), (9)

где Θ: ω 7→ TrK ω – операция частичного следа (см. [25]); корректность выра-
жения в правой части (9) обусловлена спектральной теоремой. Именно таким
методом строится одна из наиболее популярных мер сцепленности8 – сцеплен-
ность формирования (Entanglement of Formation – EoF), когда в качестве функ-
ции f используется энтропия фон Неймана H(ρ) = −Tr ρ log ρ (см. [29]).

8Мерой сцепленности называется МХС, обладающая некоторыми особыми свойствами
(см. [29]).
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Далее будем исследовать свойства функции Ef , определенной выражени-
ем (9), считая пространства H и K бесконечномерными.

Важной проблемой при построении любой МХС является исследование ее
свойств непрерывности, в частности доказательство ее непрерывности на всем
пространстве S(H ⊗ K ) (формально последнее свойство не входит в опре-
деление МХС, однако в конечномерном случае его обычно включают в число
основных дополнительных требований). Заметим, что даже в конечномерном
случае непрерывность функции Ef не является очевидной и обычно доказы-
вается с использованием явного вида функции f . Именно отмеченные выше
µ-компактность и устойчивость множества S(H ⊗ K ) гарантируют в силу
теоремы 1 непрерывность функции Ef на этом множестве при любой непре-
рывной функции f как в конечномерном, так и в бесконечномерном случае,
что составляет утверждение следующей теоремы.

Теорема 2. Пусть f – вогнутая непрерывная неотрицательная функция
на множестве S(H ), удовлетворяющая условиям (8). Тогда функция Ef , оп-
ределенная выражением (9), является непрерывной на множестве S(H ⊗K )
монотонной характеристикой сцепленности.

Доказательство. Из неотрицательности, вогнутости и непрерывности
функции f следует ее ограниченность. В силу теоремы 1 свойство устойчивости
µ-компактного множества S(H ⊗ K ) гарантирует непрерывность функции
co(f ◦ Θ), а значит, и ее совпадение с функцией co(f ◦ Θ), имеющей в силу
предложения 6 представление

co(f ◦Θ)(ω) = inf
µ∈Mω(S(H ⊗K ))

∫
S(H ⊗K )

(f ◦Θ)(ϖ) µ(dϖ), ω ∈ S(H ⊗K ),

(10)
где точная нижняя грань достигается на некоторой мере µω из Mω(S(H ⊗K )).
Используя вогнутость, непрерывность и ограниченность функции f ◦Θ, нетруд-
но показать, что в качестве µω можно выбрать меру из Mω(extr S(H ⊗K )).
Поэтому из определения функции Ef с учетом вогнутости функции f ◦Θ непо-
средственно следует, что Ef = co(f ◦Θ) = co(f ◦Θ).

В силу свойства (8) неотрицательная функция f ◦ Θ равна нулю на чистом
состоянии из S(H ⊗ K ) тогда и только тогда, когда оно является состоя-
нием-произведением. Как показано в [27], состояние ω является несцепленным
тогда и только тогда, когда существует такая мера µω с носителем на множестве
чистых состояний-произведений, что b(µω) = ω. Поэтому приведенное выше
замечание показывает выполнение свойства E1) для функции Ef = co(f ◦Θ).

Выполнение свойства E2) для функции Ef нетрудно доказать, повторяя рас-
суждение для такой же функции в конечномерном случае (см. [29]).

Свойство E3) для функции Ef следует из ее определения.

Пример 2. Обобщая на бесконечномерный случай рассуждение из [30], рас-
смотрим семейство непрерывных вогнутых ограниченных функций

fα(ρ) = 2(1− Tr ρα), α > 1,

на множестве S(H ) при dim H 6 +∞. Нетрудно проверить, что все функции
данного семейства удовлетворяют условиям (8). В силу теоремы 2 {Efα}α>1 –
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семейство МХС, непрерывных и ограниченных на множестве S(H ⊗K ) при
dim H 6 +∞ и dim K 6 +∞. Особый интерес представляет случай α = 2,
в котором МХС Ef2 можно рассматривать как бесконечномерное обобщение
понятия I-tangle (см. [31]).

§ 5. Возможные обобщения и открытые вопросы

Предложение 1 дает равносильное определение µ-компактности выпуклых
множеств рассматриваемого класса. Выпуклое множество A µ-компактно, ес-
ли для любого компакта K ⊆ A и любого ε > 0 существует компакт Kε ⊆ A
такой, что для любого разложения точки x ∈ K в выпуклую комбинацию
точек из A общая масса точек этой комбинации, лежащих в Kε, не менее
1 − ε. Это свойство выпуклых множеств (любых) назовем обобщенной µ-ком-
пактностью (для краткости будем также называть µ̃-компактностью). Со-
гласно предложению 1 для выпуклых ограниченных подмножеств локально
выпуклых пространств, являющихся полными сепарабельными метрическими
пространствами, µ̃-компактность равносильна µ-компактности. Определение
µ̃-компактности переносится без изменений на любые выпуклые замкнутые
множества в линейных топологических пространствах, в том числе и на неогра-
ниченные. Понятие же µ-компактности для неограниченных множеств не опре-
делено вовсе, поскольку не определено уже барицентрическое отображение:
интеграл

b(µ) =
∫

A

x µ(dx)

для некоторых мер µ ∈ M(A ) может не существовать. Таким образом, поня-
тие µ̃-компактности обобщает понятие µ-компактности на более широкий класс
выпуклых множеств. Подобно µ-компактам пересечение и декартово произве-
дение любого числа µ̃-компактов являются µ̃-компактами, выпуклое замкнутое
подмножество µ̃-компакта также является µ̃-компактом (доказательство до-
словно совпадает с доказательством предложения 4). Имеет место также пол-
ный аналог предложения 3 о непрерывных отображениях µ-компактов. Нетри-
виальные примеры µ̃-компактов появляются уже в конечномерном случае.

Лемма 3. Любой выпуклый замкнутый точечный (не содержащий прямой
линии) конус в Rd является µ̃-компактом.

Доказательство. Пусть C ⊂ Rd – выпуклый точечный конус. Для него
существует вектор a ∈ Rd такой, что infx∈C , ∥x∥=1(x, a) > 0 (см. [32; c. 53]).
Тогда для каждого r > 0 усеченный конус Cr = {x ∈ C , (x, a) 6 r} компактен.
Любой компакт K ⊂ C можно поместить в некоторый усеченный конус Cr.
Тогда для любого ε > 0 компакт Kε = Cr/ε искомый, что завершает доказа-
тельство.

Приведенный ниже факт выпуклой геометрии общеизвестен, мы опускаем
его доказательство.

Лемма 4. Следующие свойства выпуклого замкнутого множества A ⊂Rd

эквивалентны:
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(i) A содержится в выпуклом точечном конусе;
(ii) A имеет хотя бы одну крайнюю точку;
(iii) A не содержит прямой линии;
(iv) поляра множества A имеет непустую внутренность.

Применив лемму 3, получаем, что уже свойство (i) влечет µ̃-компактность
множества A . С другой стороны, прямая линия не µ̃-компактна, поэтому из
µ̃-компактности следует свойство (iii). Таким образом, доказано

Предложение 19. В пространстве Rd µ̃-компактность равносильна каж-
дому из свойств (i)–(iv), перечисленных в лемме 4.

Положительные конусы во всех пространствах lp и Lp(X) являются µ̃-ком-
пактными в слабой топологии. Доказательство аналогично доказательству
леммы 3 и использует слабую компактность ограниченных множеств в этих
пространствах. Положительный конус в l1 (предложение 9), конус всех ко-
нечных борелевских мер на полном сепарабельном метрическом пространстве
(предложение 10) и конус положительных операторов в пространстве Шатте-
на порядка p = 1 (предложение 11) являются µ̃-компактными, причем можно
брать не только ограниченные части конусов, как в упомянутых предложени-
ях. Таким образом, µ̃-компактность значительно расширяет понятие µ-ком-
пактности (это мотивирует вопрос 1).

Вопрос 1. В какой мере обобщаются результаты настоящей работы на µ̃-
компактные множества?

Следующие вопросы касаются уже µ-компактных множеств.

Вопрос 2. Существуют ли µ-компактные, но не компактные множества в
пространствах Lp и lp при p > 1?

Вопрос 3. Дано упорядоченное банахово пространство. При каких услови-
ях ограниченная часть положительного конуса в нем µ-компактна?

Вопрос 4. Каковы условия на выпуклое множество A , гарантирующие не-
прерывность выпуклой оболочки любой непрерывной ограниченной функции,
заданной на A ?

Это свойство выполнено для устойчивых µ-компактов (теорема 1), однако не
выполнено для точечно µ-компактных множеств, не являющихся µ-компакт-
ными (предложение 7). Шар в пространстве l2 обладает данным свойством
(замечание 3), а положительная часть этого шара – нет (пример 1).

§ 6. Приложение

6.1. Критерий компактности для подмножеств конуса L+(H , H ′).
Пусть L+(H , H ′) – конус линейных непрерывных положительных отображе-
ний банахового пространства T(H ) ядерных операторов в сепарабельном гиль-
бертовом пространстве H в другое такое же пространство T(H ′). Установим
критерий компактности подмножеств данного конуса в сильной операторной
топологии.
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Лемма 5. 1) Замкнутое ограниченное подмножество L0 ⊆ L+(H , H ′)
сильно компактно, если в S(H ) существует состояние полного ранга σ та-
кое, что {Φ(σ)}Φ∈L0 – компактное подмножество множества T(H ′).

2) Если подмножество L0⊆L+(H , H ′) сильно компактно, то {Φ(σ)}Φ∈L0

– компактное подмножество множества T(H ′) для любого состояния σ из
S(H ).

Доказательство. 1) Пусть {|i⟩} – базис из собственных векторов состоя-
ния σ, взятых в порядке убывания собственных значений, и Hm – собственное
подпространство, порожденное первыми m векторами этого базиса.

Пусть {Φn} – произвольная последовательность отображений из L0.
Покажем, что при каждом m для любого оператора A из T(Hm) существует

такая подпоследовательность {Φnk
}, что последовательность {Φnk

(A)}k схо-
дится в T(H ′). Предположим сначала, что A > 0. Поскольку A ∈ T(Hm),
то существует такое λA > 0, что λAA 6 σ. В силу критерия компактности
для подмножеств множества T(H ′) (см. предложение в [21; приложение]) для
любого ε > 0 существует проектор конечного ранга Pε ∈ B(H ′) такой, что
Tr(IH ′ − Pε)Φ(σ) < ε, а значит, и Tr(IH ′ − Pε)Φ(A) < λ−1

A ε для всех Φ ∈ L0.
В силу того же критерия компактности множество {Φ(A)}Φ∈L0 компактно,
что гарантирует существование указанной подпоследовательности для поло-
жительного A. Для произвольного оператора A ∈ T(Hm) существование такой
подпоследовательности следует из возможности его представления в виде ли-
нейной комбинации положительных операторов из T(Hm).

Итак, при каждом m из произвольной последовательности {Φn} ⊂ L0 можно
выбрать такую подпоследовательность {Φnk

}, что существуют

lim
k→+∞

Φnk
(|i⟩⟨j|) = Cm

ij (11)

при всех i, j = 1, m, где {Cm
ij } – некоторые операторы из T(H ′).

Для любого m′ > m, применяя данное рассуждение к последовательности
{Φnk

}k, получим такую подпоследовательность последовательности {Φn}, для
которой имеет место (11) для всех i, j = 1, m′ с таким набором операторов
{Cm′

ij }, что Cm′

ij = Cm
ij для всех i, j = 1, m.

Используя данную конструкцию, можно показать существование набора опе-
раторов {Cij}+∞i,j=1, обладающего следующим свойством: при каждом m сущест-
вует такая подпоследовательность {Φnk

} последовательности {Φn}, что имеет
место (11) при Cm

ij = Cij для всех i, j = 1, m.
На множестве

⋃
m∈N T(Hm) определим отображение

Φ∗ :
∑
i,j

aij |i⟩⟨j| 7→
∑
i,j

aij Cij ∈ T(H ′).

Это отображение линейно по построению. Нетрудно показать его положитель-
ность и ограниченность. Действительно, по свойству набора {Cij} для любого
оператора A ∈

⋃
m T(Hm) существует подпоследовательность {Φnk

} последо-
вательности {Φn} такая, что Φ∗(A) = limk→+∞ Φnk

(A). Поэтому положитель-
ность и ограниченность отображения Φ∗ следуют из положительности отобра-
жений последовательности {Φn} и ее равномерной ограниченности. Посколь-
ку множество

⋃
m T(Hm) плотно в T(H ), отображение Φ∗ можно расширить
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до линейного положительного ограниченного отображения из T(H ) в T(H ′)
(которое будем обозначать тем же символом Φ∗).

Покажем, что отображение Φ∗ является предельной точкой последователь-
ности {Φn} в сильной операторной топологии. Эту топологию на ограничен-
ных подмножествах L+(H , H ′) можно определить9 счетным набором полу-
норм Φ 7→ ∥Φ(ρi)∥1, где {ρi} – любое счетное плотное подмножество мно-
жества S(H ). Выберем в качестве такого подмножества набор состояний из⋃

m T(Hm). Любая окрестность отображения Φ∗ содержит окрестность вида

{Φ ∈ L(H , H ′) | ∥(Φ− Φ∗)(ρit)∥1 < ε, t = 1, p},

где {ρit
}p

t=1 – конечный поднабор указанного выше набора состояний и ε > 0.
Поскольку {ρit

}p
t=1 ⊂ T(Hm) при некотором m, то из конструкции отображе-

ния Φ∗ следует существование такой подпоследовательности {Φnk
} последова-

тельности {Φn}, что Φ∗(ρit
) = limk→+∞ Φnk

(ρit
) при всех t = 1, p, а значит,

и принадлежность указанной выше окрестности хотя бы одного элемента по-
следовательности {Φn}.

Таким образом, отображение Φ∗ – предельная точка последовательности
{Φn} в сильной операторной топологии, что в силу метризуемости этой то-
пологии на ограниченных подмножествах конуса L+(H , H ′) гарантирует су-
ществование у этой последовательности подпоследовательности, сходящейся
к этому отображению. Компактность множества L0 доказана.

2) Это утверждение непосредственно вытекает из определения сильной опе-
раторной топологии.

6.2. Критерий открытости.

Лемма 6. Пусть ϕ – отображение топологического пространства X на
метрическое пространство Y . Следующие утверждения равносильны:

(i) отображение ϕ является открытым;
(ii) для любого x0 ∈ X и любой последовательности {yn} ⊂ Y , сходящейся

к y0 = ϕ(x0), существуют поднаправленность {ynλ
}λ∈Λ последователь-

ности {yn} и направленность {xλ}λ∈Λ , сходящаяся к x0 , такие, что
ϕ(xλ) = ynλ

.

Доказательство. (i) =⇒ (ii). Пусть U – множество всех окрестностей точ-
ки x0. Тогда множество Λ всех пар λ = (U, k), где U ∈ U и k ∈ N, с частичным
порядком

{λ1 = (U1, k1) ≻ λ2 = (U2, k2)} ⇐⇒ {k1 > k2 и U1 ⊆ U2}

является направленным. При каждом λ = (U, k) множество Wλ = ϕ(U)∩Vk, где
Vk – открытый шар в Y с центром y0 и радиусом 1/k, является окрестностью
точки y0. Поэтому существует минимальное число nλ такое, что ynλ

∈ Wλ.
Непосредственная проверка показывает, что {ynλ

}λ∈Λ – поднаправленность по-
следовательности {yn}. Для каждого λ = (U, k) существует xλ ∈ U такое, что
ϕ(xλ) = ynλ

. Ясно, что направленность {xλ}λ∈Λ сходится к x0.
9Здесь используется возможность представления любого оператора из T(H ) в виде ли-

нейной комбинации четырех состояний из S(H ).
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(ii) =⇒ (i). Если существует открытое множество U ⊆ X такое, что мно-
жество ϕ(U) не является открытым, то существуют y0 = ϕ(x0) ∈ ϕ(U) и по-
следовательность {yn} ⊂ Y \ ϕ(U), сходящаяся к y0. Используя (ii), нетрудно
прийти к противоречию.

Авторы признательны рецензентам, чьи ценные замечания и предложения
способствовали улучшению этой статьи.
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I. C. Gohberg, M.G. Krĕın, Introduction to the theory of linear nonselfadjoint
operators, Transl. Math. Monogr., 18, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1969.

[24] L.Q. Eifler, “Open mapping theorems for probability measures on metric spaces”,
Pacific J. Math., 66:1 (1976), 89–97.

[25] А. С. Холево, Введение в квантовую теорию информации, МЦНМО, М., 2002.
[26] M.E. Shirokov, “The Holevo capacity of infinite dimensional channels and the addi-

tivity problem”, Comm. Math. Phys., 262:1 (2006), 137–159.

[27] Р.Ф. Вернер, А.С. Холево, М. Е. Широков, “О понятии сцепленности в гиль-
бертовых пространствах”, УМН, 60:2 (2005), 153–154; англ. пер.: A. S. Kholevo,
M.E. Shirokov, R. F. Werner, “On the notion of entanglement in Hilbert spaces”,
Russian Math. Surveys, 60:2 (2005), 359–360.

[28] G. Vidal, “Entanglement monotones”, J. Modern Opt., 47:2–3 (2000), 355–376.

[29] M.B. Plenio, Sh. Virmani, “An introduction to entanglement measures”, Quantum
Inf. Comput., 7:1–2 (2007), 1–51; arXiv: quant-ph/0504163.

[30] T. J. Osborne, “Convex hulls of varieties and entanglement measures based on the
roof construction”, Quantum Inf. Comput., 7:3 (2007), 209–227.

[31] P. Rungta, C.M. Caves, “Concurrence-based entanglement measures for isotropic
states”, 012307, Phys. Rev. A, 67:1 (2003).

[32] S. Boyd, L. Vandenberghe, Convex optimization, Cambridge Univ. Press, Cambridge,
2004.

В.Ю. Протасов (V.Yu. Protasov)
Механико-математический факультет
Московского государственного университета
им. М.В. Ломоносова
E-mail : v-protassov@yandex.ru

М.Е. Широков (M.E. Shirokov)
Математический институт им. В.А. Стеклова РАН
E-mail : msh@mi.ras.ru

Поступила в редакцию
09.04.2008 и 17.02.2009

http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0392.60007
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0392.60007
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0392.60007
http://dx.doi.org/10.1137/1123001
http://dx.doi.org/10.1137/1123001
http://dx.doi.org/10.1137/1123001
http://mi.mathnet.ru/rus/rm9233
http://mi.mathnet.ru/rus/rm9233
http://dx.doi.org/10.1070/RM2008v063n05ABEH004562
http://dx.doi.org/10.1070/RM2008v063n05ABEH004562
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2435236
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2435236
http://dx.doi.org/10.1134/S0032946008020014
http://dx.doi.org/10.1134/S0032946008020014
http://dx.doi.org/10.1134/S0032946008020014
http://mi.mathnet.ru/rus/tvp160
http://mi.mathnet.ru/rus/tvp160
http://mi.mathnet.ru/rus/tvp160
http://dx.doi.org/10.1137/S0040585X97981470
http://dx.doi.org/10.1137/S0040585X97981470
http://dx.doi.org/10.1137/S0040585X97981470
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0220070
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0220070
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0181.13504
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0181.13504
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0181.13504
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0356.28001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0356.28001
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-005-1457-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-005-1457-8
http://mi.mathnet.ru/rus/rm1411
http://mi.mathnet.ru/rus/rm1411
http://dx.doi.org/10.1070/RM2005v060n02ABEH000830
http://dx.doi.org/10.1070/RM2005v060n02ABEH000830
http://dx.doi.org/10.1070/RM2005v060n02ABEH000830
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1756860
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 1152.81798
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 1152.81798
http://arxiv.org/abs/quant-ph/0504163
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 1152.81792
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 1152.81792
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.67.012307
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.67.012307
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 1058.90049
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 1058.90049
mailto:v-protassov@yandex.ru
mailto:msh@mi.ras.ru

	1 Введение
	2 О $\mu$-компактных множествах
	2.1 Основные определения и свойства
	2.2 Примеры

	3 О $\mathrm{CE}$-свойствах выпуклых $\mu$-компактов
	4 Приложения в квантовой теории информации
	5 Возможные обобщения и открытые вопросы
	6 Приложение
	6.1 Критерий компактности для подмножеств конуса $\mathfrak L_+(\mathscr H,\mathscr H')$
	6.2 Критерий открытости

	Список литературы

