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§ 1. ÂâåäåíèåÊâàíòîâûå êàíàëû ñâÿçè � ýòî ëèíåéíûå âïîëíå ïîëîæèòåëüíûå ñîõðàíÿþùèåñëåä îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ (ìàòðèö â êîíå÷íî-ìåðíîì ñëó÷àå), ÿâëÿþùèåñÿ íåêîììóòàòèâíûìè àíàëîãàìè êëàññè÷åñêèõ êàíàëîâïåðåäà÷è èí�îðìàöèè. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïðîòîêîëû ïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîéè êâàíòîâîé èí�îðìàöèè ïî êâàíòîâîìó êàíàëó, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðåñóðñàìè,èñïîëüçóåìûìè ïðè ïåðåäà÷å, à òàêæå òðåáîâàíèÿìè ê òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ èí-�îðìàöèè, ñåêðåòíîñòè è ò.ï. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðîòîêîëà è çàäàííîãî êâàíòîâîãîêàíàëà ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü áåçîøèáî÷íîé (èëè àñèìïòîòè÷åñêè áåçîøè-áî÷íîé) ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè, êîòîðàÿ, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, íàçûâàåòñÿïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ýòîãî êàíàëà (ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîìó ïðîòîêîëó) [1,2℄.ßâëåíèå ñóïåðàêòèâàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåêîòîðàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòüñîñòàâíîãî êâàíòîâîãî êàíàëà ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî òàæå ñàìàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü îòäåëüíûõ êàíàëîâ ðàâíà íóëþ. Ýòî ÿâëåíèå, íåèìåþùåå àíàëîãîâ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè, áûëî îáíàðóæåíîâ 2008 ãîäó Ñìèòîì è ßðäîì äëÿ ñëó÷àÿ êâàíòîâîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè [3℄.Âïîñëåäñòâèè áûëà ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñóïåðàêòèâàöèè íåêîòîðûõ äðóãèõïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé êâàíòîâîãî êàíàëà, â ÷àñòíîñòè êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîéïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ñ íóëåâîé îøèáêîé (êàê îäíîøàãîâûõ, òàê è àñèìïòîòè÷å-ñêèõ), à òàêæå îáíàðóæåí ý��åêò òàê íàçûâàåìîé ýêñòðåìàëüíîé ñóïåðàêòèâàöèèïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ñ íóëåâîé îøèáêîé [4�6℄.1 �àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå íàó÷íîé ïðîãðàììû �ÀÍ �Ìàòåìà-òè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì� è �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-ñëåäîâàíèé (íîìåðà ïðîåêòîâ 12-01-00319à, 13-01-00295à).2 �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Äàòñêîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà ñèììåòðèèè äå�îðìàöèè ïðè Êîïåíãàãåíñêîì óíèâåðñèòåòå. 2∗ 35



Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ñóïåðàêòèâàöèè îäíîøàãîâîé êâàíòîâîé ïðîïóñêíîéñïîñîáíîñòè ñ íóëåâîé îøèáêîé. Ýòà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Q̄0(Φ) (ñòðîãî îïðåäå-ëåííàÿ â � 2) õàðàêòåðèçóåò âîçìîæíîñòü áåçîøèáî÷íîé ïåðåäà÷è êâàíòîâûõ ñîñòîÿ-íèé ïî êâàíòîâîìó êàíàëó Φ ïðè åãî îäíîêðàòíîì èñïîëüçîâàíèè. Ñîîòâåòñòâóþùèéý��åêò ñóïåðàêòèâàöèè îçíà÷àåò, ÷òî
Q̄0(Φ1) = Q̄0(Φ2) = 0, íî Q̄0(Φ1 ⊗ Φ2) > 0 (1)äëÿ íåêîòîðûõ êàíàëîâ Φ1 è Φ2.Ñâîéñòâî ñóïåðàêòèâàöèè (1) ìîæíî îïèñàòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåðìèíà �ïðî-ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü� êàê ý��åêò ïîÿâëåíèÿ èäåàëüíîãî (ò.å. ïîëíîñòüþ îáðàòè-ìîãî) ïîäêàíàëà ó òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êàíàëîâ, íå èìåþùèõ èäåàëüíûõïîäêàíàëîâ. Ïîýòîìó àíàëèç ñâîéñòâà (1) ïðåäñòàâëÿåò òàêæå èíòåðåñ äëÿ òåîðèèâïîëíå ïîëîæèòåëüíûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó îïåðàòîðíûìè àëãåáðàìè.Ñóùåñòâîâàíèå êâàíòîâûõ êàíàëîâ, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñâîéñòâî (1), ñëåäó-åò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ êàíàëîâ, äåìîíñòðèðóþ-ùèõ òàê íàçûâàåìóþ ýêñòðåìàëüíóþ ñóïåðàêòèâàöèþ àñèìïòîòè÷åñêîé ïðîïóñêíîéñïîñîáíîñòè ñ íóëåâîé îøèáêîé. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [5℄ íåÿâíûì ñïîñîáîì èïîýòîìó íå äàåò íè êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ êàíàëîâ, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñâîé-ñòâî (1), íè èí�îðìàöèè î ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè òàêèõ êàíàëîâ.Â íàøåé ðàáîòå [7℄ ÿâíî îïèñàíû êàíàëû íèçêîé ðàçìåðíîñòè Φ1 6= Φ2 (ðàçìåð-íîñòü âõîäà ðàâíà 8, ðàíã ×îÿ ðàâåí 5), äåìîíñòðèðóþùèå ýêñòðåìàëüíóþ ñóïåðàê-òèâàöèþ îäíîøàãîâîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ íóëåâîé îøèáêîé, êîòîðàÿ îçíà÷à-åò ñâîéñòâî (1) ñ çàìåíîé óñëîâèÿ Q̄0(Φ1) = Q̄0(Φ2) = 0 íà áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå

C̄0(Φ1) = C̄0(Φ2) = 0 (çäåñü C̄0 � îäíîøàãîâàÿ êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòüñ íóëåâîé îøèáêîé). Âûïîëíèìîñòü ñâîéñòâà (1) äëÿ òàêèõ êàíàëîâ î÷åâèäíà.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ òîò æå ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå ïðîñòîãîïðèìåðà ñóïåðàêòèâàöèè (1). Îêàçàëîñü, ÷òî çàìåíà óñëîâèé
C̄0(Φ1) = C̄0(Φ2) = 0 −→ Q̄0(Φ1) = Q̄0(Φ2) = 0ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñíèçèòü ðàçìåðíîñòü (ðàçìåðíîñòü âõîäà ðàâíà 4, ðàíã ×îÿðàâåí 3) è ïîñòðîèòü ñèììåòðè÷íûé ïðèìåð Φ1 = Φ2, ò.å. òàêîé êàíàë Φ, ÷òî
Q̄0(Φ) = 0, íî Q̄0(Φ⊗ Φ) > 0.Áîëåå òîãî, ýòîò êàíàë Φ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì î÷åíü ïðîñòîãî íåêîììóòàòèâ-íîãî ãðà�à, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Êðàóñà äëÿ Φ âÿâíîì âèäå.Â � 3 äàåòñÿ ÿâíîå îïèñàíèå êâàíòîâîãî êàíàëà Φ, äëÿ êîòîðîãî
Q̄0(Φ) = 0, íî Q̄0(Φ⊗ Φ) > logn,ãäå n � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè +∞ (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå Φ � áåñêîíå÷íîìåðíûéêàíàë).Â � 4 ïîêàçàíî, ÷òî ó ñâîéñòâà ñóïåðàêòèâàöèè (1) åñòü äâîéñòâåííîå ñâîéñòâî âòåîðèè êâàíòîâûõ èçìåðåíèé, ñîñòîÿùåå â ïîÿâëåíèè íåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâäëÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàíòîâûõ íàáëþäàåìûõ, íå èìåþùèõ íåðàçëè-÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.Â Ïðèëîæåíèè ðàññìîòðåí îáùèé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Êðàóñà äëÿêâàíòîâîãî êàíàëà ñ çàäàííûì íåêîììóòàòèâíûì ãðà�îì.36



§ 2. Ñóïåðàêòèâàöèÿ îäíîøàãîâîé êâàíòîâîé ïðîïóñêíîéñïîñîáíîñòè ñ íóëåâîé îøèáêîéÏóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, B(H) è T(H) � áàíàõî-âû ïðîñòðàíñòâà âñåõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H è âñåõ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîââ H ñîîòâåòñòâåííî, S(H) � çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî â T(H), ñîñòîÿ-ùåå èç ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ åäèíè÷íûì ñëåäîì, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êâàí-òîâûìè ñîñòîÿíèÿìè [1, 2℄. Íîñèòåëü supp ρ ñîñòîÿíèÿ ρ � ýòî îðòîãîíàëüíîå äî-ïîëíåíèå åãî ÿäðà ker ρ, ðàçìåðíîñòü íîñèòåëÿ áóäåì íàçûâàòü ðàíãîì ñîñòîÿíèÿ:
rank ρ = dim supp ρ. Åñëè dimH = n < +∞, òî B(H) è T(H) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñïðîñòðàíñòâîì Mn âñåõ (n× n)-ìàòðèö (ñíàáæåííûì ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìîé).Ïóñòü Φ: T(HA) → T(HB) � êâàíòîâûé êàíàë, ò.å. âïîëíå ïîëîæèòåëüíîå ñîõðà-íÿþùåå ñëåä ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå [1, 2℄. Èç òåîðåìû Ñòàéíñïðèíãà ñëåäóåò ñóùå-ñòâîâàíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà HE è èçîìåòðèè V : HA → HB ⊗HE, òàêèõ ÷òî

Φ(ρ) = TrHE
V ρV ∗, ρ ∈ T(HA). (2)Êâàíòîâûé êàíàë

T(HA) ∋ ρ 7→ Φ̂(ρ) = TrHB
V ρV ∗ ∈ T(HE) (3)íàçûâàåòñÿ êîìïëåìåíòàðíûì ê êàíàëó Φ [1,8℄. Êîìïëåìåíòàðíûé êàíàë îïðåäåëåíîäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè [8, Ïðèëîæåíèå℄.Ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ Ñòàéíñïðèíãà (2) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèåÊðàóñà

Φ(ρ) =
∑

k

VkρV
∗
k , ρ ∈ T(HA), (4)â êîòîðîì {Vk} � íàáîð ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç HA â HB, òàêîé ÷òî∑

k

V ∗
k Vk = IHA

. Ýòè îïåðàòîðû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì
〈ϕ|Vkψ〉 = 〈ϕ⊗ k|V ψ〉, ϕ ∈ HB , ψ ∈ HA,ãäå {|k〉} � íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå HE [1, ãë. 6℄.Ìèíèìàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì Êðàóñà êàíàëà Φ íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå (4)ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîéýòîãî êàíàëà, íàçûâàåìîé ðàíãîì ×îÿ [1, 2℄. �àíã ×îÿ êàíàëà Φ áóäåì äàëåå îáî-çíà÷àòü dimHE , ïîñêîëüêó îí ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàí-ñòâà HE .Îäíîøàãîâàÿ êâàíòîâàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ íóëåâîé îøèáêîé Q̄0(Φ) êàíà-ëà Φ îïðåäåëÿåòñÿ êàê sup

H∈q0(Φ)

log dimH, ãäå q0(Φ) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ
H0 â HA, íà êîòîðûõ êàíàë Φ ïîëíîñòüþ îáðàòèì (â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóåòêàíàë Θ, òàêîé ÷òî Θ(Φ(ρ)) = ρ äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé ρ ñ íîñèòåëåì â H0). Àñèìï-òîòè÷åñêàÿ êâàíòîâàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ íóëåâîé îøèáêîé îïðåäåëÿåòñÿ ñïîìîùüþ ðåãóëÿðèçàöèè: Q0(Φ) = sup

n
n−1Q̄0(Φ

⊗n) [4�6, 9, 10℄.Èçâåñòíî, ÷òî êàíàë Φ ïîëíîñòüþ îáðàòèì íà ïîäïðîñòðàíñòâåH0 òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ñóæåíèå êîìïëåìåíòàðíîãî êàíàëà Φ̂ íà ïîäìíîæåñòâî S(H0) ÿâëÿåòñÿïîëíîñòüþ äåïîëÿðèçóþùèì, ò.å. Φ̂(ρ1) = Φ̂(ρ2) äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé ρ1 è ρ2 ñ íîñè-òåëåì â H0 [1, ãë. 9℄. Ïîýòîìó ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Q̄0(Φ) êàíàëà Φ ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì G(Φ) .
= Φ̂∗(B(HE)), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåêîììóòàòèâ-íûì ãðà�îì êàíàëà Φ (ñì. [9℄). 37



Ëåììà 1. Êàíàë Φ: T(HA) → T(HB) ïîëíîñòüþ îáðàòèì íà ïîäïðîñòðàíñòâå
H0 ⊆ HA, ïîðîæäåííîì ñåìåéñòâîì {ϕi}ni=1, n 6 +∞, îðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõâåêòîðîâ (÷òî îçíà÷àåò Q̄0(Φ) > logn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

〈ϕi|Aϕj〉 = 0 è 〈ϕi|Aϕi〉 = 〈ϕj |Aϕj〉 ∀i, j, ∀A ∈ L, (5)ãäå L = G(Φ), èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, L � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
B(HA), òàêîå ÷òîw-o-
l(linL) = w-o-
l(G(Φ)), (6)ãäå w-o-
l(·) � çàìûêàíèå â ñëàáîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè, à linL � ëèíåéíàÿ îáî-ëî÷êà ìíîæåñòâà L.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (5) ïðè L = G(Φ) îçíà-÷àþò, ÷òî ñóæåíèå êîìïëåìåíòàðíîãî êàíàëà Φ̂ íà ïîäìíîæåñòâî S(H0) ÿâëÿåòñÿïîëíîñòüþ äåïîëÿðèçóþùèì.Èç âûïîëíèìîñòè ñîîòíîøåíèé (5) ïðè ëþáîì L, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ (6),ñëåäóåò âûïîëíèìîñòü ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïðè L = G(Φ). NÇàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâî L â àëãåáðå Mn âñåõ (n × n)-ìàòðèöÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì ãðà�îì íåêîòîðîãî êàíàëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

L ñèììåòðè÷íî (L = L∗) è ñîäåðæèò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó (7)(ñì. [6, ëåììà 2℄ èëè [7, ïðåäëîæåíèå 2℄), ëåììà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî êàíàë Φ ñ dimHA =
= n è ïîëîæèòåëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî, íóëåâîé) ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ Q̄0(Φ)ìîæíî ïîñòðîèòü, âûáðàâ ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ Mn, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (7),äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (ñîîòâåòñòâåííî, íå âûïîëíåíî) ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∃ϕ, ψ ∈ [Cn]1, òàêèå ÷òî 〈ψ|Aϕ〉 = 0 è 〈ϕ|Aϕ〉 = 〈ψ|Aψ〉 ∀A ∈ L, (8)ãäå [Cn]1 � åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â Cn.Åñëè m � òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî dimL 6 m2, òî ñëåäñòâèå 1 èç [7℄ èïðåäëîæåíèå 3 (ñì. Ïðèëîæåíèå) äàþò ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êàíàëà Φ, ó êîòîðîãî
G(Φ) = L è dimHE = m.Ñóïåðàêòèâàöèÿ îäíîøàãîâîé êâàíòîâîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ íóëåâîéîøèáêîé îçíà÷àåò, ÷òî

Q̄0(Φ1) = Q̄0(Φ2) = 0, íî Q̄0(Φ1 ⊗ Φ2) > 0 (9)äëÿ íåêîòîðûõ êàíàëîâ Φ1 è Φ2. Êàê óæå îòìå÷àëîñü â � 1, ñóùåñòâîâàíèå êàíàëîâ
Φ1 è Φ2, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî (9), ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â [5℄,îäíàêî ÿâíûå ïðèìåðû òàêèõ êàíàëîâ äî ñèõ ïîð íå ïîñòðîåíû, è âîïðîñ îá èõìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè îñòàåòñÿ îòêðûòûì.Íèæå ïðèâåäåí ÿâíûé ïðèìåð êàíàëà Φ ñ dimHA = 4, dimHE = 3, dimHB = 12,òàêîãî ÷òî (9) âûïîëíÿåòñÿ ïðè Φ1 = Φ2 = Φ.Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1 ïðîáëåìà ïîèñêà êàíàëîâ, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî (9),ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ïîèñêà ïîäïðîñòðàíñòâ L1 è L2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (7),òàêèõ ÷òî óñëîâèå (8) íå âûïîëíåíî äëÿ L = L1 è äëÿ L = L2, íî âûïîëíåíî äëÿ L =
= L1⊗L2. �àññìîòðèì ñèììåòðè÷íûé ïðèìåð (L1 = L2) òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ âM4.Ïóñòü U � óíèòàðíûé îïåðàòîð â C2, îïðåäåëÿåìûé (â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå)ìàòðèöåé

U =

[
η 0
0 η̄

]
,38



ãäå η = exp[iπ/4]. �àññìîòðèì ïÿòèìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
L0 =

{
M =

[
A λU∗

λU A

]
, A ∈ M2, λ ∈ C

}â àëãåáðå M4, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (7).Ò å î ð åì à 1. Óñëîâèå (8) íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ L = L0, íî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ L =
= L0 ⊗ L0 ñ âåêòîðàìè

|ϕt〉 =
1√
2

[
|1〉 ⊗ |1〉+ eit|2〉 ⊗ |2〉

]
, |ψt〉 =

1√
2

[
|3〉 ⊗ |3〉+ eit|4〉 ⊗ |4〉

]
, (10)ãäå {|k〉}4k=1 � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â C4, à t � �èêñèðîâàííîå ÷èñëî èç [0, 2π).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äàëåå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü C4 è C2 ⊕ C2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò åäèíè÷íûå âåêòîðû ϕ = [x1, x2] è ψ = [y1, y2],

xi, yi ∈ C2, òàêèå ÷òî 〈ψ|Mϕ〉 = 0 è 〈ψ|Mψ〉 = 〈ϕ|Mϕ〉 äëÿ âñåõ M ∈ L0. Òîãäàèìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
〈y1|Ax1〉+ 〈y2|Ax2〉 = 0 ∀A ∈ M2, (11)
〈y1|U∗x2〉+ 〈y2|Ux1〉 = 0, (12)
〈y1|Ay1〉+ 〈y2|Ay2〉 = 〈x1|Ax1〉+ 〈x2|Ax2〉 ∀A ∈ M2, (13)
〈y1|U∗y2〉+ 〈y2|Uy1〉 = 〈x1|U∗x2〉+ 〈x2|Ux1〉. (14)Åñëè x1 ∦ x2, òî íàéäåòñÿ A0 ∈ M2, òàêîé ÷òî y1 = A0x1 è y2 = A0x2. Ïîýòîìóèç (11) ïîëó÷àåì 〈y1|y1〉 + 〈y2|y2〉 = 0, ò.å. y1 = y2 = 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè y1 ∦ y2, òîèç (11) ñëåäóåò, ÷òî x1 = x2 = 0.Òàêèì îáðàçîì, èìååì x1 ‖ x2 è y1 ‖ y2. Ïîêàæåì íåñîâìåñòíîñòü óðàâíåíèé(11)�(14), ðàññìàòðèâàÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:1) x2 = 0, x1 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå èç (11) ñëåäóåò, ÷òî 〈y1|Ax1〉 = 0 äëÿ âñåõ

A ∈ M2, ÷òî äàåò y1 = 0. Òîãäà èç (13) ñëåäóåò, ÷òî 〈x1|Ax1〉 = 〈y2|Ay2〉 äëÿ âñåõ
A ∈ M2, à ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè x1 ‖ y2. Ïîýòîìó â ñèëó ïðèâåäåííîé íèæåëåììû 2 èç (12) ñëåäóåò, ÷òî y2 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì y1 = y2 = 0;2) y2 = 0, y1 6= 0. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1) ïîëó÷àåì x1 = x2 = 0;3) x2 6= 0, y2 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå x1 = µx2, y1 = νy2, è èç (13) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(1 + |µ|2)〈x2|Ax2〉 = (1 + |ν|2)〈y2|Ay2〉 ∀A ∈ M2,êîòîðîå âîçìîæíî, òîëüêî åñëè x2 ‖ y2. Ïîýòîìó x1 = αy2 è x2 = βy2 (â äîïîëíåíèåê y1 = νy2). Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 6= 0 è y1 6= 0, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àåèç (11) ñëåäóåò, ÷òî 〈y2|Ax2〉 = 0 äëÿ âñåõ A ∈ M2, à ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè
x2 = 0 èëè y2 = 0.Èç (11) ïîëó÷àåì, ÷òî (ν̄α+ β)〈y2|y2〉 = 0, à çíà÷èò,

β = −ν̄α. (15)Èç ëåììû 2 ïîëó÷àåì, ÷òî z0 = 〈y2|Uy2〉 � íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ïîýòîìóèç (14) è (15) ñëåäóåò, ÷òî Re(νz0) = Re(αβ̄z0) = −|α|2 Re(νz0), à çíà÷èò,
Re(νz0) = 0. (16)Èç (12) è (15) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
ν̄βz̄0 + αz0 = α(−ν̄2z̄0 + z0) = 0. 39



Ïîñêîëüêó α 6= 0 (â ñèëó x1 6= 0), èìååì ν2z0 = z̄0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî νz0 �âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïîýòîìó (16) ïîêàçûâàåò, ÷òî ν = 0 âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ,÷òî y1 6= 0.Íåâûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (8) äëÿ L = L0 äîêàçàíà.Ïîêàæåì, ÷òî
〈ψt|M1 ⊗M2ϕt〉 = 0 ∀M1,M2 ∈ L0 (17)è
〈ψt|M1 ⊗M2ψt〉 = 〈ϕt|M1 ⊗M2ϕt〉 ∀M1,M2 ∈ L0, (18)ãäå ϕt è ψt � îïðåäåëåííûå â (10) âåêòîðû. Ïîñêîëüêó ìû îòîæäåñòâëÿåì C4 ñ

C2 ⊕ C2, ýòè âåêòîðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
|ϕt〉 =

1√
2

[
|e1, 0〉 ⊗ |e1, 0〉+ eit|e2, 0〉 ⊗ |e2, 0〉

]
,

|ψt〉 =
1√
2

[
|0, e1〉 ⊗ |0, e1〉+ eit|0, e2〉 ⊗ |0, e2〉

]
,ãäå {|ei〉} � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â C2.Ïîëàãàÿ α1 = 1 è α2 = eit, èìååì

M1 ⊗M2|ϕt〉 =
1√
2

2∑

i=1

αi|A1ei, λ1Uei〉 ⊗ |A2ei, λ2Uei〉, (19)è ñëåäîâàòåëüíî,
〈ψt|M1 ⊗M2ϕt〉 =

1

2

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈0, ei| ⊗ 〈0, ei| · |A1ej , λ1Uej〉 ⊗ |A2ej , λ2Uej〉 =

=
1

2
λ1λ2

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈ei|Uej〉〈ei|Uej〉 =
1

2
λ1λ2

[
η2|α1|2 + η̄2|α2|2

]
= 0,÷òî ïîêàçûâàåò âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (17). Èç (19) ñëåäóåò, ÷òî

〈ϕt|M1 ⊗M2ϕt〉 =
1

2

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈ei, 0| ⊗ 〈ei, 0| · |A1ej , λ1Uej〉 ⊗ |A2ej , λ2Uej〉 =

=
1

2

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈ei|A1ej〉〈ei|A2ej〉. (20)Ïîñêîëüêó
M1 ⊗M2|ψt〉 =

1√
2

2∑

i=1

αi|λ1U∗ei, A1ei〉 ⊗ |λ2U∗ei, A2ei〉,èìååì
〈ψt|M1 ⊗M2ψt〉 =

1

2

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈0, ei| ⊗ 〈0, ei| · |λ1U∗ej, A1ej〉 ⊗ |λ2U∗ej , A2ej〉 =

=
1

2

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈ei|A1ej〉〈ei|A2ej〉.Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è (20) ñëåäóåò (18). N40



Ëåììà 2. Åñëè y � íåíóëåâîé âåêòîð â C2, òî 〈y|Uy〉 6= 0.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü y = [y1, y2], òîãäà Uy = [ηy1, η̄y2] è 〈y|Uy〉 = |y1|2η +
+|y2|2η̄ 6= 0 (ïîñêîëüêó η = exp[iπ/4]). NÈç òåîðåìû 1 (ñ ó÷åòîì ëåììû 1) è ïðåäëîæåíèÿ 2 èç [7℄ ïîëó÷àåìÑë å ä ñ ò â è å 1. Ñóùåñòâóåò ïñåâäîäèàãîíàëüíûé3 êàíàë Φ ñ dimHA = 4,
dimHE = 3, dimHB = 12, òàêîé ÷òî G(Φ) = L0, è ñëåäîâàòåëüíî,

Q̄0(Φ) = 0, íî Q̄0(Φ⊗ Φ) > 0.Êàíàë Φ⊗Φ ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì t ∈ [0, 2π) ïîëíîñòüþ îáðàòèì íà äâóìåð-íîì ïîäïðîñòðàíñòâå Ht = lin{|ϕt〉, |ψt〉}, ãäå ϕt, ψt � îïðåäåëåííûå â (10) âåêòîðû.Çàìå÷àíèå 2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L0 íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâ-íûì. Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 2 èç [7℄ ñîîòâåòñòâóþùèé êàíàë Φ èìååò ïîëîæèòåëüíóþîäíîøàãîâóþ êëàññè÷åñêóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñ íóëåâîé îøèáêîé. Çíà÷èò,ýòîò êàíàë íå äàåò ïðèìåð ýêñòðåìàëüíîé ñóïåðàêòèâàöèè îäíîøàãîâîé ïðîïóñêíîéñïîñîáíîñòè ñ íóëåâîé îøèáêîé (â îòëè÷èå îò êàíàëîâ, ðàññìîòðåííûõ â [7℄).Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Êðàóñà êàíàëà ñ îïèñàííûìè âñëåäñòâèè 1 ñâîéñòâàìè íåîáõîäèìî íàéòè áàçèñ {Ai}5i=1 ïîäïðîñòðàíñòâà L0, òà-êîé ÷òî Ai > 0 äëÿ âñåõ i è 5∑
i=1

Ai = I4. Â êà÷åñòâå òàêîãî áàçèñà ìîæíî âçÿòüñëåäóþùèé íàáîð ìàòðèö:
A1 =

1

6



1 0 η̄ 0
0 2 0 η
η 0 1 0
0 η̄ 0 2


 , A2 =

1

6




1 0 −η̄ 0
0 2 0 −η
−η 0 1 0
0 −η̄ 0 2


 , A3 =

5

9



1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 ,

A4 =
1

18




1
√
3 0 0√

3 3 0 0
0 0 1

√
3

0 0
√
3 3


 , A5 =

1

18




1 −
√
3 0 0

−
√
3 3 0 0

0 0 1 −
√
3

0 0 −
√
3 3


 .Ñëåäóåò òàêæå âûáðàòü íàáîð {|ψi〉}5i=1 åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ èç C3, òàêîé ÷òîíàáîð {|ψi〉〈ψi|}5i=1 ìàòðèö èç M3 ëèíåéíî íåçàâèñèì. Ïóñòü

|ψ1〉 = |1〉, |ψ2〉 = |2〉, |ψ3〉 = |3〉, |ψ4〉 =
1√
2
|1 + 3〉, |ψ5〉 =

1√
2
|2 + 3〉,ãäå {|1〉, |2〉, |3〉} � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â C3.Çàìå÷àÿ, ÷òî ri = rankAi = 3 ïðè i = 1, 2 è ri = rankAi = 2 ïðè i = 3, 4, 5,è ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 3 (ñì. Ïðèëîæåíèå), ìîæíî ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíîå ïðåä-ñòàâëåíèå Êðàóñà ïñåâäîäèàãîíàëüíîãî êàíàëà Φ, îïèñàííîãî â ñëåäñòâèè 1. Ïðÿìîå3 Êàíàë Φ: T(HA) → T(HB) íàçûâàåòñÿ ïñåâäîäèàãîíàëüíûì, åñëè îí èìååò ïðåäñòàâëåíèå

Φ(ρ) =
∑

i,j

cij〈ψi|ρ|ψj〉|i〉〈j|, ρ ∈ T(HA),â êîòîðîì {cij} � ìàòðèöà �ðàìà íåêîòîðîãî íàáîðà åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, {|ψi〉} � òàêîé íàáîðâåêòîðîâ â HA, ÷òî ∑
i

|ψi〉〈ψi| = IHA
, à {|i〉} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â HB [11℄. 41



âû÷èñëåíèå äàåò ñëåäóþùèå îïåðàòîðû Êðàóñà:
V1 =

1

6




√
6 0

√
6η̄ 0

0 α 0 β
0 β̄ 0 α
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1

√
3 0 0

0 0 1
√
3

0 0 0 0
0 0 0 0




, V2 =
1

6




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0√
6 0 −

√
6η̄ 0

0 α 0 −β
0 −β̄ 0 α
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 −

√
3 0 0

0 0 1 −
√
3




,

V3 =
1

6




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

2
√
5 0 0 0

0 0 2
√
5 0

1
√
3 0 0

0 0 1
√
3

1 −
√
3 0 0

0 0 1 −
√
3




,

ãäå α =
3 +

√

3
√

2
è β = η

3−
√

3
√

2
(η = eiπ/4). Òàêèì îáðàçîì, Φ(ρ) =

3∑
k=1

VkρV
∗
k �ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Êðàóñà êàíàëà Φ.

§ 3. Ñóïåðàêòèâàöèÿ ñ Q̄0(Φ ⊗ Φ) > lognÎáîáùåíèå ðàññìîòðåííîé âûøå êîíñòðóêöèè äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Ò å î ð åì à 2. Ïóñòü dimHA = 2n 6 +∞, {|k〉}2nk=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñâ HA, à m � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî n2 − n + 4 6 m2, åñëè
n < +∞, è m = +∞, åñëè n = +∞.Ñóùåñòâóåò ïñåâäîäèàãîíàëüíûé êàíàë Φ: T(HA) → T(HB) ñ dimHE = m, òà-êîé ÷òî Q̄0(Φ) = 0, à êàíàë Φ ⊗ Φ ïîëíîñòüþ îáðàòèì íà ïîäïðîñòðàíñòâå â
HA ⊗HA, ïîðîæäåííîì âåêòîðàìè

|ϕt
k〉 =

1√
2

[
|2k − 1〉 ⊗ |2k − 1〉+ eit|2k〉 ⊗ |2k〉

]
, k = 1, 2, . . . , n, (21)ãäå t � �èêñèðîâàííîå ÷èñëî â [0, 2π), à çíà÷èò, Q̄0(Φ⊗ Φ) > logn.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî n < +∞. �àññìîòðèì ïîäïðî-ñòðàíñòâî

Ln =




M =




A λ12U
∗ . . . λ1nU

∗

λ21U A . . . λ2nU
∗

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λn1U λn2U . . . A


 , A ∈ M2, λij ∈ C





(22)42



â M2n, ãäå U � óíèòàðíûé îïåðàòîð â C2, îïðåäåëåííûé â � 2 (èìåþùèé ìàòðèöó
diag{η, η̄} â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå â C2, η = exp[iπ/4]).Ïîäïðîñòðàíñòâî Ln óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (7) è dimLn = n2−n+4. Ïîýòîìó âñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 èç [7℄ ñóùåñòâóåò ïñåâäîäèàãîíàëüíûé êàíàë Φ ñ dimHA = 2nè dimHE = m, òàêîé ÷òî G(Φ) = Ln.Äîêàæåì, ÷òî Q̄0(Φ) = 0, ïîêàçàâ íåâûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (8) äëÿ L = Ln.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò åäèíè÷íûå âåêòîðû ϕ = [x1, x2, . . . , xn] è ψ =
= [y1, y2, . . . , yn], xi, yi ∈ C2, òàêèå ÷òî 〈ψ|Mϕ〉 = 0 è 〈ψ|Mψ〉 = 〈ϕ|Mϕ〉 äëÿ âñåõ
M ∈ Ln. Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

n∑

i=1

〈yi|Axi〉 = 0 ∀A ∈ M2, (23)
〈yi|U∗xk〉 = 0, ∀k > 1, i < k, (24)
〈yi|Uxk〉 = 0, ∀k < n, i > k, (25)
n∑

i=1

〈yi|Ayi〉 =
n∑

i=1

〈xi|Axi〉 ∀A ∈ M2. (26)Çàìåòèì, ÷òî (26) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó
n∑

i=1

|yi〉〈yi| =
n∑

i=1

|xi〉〈xi|. (27)Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òîëèáî x1 ‖ x2 ‖ x3 ‖ . . . ‖ xn, ëèáî y1 ‖ y2 ‖ y3 ‖ . . . ‖ yn, (28)ïîñêîëüêó òîãäà èç (27) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî xi ‖ yj äëÿ âñåõ i, j, à ýòî â ñèëó ëåììû 2íåñîâìåñòèìî ñ (24) è (25) (åñëè xi = yi = 0 äëÿ âñåõ i 6= k, òî 〈yk|xk〉 = 〈ψ|ϕ〉 = 0).Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû ϕ è ψ èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå äâå íåíóëåâûå êîìïî-íåíòû (èíà÷å (28) òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ).Ïóñòü k � òàêîå ÷èñëî, ÷òî xi = yi = 0 äëÿ âñåõ i < k è ëèáî xk 6= 0, ëèáî yk 6= 0.Â ñèëó ñèììåòðèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xk 6= 0. Òîãäà èç (25) ñëåäóåò, ÷òî
yk+1 ‖ yk+2 ‖ . . . ‖ yn. (29)Åñëè yk = 0, òî (29) ðàâíîñèëüíî (28). Åñëè yk 6= 0, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèåñëó÷àè:1) xi 6= 0 è yj 6= 0, ãäå i > j > k. Â ýòîì ñëó÷àå èç (24) ïðè k = i ñëåäóåò, ÷òî
yk ‖ yk+1 ‖ . . . ‖ yi−1.Ýòî âìåñòå ñ (29) äàåò (28) (ïîñêîëüêó yj 6= 0 è i > k + 2);2) xi 6= 0 è yj 6= 0, ãäå j > i > k. Ïîñêîëüêó xk 6= 0 è yk 6= 0, ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿê ïðåäûäóùåìó ïåðåñòàíîâêîé ϕ è ψ;3) xi = yi = 0 äëÿ âñåõ i > k, êðîìå i = ℓ > k. Â ýòîì ñëó÷àå èç (23) ñëåäóåò, ÷òî
〈yk|Axk〉+ 〈yℓ|Axℓ〉 = 0 ∀A ∈ M2.Åñëè xk ∦ xℓ, òî íàéäåòñÿ A0 ∈ M2, òàêîé ÷òî yk = A0xk è yℓ = A0xℓ. Ïîýòîìó èçïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî 〈yk|yk〉 + 〈yℓ|yℓ〉 = 0 âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ

yk 6= 0. Çíà÷èò, xk ‖ xℓ, è èìååò ìåñòî (28).Íåâûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (8) äëÿ L = Ln äîêàçàíà. 43



Ïîêàæåì, ÷òî
〈ϕt

k|M1 ⊗M2ϕ
t
ℓ〉 = 0 ∀M1,M2 ∈ Ln, k 6= ℓ, (30)è

〈ϕt
k|M1 ⊗M2ϕ

t
k〉 = 〈ϕt

ℓ|M1 ⊗M2ϕ
t
ℓ〉 ∀M1,M2 ∈ Ln, k 6= ℓ, (31)äëÿ ñåìåéñòâà {ϕt

k}
n

k=1 âåêòîðîâ (21). Â ñèëó ëåììû 1 ýòè ñîîòíîøåíèÿ îçíà÷àþòïîëíóþ îáðàòèìîñòü êàíàëà Φ ⊗ Φ íà ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì ýòèì ñåìåé-ñòâîì.Ïóñòü |ξki 〉 = |0, . . . , 0, ei, 0, . . . , 0〉 � âåêòîð èç C2n = [C2 ⊕ C2 ⊕ . . . ⊕ C2], ãäåâåêòîð ei íàõîäèòñÿ íà k-é ïîçèöèè ({e1, e2} � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â C2). Òîãäà
|ϕt

k〉 =
1√
2

[
|ξk1 〉 ⊗ |ξk1 〉+ eit|ξk2 〉 ⊗ |ξk2 〉

]
, k = 1, 2, . . . , n.Ïîëàãàÿ α1 = 1 è α2 = eit, èìååì

M1 ⊗M2|ϕt
k〉 =

1√
2

2∑

j=1

αj |ψ(1, k, j)〉 ⊗ |ψ(2, k, j)〉, (32)ãäå
|ψ(r, k, j)〉 = |λr1kU∗ej , λ

r
2kU

∗ej , . . . , λ[k−1]kU
∗ej, A

rej , λ
r
[k+1]kUej , . . . , λ

r
nkUej〉,

r = 1, 2 (Ar , λrij ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöå Mr). Åñëè ℓ > k, òî
〈ϕt

ℓ|M1 ⊗M2ϕ
t
k〉 =

1

2

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈ξℓi | ⊗ 〈ξℓi | · |ψ(1, k, j)〉 ⊗ |ψ(2, k, j)〉 =

=
1

2
λ1ℓkλ

2
ℓk

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈ei|Uej〉〈ei|Uej〉 =
1

2
λ1ℓkλ

2
ℓk

[
η2|α1|2 + η̄2|α2|2

]
= 0.Ïîýòîìó (30) âûïîëíåíî äëÿ ℓ > k, à çíà÷èò, è äëÿ âñåõ ℓ 6= k. Èç (32) ñëåäóåò, ÷òî

〈ϕt
k|M1 ⊗M2ϕ

t
k〉 =

1

2

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈ξki | ⊗ 〈ξki | · |ψ(1, k, j)〉 ⊗ |ψ(2, k, j)〉 =

=
1

2

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈ei|A1ej〉〈ei|A2ej〉 (33)è ÷òî
〈ϕt

ℓ|M1 ⊗M2ϕ
t
ℓ〉 =

1

2

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈ξℓi | ⊗ 〈ξℓi | · |ψ(1, ℓ, j)〉 ⊗ |ψ(2, ℓ, j)〉 =

=
1

2

2∑

i,j=1

ᾱiαj〈ei|A1ej〉〈ei|A2ej〉.Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è (33) ñëåäóåò (31).�àññìîòðèì ñëó÷àé n = +∞. Ïóñòü HA � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-ñòâî, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå ñ÷åòíîé ïðÿìîé ñóììû äâóìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ C2.Êàæäûé îïåðàòîð â B(HA) ïðåäñòàâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé áëî÷íîé ìàòðèöåé, óäî-âëåòâîðÿþùåé îïðåäåëåííîìó óñëîâèþ �îãðàíè÷åííîñòè�.44



Ïóñòü L∗ � ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ áëî÷íûõ ìàòðèöM , îïðåäåëåííûõ â (22)ñ n = +∞, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
Λ2 =

+∞∑

i=1

∑

j 6=i

|λij |2 < +∞. (34)Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò îãðàíè÷åííîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà â ñèëó ëåãêîïðîâåðÿåìîãî íåðàâåíñòâà
‖M‖2

B(HA) 6 2
[
‖A‖2

B(C2) + Λ2
]
. (35)Ïóñòü L∗ � çàìûêàíèå L∗ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå. ßñíî, ÷òî L∗ � ñèììåòðè÷íîåïîäïðîñòðàíñòâî â B(HA), ñîäåðæàùåå åäèíè÷íûé îïåðàòîð IHA

. Èñïîëüçóÿ íåðà-âåíñòâî (35), íåòðóäíî ïîêàçàòü ñåïàðàáåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà L∗ â òîïîëîãèèîïåðàòîðíîé íîðìû (â êà÷åñòâå ñ÷åòíîãî ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà â L∗ ìîæíî âçÿòüìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèöM , â êîòîðûõ A è âñå λij èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîìïîíåíòû).Èç ñèììåòðè÷íîñòè è ñåïàðàáåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà L∗ ñëåäóåò (ñì. äîêàçà-òåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2 â [7℄) ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî íàáîðà {M̃i}+∞

i=2
⊂ L∗ ïîëî-æèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàþùåãî L∗ (â òîì ñìûñëå, ÷òî çàìûêàíèå ïî îïå-ðàòîðíîé íîðìå âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îïåðàòîðîâ M̃i ñîâïàäàåò ñ L∗). Ïóñòü

Mi = 2−i‖M̃i‖−1M̃i, i = 2, 3, . . . Ïîñêîëüêó IHA
∈ L∗ è ðÿä +∞∑

i=2

Mi ñõîäèòñÿ â òîïîëî-ãèè îïåðàòîðíîé íîðìû, ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð M1 = IHA
−

+∞∑
i=2

Mi ëåæèò â L∗.Ïîýòîìó {Mi}+∞
i=1 � ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàþ-ùåå ïîäïðîñòðàíñòâî L∗, òàêîå ÷òî

+∞∑

i=1

Mi = IHA
, (36)ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ â òîïîëîãèè îïåðàòîðíîé íîðìû.Ïóñòü {|ei〉}+∞

i=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-ñòðàíñòâå HB. �àññìîòðèì óíèòàëüíîå âïîëíå ïîëîæèòåëüíîå îòîáðàæåíèå
B(HB) ∋ X 7→ Ψ∗(X) =

+∞∑

i=1

〈ei|Xei〉Mi ∈ B(HA).Î÷åâèäíî, ÷òî âñå îïåðàòîðûMi ëåæàò âRanΨ∗ .
= Ψ∗(B(HB)). Ïîñêîëüêó ðÿä â (36)ñõîäèòñÿ â òîïîëîãèè îïåðàòîðíîé íîðìû, RanΨ∗ ⊆ L∗. Ñëåäîâàòåëüíî, RanΨ∗ �ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â L∗.Ïðåääâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå

T(HA) ∋ ρ 7→ Ψ(ρ) =
+∞∑

i=1

[TrMiρ]|ei〉〈ei| ∈ T(HB)ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì êàíàëîì, ðàçðóøàþùèì ñöåïëåííîñòü [1, ãë. 6℄. Ïóñòü Φ � êîì-ïëåìåíòàðíûé êàíàë ê êàíàëó Ψ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Φ � ïñåâäîäèàãîíàëüíûé êàíàë(ñì. [11℄) è G(Φ) = RanΨ∗.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà Q̄0(Φ) = 0 â ñèëó ëåììû 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,÷òî óñëîâèå (8) íå âûïîëíåíî ïðè L = L∗ (ïîñêîëüêó L∗ è RanΨ∗ � ïëîòíûå ïîìíî-45



æåñòâà â L∗). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå â äîêàçàòåëüñòâå òàêîãîæå óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå n < +∞.Âåêòîðû, îïðåäåëåííûå â (21) ïðè n = +∞, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
|ϕt

k〉 =
1√
2

[
|ξk1 〉 ⊗ |ξk1 〉+ eit|ξk2 〉 ⊗ |ξk2 〉

]
, k = 1, 2, 3, . . . ,ãäå |ξki 〉 = |0, . . . , 0, ei, 0, 0, . . .〉 � âåêòîð èç HA = [C2⊕C2⊕ . . .⊕C2⊕ . . .], ñîäåðæàùèéâåêòîð ei íà k-é ïîçèöèè ({e1, e2} � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â C2).Ïîñêîëüêó RanΨ∗ � ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â L∗, Ran [Ψ∗ ⊗Ψ∗] � ïëîòíîå ïîäìíî-æåñòâî â L∗⊗̄L∗ (ãäå ⊗̄ � ïðîñòðàíñòâåííîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå). Ïîýòîìó äëÿäîêàçàòåëüñòâà ïîëíîé îáðàòèìîñòè êàíàëà Φ⊗Φ íà ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîìñåìåéñòâîì âåêòîðîâ {|ϕt

k〉}+∞
k=1, â ñèëó ëåììû 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøå-íèå (5) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ïàðû |ϕt

k〉, |ϕt
ℓ〉 è L = {M1 ⊗ M2 | M1,M2 ∈ L∗}.Ýòî äåëàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ïðè ïðîâåðêå àíàëîãè÷íûõ ñîîòíîøåíèé â ñëó÷àå

n < +∞. N

§ 4. Îá îäíîì ñâîéñòâå êâàíòîâûõ èçìåðåíèéÂ ýòîì ïàðàãðà�å áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â òåîðèè êâàíòîâûõ èçìåðåíèé åñòü ý�-�åêò, äâîéñòâåííûé ý��åêòó ñóïåðàêòèâàöèè îäíîøàãîâîé êâàíòîâîé ïðîïóñêíîéñïîñîáíîñòè ñ íóëåâîé îøèáêîé.Â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíûìè ïîñòóëàòàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè ëþáîå èçìåðåíèåêâàíòîâîé ñèñòåìû, àññîöèèðîâàííîé ñ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì H, îïèñûâàåò-ñÿ ïîëîæèòåëüíîé îïåðàòîðíîçíà÷íîé ìåðîé, òàêæå íàçûâàåìîé (îáîáùåííîé) êâàí-òîâîé íàáëþäàåìîé [1,2℄. Êâàíòîâàÿ íàáëþäàåìàÿ ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ìíîæå-ñòâîì èñõîäîâ � ýòî äèñêðåòíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû âB(H), ò.å. íàáîð {Mi}mi=1,m 6

6 +∞, ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ â H, òàêèõ ÷òî m∑
i=1

Mi = IH. Íàáëþäàåìàÿ íàçû-âàåòñÿòî÷íîé, åñëè îíà ñîîòâåòñòâóåò îðòîãîíàëüíîìó ðàçëîæåíèþ åäèíèöû (â ýòîìñëó÷àå íàáëþäàåìàÿ {Mi}mi=1 ñîñòîèò èç âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ).Åñëè â êâàíòîâîé ñèñòåìå, íàõîäÿùåéñÿ â çàäàííîì ñîñòîÿíèè ρ, ïðîèçâîäèòñÿèçìåðåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íàáëþäàåìîé M = {Mi}mi=1, òî âåðîÿòíîñòü i-ãî èñ-õîäà ðàâíà TrMiρ. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íàáëþäàåìóþ M êàê êâàíòîâî-êëàññè÷åñêèé êàíàë
S(H) ∋ ρ 7→ πM(ρ) = {TrMiρ}mi=1 ∈ Pm,ãäå Pm � ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ñ m èñõîäàìè.Â òåîðèè êâàíòîâûõ èçìåðåíèé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå èí�îðìàöèîííîéïîëíîòû íàáëþäàåìîé è åãî ìîäè�èêàöèè [12�14℄. ÍàáëþäàåìàÿM íàçûâàåòñÿ èí-�îðìàöèîííî ïîëíîé, åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé πM(ρ1) è πM(ρ2) ðàçëè÷íûäëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ρ1 è ρ2.Ñ èí�îðìàöèîííîé íåïîëíîòîé íàáëþäàåìîé ñâÿçàíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.Îï ð å ä å ë å í è å. Ïîäïðîñòðàíñòâî H0 ⊂ H íàçûâàåòñÿ íåðàçëè÷èìûì äëÿ íà-áëþäàåìîéM, åñëè πM(ρ1) = πM(ρ2) äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé ρ1 è ρ2 ñ íîñèòåëåì âH0.Åñëè M = {Mi} � òî÷íàÿ íàáëþäàåìàÿ, òî âñå åå íåðàçëè÷èìûå ïîäïðîñòðàí-ñòâà � îáðàçû ïðîåêòîðîâ Mi ðàíãà > 2. Ïîýòîìó òî÷íàÿ íàáëþäàåìàÿ íå èìååòíåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñîñòîèò èç ïðîåê-òîðîâ ðàíãà 1. Äëÿ íåòî÷íûõ íàáëþäàåìûõ ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî (ñì. ïðèìåðïîñëå ñëåäñòâèÿ 2).Äëÿ îïèñàíèÿ íåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ çàäàííîé íàáëþäàåìîé áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå46



Ïð å ä ë îæå í è å 1. Ïóñòü M = {Mi}mi=1, m 6 +∞, � íàáëþäàåìàÿ â ãèëüáåð-òîâîì ïðîñòðàíñòâå H, à H0 � ïîäïðîñòðàíñòâî â H. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿðàâíîñèëüíû:(i) H0 � íåðàçëè÷èìîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ íàáëþäàåìîé M;(ii) 〈ψ|Miϕ〉 = 0 äëÿ âñåõ i è ëþáûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ϕ, ψ èç H0;(iii) Ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {|ϕk〉} â H0, òàêîé ÷òî
〈ϕk|Miϕj〉 = 0 è 〈ϕk|Miϕk〉 = 〈ϕj |Miϕj〉 ∀i, j, k.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî H0 íåðàçëè÷èìî äëÿ íà-áëþäàåìîé M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êâàíòîâûé êàíàë

T(H) ∋ ρ 7→
m∑

i=1

[TrMiρ]|i〉〈i| ∈ T(Hm), (37)ãäå {|i〉} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â m-ìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Hm,èìååò ïîëíîñòüþ äåïîëÿðèçóþùåå ñóæåíèå íà ïîäìíîæåñòâî S(H0) ⊂ S(H). Ïî-ýòîìó óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò èç èçâåñòíîé õàðàêòåðèñòèêè ïîëíîñòüþäåïîëÿðèçóþùèõ êàíàëîâ [1℄. NÎòñóòñòâèå íåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ó êâàíòîâîé íàáëþäàåìîé ìîæíî ñ÷è-òàòü ïîêàçàòåëåì åå êà÷åñòâà. Ïîýòîìó, åñëè äâå íàáëþäàåìûå M1 è M2 íå èìå-þò íåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèèíåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ó èõ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ M1 ⊗M2.4 Ýòîò âî-ïðîñ òåñíî ñâÿçàí ñ ý��åêòîì ñóïåðàêòèâàöèè îäíîøàãîâîé êâàíòîâîé ïðîïóñêíîéñïîñîáíîñòè ñ íóëåâîé îøèáêîé.Ïð å ä ë îæ å í è å 2. Ïóñòü H1
A,H2

A � êîíå÷íîìåðíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàí-ñòâà. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:(i) Ñóùåñòâóþò êàíàëû Φ1 : T(H1
A) → T(H1

B) è Φ2 : T(H2
A) → T(H2

B) ñ ðàçìåðíî-ñòÿìè dimG(Φ1) = m1 è dimG(Φ2) = m2, òàêèå ÷òî
Q̄0(Φ1) = Q̄0(Φ2) = 0 è Q̄0(Φ1 ⊗ Φ2) > logn;(ii) Ñóùåñòâóþò íàáëþäàåìûå M1 = {M1

i }
m1

i=1 è M2 = {M2
i }

m2

i=1 â ïðîñòðàíñòâàõ
H1

A è H2
A, íå èìåþùèå íåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òàêèå ÷òî íàáëþäàå-ìàÿ M1 ⊗M2 èìååò n-ìåðíîå íåðàçëè÷èìîå ïîäïðîñòðàíñòâî.Åñëè Φ1 = Φ2 â (i), òî M1 = M2 â (ii), è íàîáîðîò.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàáëþäàåìàÿ M = {Mi}mi=1 èìååò n-ìåðíîå íåðàçëè÷èìîåïîäïðîñòðàíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîøàãîâàÿ êâàíòîâàÿ ïðîïóñêíàÿñïîñîáíîñòü ñ íóëåâîé îøèáêîé êîìïëåìåíòàðíîãî êàíàëà ê êàíàëó (37) íå ìåíüøå÷åì logn, â ÷àñòíîñòè, íàáëþäàåìàÿ M íå èìååò íåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äàííàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà íóëþ. Ýòî ñëåäóåòèç ëåììû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 1, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äâîéñòâåííîãî êàíàëàê êàíàëó (37) ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì â B(HA), ïîðîæäåííûì ñåìåéñòâîìîïåðàòîðîâ {Mi}mi=1.Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî (ii) ⇒ (i).(i) ⇒ (ii). Â ñèëó äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2 èç [7℄ ñóùåñòâóþò áàçèñû {A1

i }
m1

i=1è {A2
i }

m2

i=1 ïîäïðîñòðàíñòâ G(Φ1) è G(Φ2), ñîñòîÿùèå èç ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ,òàêèõ ÷òî m1∑
i=1

A1
i = IH1

A

è m2∑
i=1

A2
i = IH2

A

. �àññìàòðèâàÿ ýòè áàçèñû êàê íàáëþäàå-4 Åñëè H1 è H2 � íåðàçëè÷èìûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ íàáëþäàåìûõ M1 è M2, òî ëåãêî âè-äåòü, ÷òî H1 ⊗ H2 � íåðàçëè÷èìîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ íàáëþäàåìîé M1 ⊗ M2, íî ïðè ýòîì óíàáëþäàåìîé M1 ⊗M2 ìîãóò áûòü ñöåïëåííûå íåðàçëè÷èìûå ïîäïðîñòðàíñòâà. 47



ìûå M1 è M2 è èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííîå âûøå çàìå÷àíèå, íåòðóäíî ïîêàçàòü âûïîë-íèìîñòü (ii). NÇàìå÷àíèå 3. Ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî èìïëèêàöèÿ(ii) ⇒ (i) â ïðåäëîæåíèè 2 èìååò ìåñòî è äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãèëüáåðòîâûõïðîñòðàíñòâ H1
A,H2

A è n 6 ∞. Ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåíèå èìïëèêàöèè (i) ⇒ (ii)íåòðóäíî ïîëó÷èòü, åñëè íåêîììóòàòèâíûå ãðà�û G(Φ1),G(Φ2) ñåïàðàáåëüíû (ïîîïåðàòîðíîé íîðìå). Äëÿ ýòîãî âìåñòî ïðåäëîæåíèÿ 2 èç [7℄ íàäî èñïîëüçîâàòü ðàñ-ñóæäåíèå, ïðèâåäåííîå â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.Ïðåäëîæåíèå 2 è ñëåäñòâèå 1 äàþò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Ñóùåñòâóåò êâàíòîâàÿ íàáëþäàåìàÿ M = {Mi}5i=1 â ÷åòûðåõ-ìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, íå èìåþùàÿ íåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ,òàêàÿ ÷òî íàáëþäàåìàÿ M⊗M èìååò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî äâóìåðíûõ íåðàç-ëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.ßâíûé ïðèìåð òàêîé íàáëþäàåìîé M äàåò ðàçëîæåíèå åäèíèöû {Ai}5i=1, ïðåä-ñòàâëåííîå ïîñëå ñëåäñòâèÿ 1. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäîå äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â
C4 ⊗ C4, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè (10), ÿâëÿåòñÿ íåðàçëè÷èìûì äëÿ M⊗M.Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 (âìåñòå ñ çàìå÷àíèåì 3) è òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñëåäóþùååíàáëþäåíèå.Ñ ë å ä ñ ò â è å 3. Ïóñòü n ∈ N èëè n = +∞. Ñóùåñòâóåò êâàíòîâàÿ íàáëþ-äàåìàÿ M = {Mi}n

2−n+4
i=1 â 2n-ìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, íå èìåþùàÿíåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òàêàÿ ÷òî íàáëþäàåìàÿ M⊗M èìååò íåïðåðûâ-íîå ñåìåéñòâî n-ìåðíûõ íåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.5Çàìå÷àíèå 4. �àññìîòðåííûé âûøå ý��åêò ïîÿâëåíèÿ (ñöåïëåííûõ) íåðàçëè÷è-ìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ó òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íàáëþäàåìûõ M1 è M2, íåèìåþùèõ íåðàçëè÷èìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, íå èìååò ìåñòà äëÿ òî÷íûõ íàáëþäàå-ìûõ M1 è M2 (ïîñêîëüêó òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàáëþäàåìûõ, ñîñòîÿùèõèç âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ ðàíãà 1 � ýòî íàáëþäàåìàÿ, ñîñòîÿùèõ èçâçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ ðàíãà 1). Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏðåäñòàâëåíèå Êðàóñà êâàíòîâîãî êàíàëà ñ çàäàííûì íåêîììóòàòèâíûì ãðà�îì.Ìîäè�èêàöèåé ñëåäñòâèÿ 1 èç [7℄ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùååÏð å ä ë îæ å í è å 3. Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî â Mn, n > 2, óäîâëåòâîðÿþ-ùåå óñëîâèþ (7), à {Ai}di=1 � áàçèñ â L, òàêîé ÷òî Ai > 0 äëÿ âñåõ i è d∑

i=1

Ai = In.6Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó d = dimL 6 m2,à {|ψi〉}di=1 � òàêîé íàáîð åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ èç Cm, ÷òî {|ψi〉〈ψi|}di=1 � ëèíåéíîíåçàâèñèìûé íàáîð ìàòðèö â Mm.Ïðè êàæäîì k = 1,m ïóñòü Vk � ëèíåéíûé îïåðàòîð èç HA
.
= Cn â ïðîñòðàí-ñòâî HB

.
=

d⊕
i=1

Cri , ãäå ri = rankAi, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé
Vk =

d∑

i=1

〈k|ψi〉WiA
1/2
i ,5 Åñëè n = +∞, òî n2 − n + 4 = +∞, à ïîä n-ìåðíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì (ïîäïðî-ñòðàíñòâîì) ñëåäóåò ïîíèìàòü ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (ïîäïðîñòðàíñòâî).6 Ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà {Ai}

d
i=1

ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L, óäî-âëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (7), ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2 èç [7℄.48



ãäå {|k〉} � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â Cm, à Wi � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ èç HA â HBñ íà÷àëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì RanAi è êîíå÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Cri . Òîãäàêàíàë
Mn ∋ ρ 7→ Φ(ρ) =

m∑

k=1

VkρV
∗
k ∈ Mr1+...+rd (38)ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîäèàãîíàëüíûì, è åãî íåêîììóòàòèâíûé ãðà� G(Φ) ñîâïàäàåò ñ L.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 1 èç [7℄ ïîêàçàíî, ÷òî êàíàë

Mn ∋ ρ 7→ Ψ(ρ) =

d∑

i=1

[TrAiρ]|ψi〉〈ψi| ∈ Mmèìååò ïðåäñòàâëåíèå Ñòàéíñïðèíãà
Ψ(ρ) = TrCn⊗Cd V ρV ∗,ãäå
V : |ϕ〉 7→

d∑

i=1

A
1/2
i |ϕ〉 ⊗ |i〉 ⊗ |ψi〉� èçîìåòðèÿ èç Cn â Cn ⊗ Cd ⊗ Cm (çäåñü {|i〉} � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â Cd).Ïîñêîëüêó Ψ � êàíàë, ðàçðóøàþùèé ñöåïëåííîñòü, è Ψ∗(Mm) = L, êîìïëåìåí-òàðíûé êàíàë

Ψ̂(ρ) = TrCm V ρV ∗ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîäèàãîíàëüíûì (ñì. [11℄), è G(Ψ̂) = L. Åãî ïðåäñòàâëåíèå Êðàóñàèìååò âèä Ψ̂(ρ) =
m∑

k=1

ṼkρṼ
∗
k , ãäå îïåðàòîðû Ṽk îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

〈φ|Ṽkϕ〉 = 〈φ⊗ k|V ϕ〉, ϕ ∈ Cn, φ ∈ Cn ⊗ Cd,òàê ÷òî
Ṽk|ϕ〉 =

d∑

i=1

〈k|ψi〉A1/2
i |ϕ〉 ⊗ |i〉.Îòîæäåñòâëÿÿ Cn ⊗ Cd ñ d⊕

i=1
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