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ОБ АППРОКСИМАЦИИ БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ КВАНТОВЫХ КАНАЛОВ1 

Развит аппроксимативный метод изучения бесконечномерных квантовых ка
налов, который основан на исследовании свойств непрерывности энтропий
ных характеристик квантовых каналов и операций (вполне положительных, не 
увеличивающих след отображений), рассматриваемых как функции пары "ка
нал, входное состояние". Полученные результаты применяются для нахождения 
достаточных условий непрерывности х-пропускной способности как функции 
канала, доказательства сильной аддитивности х-пропускной способности для 
определенного класса бесконечномерных каналов и аппроксимативного пред
ставления выпуклого замыкания выходной энтропии произвольного квантового 
канала. 

§ 1. Введение 

До недавнего времени в квантовой теории информации основное внимание уделя
лось конечномерным системам, однако в последние годы возрастает интерес и к бес
конечномерным квантовым каналам (см. [1-7 и библиографию в них]). С точки зре
ния общей теории существенной особенностью бесконечномерных каналов является 
неограниченность и разрывность основных энтропийных характеристик, исключаю
щие прямолинейное обобщение результатов конечномерной теории. Один из подхо
дов к изучению бесконечномерных каналов состоит в надлежащей аппроксимации их 
каналами с непрерывными характеристиками (например, с конечномерным выход
ным пространством). Такой подход (неявно) был использован в работе [5], где с его 
помощью была установлена сильная аддитивность пропускной способности Холе
во (в дальнейшем называемой х-щопускной способностью) для некоторых классов 
бесконечномерных каналов, а также показано, что выполнимость конечномерной ги
потезы аддитивности влечет сильную аддитивность х-пропускной способности для 
всех бесконечномерных каналов. 

В настоящей статье развит аппроксимативный метод изучения свойств кванто
вых каналов, связанных с классической пропускной способностью, который основан 
на исследовании свойств непрерывности энтропийных характеристик как функций 
пары "канал, входное состояние". При этом оказывается, что часто канал удобно 
аппроксимировать операциями - линейными вполне положительными отображени
ями, не увеличивающими след (с точки зрения некоммутативной теории операция -
это субмарковское отображение, тогда как канал - марковское). Таким образом, 
оказывается необходимым расширить определения энтропийных характеристик и 
исследовать их свойства непрерывности в этом расширенном контексте. В § 2 фор
мулируются основные определения и некоторые результаты предыдущих работ, ис-

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований (номер проекта 06-01-00164-а) и Совета поддержки школ при президенте РФ (номер 
проекта НШ-4129.2006.1). 
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пользуемые в данной статье. В § 3 вводится топология сильной сходимости на мно
жестве всех квантовых операций, которая оказывается подходящей для целей ап
проксимации. Показано, что именно в этой топологии известный изоморфизм Чоя -
Ямилковского, сопоставляющий каналам состояния расширенной системы, оказы
вается гомеоморфизмом. С его помощью получен простой критерий компактности 
для подмножеств квантовых операций. В § 4 исследованы свойства непрерывности 
выпуклого замыкания выходной энтропии и х-пропускной способности с ограниче
ниями, получены достаточные условия непрерывности. В § 5 эти результаты приме
няются для решения вопросов о 

1) непрерывности х-пропускной способности как функции канала; 
2) сильной аддитивности х-пропускной способности бесконечномерных кванто

вых каналов; 
3) аппроксимативном представлении выпуклого замыкания выходной энтропии 

произвольного квантового канала. 
Таким образом, предложенный метод аппроксимации бесконечномерных кана

лов операциями в топологии сильной сходимости оказывается полезным инстру
ментом изучения характеристик, связанных с классической пропускной способно
стью. В дальнейшем предполагается рассмотреть его применения к изучению других 
характеристик, таких как классическая пропускная способность с использованием 
сцепленного состояния и квантовая пропускная способность. 

§ 2. Вводные понятия 

Пусть Н - сепарабельное гильбертово пространство, ЯЗ (Н) - алгебра ограничен
ных операторов в Н, %(Н) - банахово пространство ядерных операторов со следовой 
нормой || • ||i. 

Пусть 

1Г(Н) = {А £%(Н)\ А > 0 , Т г А < 1} и 6(H) = {А е ТГ(Н) | Tr А = 1} 

- замкнутые выпуклые подмножества множества 1(H), которые являются полными 
сепарабельными пространствами с метрикой, определяемой следовой нормой. Опе
раторы из 6(H) называются операторами плотности. Каждый оператор плотности 
определяет нормальное состояние на %$(Н) (см. [8]), поэтому в дальнейшем будем 
его называть состоянием. 

Пусть со Л (соответственно, со А) - выпуклая оболочка (соответственно, выпук
лое замыкание) множества А и с о / (соответственно, с о / ) - выпуклая оболочка 
(соответственно, выпуклое замыкание).функции / [9]. Множество крайних точек 
выпуклого множества А обозначим extr А. 

Пусть V(A) - множество всех борелевских вероятностных мер на полном сепа-
рабельном метрическом пространстве А, снабженное топологией слабой сходимо
сти [10,11]. Это множество можно считать полным сепарабельным метрическим 
пространством [11]. Подмножество множества V(A), состоящее из мер с конечным 
носителем, обозначим VI(A). Далее будем использовать сокращения V = V(6(H)) 
и V = V(extr&(H)). 

Барицентр меры ц £ V - это состояние, определяемое интегралом Бохнера 

Жм) = J cruder). 

Для произвольного подмножества А С &(Н) пусть VA (соответственно, VA) ~ 
подмножество V (соответственно, V), состоящее из всех мер с барицентром в А. 
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Набор состояний { р , } с соответствующим расределением вероятностей {щ} тра
диционно называется ансамблем и обозначается {wi,pi}. Далее будем рассматри
вать ансамбль как частный случай вероятностной меры. Таким образом, запись 
{ni,Pi} € V{p} означает, что р = Y^^iPi-

г 
Будем использовать следующие два расширения энтропии фон Неймана S(p) = 

= —Trplogp состояния р на множество 1\(Н) (см. [12]): 

S(A) = - T r A log А и Н{А) = S(A)-ri(TiA), VAel^H), 

где г)(х) = —х log х. 
Из неотрицательности, вогнутости и полунепрерывности снизу энтропии фон Ней

мана S на множестве &(Н) следуют соответствующие свойства функций S и Н 
на множестве 1\(Н). Из определений и известных свойств энтропии фон Неймана 
(см. [13]) нетрудно вывести следующие утверждения: 

Я(ЛА) = АЯ(А), AeXi( f t ) , Л > 0 , (1) 
/Тг А\ 

Н(А) + Н(В - А) < Н(В) < Н(А) + Н(В - А) + Tr Bh2 ( — J , (2) 

где А,В £ 1г(Н), А < В, и h2(x) = ф) + ф - х). 
Из свойства субаддитивности энтропии фон Неймана следует неравенство 

S(C) < 5 ( Т г „ С ) + 5 (ТгкС) -? ? (ТгС ' ) , VC е /С). . (3) 

Относительная энтропия операторов А и В из 1\(Н) определяется выражением 
(см. [12]) 

НЩ\В) = ^{i\(A\ogA- A\ogB + B - A)\i), 
г 

где {|г)} - ортонормированный базис из собственных векторов оператора А. 
Пусть Н,Н' - пара сепарабельных гильбертовых пространств, которые будем 

называть, соответственно, входным и выходным пространствами. Квантовая опера
ция Ф - это линейное положительное не увеличивающее след отображение из 1(H) в 
1(Н'), такое что двойственное отображение Ф*: 2$(W) н-» Q3(W) вполне положитель
но [8]. Выпуклое множество всех квантовых операций из 1(H) в 1(Н') обозначим 
$<i(H,H'). Если отображение Ф сохраняет след, оно называется квантовым кана
лом. Выпуклое множество всех каналов из 1(H) в 1(Н') обозначим S=i(H,H'). 

Поскольку функции р н-> НФ(р) = Н(Ф(р)), р н-> 5ф(р) = 5(Ф(р)) и р н-> Н(Ф(р)\\А), 
где Ф - заданная квантовая операция из $<i(H,H') и А - заданный оператор из 
1i(H), неотрицательны и полунепрерывны снизу на множестве &(Н), функционалы 

Нф(р) = J НФ(р)р,((1р), §ф(р) = J 8ф(р)р{йр) 

в(П) в{П) 

и 

Х Ф Ы = J н(Ф(Р)\\ФШ))^р) 
6 (И) 

корректно определены на множестве V. 
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П р е д л о ж е н и е 1. Функционалы Нф(ц), Бф(р) и Х Ф ( ^ ) полунепрерывны снизу 
на множестве V. Если Бф(р(р)) < +оо, то 

ХФ(А*) = 5 Ф (?(/*)) - 5 Ф (м). ( 4 ) 

Это предложение можно доказать, очевидным образом модифицируя рассужде
ние в доказательстве предложения 1 из [3]. 

С л е д с т в и е 1. Пусть VQ - такое подмножество множества V, что функ
ция вф непрерывна на множестве {р(р)}^€-р0. Тогда функционалы Нф(ц), Бф(р) 
И ХФ(АО непрерывны на множестве PQ. 

Следствие 1, в частности, гарантирует непрерывность функционалов Я Ф ( /х) , 
Бф(р.) и ХФ(Р) н а множестве ~Р{Р}, если 5ф(р) < +оо. 

Важная характеристика квантового канала Ф - это выпуклое замыкание соЯф 
выходной энтропии Нф(= Бф) [7] . В данной статье рассматриваются выпуклые замы
кания сбНф и со5ф функций Нф и Бф, соответственно, для произвольной квантовой 
операции Ф из 5 r <i(W,W). 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть Ф - произвольная квантовая операция из 3<i (W, W ) 
up- произвольное состояние из &(Н). 

А) Имеют место выражения 

соНф(р) = inf Нф(р) = inf Нф(р) (5) 

соБф(р) = inf Бф(р) = inf Бф(р). (6) 

Точные нижние грани в этих выражениях достигаются на некоторых мерах 
из V{p]. 

Б) Имеют место неравенства 

соНф(р) < соБф(р) < сбНф(р) +г?(ТгФ(/>)). 

В) Если с о 5 ф ( р ) < +оо, то 

{БФ(р) < +оо} {со БФ(р) = coS^(p)} , 

где соБф - выпуклая оболочка функции Бф, определяемая выражением' 

СОБф(р) = inf У ^ 7 Г г 5 ф ( р г ) -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Все утверждения в п. А) следуют из теоремы 1 работы [14] . 
Неравенства в п. Б) легко выводятся с помощью выражений в п. А) и вогнутости 

функции Г). 
Импликация в п. В) следует из леммы 1 работы [3] и следствия 1. Поскольку 

множество всех состояний р с конечным значением Бф(р) выпукло, из Бф(р) = +оо 
следует соБф(р) = +оо. Это наблюдение доказывает импликацию <= в п. В). • 

Напомним, что х-функция канала Ф определяется выражением (см. [15, 3 ] ) 

ХФ(Р) = sup ХФ({ЯЧ,Pi}) = sup Х Ф Ы , ( 7 ) 
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где последнее равенство следует из полунепрерывности снизу функционала ХФ И 

леммы 1 из [3]. 
В данной статье рассматривается Х - Ф У н к ц . и я произвольной квантовой опера

ции Ф из $<i(H,Н'). Используя предложения 1 и 2, нетрудно вывести из (7), что 

ХФ (р) = (р) ~ со ЯФ (р) = 5 Ф (р) - со 5 Ф (р) (8) 

для произвольного состояния р € &(Н), такого что Яф(р) < + о о . 

§ 3. Топология сильной сходимости 

Множество $<i(H, Н') всех квантовых операций из 1(H) в 1(Н') можно снабдить 
различными топологиями, например, топологией равномерной сходимости, задава
емой метрикой 

<*(Ф,Ф)= sup | |Ф(р)-Ф(р ) | |1 , 
р€в(Н) 

или топологией, задаваемой нормой полной ограниченности [16]. 
Однако для аппроксимации произвольного квантового канала последовательно

стью квантовых операций с "гладкими характеристиками" удобно использовать бо
лее слабую топологию сильной сходимости на множестве 3<i(H,H'), порожден
ную сильной операторной топологией на множестве всех линейных ограниченных 
операторов из банахового пространства 1(H) в 1(Н'). Сильная сходимость после
довательности { Ф „ } С Ъ<\(Н,Н') к квантовой операции Фо 6 $<i(H,H') означает, 
что 

lim Фп(р)=Ф0(р), Vp£&(H). 

Далее множество S<i(H,H') рассматривается как пространство с топологией силь
ной сходимости. Из сепарабельности множества &(Н) следует метризуемость топо
логического пространства ^<\(Н, Н'). 

Замечание 1. Поскольку операторная норма любой квантовой операции из 
$<i(H,H') не превосходит 1, легко видеть, что топология сильной сходимости на 
множестве ^<1(Н, Н') совпадает с топологией равномерной сходимости на компакт
ных подмножествах множества &(Н). • 

Преимущество топологии сильной сходимости состоит в возможности аппрок
симации произвольного канала Ф из $=i(H,H') последовательностью квантовых 
операций с конечномерным выходным пространством, например, последовательно
стью (Фп(-) = РпФ(-)Рп}, где {Рп} - произвольная последовательность проекторов 
конечного ранга из 03 (Н1), возрастающая к единичному оператору In1 в сильной 
операторной топологии. 

Следующее предложение показывает, что именно топология сильной сходимости 
делает множество всех операций гомеоморфным некоторому подмножеству ядер
ных операторов в пространстве составной системы (обобщенный изоморфизм Чоя -
Ямилковского [17]). 

Для заданного состояния полного ранга а = ^ А;|г) (г| из &(fC) пусть 1 ( c ) - замк-
г 

нутое подмножество множества Xi(/C), состоящее из всех операторов А, таких что 
(i\A\j) 

< Е, где Е - единичная матрица (это означает, что \i)(j |< / /с) . 
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П р е д л о ж е н и е 3. Пусть 7i, Л' и К, - сепарабельные гильбертовы простран
ства, а |П) - единичный вектор из 7i®K,; такой что а = Тг и |П)(0 , | - состояние 
полного ранга в & (/С). Тогда отображение 

2): Ф^ АФ = Ф ® И ( | П ) < П | ) 

является гомеоморфизмом из $<i(7i, Til) на подмножество 

1г(П') ® ад = {AeZ1(H'®IC)\Trn,A€ Т(а)}. 

Сужение отображения 2J на множество 3=i(W, W ) каналов является гомео
морфизмом из 5=1 (П., 71') на подмножество 

&{7i') ® {а} = {ш € &{7i' ® К.) | Тг н>и = а}-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Второе утверждение предложения следует из первого. 
Пусть а = £]А$|г)(г| и \П) = YlVK\i) С3> |г), где {|г)} - ортонормированный базис 

в П = Til * /С.* 
Пусть Ф(-) = Y,Vk(-)Vk* - квантовая операция из $<i(H,7{'), что означает 

к 
T,Vk*Vk < In- Имеем 
к 

<»|Тг„,Ф ® ld( |0>{0|) | j ) = >/А^1гФ(||>01) = л/А^01Е>к*ВД. 

Поэтому ТгИ/Ф<8)И(|П)(П|) £ £(<т). 
Ясно, что отображение 2J непрерывно. Оно является инъективным, поскольку 

Ф ® и(|ВД) = 53 л/АГх^ФСЮО"!) ® \Ш, (9) 

и следовательно, оператор Ф ® И ( | 0 ) ( П | ) однозначно определяет действие квантовой 
операции Ф на операторы для всех г и j . Обобщая на бесконечномерный слу
чай рассуждение из [18], покажем, что для каждого оператора А из 1i(Ti') ® 1{сг) 
существует квантовая операция ФА ИЗ $<i(7i,7i'), такая что А = 2)(ФА)-

Пусть А = J2irk\^k)(^k\, где \фк) = Y,c%\i) ® \j) - единичный вектор в К ' ® С 
к i,j 

при каждом к. Пусть Tr^'A — Х) а ч1*)01- Из равенства 

E ^ X i i = = Е ^4-5к>(р| ® IJ><*i = Е ^44Ь)<*1 
г,.7 k,i,j,p,t k,i,j,t 

следует, что 

E7 r f c4' c« = a i t . Vj,i, (10) 

в частности, 

E^i4i 2 = a « ' v?- ( и ) 
/с,г 
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Используя условие Ti-ц'А £ 2 ( c ) и равенство ( 1 1 ) , нетрудно показать, что 
^ f c S k t i l 2 ^ П Р И в с е х г и fc. Поэтому при каждом к можно ввести ограничен-

t 
ный оператор Т4 из Ti в ТС, определяя его действие на векторы {|г)} следующим 
образом: 

W = A / ? £ < * I * > . 
V A i

 t 

Непосредственная проверка показывает, что 

A = Y,VH®IK ЩЩ VK* ® 1К = ФА ® И ( | О Д ) , 
к 

где Фл( -) = ^Vki'Wk ~ вполне положительное отображение из 1(H) в 1(Н'). 
к 

Из равенства (10) следует, что ( j | f̂cVfeN) = ^ • Поэтому условие Тг и1 A G 

G %(о~) равносильно неравенству X ] ^4*^4 < которое означает, что Ф^ €#<i (W, W ) . 
fe 

Для завершения доказательства необходимо показать открытость отображения 2 ) . 
Используя выражение ( 9 ) , нетрудно видеть, что для любой последовательности 
{Ап} операторов из %i(H') ®Т(ст), сходящейся к оператору AQ, последовательность 
{ФА„(Ю(Л)} ядерных операторов сходится к оператору Фд0(|г)(Л) (в топологии сле
довой нормы) для всех г и j . Поскольку операторная норма квантовой операции из 
Ъ<\(Н,Н') не превосходит 1, это гарантирует сильную сходимость последователь
ности { Ф А „ } К квантовой операции Фл 0. А 

Замечание 2. Из доказательства предложения 3 следует, что в бесконечномерном 
случае множество всех вполне положительных отображений не изоморфно множе
ству состояний составной квантовой системы, в отличие от конечномерного случая 
(см. [18]) . А 

Предложение 3 позволяет исследовать свойства подмножеств квантовых опера
ций (соответственно, каналов), отождествляя эти подмножества с подмножествами 
ядерных операторов (соответственно, состояний). Например, это предложение по
казывает, что множество Ъа^р всех каналов, преобразующих заданное состояние 
полного ранга <т в заданное произвольное состояние р, изоморфно множеству С(р, а) 
всех состояний ш из 6(Н 0 Н'), таких что Tr-^/w = а и Т г = р. 

С помощью предложения 3 легко доказать следующий критерий компактности 
для подмножеств квантовых операций в топологии сильной сходимости. 

С л е д с т в и е 2. 1 ) Подмножество $о С $<\(Н,Н') компактно, если существу
ет такое состояние полного ранга а из &(Н), что {Ф(с)}фе# 0 - компактное под
множество множества 1i(H'). 

2) Если подмножество doQd<i(H, ТС) компактно, то подмножество 
{Ф(<т)}ф 6£ 0 множества 1i(H') является компактным для любого состояния и 
из 6(H). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Для произвольного состояния а = Aj|i)(z| из &(К) мно-
i 

жество Т(ст) является компактным подмножеством множества %\(К). Это следует 
из критерия компактности для подмножеств множества Xi(/C) (см. предложение 11 
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в Приложении). Действительно, если Рп = ^2 К)(Г1> Т О 

Tr А{1К - Р„) = "}T(i\A\i) < £ \ , У А е ВД. 

Поэтому компактность множества So в топологии сильной сходимости следует 
из предложения 3 и следствия 6 (см. Приложение). 

2) Это утверждение непосредственно следует из определения топологии сильной 
сходимости. • 

П р и м е р 1. Пусть а - состояние полного ранга из &(Н) и А - произвольный 
оператор из 1х(Н'). В силу следствия 2 множество 

Ъа^А = {Ф G S<l{H, W) | Ф(<Т) = А} 

компактно в топологии сильной сходимости. Заметим, что это множество не являет
ся компактным в топологии равномерной сходимости. Заметим также, что множе
ство всех вполне положительных отображений, преобразующих заданное состояние 
а в заданный оператор А, не является компактным в топологии сильной сходимости. 

П р и м е р 2. Пусть а - состояние полного ранга из 6(H) и Н' - ij-оператор (по
ложительный оператор с собственными значениями конечной кратности, стремящи
мися к +оо, который можно считать гамильтонианом некоторой квантовой систе
мы [3]) в пространстве Н'. В силу следствия 2 и леммы из [2] множество каналов 

{Ф 6 3U(W, Н') | Тг Н'Ф(а) < h} 

компактно в топологии сильной сходимости при каждом h > 0. 
Пусть Н - произвольный й-оператор в пространстве Н. Для заданного к > 0 

рассмотрим множество каналов 

Н',к sup 
Р66(И) 

ТтЯр<+оо 

ТгЯ'Ф(р) 
Tr Hp 

< к (12) 

Считая ^-операторы Н и Н' гамильтонианами входной и выходной систем соот
ветственно, Ън,Н',к можно рассматривать как множество каналов с коэффициентом 
усиления энергии, не превосходящим к. В силу приведенного выше наблюдения мно
жество # я н' к компактно в топологии сильной сходимости при каждом к. 

§ 4. Свойства непрерывности энтропийных характеристик 

Для реализации методов аппроксимации, описанных в § 1, необходимы доста
точные условия сходимости исследуемых характеристик как функций пары "ка
нал, состояние". В этом параграфе рассмотрены аналитические свойства функций 
(Ф,р) ХФ(Р) И (Ф,р) Н-> соНф(р), определенных на декартовом произведении 
множества S :<i(W, W ) квантовых операций (с топологией сильной сходимости) и 
множества &(Н) (с топологией следовой нормы). 

П р е д л о ж е н и е 4. Функции (Ф,р) >-> ХФ(Р) и ^ соЯф(р) полунепрерыв
ны снизу на множестве 3<i{H,H') х 6(H). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полунепрерывность снизу функции (Ф,р) »-> \Ф(Р) можно 
доказать с помощью простой модификации рассуждений в доказательстве полуне
прерывности снизу функции р н-• ХФ(Р) ( с м - [5, предложение 3]). 
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Доказательство полунепрерывности снизу функции (Ф,р) i-» соЯф(р) основано 
на утверждении приведенной ниже леммы 1 и критерии компактности для подмно
жеств множества V. 

Предположим, что функция (Ф,р) t-+ соЯф(р) не является полунепрерывной 
снизу. Это означает существование таких последовательностей { Ф п } С # < i ( W , W ) и 
{ р п } С &(Н), сходящихся к операции Фо и к состоянию ро соответственно, что 

lim с о Я Ф п ( р п ) < с о Я Ф о ( р 0 ) . (13) 
п—>+оо 

При каждом п > 0 предложение 2 гарантирует существование меры р„ G Т^р,,}, 
такой что 

с о Я Ф п ( р п ) = Я Ф „ (/ /„) . 

В силу критерия компактности для подмножеств множества V (предложение 2 
из [3]) последовательность {р п }п>о относительно компактна, и следовательно, суще
ствует подпоследовательность {цПк}к, сходящаяся к некоторой мере /х0. Из непре
рывности отображения и н-• р(р) следует, что ро 6 ^{ро}- Используя лемму 1, полу
чаем 

lim inf со Я Ф ( p n J = lim inf Я Ф ( p „ J > Я Ф о ( р 0 ) > со Я Ф о ( р 0 ) , 
к—>+оо к к—>+оо * 

что противоречит (13). А 

Л е м м а 1. Функционал (Ф,р) *-> ЯФ(/х) полунепрерывен снизу на множестве 
$<i{H,H')xV. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что существуют такие последовательности 
{Ф„} С $<i(H,H') и { р п } С Р, сходящиеся к операции Фо и к мере ро соответствен
но, что 

lim Я Ф п ( р „ ) < Яф 0 (р 0 ) - (14) 
тг—>-f-oo 

При каждом гг пусть f „ = р„ о Ф~х - образ меры р„ при отображении Ф и . В силу 
теоремы 6.1 из [11] для доказательства сходимости последовательности {ип} мер из 
•P(Ti[Н')) к мере щ = ро ° Фо 1 достаточно показать, что 

lim / f(A)un(dA)= f f(A)v0(dA) (15) 
тг->+оо J J 

для любой ограниченной равномерно непрерывной функции / на множестве %i(H'). 
По построению последовательности {vn} соотношение (15) равносильно следую
щему: 

lim [ / ( Ф „ ( р ) ) р п ( ф ) = [ ДФо(р)ЫФ). (16) 

в{П) 6(H) 

В силу теоремы Прохорова (см. [10, 11]) компактность последовательности 
{м«}п>о (с учетом сепарабельности и полноты пространства &(Н)) гарантирует ее 
плотность, которая означает существование для каждого е > 0 такого компакта 
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СЕ С &(Ti), что р„(С £ ) > 1 — г для всех п > 0. При каждом п имеем 

f / ( Ф т а ( р ) К ( с 2 р ) - J / (Ф 0 (р )М<*р) 

6(H) 

< 

6(H) 

< 

J №n(p))pn(dP) - J дФ0(р)ы<ад 

< sup | / ( Ф „ ( р ) ) - / ( Ф „ ( р ) ) | -
p€C e 

+ J/(Ф0(р))р„(ф) - J / ( Ф 0 ( Р ) ) Р О ( Ф ) 

+ 2e sup \f(A)\< 
Ae%i(H) 

•2e sup | / ( A ) | . 
A€%i(H) 

Первое слагаемое в правой части этого неравенства стремится к нулю при п —> + о о в 
силу равномерной непрерывности функции / и равномерной сходимости последова
тельности {Ф,г} к квантовой операции Фо на компакте СЕ, которая следует из силь
ной сходимости (см. замечание 1). Второе слагаемое сходится к нулю при п —* + о о 
в силу слабой сходимости последовательности {р,п} к мере ро- Поскольку е про
извольно, это наблюдение доказывает (16), а значит, и (15). Из слабой сходимости 
последовательности \уп = р„ о Ф " 1 } к мере щ = ро о Ф^ 1 и полунепрерывности 
снизу функционала H(v) = J H(A)v(dA) на множестве V(1i(H')) (которая СЛе-

Т^Н') 
дует из неотрицательности и полунепрерывности снизу функции Н(А) на множе
стве T i (W)) следует 

lim inf Я Ф п ( р „ ) = lim inf H(i/n) > H(v0) = Яф 0 (р 0 ) , 
n—>+oo n—>-f-oo 

что противоречит (14). • 
В силу вогнутости энтропии и выпуклости относительной энтропии из предло

жения 4 вытекает следующее наблюдение. 

С л е д с т в и е 3. Для произвольного состояния а из &{Н) функции 

Ф Хф{а) и Ф | — > соЯф(сг) 

являются полунепрерывными снизу выпуклой и вогнутой функциями на множе
стве d<i(Ti,H') соответственно. 

В силу следствия 3 функция Ф н-> со Я Ф (<т) достигает своей точной нижней грани 
на любом выпуклом компактном подмножестве множества S=i(Ti:H') в некоторой 
крайней точке этого подмножества. Следовательно, множество ЪА^>Р всех каналов, 
преобразующих заданное состояние полного ранга а из &(Н) в заданное состояние р 
из &(Н') (см. пример 1 в §3), содержит такой канал Ф<т,р, что 

с о Я Ф < т р(а) < соЯф((т), УФ € $ 

Если р = <т, то Фо-,р(-) = U(-)U* и соЯ Ф ^ р ( сг ) = 0, где 17 - любое унитарное отоб
ражение пространства Н на пространство Н', такое что UaU* = р. В общем слу
чае канал Ф^р - это образ некоторой крайней точки выпуклого компакта С(а,р) 
(определенного перед следствием 2) при отображении 2J - 1 , который в определен
ном смысле является каналом с минимальным шумом, преобразующим состояние ст 
в состояние р. 
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Предложения 2,Б) и 4 и соотношение (8) позволяют получить следующее условие 
непрерывности 2 функций (Ф,р) н-> ХФ(Р) И (Ф>Р) | - > соНф(р). 

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть {Фп} - последовательность операций из $<i(H,H'), 
сильно сходящаяся к каналу Фо, и {рп} - последовательность состояний из 6(H), 
сходящаяся к состоянию ро- Если 

lim НФг1(рп) = НФо(р0) < + о о , 

lim со НФп(рп) = lim со S i „ (р„ ) = со Я Ф о ( р 0 ) u lim Х Ф П ( Р „ ) = ХФ0(РО)-
п—>+ос п—*+оо п—>+оо 

В качестве примера использования этого условия рассмотрим компактное множе
ство дн,н\к х Кн,к, где %н,Н',к - компактное подмножество множества $=i(H,H'), 
состоящее из каналов с ограниченным коэффициентом усиления энергии (опреде
ленное в примере 2) , и /С#,л, - компактное подмножество множества &(Н), состо
ящее из состояний с ограниченной средней энергией (определяемое неравенством 
Tr Hp < h). Предположим, что Tr ехр(—ХН') < +оо для всех Л > 0. Используя 
наблюдение из [19] (представленное в предложении 6.6 в [13]), нетрудно показать, 
что функция (Ф,р) I—• Нф(р) непрерывна на множестве Зн,Н',к х Кн,ь, | ; 1 ) И любых 
к и h. Предложение 5 гарантирует непрерывность функций (Ф,р) н-> соНф(р) и 
(Ф,р) *->• ХФ(Р) на множестве $н,н>,к х KH,h-

Специальный выбор аппроксимирующих последовательностей позволяет гаран
тировать сходимость функций соНФ, соБф и ХФ без дополнительных условий. 

П р е д л о ж е н и е 6. Пусть {Фп} ~ последовательность операций, сильно схо
дящаяся к каналу Фо- Соотношения 

имеют место для любого состояния р из 6(H) в следующих случаях: 
А) Ф т а(-) = РпФо(-)Рп для некоторой последовательности {Рп} проекторов из 

Q3(W), сильно возрастающей к единичному оператору 1-н'\ 
Б) Фп{р) < Фо(р) для всех р из &{Н). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . А) Для произвольного состояния р из 6(H) из леммы 3 ра

боты [12] и свойства монотонности относительной энтропии следует, что со Нфп (р) < 
< сбНф0(р) и ХФП(Р) — ХФ0(Р) соответственно. Поэтому указанные предельные со
отношения следуют из предложения 4. 

Б) Для произвольного состояния р из 6(H) из неравенства (2) и приведенной 
ниже леммы 2 следует, что соНФп(Р) < соНФо(р) и Х Ф „ ( Р ) < ХФ0(Р) + »7(Тг ф п(р) ) + 
+/ i2 (Tr Фп(р)) соответственно. Поэтому указанные предельные соотношения следу
ю т из предложения 4. А 

Л е м м а 2. Пусть {ж^,А^ и {iTi,Bi} - (конечные) ансамбли операторов из 
Т\(Н), такие что Ai < E>i, Vi. Тогда 

п—>+оо 

то 

lim соНфп(р) = lim соЯфп(р) со НФо(р) и lim ХФЛР) = ХФО(Р) 
71—> + СЮ 

г г 

где A = Y<^iAi и В = Е * i B i -
i i 

2 Предложение 5 является обобщением теоремы 1 из [6]. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что Н(В) < + о о . Тогда, используя 
неравенство (2) и вогнутость функций Н, h2 и 77, получаем 

5 > 4 Я ( В ( II в) = S(B) -J2*iS(Bi) = 
i 

H(B)~J2^H(Bi) + г К Т г Я ) - 5 > ^ ( Т г В г 

i J L i 

H(A)-'£niH(Ai) + 

> 

r1(TrB)-^nrl(TrBi) + 

> 
г 

m „ , / Т г A 
^ Г т г Л г Я ^ з ' 

H(B-A)-^2^iH(Bi-Ai) 
i 

л(ТгА) - E ^ C T r A 
г 

T l B J ^ E ^ W A ) - T r B h 2 K T r B 

> 

Tr A 
- 7?(Tr A ) . 

В случае Я ( 5 ) = + o o , применяя приведенное выше наблюдение к ансамблям 
{щ, PnAiPn} и { 7 T j , PnBiPn} при каждом п, где {Рп} - произвольная последователь
ность проекторов конечного ранга, сильно возрастающая к единичному операто
ру получаем неравенство 

^тН(РпА{Рп || РпАРп) < 
г 

< 53 7 г 4 # ( Р „ В , Р П || РпВРп) + v(Tr РпА) + Тг PnBh2 I ъ р

п

в J . 

Переходя в этом неравенстве к пределу с помощью леммы 4 из [12], получаем 
утверждение леммы. • 

Замечание 3. Из теоремы 1 работы [6] и предложения 6, А) следует, что х-функ-
ция (соответственно, выпуклое замыкание выходной энтропии) произвольного кван
тового канала представима в виде точной верхней грани возрастающей последова
тельности вогнутых (соответственно, выпуклых) непрерывных ограниченных 
функций. 

§ 5. Некоторые применения метода аппроксимации 

5.1. О непрерывности х-пропускной способности как функции канала. Напомним, 
что х - п Р о п У с к н а я способность квантового канала Ф е # = 1 (Н,Н') с ограничением, 
определяемым произвольным подмножеством А С 6 ( W ) , определяется выражением 
(см. [2,3]) 

С ( Ф , Л ) = «ир 537r^№)ii$№)) = s u p ^ ( ' 9 ) - ( 1 7 ) 
Ui,Pi}evf

A i реЛ 

Используя полунепрерывность снизу относительной энтропии, нетрудно пока
зать, что функция $=i(H,H') э Ф и С(Ф, А) полунепрерывна снизу, т.е. 

ИтЫС{Фп,А)>С(Ф0,А) (18) 
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для произвольной последовательности {Фп} каналов из d=i(Ti,H'), сильно сходя
щейся к каналу Фо- Существуют примеры, для которых имеет место строгое нера
венство в (18) даже при равномерной сходимости последовательности { Ф п } к кана
лу Фо, причем разность между правой и левой частями может быть сколь угодно 
большой [5]. 

Если последовательность { Ф п } ) такая что можно доказать неравенство С ( Ф П , Л) < 
< С(Фо, Л) при каждом п, то из (18) следует, что 

lim С(Фп,А) = С(Ф0,А). (19) 
п—>+оо 

Например, в силу свойства монотонности относительной энтропии это соотношение 
имеет место, если Ф„ = П „ о Ф 0 при каждом п, где { П „ } - последовательность 
каналов из 3 = i ( W , f i ' ) , сильно сходящаяся к тождественному каналу. 

Результаты § 4 позволяют получить следующее условие непрерывности для 
Х-пропускной способности. 

П р е д л о ж е н и е 7. Пусть {Фп} - последовательность каналов из 3 = i ( W , W ) , 
сильно сходящаяся к каналу Фо, и Л - компактное подмножество множества 
6(H). 

Если lim Нфп (рп) = Я ф 0 (р0) < + о о для произвольной последовательности {рп} 
п—• Н-оо 

состояний из Л, сходящейся к состоянию ро, то имеет место (19) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства (19) достаточно показать, что предпо

ложение 

lim С(Фп,А) >С(Ф0,А) 
п—>+оо 

приводит к противоречию. Для каждого п пусть рп - такое состояние из А, что 

ХФ„ (Рп) > С(Фп, Л) - 1/п. (20) 

Компактность множества А гарантирует существование подпоследовательности 
{Рпк}, сходящейся к некоторому состоянию ро € Л- В силу условия имеем 

lim Нфп (рПк) = Я ф 0 ( р о ) < + о о , и из предложения 5 следует, что 
к—*+оо к 

lim ХФПк(Рпк) = Х Ф о Ы < С(Ф0,А). 

Э т о соотношение с учетом (20) приводит к противоречию. 
Используя предложение 7, можно показать, что х-пропускная способность кана

ла с энергетическим ограничением непрерывна на множестве каналов с ограничен
ным коэффициентом усиления энергии, рассмотренном в примере 2. 

С л е д с т в и е 4. Пусть Н и Н' - Sj-операторы в пространствах И и Н' со
ответственно, такие что Тг ехр(—\Н') < + о о для всех А > 0. Функция Ф н-> 
ь-> С(Ф,Кн,ь) непрерывна на множестве 5н,Н',к (определенном в (12)) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы из [2] множество 1Сн,и компактно. Пусть h 
я к - фиксированные положительные числа. Для произвольных последовательно
стей {Фп} С $н,Н',к и {р„} С K.H,h последовательность {Фп(рп)} лежит в множе
стве /Cjj',kh, на котором энтропия непрерывна в силу наблюдения из [19] (см. [13, 
предложение 6.6]). • 

Для произвольного квантового канала Ф е 3 = i ( W , W ) и произвольного выпук
лого подмножества А С &(Н), такого что С(Ф,Л) < + о о , существует единствен
ное состояние С1(Ф,Л) в 6(Н'), называемое выходным оптимальным средним для 
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Л-ограниченного канала Ф (см. [6, предложение 1] ) . Это состояние наследует основ
ные свойства образа среднего состояния оптимального ансамбля для конечномер
ного Л-ограниченного канала Ф [20, 15] . Если существует оптимальная мера р, для 
Д-ограниченного канала Ф (см. определение в [3]) , то С1(Ф,А) = Ф(р(и)). Интерес
но отметить, что непрерывность функции Ф i-> С(Ф,А) на некотором множестве 
каналов гарантирует непрерывность функции Ф ь-> С1(Ф,А) на этом множестве. 

П р е д л о ж е н и е 8. Пусть {Фп} - последовательность каналов из d=i{Ti,H'), 
сильно сходящаяся к каналу Фо, и А - выпуклое подмножество множества &(Н). 

Если lim С(Фп, А) = С ( Ф 0 , А) < +оо, то lim П(Ф„, А) = П(Фо, А). 
п—>+оо п—>+оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предложения 1 из [6] для произвольного е > 0 су
ществует ансамбль {щ,Рг} со средним состоянием в А, такой что 

ХФ0({Щ, Рг}) > С(Ф0,А) - е и ( 2 1 ) 

Из полунепрерывности снизу относительной энтропии следует, что 

ХФп({^Рг}) > ХФо({пг: Pi}) ~ £ 

для всех достаточно больших п. По условию 

С(Фп,А)<С(Ф0,А) + е 

для всех достаточно больших п. 
Таким образом, для всех достаточно больших п имеем 

0 < С(Фп,А) - Х Ф „ ( { * Ч , Л } ) < С(Ф0,А) -ХФо({*»Pi}) + 2 е < З е > 

и используя предложение 3 из [6] , получаем 

2 

^2щФп(рг) -П(Фп,А) < Н ^щФМ\\П(Фп,А)^ < 

<С(Фп,А)-ХфЛ{Кг,Рг})<Зе. 

В силу сильной сходимости последовательности { Ф п } к каналу Фо имеем 

£ т Г г Ф И ( / > г ) -^ГъФо(Рг) < е 

( 2 2 ) 

( 2 3 ) 

для всех достаточно больших п. 
Используя ( 2 1 ) , ( 2 2 ) и ( 2 3 ) , получаем 

| | П ( Ф П , Д ) - П ( Ф 0 , Л ) | 1 1 < П(Фп,А) -Y^^niPi 

+ Е ^ Ф о ( р г ) -ЩФ0,А) < 2s + VGe 

для всех достаточно больших те. • 
5.2. Об аддитивности х-пропускной способности. В [5] метод аппроксимации су

щественно использовался в доказательстве утверждения о том, что из конечномер
ной гипотезы аддитивности следует сильная аддитивность х-пропускной способно-

16 



сти для всех бесконечномерных квантовых каналов, а также позволил вывести силь
ную аддитивность х-пропускной способности для двух бесконечномерных кванто
вых каналов, один из которых является прямой суммой тождественного канала и 
канала, разрушающего сцепленность, из соответствующих конечномерных резуль
татов 3 [15,21]. 

В [7] сильная аддитивность х-пропускной способности для двух бесконечномер
ных квантовых каналов, один из которых является комплементарным к каналу, 
разрушающему сцепленность, доказана при условии, что выходная энтропия обоих 
каналов конечна на множестве чистых входных состояний. Это условие существен
но, поскольку именно совпадение выходных энтропии двух комплементарных кана
лов на множестве чистых состояний обеспечивает "передачу" свойств аддитивности 
между парами комплементарных каналов (см. [22, доказательство теоремы 1]) и бес
конечные значения этих выходных энтропии делают такую передачу невозможной. 
Однако условие конечности выходной энтропии на множестве чистых состояний для 
заданного канала является труднопроверяемым, что препятствует использованию 
приведенного выше результата. Более того, это условие не выполнено для большого 
класса бесконечномерных каналов. Ниже будет показано, что метод аппроксимации 
позволяет преодолеть проблему бесконечной выходной энтропии и доказать сильную 
аддитивность х-пропускной способности для двух бесконечномерных квантовых ка
налов, один из которых является комплементарным к каналу, разрушающему сцеп
ленность, даже в случае, когда выходные энтропии этих каналов бесконечны на всем 
множестве входных состояний. 

П р е д л о ж е н и е 9. Пусть Ф € $=i(H,H') - канал, комплементарный каналу, 
разрушающему сцепленность, и Ф £ 3=i ( /С , /С ' ) - произвольный канал. Тогда силь
ная аддитивность х-пропускной способности имеет место для каналов Ф и Ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя лемму 5 и предложение 6 из [5] можно свести 
доказатество к случаю dim К < + о о и dim К' < + о о . В силу предложения 6 из [5] 
достаточно доказать неравенство 

ХФ®*Н < Хф(иП) + Х*{шК) (24) 

для произвольного состояния ui из &(Н ® /С), такого что r anku^ < + о о . Пусть ш -
такое состояние и Нш — s u p p w w - соответствующее конечномерное подпростран
ство. 

Пусть Ф(р) = Tr-}f»VpV*, где V - изометрия Стайнспринга из Н в Н' ® Н" 
[8,22]. По условию комлементарный канал Ф(р) = Тг-ц/VpV* является разрушаю
щим сцепленность. 

Пусть {РП} - произвольная последовательность проекторов конечного ранга из 
03(Ti"), сильно возрастающая к единичному оператору I-н». Рассмотрим квантовые 
операции 

Фп(р) = Ттн„1н, ® РП • VpV* • IN, ® Р„ = ТтП"1п> ® Рп • VpV*, р е 6(H), 

и 

ФП(Р) = TIWIH, ® РП • VPV* • i H , ® РП = РПФ(р)РП, Р е 6(H). 

Пусть Ф - канал, комплементарный каналу Ф. Заметим, что сужение квантовой 

операции Ф„ на множество 6(НШ) является конечномерной квантовой операцией, 

3 Заметим, что непосредственное обобщение доказательств этих результатов на бесконечномер
ный случай не представляется возможным. Например, доказательство теоремы 2 в [21] основано 
на конечности выходной энтропии и возможности разложения произвольного несцепленного состо
яния в дискретную выпуклую комбинацию чистых состояний-произведений, что не имеет места в 
бесконечномерном случае [4]. 
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разрушающей сцепленность. Используя предложение 2,В) и повторяя рассуждение 
из доказательства теоремы 2 работы [21], можно показать существование такой по
следовательности {<т„} с & (/С), сходящейся к состоянию шк, ч то для каждого п 
имеет место неравенство 

Ш 5 Ф П ® Ф М = ° ° s S n ® $ ( w ) ^ с о % „ ( ш М ) + а и с о - % ( с г „ ) , (25) 

г д е а „ = inf Т г Ф „ ( р ) . 
Рее(нш) 

Поскольку 

% > ) = &!>„(/>), V p e e x t r 6 ( W ) , S9{a) = S9(a), Va € extr б ( / С ) , 

и 

% „ ® * ( w ) = s *»8*Hi V u ) 6 extr © ( ? i ® /С), 

из предложения 2,А) следует, что неравенство (25) равносильно следующему: 

c o 5 $ i i ® * ( w ) > с о 5 ф „ ( ы и ) + а„со5ф(<т„ ) . (26) 

Из неравенства (3) следует, что 

5Ф„®ФИ < 5 Ф п ( о ; н ) + 5 ( Т г ^ Ф „ ® Ф ( а ; ) ) - е „ , (27) 

г д е е „ = 7? (ТгФ п ( а ; и ) ) . 
Используя (8) , (26) и (27), получаем 

ХФ„т(ш) = 5 ф п в ф ( и ; ) - с о 5 ф Л ® ф ( ш ) < 

< S * n ( w w ) - с о 5 Ф „ ( о ; и ) + 5 ( Т г „ , Ф „ ® Ф(ц,)) - с о 5 Ф ( а „ ) + 

+ (1 - а „ ) с о 5 Ф Ю < Х Ф п ( ^ И ) + Х Ф ( ^ ) + [(1 - ап)5ф(о-„)] + 

+ [5(Тт «'Фп ® Ф И ) - ^ ( w * ) ] + [ J S S » ( w K ) - С О З Ф Ю ] . 

Последовательность квантовых операций { Ф п } сильно сходится к каналу Ф и удо
влетворяет условию Б) предложения 6. Предложения 6,Б) и 4 позволяют доказать 
неравенство (24) предельным переходом в последнем неравенстве, поскольку слагае
мые в квадратных скобках стремятся к нулю при п.—» + о о в силу предполагаемой 
конечномерности пространств Нш и К'. А 

П р и м е р 3. В силу предложения 9 сильная аддитивность х-пропускной способ
ности имеет место для произвольного канала Ф и канала Ф£, рассмотренного в при
мере из [7], с произвольной плотностью вероятности p(t) и а < + о о . Это , в частно
сти, означает, что классическая пропускная способность канала Ф£ с произвольным 
ограничением совпадает с х-пропускной способностью. 

5.3. Аппроксимативное представление выпуклого замыкания выходной энтропии. 
Выпуклое замыкание выходной энтропии (ВЗВЭ) квантового канала - важная ха
рактеристика, связанная с классической пропускной способностью этого канала [6]. 
Э т о понятие также играет существенную роль в теории сцепленности: важная мера 
сцепленности состояния составной квантовой системы - сцепленность формирова
ния (Entanglement of Formation = EoF) - совпадает с ВЗВЭ частичного следа [23]. 

В силу предложения 2 ВЗВЭ квантового канала Ф £ 5=1 {'Н,Н') представляется 
выражением 

с о # ф ( / ) ) = inf / НФ{(т)ц(йа), р е 6 ( И ) . (28) 
p,ev{p} J 

extr6(«) 
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В [6] показано, что для произвольного состояния р с конечной выходной энтро
пией Нф (р) точную нижнюю грань в этом выражении можно брать только по мно
жеству атомических мер, что означает 

с о Я Ф ( р ) = ц ц \ ^ЩНФЬН) (29) 
{ni,Pi}ev{p) i 

(где точная нижная грань берется по множеству всех счетных ансамблей {т^г,Рг} 
чистых состояний со средним состоянием р). 

Однако вопрос о справедливости выражения (29) для произвольного состояния р 
остается открытым. Второй пример в замечании 2 из [14] показывает, что поло
жительное решение этого вопроса невозможно получить, используя только общие 
аналитические свойства (выходной) энтропии. Для заданного канала Ф справедли
вость выражения (29) для всех состояний р равносильна полунепрерывности снизу 
правой части этого выражения как функции на множестве 6(H). 

Таким образом, в случае произвольного квантового канала Ф необходимо исполь
зовать выражение (28), в которое входит точная нижняя грань по множеству всех 
мер с заданным барицентром р. Э т о приводит к некоторым техническим проблемам 
при работе с ВЗВЭ. Более того, это выражение выглядит неестественно с физиче
ской точки зрения, поскольку для состояния р с конечной средней энергией, которое 
можно приготовить в физическом эксперименте, множество мер с барицентром р со
держит меры, носитель которых включает в себя состояния с бесконечной средней 
энергией 4 . 

В этом разделе будет получено представление для ВЗВЭ произвольного кван
тового канала Ф G S=i(H, Н') в виде предела возрастающей последовательности 
непрерывных ограниченных выпуклых функций на 6(H), каждая из которых опре
деляется выражением типа (29). 

Пусть п > 1 - фиксированное натуральное число. Рассмотрим функцию 

п / п \ / п 

Щ(р) = - ^ ^ 1 о 8 Х < + ( Е Л* 1о§ Х> 
г = 1 V i = l / \ г = 1 

где { A j } " = i - множество п максимальных собственных значений состояния Ф(р), 
которую можно назвать усеченной выходной энтропией. В силу леммы 4 из [12] 
последовательность {Нф} непрерывных ограниченных функций на 6(H) не убывает 
и поточечно сходится к выходной энтропии Нф. 

Пусть 

Щ(Р)= inf^ ^ЩЩ(РЛ, УРе6(Н). 

В силу предложения 5 из [14] функция Нф ( = (Яф)„ ) является выпуклым непре
рывным расширением функции extr 6(H) Э р Яф(р) на множество 6(H)5. 

Последовательность { Я ф } „ выпуклых непрерывных ограниченных функций на 
6(H) не убывает и мажорируется функцией с о Я ф . Результаты раздела 5.2 позво
ляют доказать следующее утверждение 6 . 

4 Любой счетный ансамбль, среднее состояние которого имеет конечную среднюю энергию, со
стоит из состояний с конечной средней энергией. 

5 Поскольку в общем случае функция не является вогнутой на &(Н), нельзя утверждать, 
что Щ=с5Щ. 

6 Это утверждение не является тривиальным, поскольку множество 6 ( H ) не компактно. 
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П р е д л о ж е н и е 10. Для произвольного канала Ф € д=\(Н,Н') функция с о # Ф 

является пределом возрастающей последовательности { Я ф } „ выпуклых непрерыв
ных ограниченных функций на &(Н). 

Замечание 4. Э т о предложение не позволяет доказать справедливость выраже
ния (29). Существуют такие возрастающие последовательности { / „ } вогнутых не
прерывных ограниченных функций на &(Н), сходящиеся к (вогнутой полунепре
рывной снизу) ограниченной функции / , что 

lim inf^ yZnifn(Pi) = 0 и i n r y^Kif(Pi) = 1 

для некоторого состояния p € &(H) (см. [14, второй пример в замечании 2]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу приведенного выше наблюдения достаточно пока
зать, что 

lim inf Щ (р) > со Я Ф (р) (30) 
п—>-{-оо 

для произвольного состояния р €Е &(Н). 

Пусть {Рп} - последовательность проекторов из ОЗ(Н'), сильно возрастающая к 
единичному оператору 1-ц', такая что rank Рп = п. Рассмотрим последовательность 
{Ф„(.) = РпФ(-)Рп} операций из ^<х(Н,Н'). 

Пусть р - произвольное чистое состояние из &(Н). Если {Aj}™ = 1 и { А " } " = 1 - набо
ры максимальных собственных значений (взятых в порядке убывания) операторов 
Ф(р) и Фп{р), тогда из вариационного принципа Рица следует, что А, > А" при 
каждом i = 1,п. Поэтому, используя (2) , получаем 

Щ{р) = ff({A*}"=i) > Я ( { А ? } ? = 1 ) = Я Ф » . 

Следовательно, 

u u \ ^щВЫрг) > inf^ £ т г 4 Я Ф » ) , \/ре&(Н). 

Поскольку функция НФп вогнута, непрерывна и ограничена на &(Н), следствие 10 
из [14] гарантирует совпадение правой части последнего неравенства с со Я Ф ? 1 ( р ) . 

Последовательность { Ф „ } удовлетворяет условию А ) предложения 6. Следова
тельно, для произвольного состояния р из &(Н) получаем 

liminf inf ^ 7 г , Я ф ( р г ) > lim с о Я Ф (р) = с о Я ф ( р ) , 

что эквивалентно (30). • 

С л е д с т в и е 5. Пусть Ф 6 Ъ=\{Н,Н') - произвольный канал и Л - компактное 
подмножество множества @(Н), на котором выходная энтропия Нф непрерывна. 
Тогда возрастающая последовательность { Я ф } непрерывных функций сходится к 
функции со Яф равномерно на Л. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 1 работы [6] следует непрерывность функции 
со Яф на множестве Л. Поэтому утверждение следствия вытекает из предложения 10 
и леммы Дини. • 

Следствие 5 показывает, что для произвольного гауссовского канала Ф после
довательность { Я ф } обеспечивает равномерную аппроксимацию функции со Яф на 
множестве состояний с ограниченной средней энергией (см. [3, замечание после пред
ложения 3]). 
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Пусть Н и К, - сепарабельные гильбертовы пространства. Рассмотрим канал 9 : 
&(Н® К.) Э w (-> Тгк;ш G <5(Н). Сцепленность формирования EoF состояния ш € 
G &(Н ® /С) можно определить выражением (см. [6]) 

EF{UJ) = соН@(и>) = inf / He{o~)u(d(r). 
extr в(Н®К.) 

Предложение 10 показывает, что Ер совпадает с пределом возрастающей после
довательности выпуклых непрерывных ограниченных функций 

Э т о доказывает предположение о принадлежности функции Ер классу Р(в(Н®1С)) 
[14]. 

В силу следствия 5 (с учетом предложения 3 из [1]) последовательность 
обеспечивает равномерную аппроксимацию функции Ер на множестве состояний 
составной квантовой системы с ограниченной средней энергией. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Приведенный ниже критерий компактности для подмножеств множества 1i (Н) 
можно доказать посредством незначительной модификации рассуждений в доказа
тельстве критерия компактности для подмножеств множества &{Н), представлен
ного в [3, Приложение]. 

П р е д л о ж е н и е 11. Замкнутое подмножество А С 1\{Н) является компакт
ным тогда и только тогда, когда для произвольного е > 0 существует проектор 
конечного ранга Ре, такой что Тг {1-ц — Ре)А < е для всех А G А. 

С л е д с т в и е 6. Пусть А и В - подмножества множеств 1i(H) и Xi(/C) со
ответственно. Подмножество А® В множества %i{H®)C), состоящее из всех 
операторов С, таких что Тх/сС G А и T r ^ C G В, компактно тогда и только 
тогда, когда компактны множества А и В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из компактности множества А® В следует компактность 
множеств А я В в силу непрерывности частичного следа. 

Если множества А я В компактны, то в силу предложения 11 для произвольного 
е > 0 существуют проекторы конечного ранга Ps я Qe, такие что 

Тг РеА > Тг А-е, УА & А, и TvQeB > ТхВ - е, ЧВ G В. 

Поскольку С н = TvKC е А и С к = ТхнС G В для любого С G А ® В, имеем 

Tr ((Pe ® Qe) • С) = Tr ( ( Р е ® 1К) • С) - Tr (Ре ® (IK- Q£) • С) > 

> Тг Р£СН - Тг (//с - Qe)CK > Тг С - 2е. 

Из предложения 11 следует компактность множества А® В. А 
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