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§ �� �! + ,$ 

����� �� ���������� ��������� ������ �� ����!�� "�#"���" ����$��� !�#���
�"�� ����$% &����'���$% � �� ����!����$% %������������ �������$% ������
(���) ��'�����) *�) �+,� -������$� �� ��% . ����� ��� χ/'��'0����" �'���1����2 �
��������" �������" �� ����!�" . ���3� ��'�����������$� �#����4����� ���#���)
��0��� . ��� ����������" �� ����!�" � ���#�4�$� ���$ �!�'#������� . ����%
���#���� #�1� �� ���3�) #�1� ��� ������#2�$�

�� �����"5��� ������� �������� �������� � ��������� ������ �� ����!�� 0��/
#"#��2 ����4������$� ��������) �� � '��#����� ���$ '�"��#�" ���4���#2�$� ��/
����� � � 1������4������$� ��������
 �16���$� �#���) ����$� �#" '��#������
� ��������� �'����) �1���03� 1�����$� ��0�������� ������$ *�) �#� ��+� �������)
4�� � ��"�� � '����1����"�� ��������� ��������4����� ��%����� �������� ������/
��� &����'�� � ��������#2��� &����'��) ��#34�" �#04�� 1������4������$% ������)
1$#� ��04��$ ���2�� '����1��) ��'�����) � *�.�+� 7����������� &����'���$% � ��/
 ����!����$% %������������ �������$% ����#�� ��"�� � �15�% '���!�� ������
�'�������� � ��'���1�#2��� ��#21������� '����������� 1$#� '���'���"�� � ��1�/
��% *�) �+) ��� ��04�#��2 ��#�4��$) ��"����$� � �#����4����� '��'0����� �'���1��/
��23) . � '���03 �4����2) χ/'��'0����" �'���1����2� -����"5�" ����2" '���"5���
��0� ��0��� %�������������� . ��������� �������� �� ����!�� � ����������� ��/
 ����!��� 8����" �� ��% ����� ��"���� � �#����4����� '��'0����� �'���1����23
� ��'�#2�������� �!�'#������� ����0 �%���� � �$%����) � �����" . � ���������
'��'0����� �'���1����23 ���������� ����#�� ����� �� !�#�� ������� 1$#� ���/
�� '��%��"5�� �'����#���� &��% ��#�4�� � 1������4�������� �#04��) ������� ��
���1���#� 1$ ������% ��'�#����#2�$% ���0�������$% '���'�#������� 9�0�����2)
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�����03 0��#��2 '�����#��2) ������� � '�"�#���� ���'����#�������� � �$������"%)
�������5�% �������2 &����'��) �����" �� �����$% � 1������4�������� �#04�� ��/
��� '�������2 ���4���� +∞� ������$� ���0#2����� "�#"���" �������) �� �������
�#��0��) 4�� &�� ��#�4��$ ����������$� �1����� �'����#��$ � ����4�$ �� �����/
���� �%���$% �����"��� � ����4��� &����'���) ��� ��� 0���#�����"3� ����������
(��,) (��, �#" ���'#��������$% ����#�� ('�� &��� ��������" �������" �� ����!�"
�������4�� �'����#��� �#" ���% �%���$% �����"���) �� ����� '�������2 1������4/
��� ���4����) '��4�� �$'�#�"���" ��������� (��,,�

:���2" ������������ �#��035�� �1������ ; < �) ���"5�� �����$� %�������) ��/
���" �'������ ����������035�% ��#�4�� �#" ����4�������� ������$� ; < � ����
�'����#���� � ��04��$ �������� ��������� �������� �� ����!��� �������� ���/
������ (��, �#" ���'#��������$% ����#�� �������� � < =� ����������� �� ����!��
'���"5�� < �� ; < � ����4��� �����#2�� ����������� �������� ��'���$������ ���/
����� � ����������� �� ����!��) �$����35�� �� ��������� (��,�

§ �� )�, -,�� %,�. /�0-1.

7��������� �������03 ������0) �'��$����03 ����4������$� ��#21�����$�
'������������ H) � �1����4�� 4���� S(H) �$'0�#�� ��������� ��������� 	�	��

���) ��������$% �'��������� '#������� � H) ���� '�#�����#2�$�� �'��������� �
�����4�$� �#����
 ρ � 0) Tr ρ = 1� �������� �����"��" ρ (&����'�"  �� -������,
�'����#"���" ������6������

H(ρ) = Tr η(ρ), η(x) =

{
−x log x, x > 0,

0, x = 0.
(�,

80��2 �����$ ��� ������$ A) B) E) �'��$����$� '������������� HA) HB) HE

��������������) � ��������4����� �'������ V : HA → HB ⊗HE ) ����� ������6���"

Φ(ρ) = TrE V ρV ∗, Φ̃(ρ) = TrB V ρV ∗, ρ ∈ S (HA) , (�,

��� TrX(·) .
= TrHX (·)) �'����#"3� �'�#�� '�#�����#2�$�) ��%���"35�� �#�� ���1/

������") ���� �������$� ����#$ Φ: S (HA) → S (HB) � Φ̃ : S (HA) → S (HE)) ����/
�$� ���$��3��" ������� ���������������� (&�� ������0�!�" 1�� ��������� '���/
������" � �� 1������4������$� �#04��,� :�����$ A,B �'��$��3�) ��������������)
�%�� � �$%�� ����#� Φ) � E . >���0�����? ('����1����� ��� � *�+,� 9����������$�
�'������ � '����������� HX � ������������� '���1��������� ��������� S (HX)
10��� �1����4��2 IX � IdX ���������������

80��2 ρ = ρA . �%����� �����"��� � '����������� HA) ρB � ρE . ���0#2��� ���/

����" ����#�� Φ � Φ̃) ��������������) �� �'������ '#������� ρA� �������� �����

�� ���������� ���$�����" ��#�4���

I(ρ,Φ) = H(A) +H(B)−H(E), (�,

��� �#" ��������� 4���� H(A) �1����4��� H(ρA) � ���� *@+� ;���" >&��#���03? ��/
����0 HR

∼= HA � �4�5���� ψAR ∈ HA ⊗HR �����"��" ρA) ������03 �� ����!�3
����� '���������2 � ����

I(ρ,Φ) = H(R) +H(B)−H(BR), (=,

��� ρBR = (Φ⊗ IdR) (|ψAR〉〈ψAR|)�
;������" �� ����!�" I(ρ,Φ) �1#����� !�#$� �"��� �������) '���1�$% ����/

����� 6����������� �� ����!�� (��� ���� '���#������ �,� ; *	+ (��� ����� *�+,

� � 
����45�� ����0� log ��6�� ����
����� 
�����	0
�� 	�����"$

(



'�������) 4�� ��#�4���

max
ρ

I(ρ,Φ) = Cea(Φ) (�,

���� �#����4���03 '��'0���03 �'���1����2 ����#� Φ � ��'�#2�������� �!�'#����/
��� ����0 �%���� � �$%�����

;���" ���#���4�03 %������������0 �#" ���'#����������� ����#�

I(ρ, Φ̃) = H(A) +H(E)−H(B) = H(R) +H(E)−H(ER), (�,

�����  0��������#2��� ���������

I(ρ,Φ) + I(ρ, Φ̃) = 2H(ρ). (�,

;����� ���'������� ��������� �������� �� ����!�� I(ρ,Φ) "�#"���" ����

������� ���������� (��� *��+,

Ic(ρ,Φ) = H(B)−H(E) = H(B)−H(RB). (@,

A�� '��"��� ����� ��"���� � ��������� '��'0����� �'���1����23 ����#� Φ) � ����/
��) � *��+ (��� ����� *�+, ��������) 4�� ��#�4���

Q(Φ) = lim
n→∞

1

n
max

ρ
Ic(ρ,Φ

⊗n) (	,

���� �������03 '��'0���03 �'���1����2 ����#� Φ� 9�������� (�, �������#2�� ���0)
4��

Ic(ρ,Φ) + Ic(ρ, Φ̃) = 0. (��,

B�#23 �����"5�� ����2� "�#"���" �'����#���� � ��04���� ������� ���#���� ��/
#�4�� I(ρ,Φ) � Ic(ρ,Φ) � 1������4�������� ��#21������� '�����������C � 4�����/
���) 10��� '�������) 4�� ������������ �1#���23 �'����#���" ����������� �� ����/
!��) �� ������� �$'�#�"���" ���#�� ��������� (��,) "�#"���" ��������� �����"���
� ����4��� &����'���� ; ��#2���6�� ������" � ���0 '��������� ���0#2����� ��/
���"5�� ����2� �#" �1�15���" ������6���� (�,) (	, �� �#04�� 1������4������$%
����#���

§ �� �21$�,13 $,4�%�15$3

;�3�0 ��#�� H �1����4��� ��'���1�#2��� ��#21������ '�����������) � T(H) .
'����������� "����$% �'��������) ��� 4�� S(H) ⊂ T(H)� 7��������� ������������
'����#����� &����'�� H(ρ) = Tr η(ρ) ���������� �����"��" ρ ∈ S(H) �� ���0�
T+(H) ���% '�#�����#2�$% "����$% �'���������

�'� � � � # � � � � � *=+� �������� �'������� A ∈ T+(H) 10��� ���$���2 ��#�/
4��0

H(A) = TrAH

(
A

TrA

)
= Tr η(A)− η(TrA). (��,

A����'�" "�#"���" ����0��� � '�#0��'���$���� ����0  0��!��� �� ���0��
T+(H)) '������35�� ���4���" �� [0,+∞]� D�'�#2�0" �'����#���� � � �������$�
�������� &����'��  �� -������ (��� *�+,) ����0��� '�#04��2 �#��035�� ������6�/
��"


H(λA) = λH(A), λ � 0, (��,

)



H(A) +H(B −A) � H(B) � H(A) +H(B −A) + TrBh2

(
TrA

TrB

)
, (��,

� �����$% A,B ∈ T+(H)) A � B � h2(x) = η(x) + η(1− x)�

-��"�0 � H(A) 10��� ����� ��'�#2�����2  0��!�3 S(A) = Tr η(A) �� ���0��
T+(H)) ���'���3503 � H(A) �� S(H)�

� ' � � � � # � � � � �� ����	������� �������� �'�������� A,B ∈ T+(H) ���$/
�����" ��#�4���

H(A‖B) =

⎧⎨⎩
+∞∑
i=1

〈ei| (A logA−A logB +B −A) |ei〉, suppA ⊆ suppB,

+∞, suppA � suppB,

��� {|ei〉}+∞
i=1 . ���������������$� 1���� �� ��1������$% �������� �'������� A) �

�"� ������� �� ������!���#2�$% 4#���� *=+�

-�� '�����1���" �#��035�"

E���� � *=) #���� =+� ��	�� {Pn} � ������� !�� ��	��"���������	�� ���

�������) 	��"�!��	� � �"���#���� ��������� I � 	����� ���������� ���������)
� ��	�� A � B � ����$�������� �"����� ���������% &��"� ��	��"���������	��
{H(PnAPn)} � {H(PnAPn ‖PnBPn)} ���� �	� ������� !���) ���#��

H(A) = lim
n→∞

H(PnAPn) � H(A‖B) = lim
n→∞

H(PnAPn ‖PnBPn).

�'� � � � # � � � � �� ��������� ������� ���$�����" ����� #������� ���1����/
��� Φ: T(HA) → T(HB)) 4�� �#" n = 1, 2, . . .

Φ⊗ Idn(S(HA ⊗ �2n)) ⊆ S(HB ⊗ �2n)

(�2n . n/������ '����������� �� ���������$� ���#"��$� '������������,�

A�� 0�#���� . ���� �� ������ �������� ����� ����$�������	��� ; 4��������)
'�� n = 1 ���3�� �$������) 4�� ���1������� Φ '�#�����#2�� � ������4��� *��+�

; ��#2���6�� ��� '�����1���"  0��������#2��� �������� ���������	�� ��/
������#2��� &����'��) 0������#����� � *=+


H(Φ(A)‖Φ(B)) � H(A‖B) (�=,

�#" #31��� ���������� ����#� Φ � '������#2�$% '�#�����#2�$% "����$% �'���/
����� A � B�

� ' � � � � # � � � � =� 80��2 Φ: S(HA) → S(HB) . �������$� ����#) � ρ . ����/

����� �����"��� �� S(HA)) ���35�� �'�����#2��� '�������#���� ρ =
∞∑
i=1

λi|ei〉〈ei|�
'������ ���������� ������� ��#�4��0

I(ρ,Φ) = H(Φ⊗ IdR(|ϕρ〉〈ϕρ|)‖Φ(ρ) ⊗ ρ),

���

|ϕρ〉 =
∞∑
i=1

√
λi|ei〉 ⊗ |ei〉 ∈ HA ⊗HR (��,

. ������ �4�5���"� �����"��" ρ�

� 7�� ��
�����* ��� TrR |ϕρ〉〈ϕρ| = ρ$

*



F������) 4�� � �#04�� dimHA < +∞) dimHB < +∞ ������ �'����#���� &���/
��#����� ������6���"� (�,) (=,) '����#2�0

H(Φ⊗ IdR(|ϕρ〉〈ϕρ|)‖Φ(ρ) ⊗ ρ) = H(ρBR ‖ρB ⊗ ρR) =

= Tr(ρBR(log(ρBR)− log(ρB ⊗ ρR))) =

= −H(ρBR) +H(ρB) +H(ρR) = −H(BR) +H(B) +H(R).

(���#���� �� �'����#���� ��#�4��$ I(ρ,Φ) �� ������� �� �$1��� '�����������
HR � �4�5�35��� ������� ϕρ� A�� ����0��� '������2) ��'�#2�0" ������0 ����� �� *�+
� �������� ��������#2��� &����'���

; ����4�������� �#04�� ����0����2 �������� �� ����!�� ���  0��!�� ρ ��
��������� S(HA) �#��0�� �� ����0����� 0�#����� &����'�� H(EB) − H(E) *�+�
; �#04�� dimHA = +∞ � dimHB < +∞ ���3�� �#��0�� ����0����2 �������� ��/
 ����!�� ���  0��!�� ρ �� ��������� Sf(HA) = {ρ ∈ S(HA) | rank ρ < +∞}�
; ��#2���6�� �%�������2 �������$% �����"��� ����4��� �%�������2 �������/

���035�% �'�������� '#������� � '����#2���0 �'������0 '#������� '� "������
�����) 4�� �������#2�� �% �#�1�� �'��������� �%�������� *��+ (��� ����� *�) 8��/
#������ G+,� �������) 4�� '�� &��� &����'�" � ��������#2��" &����'�" '�#0��/
'���$��$ ����0 '� ����� ���0������ *�+�

�1����4�� 4���� F(A,B) ��������� ���% ����#�� �� S(HA) � S(HB)) ���1���/
��� ��'�#����� 	����� 	��"���	�� *�+� :�#2��" �%�������2 '��#�������#2�����
����#�� {Φn} ⊂ F(A,B) � ����#0 Φ0 ∈ F(A,B) ����4���) 4�� lim

n→+∞
Φn(ρ) = Φ0(ρ)

�#" #31��� �����"��" ρ ∈ S(HA)�

:#��035�� '���#������ '���"5��� �1�15���3 �� 1������4������$� �#04�� ��/
�0#2����� �� *@+�

8 � � � # �� � � � � �� )������ (ρ,Φ) → I(ρ,Φ) ��������������) ��������������
	���� �� ���$�	��� S(HA)× F(A,B) � ����"��� 	��"� !��� 	��	�����


�, ����0����2 '� ρ
 I(λρ1 + (1 − λ)ρ2,Φ) � λI(ρ1,Φ) + (1− λ)I(ρ2,Φ)C

�, �$'0�#���2 '� Φ
 I(ρ, λΦ1 + (1 − λ)Φ2) � λI(ρ,Φ1) + (1− λ)I(ρ,Φ2)C

�, �/� !�'��� '����#�
 "�� � ��� ������� Φ: S(HA) → S(HB)) Ψ: S(HB) → S(HC)
����� ��	�� �������	��� I(ρ,Ψ ◦ Φ) � I(ρ,Φ) ��� � ��� ρ ∈ S(HA)C

=, �/� !�'��� '����#�
 "�� � ��� ������� Φ: S(HA) → S(HB)) Ψ: S(HB) → S(HC)
����� ��	�� �������	��� I(ρ,Ψ ◦ Φ) � I(Φ(ρ),Ψ) ��� � ��� ρ ∈ S(HA)C

�, �01�����������2
 "�� � ��� ������� Φ: S(HA) → S(HB)) Ψ: S(HC) → S(HD)
����� ��	�� �������	���

I(ω,Φ⊗Ψ) � I(ωA,Φ) + I(ωC ,Ψ) (��,

��� � ��� ω ∈ S(HA ⊗HC)%

��� � � � � � # 2 � � � �� -�����!���#2����2 ��#�4��$ I(ρ,Φ) �#��0�� �� ������/
!���#2����� ��������#2��� &����'��� ��#��) '�#0��'���$�����2 ����0  0��!��
(ρ,Φ) → I(ρ,Φ) �#��0�� �� '�#0��'���$������ ����0 ��������#2��� &����'�� '�
�����0'����� '�������$% � ��#0 '���������� ���� #���$ � � ����4���" ��

�#" ��������#2���� ����0�����  0��!�� ρ → I(ρ,Φ) '���'�#���� ���4�#�) 4��
dimHB < +∞� 80��2 ρ = ασ1 + (1 − α)σ2) � '0��2 {Pn} . ��#2�� ��������35�"
� IA '��#�������#2����2 �'�����#2�$% '��������� ����4���� ����� �����"��" ρ�
�1����4��

ρn =
PnρPn

TrPnρ
=

αPnσ1Pn + (1− α)Pnσ2Pn

αTrPnσ1 + (1− α)TrPnσ2
=

μn
1σ

n
1 + μn

2σ
n
2

μn
1 + μn

2

,

+



���

μn
1 = αTrPnσ1, σn

1 = α
Pnσ1Pn

μn
1

,

μn
2 = (1 − α)TrPnσ2, σn

2 = (1− α)
Pnσ2Pn

μn
2

.

; ��#0 0'��"�0��� '���� '���#������� � ����0�����  0��!�� ρ → I(ρ,Φ) �� ���/
������ Sf(HA) �����

I(ρn,Φ) �
μn
1

μn
1 + μn

2

I(σn
1 ,Φ) +

μn
2

μn
1 + μn

2

I(σn
2 ,Φ).

D� '���������� ���� #���$ 3 �#��0��) 4�� lim
n→∞

I(ρn,Φ) = I(ρ,Φ)� �4��$��" ����/

����03 '�#0��'���$�����2 ����0  0��!�� ρ → I(ρ,Φ)) '�#04���

I(ρ,Φ) � lim inf
n→∞

μn
1

μn
1 + μn

2

I(σn
1 ,Φ) + lim inf

n→∞

μn
2

μn
1 + μn

2

I(σn
2 ,Φ) �

� αI(σ1,Φ) + (1− α)I(σ2,Φ).

9�'��2 ���������� '������#2�$� ����# Φ � '��#�������#2����2 ����#�� Φn =
= Πn ◦ Φ � ����4������$� �$%����) ���

Πn(ρ) = PnρPn + [Tr((I − Pn)ρ)]|ψ〉〈ψ|

. �������$� ����# �� S(HB) � S(HB) '�� ������ n) {Pn} . ��������35�" '��#�/
������#2����2 '��������� ����4���� �����) ��#2�� �%��"5�"�" � IB ) |ψ〉〈ψ| .  ��/
���������� 4����� �����"��� �� S(HB)� 9���� �#" ������� n  0��!�" ρ → I(ρ,Φn)
����0�� '� ����������0 �$6�) � ��� ���

I(ρ,Φn) � I(ρ,Φ) ∀n � lim inf
n→∞

I(ρ,Φn) � I(ρ,Φ)

� ��#0 ������������ ��������#2��� &����'�� � '�#0��'���$������ ����0  0��!��
Φ → I(ρ,Φ)) ��

I(ρ,Φ) = sup
n

I(ρ,Φn),

� ���4��)  0��!�" ρ → I(ρ,Φ) ����0�� ��� '���4�4�$� '����# '��#�������#2�����
����0�$%  0��!���

;$'0�#���2  0��!�� Φ → I(ρ,Φ) �#��0�� �� �$'0�#���� ��������#2��� &����/
'�� '� �����0'����� ���0������ *�+�

8����� !�'��� '����#� ��'������������ �#��0�� �� �'����#���" = � ��������
������������ ��������#2��� &����'���

;����� !�'��� '����#� ����� �����$�����" � ��'�#2�������� ������������ ��/
������#2��� &����'�� �#��035�� �1������

80��2 |ϕ〉〈ϕ| . �4�5���� �����"��" ρ ∈ S(HA) � '����������� HA ⊗ HR) �����
|ψ〉〈ψ| = V ⊗ IR|ϕ〉〈ϕ|V ∗ ⊗ IR . �4�5���� �����"��" Φ(ρ) ∈ S(HB) � '�����������
HB ⊗HE ⊗HR (����2 V . ��������" �� '�������#���" (�, ����#� Φ,� 8�&���0

I(Φ(ρ),Ψ) = H (Ψ⊗ IdER(|ψ〉〈ψ|)‖ Ψ(TrER |ψ〉〈ψ|) ⊗ TrB |ψ〉〈ψ|) .

-�'������������" '������� '����$����) 4�� ��"��� 4����4���� �#��� '� '�������/
���0 HE �� ������� ���0����� ��������#2��� &����'�� � '���������� �$6� �$��/

,



����� '���1���0�� '���03 4���2 &���� �$������" �

H ((Ψ ◦ Φ)⊗ IdR(|ϕ〉〈ϕ|)‖ (Ψ ◦ Φ)(TrR |ϕ〉〈ϕ|) ⊗ TrA |ϕ〉〈ϕ|) = I(ρ,Ψ ◦ Φ).

:������� �01������������ �������� �� ����!�� �$����� �� ����������035���
�������� &��� %������������� �#" ����4������$% ����#�� (��� *�+,�

80��2 {QX
n } . ��������35�" '��#�������#2����2 '��������� ����4���� ����� �

'����������� HX ) ��#2�� �%��"5�"�" � �'������0 IX ) ��� X = B,D� 8��#�����/
��#2����2 ����#��

ΠX
n (ρ) = QX

n ρQX
n +

(
Tr(IX −QX

n )ρ
)
τX

�� S(HX) � S(HX)) ��� τX . '������#2��� 4����� �����"��� � '����������� HX )
��#2�� �%�����" � �������������0 ����#0 IdX �

80��2 ω . '������#2��� �����"��� �� S(HA ⊗ HC)� 80��2 {PX
n } . ��������3/

5�" '��#�������#2����2 �'�����#2�$% '��������� ����4���� ����� �����"��" ωX )
��#2�� �%��"5�"�" � �'������0 IX ) ��� X = A,C�

7��������� '��#�������#2����2 �����"���

ωn =
(
Tr

(
(PA

n ⊗ PC
n ) · ω

))−1
(PA

n ⊗ PC
n ) · ω · (PA

n ⊗ PC
n ),

�%��"503�" � �����"��3 ω�

-�'������������" '������� '����$����) 4��

λnω
n
X � ωX , X = A,C, ��� λn = Tr

(
(PA

n ⊗ PC
n ) · ω

)
.

; ��#0 '���������� ���� #���$ = �����

lim
n→+∞

I(ωn
A,Π

B
n ◦ Φ) = I(ωA,Φ) � lim

n→+∞
I(ωn

C ,Π
D
n ◦Ψ) = I(ωC ,Ψ). (��,

D� �01������������ �������� �� ����!�� �#" ����4������$% ����#�� �#��0��)
4��

I(ωn, (ΠB
n ◦ Φ)⊗ (ΠD

n ◦Ψ)) � I(ωn
A,Π

B
n ◦ Φ) + I(ωn

C ,Π
D
n ◦Ψ).

8���%��" � '����#0 � &��� ����������� � 04���� (��, � '�#0��'���$������ ����0
�������� �� ����!�� ���  0��!�� '��$ (�����"���) ����#,) '�#04��� (��,� �
; ��������#2���� '���#�����" � ��'�#2����#��2 �#��035�� #���$�

E ���� �� ��	�� H � 	������������ ����������� ���	����	���% *�� � ��
��	��"���������	�� 	�	����� {ρn} ⊂ S(H)) 	��"�!�	� � 	�	����� ρ0) 	�!�

	����� 	������	��� !�� ��	��"���������	�� �#�!��� {ρ̂n} ⊂ S(H ⊗H)) 	��

"�!��	� � �#�!��� ρ̂0 	�	������ ρ0%

��� � � � � � # 2 � � � �� ����������� #���$ �$������ �� ����������� (��� *�) #��/
�� 	����+,

β(ρ, σ)2 � ‖ρ− σ‖1

�#" ������"��" H3���� β(ρ, σ) = min ‖ρ̂− σ̂‖1) ��� �����0� 1�����" '� ���� �4�5�/
��"� ρ̂ � σ̂ �����"��� ρ � σ� �
E���� �� ��	�� Φ: S(HA) → S(HB) � �������� ����� 	 dimHB < +∞)

� ρ0 � 	�	������ �� S(HA) 	� 	����������� ���"	��������� ρ0 =
∞∑
i=1

λi|ei〉〈ei|%

-



��	�� ��� ��$"�� n

ρn =
1

μn

n∑
i=1

λi|ei〉〈ei|, �"� μn =

n∑
i=1

λi, (�@,

���"� lim
n→∞

I(ρn,Φ) = I(ρ0,Φ)%

��� � � � � � # 2 � � � �� 80��2 Pn =
n∑

i=1

|ei〉〈ei|) n = 1, 2, . . .

8����#2�0 dimHB < ∞) ��#�4���

In = H(Φ⊗ IdR(ρ̂n)‖Φ(ρ0)⊗ ρn) =

= μ−1
n H(Qn (Φ⊗ IdR(ρ̂0))Qn ‖Qn (Φ(ρ0)⊗ ρ0)Qn),

���

ρ̂0 =

+∞∑
i,j=1

√
λiλj |ei〉〈ej | ⊗ |ei〉〈ej |, ρ̂n = μ−1

n

n∑
i,j=1

√
λiλj |ei〉〈ej | ⊗ |ei〉〈ej |

� Qn = IB ⊗ Pn) ����4��� ; ��#0 #���$ � �����

lim
n→∞

In = H(Φ⊗ IdR(ρ̂0)‖Φ(ρ0)⊗ ρ0) = I(ρ0,Φ) � +∞. (�	,

9�'��2 �������) 4�� lim
n→∞

In = lim
n→∞

I(ρn,Φ)) ���������� �������2 In − I(ρn,Φ)�

�4��$��") 4�� H(Φ⊗ IdR(ρ̂n)) < +∞) �����

In − I(ρn,Φ) = H(Φ⊗ IdR(ρ̂n)‖Φ(ρ0)⊗ ρn)−H(Φ⊗ IdR(ρ̂n)‖Φ(ρn)⊗ ρn) =

= −H(Φ⊗ IdR(ρ̂n))− Tr(Φ⊗ IdR(ρ̂n))(log Φ(ρ0)⊗ ρn) +H(Φ⊗ IdR(ρ̂n)) +

+ Tr(Φ⊗ IdR(ρ̂n)) log(Φ(ρn)⊗ ρn) = A−B,

���

A = −Tr(Φ⊗ IdR(ρ̂n)) log(Φ(ρ0)⊗ ρn),

B = −Tr(Φ⊗ IdR(ρ̂n)) log(Φ(ρn)⊗ ρn).

;��'�#2�0���" ��������� #����� ��

log(ρ⊗ σ) = log(ρ)⊗ I + I ⊗ log(σ), (��,

��� � �#04�� �$�������$% �'�������� ρ �#� σ �����������3��" �0����" �� '��/
'����������� supp(ρ) � supp(σ)) ����

Pρ ⊗ Pσ (log(ρ⊗ σ)) = (Pρ log(ρ)Pρ)⊗ Pσ + Pρ ⊗ (Pσ log(σ)Pσ), (��,

��� Pρ � Pσ . '�������$ �� supp(ρ) � supp(σ) ��������������� �4��$��") 4�� PΦ(ρn) �
� PΦ(ρ0)) '�#04���

A = −Tr(Φ⊗ IdR(ρ̂n))(log Φ(ρ0)⊗ IR)− Tr(Φ⊗ IdR(ρ̂n))(IB ⊗ log(ρn)) =

= −TrΦ(ρn) logΦ(ρ0) +H(ρn).

G��#���4��)

B = −Tr(Φ⊗ IdR(ρ̂n))(log Φ(ρn)⊗ IR)− Tr(Φ⊗ IdR(ρ̂n))(IB ⊗ log(ρn)) =

= H(Φ(ρn)) +H(ρn).

./



:#�������#2��)

In − I(ρn,Φ) = A−B = −Tr Φ(ρn) logΦ(ρ0)−H(Φ(ρn)) = H(Φ(ρn)‖Φ(ρ0)).

; ��#0 �������� ������������ ��������#2��� &����'�� �����

H(Φ(ρn)‖Φ(ρ0)) � H(ρn ‖ρ0) = −
n∑

i=1

λi

μn
logμn = − logμn.

8����#2�0 μn → 1 '�� n → ∞) '�#04��� lim
n→∞

(In − I(ρn,Φ)) = 0) 4�� � 04���� (�	,
����

lim
n→∞

I(ρn,Φ) = I(ρ0,Φ) � +∞. �

E���� =� ��	�� Φ � ����������� ����� �� S(HA) � S(HB)) � {Πn} � ��

	��"���������	�� ������� �� S(HB) � S(HB)) 	����� 	��"�!��	� � ��$"�	����

���� ������% ��	�� {ρn} � ��	��"���������	�� 	�	����� �� S(HA)) 	��"�!��	�
� 	�	����� ρ0) ����� #�� λnρn � ρ0 "�� �������� ��	��"���������	�� {λn})
	��"�!�	� � 1% &��"�

lim
n→+∞

I(ρn,Πn ◦ Φ) = I(ρ0,Φ).

��� � � � � � # 2 � � � �� 8����#2�0 �� ����������� λnρn � ρ0 �#��0�� ���#������
ρ0 = λnρn+(1−λn)σn) ��� σn . �����"��� �� S(HA)) �� ����0����� � ������!���#2/
����� �������� �� ����!�� � '������ !�'���� '����#� �#��0�� �����������

λnI(ρn,Πn ◦ Φ) � I(ρ0,Πn ◦ Φ) � I(ρ0,Φ),

������� '����$����) 4�� lim sup
n→+∞

I(ρn,Πn ◦ Φ) � I(ρ0,Φ)� A�� ������6���� � '�#0��/

'���$�����2 ����0  0��!�� (ρ,Φ) → I(ρ,Φ) �����$��3� 0���������� #���$� �

§ �� ���6,�7 ,$ !21$�,�8 $,4�%�15$. &���� � ,61%,�8 &1,1��!

I#���$� ���0#2��� &���� '������ � . �1�15���� �� 1������4������$� �#04��
������6���" (�, ����0 ������$�� �� ����!�"�� '��$ ���'#��������$% ����#��
(��������#2����2 &���� ���0#2���� ��"���� � ��������� ���'����#������23 ��'�
>∞−∞? � �$������"% (=, � (�,,�
80��2HA)HB)HE . ��'���1�#2�$� ��#21�����$ '�����������) � '0��2 V : HA →

→ HB ⊗ HE . ��������4����� �'������C �����) ��� � � ����4�������� �#04��)

������6���" (�, �'����#"3� '��0 ������� ���'#��������$% ����#�� Φ, Φ̃�

9 � � � �� �� *�� � ���� 	�	������ ρ ∈ S(HA) ����� ��	�� 	�����+����

I(ρ,Φ) + I(ρ, Φ̃) = 2H(ρ). (��,

� � � � � � � � # 2 � � � �� 80��2 {|hi〉}+∞
i=1 . ���������������$� 1���� � '�������/

���� HE ) �����

V |ϕ〉 =
∞∑
i=1

Vi|ϕ〉 ⊗ |hi〉,

��� Vi : HA → HB . '��#�������#2����2 ������4���$% �'��������) 0���#�����"3/

5�" 0�#���3
∞∑
i=1

V ∗
i Vi = IA) ����# Φ ����� '�������#���� ���0�� Φ(ρ) =

∞∑
i=1

ViρV
∗
i )

� ���'#��������$� ����# Φ̃ ����� ��� Φ̃(ρ) =
+∞∑
i,j=1

[
TrViρV

∗
j

]
|hi〉〈hj | (��� *��+,�

..



80��2 ρ =
m∑
i=1

λi|ei〉〈ei| . �����"��� ����4���� ����� � S(HA)) � ρ̂ . ��� �4�5�/

��� � S(HA ⊗ HR)� 7��������� '��#�������#2����2 �������$% �'���!��
� Φn(ρ) =

=
n∑

i=1

ViρV
∗
i � 8��#�������#2����2 {Φn} �%�����" ��#2�� � ��������� � ����#0 Φ

('��#����� ����4���) 4�� Φn(ρ) � Φn+1(ρ) '�� #31$% n � ρ ∈ S(HA),�

8����#2�0 Φn ⊗ IdR(ρ̂) . �����"��� ����4���� �����) �����

Xn = H (Φn ⊗ IdR(ρ̂)‖Φ(ρ) ⊗ ρ) =

= −S(Φn ⊗ IdR(ρ̂))− Tr(Φn ⊗ IdR(ρ̂)) log(Φ(ρ)⊗ ρ) +Rn,

��� Rn = 1 − TrΦn(ρ) → 0 '�� n → ∞� ; ��#0 ���������� � 8��#������ #���$ �
����� lim

n→∞
Xn = I(ρ,Φ)� 8����#2�0

Φn ⊗ IdR(ρ̂) = TrE (IB ⊗ Pn ⊗ IR) · (V ⊗ IR) · ρ̂ · (V ∗ ⊗ IR) · (IB ⊗ Pn ⊗ IR),

��� Pn =
n∑

i=1

|hi〉〈hi| . ����4������$� '������� � '�����������HE ) � 4����4�$� �#��

1�����" � '����������� HB ⊗HE ⊗HR) �'������ Φn ⊗ IdR(ρ̂) ������ �� �'������0

Φ̃n(ρ) = TrBR (IB ⊗ Pn ⊗ IR) · (V ⊗ IR) · ρ̂ · (V ∗ ⊗ IR) · (IB ⊗ Pn ⊗ IR),

��� Φ̃n(·) = PnΦ̃(·)Pn . ��������" �'���!�") ���'#���������" �'���!�� Φn� 8�&���0

S(Φn ⊗ IdR(ρ̂)) = S(Φ̃n(ρ))� D�'�#2�0" �������� #����� �� (��, � 04��$��") 4��
Φn(·) � Φ(·)) '�#04���

− Tr(Φn ⊗ IdR(ρ̂)) log(Φ(ρ)⊗ ρ) =

= −Tr(Φn ⊗ IdR(ρ̂))(log(Φ(ρ))⊗ IR)− Tr(Φn ⊗ IdR(ρ̂))(IB ⊗ log(ρ)) =

= −TrΦn(ρ) log(Φ(ρ)) − Tr (TrB Φn ⊗ IdR(ρ̂)) log(ρ).

7��������� ��#�4��0

Yn = H
(
Φ̃n ⊗ IdR(ρ̂)‖ Φ̃n(ρ)⊗ ρ

)
=

= −S
(
Φ̃n ⊗ IdR(ρ̂)

)
− Tr(Φ̃n ⊗ IdR(ρ̂)) log(Φ̃n(ρ)⊗ ρ).

9���� lim
n→∞

Yn = I(ρ, Φ̃) � ��#0 #���$ �� G��#���4�� �$4��#���3 �#�����$% Xn

'�#04���

S
(
Φ̃n ⊗ IdR(ρ̂)

)
= S(Φn(ρ))

�

− Tr
(
Φ̃n ⊗ IdR(ρ̂)

)
log

(
Φ̃n(ρ)⊗ ρ

)
=

= −Tr
(
Φ̃n ⊗ IdR(ρ̂)

)(
log(Φ̃n(ρ)) ⊗ IR

)
− Tr

(
Φ̃n ⊗ IdR(ρ̂)

)
(IE ⊗ log(ρ)) =

= S
(
Φ̃n(ρ)

)
− Tr

(
TrE Φ̃n ⊗ IdR(ρ̂)

)
log(ρ).

8������) 4�� lim
n→∞

(Xn + Yn) = 2H(ρ)� �4��$��" �'����#���� ��������#2���
&����'��) �����

Xn + Yn = −TrΦn(ρ) log(Φ(ρ)) − S(Φn(ρ)) + Cn +Dn +Rn =

= H(Φn(ρ)‖Φ(ρ)) + Cn +Dn,

� ��������� ��	
���	� 
��������4 	
��
�� ���	
� ��	����	0
�� ��������
�* 
� ���	��
��65�� �	�� 8#9$

.0



���

Cn = −Tr (TrB Φn ⊗ IdR(ρ̂)) log(ρ), Dn = −Tr
(
TrE Φ̃n ⊗ IdR(ρ̂)

)
log(ρ).

�������) 4�� lim
n→∞

Cn = lim
n→∞

Dn = H(ρ)� F���4�") 4��

TrB Φn ⊗ IdR(ρ̂) =
m∑

i,j=1

√
λiλj TrΦn(|ei〉〈ej |)|ei〉〈ej |,

'�#04���

Cn =

m∑
i=1

(−λi log λi)TrΦn(|ei〉〈ei|),

� �#�������#2��) lim
n→∞

Cn = H(ρ)) '����#2�0 lim
n→∞

TrΦn(|ei〉〈ei|) = 1� G��#���4��

�����$�����") 4�� lim
n→∞

Dn = H(ρ)� D� #���$ � (��� 8��#������, �#��0��) 4��

lim
n→∞

H(Φn(ρ)‖Φ(ρ)) = 0.

9���� �1�����) ��������) 4�� lim
n→∞

(Xn + Yn) = 2H(ρ)� 8����#2�0 lim
n→∞

Xn =

= I(ρ,Φ) � lim
n→∞

Yn = I(ρ, Φ̃)) 0���������� ������$ �������� �#" �����"��� ����4/

���� ������ 8����#2�0 #���" � '����" 4���� ������6���" (��, "�#"3��" ����0�$��
'�#0��'���$��$�� ����0 ������!���#2�$��  0��!�"�� (� ��#0 '���#�����" �,)
��� �'�����#�����2 �#" '������#2�$% �����"��� �#��0�� �� #���$ � ��1��$ *�=+)
0�������35��) 4�� #31�" ����0��" '�#0��'���$���" ����0 ������4����" ����0
 0��!�" �� ��������� �������$% �����"��� �������4�� �'����#"���" ����� �0��/
���� �� ��������� �����"��� ����4���� ������ �

§ 9� )�: % ,6,13 $,4�%�15$3

8����#2�0 � 1������4�������� �#04�� '����" 4���2 � �'����#���� (@, ��������/
��� �� ����!�� Ic(ρ,Φ) ����� 1$�2 ���'����#��� ���� �#" �����"��" ρ � ����4���
&����'���) � ���0#2���$ < = '����$��3� ����4����2 �������� �� ����!�� I(ρ,Φ)
�#" ������ �����"��" � #31��� ����#� Φ) ����������$� '�������#"���" �#��035��
�'����#���� ����������� �� ����!�� 1������4��������� ���������� ����#��

�'� � � � # � � � � �� ���������� ���������� ���������� ����#� Φ: S(HA) →
→ S(HB) � �����"��� ρ ∈ S(HA) � ����4��� &����'��� ���$�����" ��#�4���

Ic(ρ,Φ) = I(ρ,Φ)−H(ρ).

�'����#����" ����� �1����� ��#�4��� ���#��0�� �������� �) � �������� �� ��/
��!�� (��� '���#������ �,� D� ������$ ����� �$����3� �����������

−H(ρ) � Ic(ρ,Φ) � H(ρ)

� �1�15���� ��������� (��, �� 1������4������$� �#04���

: # � � � � � � � �� ��	�� Φ: S(HA) → S(HB) � �������� �����) , Φ̃ : S(HA) →
→ S(HE) � �����) �������������� ������ Φ% *�� � ���� 	�	������ ρ ∈ S(HA)
	 ����#�� �������� ����� ��	�� 	�����+����

Ic(ρ,Φ) + Ic(ρ, Φ̃) = 0. (��,

.'



(���#���� �� ; �#04��) ����� H(ρ) < +∞ � H(Φ(ρ)) < +∞) ����� I(ρ,Φ) =

= H(ρ) +H(Φ(ρ))−H(Φ̃(ρ))) � �#�������#2��)

Ic(ρ,Φ) = H(Φ(ρ))−H(Φ̃(ρ)). (�=,

G#2����������� �$������� �#" ����������� �� ����!�� ����#� Φ � �����"��� ρ �
����4��� &����'��� ����� ���2) ��'�#2�0" ����4���03 � *��+ ��"�2 &��� ��#�4��$ �
��������� �#����4����� '��'0����� �'���1����23 ����#�� 7��������� χ/ 0��!�3
���������� ����#� Φ) �'����#"��03 �$��������

χΦ(ρ) = sup
∑
i

πiH(Φ(ρi)‖Φ(ρ)), ρ ∈ S(H),

� ������� �0'���0� 1�����" '� ����������$� �$'0�#$� ���#�����"� ρ =
∑
i

πiρi)

ρi ∈ S(H)� A��  0��!�" ��'������������ ��"���� � �#����4����� '��'0�����
�'���1����23 ���������� ����#� Φ (��� *�+,� J�#� H(Φ(ρ)) < +∞) �� χΦ(ρ) =
= H(Φ(ρ)) − coHΦ(ρ)) ��� coHΦ(ρ) . �$'0�#�� ���$����� �$%����� &����'�� ��/

��#� Φ (��� *�+,� �4��$��") 4�� coHΦ ≡ coH
˜Φ � 4�� |H(Φ(ρ)) −H(Φ̃(ρ))| � H(ρ) �

��#0 ����������� ���0��#2���� *�+) �#" #31��� �����"��" ρ) 0 �������� H(ρ) < +∞
� H(Φ(ρ)) < +∞) '�#04���

Ic(ρ,Φ) = χΦ(ρ)− χ
˜Φ(ρ). (��,

8����#2�0 max{χΦ(ρ), χ˜Φ(ρ)} � H(ρ) � ��#0 ������������ ��������#2��� &����/
'��) '����" 4���2 � (��, �'����#��� ��������� � '�������� ���4���" � '�����0�/
�� [−H(ρ), H(ρ)] '�� ����� 0�#���� H(ρ) < +∞� D�'�#2�0" ����� �''�������/
!�� �������$% ����#��) ������$� � *�+) � '���������� ���� '���#������ �) �����
'������2) 4�� '�� 0�#���� H(ρ) < +∞ ������6���� (��, �����	����� �'����#�/
��3 ��

; ����4�������� �#04�� ��������� H(ρ) = Ic(ρ,Φ) ���� ���1%������ � �����/
��4��� 0�#���� ��4��� �1��������� ����#� �� �����"��� ρ (��� *�) ������� �����+,�
����� �1�15���� �� 1������4������$� �#04���

�'� � � � # � � � � �� ����# Φ ���$�����" ��#�� ��������� �� 	�	������ ρ ∈
∈ S(HA)) ��#� �������" ����� ����# D : S(HB) → S(HA)) 4��

D ◦ Φ(ρ̃) = ρ̃

�#" ���% �����"��� ρ̃ � ������#�� KLMM ρ̃ ⊂ L ≡ KLMM ρ�

��0���� �#�����) '��'����������� L "�#"���" �������$� �����) ��'���#"3/
5�� �6�1�� ����#� Φ (��� *�+,� ;����� &��#���03 ������0 HR) � '0��2 ρAR =
= |ϕAR〉〈ϕAR| ∈ S(HA ⊗HR) . �4�5���� �����"��" ρ�

E ���� �� ����� Φ ��#�� ������� �� 	�	������ ρ ���"� � ������ ���"�)
���"� 	�!�	����� ���� ����� D : S(HB) → S(HA)) #��

(D ◦Φ⊗ IdR)(ρAR) = ρAR. (��,

��������#2���� '�������� � 8��#�������

8� � � # �� � � � � �� ��	�� H(ρ) < ∞% ����� Φ: S(HA) → S(HB) ������	�
��#�� ��������� �� 	�	������ ρ ���"� � ������ ���"�) ���"� ���������	� �"��

�� �����	������ �	����
 Ic(ρ,Φ) = H(ρ)) I(ρ, Φ̃) = 0%

.(



��� � � � � � # 2 � � � �� ; ��#0 ������$ � �'����#���" � �����

H(ρ)− Ic(ρ,Φ) = I(ρ, Φ̃) � 0,

'��4�� ��������� �0#3 ����� ����� ����� � ��#2�� �����) ����� ρRE = ρR ⊗ ρE ) '�/

���#2�0 I(ρ, Φ̃) = H(ρRE ||ρR⊗ρE)� ��#2���6�� ��������#2���� �#��0��) � ��������)
��1��� *�+) � �$ '������� ��� �#" '�#���$ ��#�����"�

-��1%�������2� 80��2 V : HA → HB ⊗ HE . ��������" �� '�������#���" (�,
����#� Φ� 7��������� 4����� �����"��� ρBRE = |ϕBRE〉〈ϕBRE |) ��� |ϕBRE〉 =
= (V ⊗ IR)|ϕAR〉� 8����#2�0 ����# Φ ��4�� �1�����) ����� ����� (��,) � �#���/
����#2��)

(D ⊗ IdRE)(ρBRE) = ρARE .

8����#2�0 ρAR . 4����� �����"���) �� ρARE = ρAR ⊗ ρE � ;�"� 4����4�$� �#��$ '�
'����������0 HA) '�#04��� ρRE = ρR ⊗ ρE �

�������4����2� 7��������� ������ |ϕBRE〉 = (V ⊗ IR)|ϕAR〉� 9���� |ϕBRE〉 .
������ �4�5���" �#" �����"��" ρRE � ; ��#0 ����) 4�� ρRE = ρR ⊗ ρE ) �#" ρRE

����� ��"�2 �4�5���� |ϕAR〉 ⊗ |ϕEE′〉) ��� E′ . &��#����" ������� �#" E�

-� ������4���" �15�����) ����� �4����2) 4�� '����������� �1��% �4�5����
1������4������$) ��� 4�� �05����0�� ��������" W : HB → HA ⊗HE′ ) �#" �������

(IRE ⊗W )|ϕBRE〉 = |ϕAR〉 ⊗ |ϕEE′〉,

� ��������������)

(IRE ⊗W )|ϕBRE〉〈ϕBRE |(IRE ⊗W ∗) = |ϕAR〉〈ϕAR| ⊗ |ϕEE′〉〈ϕEE′ |.

H��" 4����4�$� �#��$ '� HE � HE′ ) '�#04��� 0�#���� ��4��� �1��������� (��,)
���

D(σ) = TrE′ WσW ∗, σ ∈ S(HB). �

��� 0�� ����4�#��2) &����'�" H(ρ) �����"��" ρ "�#"���" ���%��� ����23 �#"
����������� �� ����!�� Ic(ρ,Φ) '������#2���� ����#� Φ � &��� �����"���� ; �#�/
�035�� '���#������ �����" 1�#�� ��4��" �!���� ����%0 �#" Ic(ρ,Φ)) �$�������"
4���� �'������$ ���0�� ����#� Φ�

8 � � � # �� � � � � �� ��	�� Φ(·) =
∞∑
i=1

Vi(·)V ∗
i � �������� �����% &��"� "�� � 


���� 	�	������ ρ 	 ����#�� �������� ��������� �������	���

Ic(ρ,Φ) �
∞∑
i=1

H(ViρV
∗
i ). (��,

-����	��� � (��, ����� ��	��) �	�� RanVi ⊥ RanVj ��� �	�� i �= j%

;$������� � '����� 4���� (��, ����� ������������2 ��� �����33 &����'�3
�'������������ �����"��" '�� ��������� ���������) �'��$������ ��1���� �'���/
����� {Vi}+∞

i=1 ) �#" �'�������� �����"��" ρ (��� *�) < ���+,� ; ��#0 ����������� I��/
����#2�� .E���1#��� .����$ &�� ��#�4��� �� '�����%���� H(ρ) *��+�

� � � � � � � � # 2 � � � �� ������� ���4�#�) 4�� � (��, ����� ����� ���������) ��#�
RanVi ⊥ RanVj '�� ���% i �= j�

80��2 ρ . �����"��� �� S(HA) � ����4��� &����'���) � |ϕ〉〈ϕ| . ��� �4�5���� �
S(HA ⊗HR)� ; ��#0 �������$% ������� ��������#2��� &����'�� (��� *=+, � 04����

.)



���������
∞∑
i=1

V ∗
i Vi = IA � �������� #����� �� (��, �����

I(ρ,Φ) = H (Φ⊗ IdR(|ϕ〉〈ϕ|)‖ Φ⊗ IdR(ρ⊗ ρ)) =

= H

( ∞∑
i=1

Vi ⊗ IR|ϕ〉〈ϕ|V ∗
i ⊗ IR

∥∥∥ ∞∑
i=1

(Vi ⊗ IR)(ρ⊗ ρ)(V ∗
i ⊗ IR)

)
=

=

∞∑
i=1

H (Vi ⊗ IR|ϕ〉〈ϕ|V ∗
i ⊗ IR ‖ (Vi ⊗ IR)(ρ⊗ ρ)(V ∗

i ⊗ IR)) =

= H(ρ) +

∞∑
i=1

[S(ViρV
∗
i )− η(Tr ViρV

∗
i )] = H(ρ) +

∞∑
i=1

H(ViρV
∗
i ).

80��2 Φ(·) =
∞∑
i=1

Vi(·)V ∗
i . '������#2�$� ����#) � HC =

∞⊕
i=1

Hi
B) ��� Hi

B
∼= HB)

� Ui . ��������4����� �#������ HB � HC ) ����� 4�� UiHB = Hi
B '�� ������ i�

��� '������� �$6�) �#" ���������� ����#� Φ̂(·) =
∞∑
i=1

UiVi(·)V ∗
i U

∗
i ����� �����

���������

Ic(ρ, Φ̂) =

∞∑
i=1

H(UiViρV
∗
i U

∗
i ) =

∞∑
i=1

H(ViρV
∗
i ),

�� �������� '�#04��� (��,) '�����"" �/� !�'��� '����#� �#" ����������� �� ����/

!�� � ���'���!�� Ψ ◦ Φ̂ = Φ) ��� Ψ(·) =
∞∑
i=1

U∗
i (·)Ui . ����# �� S(HC) � S(HB)� �

§ �� � , �% %�!,�/6$ !21$�,�. $,4�%�15$$ $ &�: % ,6,�. $,4�%�15$$

8���#������ � � ������� '����#"3� '�#04��2 �#��035�� 0�#���� ��'���$���/
��� �������� �� ����!�� � ����������� �� ����!���

8� � � # �� � � � � =� *�� � ���� ���������� ������ Φ: S(HA) → S(HB) ����

���

ρ → I(ρ,Φ) � ρ → Ic(ρ,Φ)

���������� �� � ��� ��"���$�	��� A ⊂ S(HA)) �� ������� ���������� �����

��� ��� .�����%

��� � � � � � # 2 � � � �� N0��!�� ρ → I(ρ,Φ) � ρ → I(ρ, Φ̃) '�#0��'���$��$ ����0)
� �% �0��� . 0�������" &����'�"  �� -������ . ��'���$��� �� ��������� A '�
0�#���3� 8�&���0 �����" �� &��%  0��!�� ��'���$��� �� ��������� A� N0��!�"
ρ → Ic(ρ,Φ) ��'���$��� �� ��������� A ��� �������2 ��0% ��'���$��$% �� &���
���������  0��!��� �
8��� � �� 80��2H . ����#2������ ��������� ������$ A� 9���� ��������� KH,h

�����"��� ρ �� S(HA)) 0���#�����"35�% ����������0 TrHρ � h) . &�� ���������
�����"��� �� ������� &�������) �� '�����%��"5�� h� J�#� �'������ H �����) 4��
Tr e−λH < +∞ '�� #31�� λ > 0) �� &����'�"  �� -������ ��'���$��� �� KH,h *�)�+�
9���� ��������� �1#�����) ��'�����) ����#2������ ������$ �������$% ��!�##"��/
��� *�+� ; ��#0 '���#�����" = �#" #31��� ���������� ����#� Φ �������" �� ����/
!�" I(ρ,Φ) � ����������" �� ����!�" Ic(ρ,Φ) "�#"3��" ��'���$��$��  0��!�"��
�����"��" ρ ∈ KH,h '�� #31�� ����4��� h > 0) � �#�������#2��) ������4��$ �� KH,h

� �������3� ����% ���%��% ������ �� &��� ��������� (� ��#0 ��� ���'�������� *�+,�

.*



(���#���� �� ; ��#0 '���#�����" = (� 04���� (��,, �#" #31��� ����#� Φ  0��/
!�" ρ → I(ρ,Φ) ��'���$��� � ������4��� �� ���������

Sk(HA) = {ρ ∈ S(HA) | rank ρ � k}

'�� ������ k = 1, 2, . . . :#�������#2��) ��������  0��!�� ρ → I(ρ,Φ) ����� ��/
�#������2 � '���523 ������ �''�������!��) �������������� � *�=) �����# =+� A���
����� '����#"�� '��"����2 ��$�# 0�#���" ��'���$������  0��!�� ρ → I(ρ,Φ) �
'���#������ = � '������2 ��� ���1%�������2 �#" �'����#������ �#���� ����#���

; ��#0 '���#�����" � �� *�=+  0��!�" ρ → I(ρ,Φ) "�#"���" '���4�4�$� '����/
#�� ��������35�� '��#�������#2����� ����0�$% ��'���$��$% �� S(HA)  0��!��

ρ → Ik(ρ,Φ) = sup
{πi,ρi}∈Ek

ρ

∑
i

πiI(ρi,Φ), (�@,

��� Ek
ρ . ��������� ���% ����4�$% �����1#��� {πi, ρi}) ����% 4��

∑
i

πiρi = ρ �

rank ρi � k �#" ���% i� 8�&���0 ���1%����$� � �������4�$� 0�#����� ��'���$���/
���  0��!�� ρ → I(ρ,Φ) �� ��������� A ⊂ S(HA) "�#"���"

lim
k→+∞

sup
ρ∈Ac

ΔI
k(ρ,Φ) = 0 �#" #31��� ���'���� Ac ⊆ A, (�	,

��� ΔI
k(ρ,Φ) = I(ρ,Φ)− Ik(ρ,Φ)� O���� '������2) 4��

ΔI
k(ρ,Φ) = inf

{πi,ρi}∈Ek
ρ

∑
i

πi

[
H(ρi ‖ρ) +H(Φ(ρi)‖Φ(ρ)) −H(Φ̃(ρi)‖ Φ̃(ρ))

]
�#" #31��� �����"��" ρ � ����4��� &����'���� ; ��#0 ������������ � ������!�/
��#2����� ��������#2��� &����'�� �$������� � ��������$% ���1��% �� '�����%�/
��� 2H(ρi ‖ρ)� 8�&���0 (�	, �$'�#����) ��#�

lim
k→+∞

sup
ρ∈Ac

inf
{πi,ρi}∈Ek

ρ

∑
i

πiH(ρi ‖ρ) = 0 �#" #31��� ���'���� Ac ⊆ A,

4�� ����4��� ���������03 �%�������2 '��#�������#2����� {Hk} ��'���$��$% �'/
'������������ &����'�� (�'����#"��$%  ���0#�� (�@, � ������� I(ρi,Φ) �� H(ρi)
� '����� 4����, �� ���'����$% '�����������% ��������� A) ������" �������#2��
��'���$������ &����'�� �� &��� ��������� *�=+�

9���� �1�����) �����$"���� ���"��$���� 4 ������	� 	��"	����� ����) #��
� 	��� ���������	�� ����	������� ��������

Hk(ρ)
A
⇒H(ρ) < +∞ =⇒ Ik(ρ,Φ)

A
⇒ I(ρ,Φ) < +∞ ∀A ⊂ S(HA) (��,

"�� � ���� ������ Φ%

J�#� ����# Φ "�#"���" ��������0��$�) ���� Φ̃ = Λ ◦Φ �#" ���������� ����#� Λ)
�� I(ρ,Φ) < +∞ ⇒ H(ρ) < +∞ � ��#0 ������$ � �/�� !�'���� '����#� �� '���#���/
��" �) � �� ������������ ��������#2��� &����'�� �#��0��) 4�� �$������� � ����/
����$% ���1��% � '���������� �$6�  ���0#� �#" ΔI

k(ρ,Φ) �������0�� ��#�4��0
H(ρi ‖ρ)� 8�&���0 �#" ��������0����� ����#� Φ � (��, ����� ����� �������#2����2)
� �#�������#2��) 0�#���� ��'���$������  0��!�� ρ → I(ρ,Φ) � '���#������ = "�/

� �
��"�	0 {πi, ρi} : ;�� 
���� �����4
� {ρi} � �����������65" ��������	�
�" ����4�
��
���� {πi}$

.+



#"���" ����� � ���1%����$�


lim
n→+∞

H(ρn) = H(ρ0) < +∞ ⇐⇒ lim
n→+∞

I(ρn,Φ) = I(ρ0,Φ) < +∞

�#" #31�� '��#�������#2����� {ρn}) �%��"5���" � �����"��3 ρ0�

8�� ���#�������� ��'���$������ '��'0���$% �'���1������ ���  0��!�� ����/
#� ���1%����� ������������2 ��#�4��$ I(ρ,Φ) � Ic(ρ,Φ) ���  0��!�� '��$ (ρ,Φ))
���� ���  0��!�� �� ���������� '����������� ��������� ���% �����"��� S(HA)
� ��������� ���% ����#�� F(A,B) �� A � B � �'����#���$� �1����� �$1������
(�������4�� �#�1��, ��'�#������ ��� '������� � *�+) � ��4����� ����� ��'�#����
�� ��������� F(A,B) 0��1�� ��'�#2�����2 ��'�#���3 ��#2��� �%��������) ������/
�03 '���� '���#������� � � < �� D� '���#�����" � � ������$ � '���523 �4�������
���� ���!�� ����0������ ��������#2���� '���#�����" = '�#04��� �#��035�� ��/
�0#2����

8� � � # �� � � � � �� ��	�� {Φn} � ��	��"���������	�� ������� �� ���$�	���
F(A,B)) 	����� 	��"�!��	� � ������ Φ0) � 	�!�	����� ��	��"���������	�� {Φ̃n}
������� �� F(A,E)) 	����� 	��"�!��	� � ������ Φ̃0) ����� #�� (Φn, Φ̃n) � ������

��������� ���� ��� ��$"�� n = 0, 1, 2, . . . &��"� "�� � �� ��	��"���������	��
{ρn} ⊂ S(HA)) 	��"�!�	� � 	�	����� ρ0) �� lim

n→+∞
H(ρn) = H(ρ0) < +∞ 	��"�


��) #��

lim
n→+∞

I(ρn,Φn) = I(ρ0,Φ0) � lim
n→+∞

Ic(ρn,Φn) = Ic(ρ0,Φ0). (��,

80��2 V1(A,B) . ��������� ���% '��#�������#2������ V = {Vi}+∞
i=1 �'��������

�� HA � HB) ����% 4��
+∞∑
i=1

V ∗
i Vi = IA) � ��'�#����� '������������� ��#2��� �'���/

������ �%���������

: # � � � � � � � �� *�� � ���� ��"���$�	��� A ⊂ S(HA)) �� ������� ��������
��� .����� ����������) �������

(
ρ, V

)
→ I

(
ρ,Φ[V ]

)
,

(
ρ, V

)
→ Ic

(
ρ,Φ[V ]

)
,

(
ρ, V

)
→

+∞∑
i=1

H(ViρV
∗
i ),

�"� Φ[V ](·) =
+∞∑
i=1

Vi(·)V ∗
i ) ���������� �� ���$�	��� A×V1(A,B)%

��� � � � � � # 2 � � � �� -�'���$�����2 '���$% ��0%  0��!�� �#��0�� �� '���#�/
����" � � ��#0 ���������� ���� ��'���$������ ���1�������

V1(A,B) � V → Φ[V ] ∈ F(A,B) � V1(A,B) � V → Φ̃[V ] ∈ F(A,E),

��� Φ̃[V ](·) =
+∞∑
i,j=1

[TrVi(·)V ∗
j ]|hi〉〈hj |) � {|hi〉} . �������$� ���������������$� 1����

� '����������� HE �

�#" ��������#2���� ��'���$������ 0������$% �$6� ���1������� �������4��
'������2) 4��

lim
n→+∞

Φ[V n](|ϕ〉〈ϕ|) = Φ[V 0](|ϕ〉〈ϕ|) (��,

�

lim
n→+∞

Φ̃[V n](|ϕ〉〈ϕ|) = Φ̃[V 0](|ϕ〉〈ϕ|) (��,

.,



�#" #31�� '��#�������#2����� {V n} ⊂ V1(A,B)) �%��"5���" � ������0 V 0 ∈
∈ V1(A,B)) � #31��� �����4���� ������� ϕ ∈ HA�

80��2 V n = {V n
i }+∞

i=1 '�� ������ n � 0� :�����6���� (��, ����0��� '�#04��2)

�������) 4�� '����#2�0
+∞∑
i=1

‖V n
i |ϕ〉‖2 = 1 �#" ���% n � 0) ��

lim
m→+∞

sup
n�0

Tr
∑
i>m

V n
i |ϕ〉〈ϕ|(V n

i )∗ = lim
m→+∞

sup
n�0

∑
i>m

‖V n
i |ϕ〉‖2 = 0.

:�����6���� (��, �����$�����" � '���523 ���0#2���� �� *��+) 0'��"�0���� '����
'���#������� ��

�#" ��������#2���� ��'���$������ ����2��  0��!�� ���������� �#��03503

������0�!�3� 80��2 HC =
+∞⊕
i=1

Hi
B) ��� Hi

B
∼= HB) � Ui . ��������4����� �#������

HB � HC ) ����� 4�� UiHB = Hi
B '�� ������ i�

8��#�������#2����� {Vi}+∞
i=1 �� V1(A,B) ����� ��'�������2 '��#�������#2����2

{V̂i = UiVi}+∞
i=1 �� V1(A,C)) 0 ������� Ran V̂i ⊥ Ran V̂j '�� ���% i �= j� 8����#2/

�0 ������ ������������ ��'���$��� (��� ���1������� �� V1(A,B) � V1(A,C),) ��
����������� �$6� �#��0��) 4��  0��!�"

(
ρ, V

)
→ Ic

(
ρ, Φ̂[V ]

)
=

+∞∑
i=1

H
(
V̂iρV̂

∗
i

)
=

+∞∑
i=1

H(ViρV
∗
i ),

��� Φ̂[V ](·) =
+∞∑
i=1

V̂i(·)V̂ ∗
i ) � '����� ��������� �$������ �� '��#������ 0���������"

'���#�����" �) ��'���$��� �� ��������� A×V1(A,B)� �

��� 0�� ����4�#��2 � < �) ��#�4��0
+∞∑
i=1

H(ViρV
∗
i ) ����� ������������2 ���

�����33 &����'�3 �'������������ �����"��" '�� ��������� ���������) �'��$/
������ ��1���� �'�������� {Vi}+∞

i=1 � :#������� � '����$����) 4�� �� ��'���$���/
��� &����'�� H(ρ) �'�������� �����"��" ρ �#��0�� ��'���$�����2 ������� &����/
'�� �'������������ �����"��" ���  0��!�� '��$ (�'������� �����"���) ���������,
'�� ��'�#2������� ��#2��� �'��������� ��'�#���� � �'����#���� �%�������� '�/
�#�������#2����� ���������� A�� 0���������� "�#"���" 0��#����� ���#���4����
0���������" �� '������ � ��1��$ *�=+) � ������� � �'����#���� �%�������� '��#�/
������#2����� ��������� ��'�#2�0���" ����� 	������ ��'�#���" (��� ���$�����"
∗/��#2��" �'��������" ��'�#���",�� 8�&���0 � '���523 �#������" � ����� 0��/
#��2 ��� 0���������" �� '������ � ��1��$ *�=+) ��#34�� � �'����#���� �%��������
'��#�������#2����� ��������� ��#2�03 �'�������03 ��'�#���3) ������" � ������
��������� '�������#"���" 1�#�� �������������

����������

E���� �� ��	�� ρ � σ � 	�	������ �� S(H)) � C � �������� �� T+(H)% &��"�

H(λρ+ (1 − λ)σ ‖C) � λH(ρ‖C) + (1− λ)H(σ ‖C)− h2(λ), ∀λ ∈ [0, 1],

�"� h2(λ) = η(λ) + η(1− λ)%

��� � � � � � # 2 � � � �� 80��2 {Pn} . ��������35�" '��#�������#2����2 '������/
��� ����4���� �����) ��#2�� �%��"5�"�" � �������������0 �'������0� 9���� An =

� <�"��"* ��� ����� ��	�
� 
�	0�4 ��	���0 � ��"�506 "������* ���	0���"�1 � 8%29$

.-



= PnρPn) Bn = PnσPn) Cn = PnCPn . �'������$ ����4���� ����� '�� ������ n)
� �#�������#2��)

H(λAn + (1− λ)Bn ‖Cn) = Tr(λAn + (1− λ)Bn)(− logCn)−
− S(λAn + (1− λ)Bn) + TrCn − Tr(λAn + (1− λ)Bn) �
� λTrAn(− logCn) + (1− λ)TrBn(− logCn) + TrCn − λTrAn − (1− λ)TrBn −
− λS(An)− (1 − λ)S(Bn)− η(Tr(λAn + (1− λ)Bn)) + λη(TrAn) +

+ (1− λ)η(TrBn)− xnh2(x
−1
n λTrAn) = λH(An ‖Cn) + (1− λ)H(Bn ‖Cn)−

− η(Tr(λAn + (1 − λ)Bn)) + λη(TrAn) + (1− λ)η(TrBn)− xnh2(x
−1
n λTrAn),

��� xn = Tr(λAn + (1− λ)Bn) � ��'�#2������ �����������

H(λAn + (1− λ)Bn) � λH(An) + (1− λ)H(Bn) + xnh2(x
−1
n λTrAn),

������� �#��0�� �� (��, � (��,� ; ��#0 #���$ � '���%�� � '����#0 '�� n → +∞ ����
���10���� ������������ �
E���� �� ��	�� {An} � ��	��"���������	�� ���������� �� T+(H)) 	��"�!�


�	� �� �"���� ����� � ��������� A0) ���#�� An � A0 ��� �	�� n% &��"�

lim
n→∞

H(An ‖B) = H(A0 ‖B) "�� � ���� ��������� B ∈ T+(H).

��� � � � � � # 2 � � � �� O���� �4����2) 4�� A0 . �����"���� 8��������� ��� � ����

A0 = λnρn + (1− λn)σn,

���

λn = TrAn, ρn =
An

TrAn
, σn =

A−An

1− λn
.

; ��#0 #���$ 6 � ������!���#2����� ��������#2��� &����'�� �����

H(A0 ‖B) � λnH(ρn ‖B) + (1− λn)H(σn ‖B)− h2(λn) �
� H(An ‖λnB)− h2(λn) = H(An ‖B)− TrB(1− λn)− λn log(λn)− h2(λn),

� ���4��) lim sup
n→∞

H(An ‖B) � H(A0 ‖B)) ���0�� � ��#0 '�#0��'���$������ ����0

��������#2��� &����'�� �#��0�� 0���������� #���$� �
��� � � � � � # 2 � � � � # ���$ �� �1����4�� T = D ◦Φ � ���������� '��#�����/

��#2����2 0�#����

T (|ψ〉〈ψ|) = |ψ〉〈ψ|, ∀|ψ〉 ∈ supp ρ, (�=,

T (|ψ〉〈ϕ|) = |ψ〉〈ϕ|, ∀|ψ〉, |ϕ〉 ∈ supp ρ, (��,

T (|ei〉〈ej |) = |ei〉〈ej |, ∀i, j, (��,

��� |ei〉 . ��1������$� ������$ �����"��" ρ) ����4�35�� ���0#��$� ��1������$�
���4���"�� 9���� ���3� ����� �#��035�� &�����#��������
 �'����#���� � ⇔ (�=,
�#��0�� �� �'�����#2���� ���#�����") (�=, ⇔ (��, . �� '�#"����!������� �����/
����) (��, ⇔ (��, . �4������) (��, ⇔ (��, �#��0�� ��  ���0#$ (��,� �
G����$ 1#�������$ 04�������� �������� >��������" ����"�����2) ����������)

�� ����!�"? (ODG-, �� ������� � ��1��� � '�#���$� ����4���"� G����$ �����
1#�������$ G�G� �0���!���� �� �1�0������ � '���52 � '��������� ����2��

0/
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0//* 

0 ������ 
	�	 3	����	�� ������% ������% �������� ; < ;=>;2% 0/./ 

' ����� �	 ?@A@BCD EBFG@BHI@J FK LAHBFGM NN O@P QFR@BA ESMJ .-+, T )/ U 0 E 00.�0*/ 

( ��������  	 LVG@WHCHIFAJ CAR LAHBFGM XA@YZCDIHI@J KFB [IAIH@ \ZCAHZ] ^MJH@]J NN _F]�
]ZA QCHS ESMJ .-+( T '- U 0 E ...�..- 

) !�"� #	� $�%& '	 \ZCAHZ] LAHBFGM CAR XHJ `J@ a@BDIA< ^GBIAb@B% 0//( 

* ������ 
	�	� (�)�*�� �	+	 >������	��� �����#�  ����������� ���������� ����
��#����� �	����	�� ������	 #���������� ���������� NN 5���� 	�����������  ��
�������� 0//) 5 )/ U . _ -,�..( 

+ (�)�*�� �	+	� ������ 
	�	 2# ���������� #��������������� �	����	�� �����
��	 NN &��#� ������� �� 0//, 5 (( U 0 _ '�00 

, ���,� -	� -��. /	0	 TFA c@Z]CAA _CGCWIHM FK cFIJM \ZCAHZ] _SCAA@DJ NN ESMJ O@P d 
.--+ T )* U ) E '(+/�'(,' 

- 1����%% -	2	� 3�4� $	�	� 3,4��� 0	�	� 5��6��"�� �	7	 LAHCAbD@]@AH�dJJIJH@R _CGCWIHM FK
C \ZCAHZ] _SCAA@D CAR HS@ O@P@BJ@ ^SCAAFA eS@FB@] NN XLLL eBCAJ XAKFB] eS@FBM 
0//0 T (, U ./ E 0*'+�0*)) 

./ 1���8, 2	� /���9�� #	�	� 3:�8,�:��� 1	 XAKFB]CHIFA eBCAJ]IJJIFA HSBFZbS C cFIJM \ZCA�
HZ] _SCAA@D NN ESMJ O@P d .--, T )+ U * E (.)'�(.+) 

.. '�;�%�< =	 eS@ EBIPCH@ _DCJJIWCD _CGCWIHM CAR \ZCAHZ] _CGCWIHM FK C \ZCAHZ] _SCAA@D NN
XLLL eBCAJ XAKFB] eS@FBM 0//) T ). U . E ((�)) 

.0 '�;��9 >	1	 \ZCAHZ] eS@FBM FK fG@A ^MJH@]J gFARFA< dWCR@]IW EB@JJ% .-+* 
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