
Ï�ÎÁËÅÌÛ ÏÅ�ÅÄÀ×È ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈÒîì 48 2012 Âûï. 2ÓÄÊ 621.391.1 : 519.2 © 2012 ã. Ì.Å. ØèðîêîâÓÑËÎÂÈß ÑÎÂÏÀÄÅÍÈß ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ Ï�ÎÏÓÑÊÍÎÉÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒÈ È ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ Ï�ÎÏÓÑÊÍÎÉ ÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒÈÑ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÑÖÅÏËÅÍÍÎÑÒÈ ÊÂÀÍÒÎÂÎ�Î ÊÀÍÀËÀ1Äîêàçàí ðÿä ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ Õîëåâî è êëàñ-ñè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè êâàíòîâîãîêàíàëà è ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ ñîâïàäåíèÿ. Â ÷àñò-íîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íûì (ñîîòâåòñòâåííî, íåîáõîäèìûì) óñëîâèåì ñîâ-ïàäåíèÿ ýòèõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü êàíàëà (ñî-îòâåòñòâåííî, χ-ñóùåñòâåííîé ÷àñòè êàíàëà) ê êëàññó êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûõêàíàëîâ (χ-ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü � ýòî ñóæåíèå êàíàëà, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðèîòáðàñûâàíèè âñåõ ñîñòîÿíèé, áåñïîëåçíûõ äëÿ ïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîé èí�îð-ìàöèè). Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ è èõ ñëåäñòâèÿ îáîáùàþòñÿ íà êàíàëû ñ ëèíåéíû-ìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ óñëîâèé ïîêàçàíî, ÷òî âîïðîñ î ñîâïàäåíèèïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè Õîëåâî ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ñ èñïîëüçîâàíè-åì ñöåïëåííîñòè çàâèñèò îò âèäà îãðàíè÷åíèÿ. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ðàçíîñòèìåæäó êâàíòîâîé âçàèìíîé èí�îðìàöèåé è χ-�óíêöèåé êâàíòîâîãî êàíàëà.
§ 1. ÂâåäåíèåÈí�îðìàöèîííûå ñâîéñòâà êâàíòîâîãî êàíàëà õàðàêòåðèçóþòñÿ öåëûì ðÿäîìïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ òèïîì ïåðåäàâàåìîé èí�îðìàöèè, äîïîë-íèòåëüíûìè ðåñóðñàìè, èñïîëüçóåìûìè äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ïåðåäà÷è, òðåáî-âàíèÿìè ñåêðåòíîñòè è ò.ï.Öåíòðàëüíóþ ðîëü â àíàëèçå âîçìîæíîñòè ïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîé èí�îðìàöèèïî êâàíòîâîìó êàíàëó Φ èãðàþò ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Õîëåâî C̄(Φ), êëàññè÷åñêàÿïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü C(Φ) è ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåí-íîñòè (entanglement-assisted lassial apaity) Cea(Φ) ýòîãî êàíàëà. Ïåðâàÿ èç íèõîïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè ìåæäó ïåðåäàò÷èêîì èïðèåìíèêîì (îáû÷íî íàçûâàåìûõ Àëèñîé è Áîáîì) ïðè èñïîëüçîâàíèè íåñöåïëåííî-ãî êîäèðîâàíèÿ â ïåðåäàò÷èêå è ïðîèçâîëüíîãî èçìåðåíèÿ â ïðèåìíèêå, âòîðàÿ îòëè-÷àåòñÿ îò ïåðâîé âîçìîæíîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî êîäèðîâàíèÿ â ïðèåìíèêå, òîãäà êàêïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíóþñêîðîñòü ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè ïðè íàëè÷èè ñöåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåæäó Àëèñîéè Áîáîì, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ïåðåäà÷è [1�3℄.Â ñèëó îïðåäåëåíèé C̄(Φ) 6 C(Φ) 6 Cea(Φ). Â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè ïðåä-ïîëàãàëîñü, ÷òî C̄(Φ) = C(Φ) äëÿ ëþáîãî êàíàëà Φ, ïîêà Õàñòèíãñ [4℄ íå ïîêà-çàë ñóùåñòâîâàíèå êîíòðïðèìåðà ê ãèïîòåçå àääèòèâíîñòè. Òåì íå ìåíåå, ðàâåíñòâî

C̄(Φ) = C(Φ) âûïîëíåíî äëÿ áîëüøîãî êëàññà êàíàëîâ, ñîäåðæàùåãî òîæäåñòâåííûé1 �àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå íàó÷íîé ïðîãðàììû �Ìàòåìàòè÷å-ñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì� �ÀÍ è �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé (íîìåðà ïðîåêòîâ 10-01-00139-à, 12-01-00319-à). 3



êàíàë, âñå óíèòàëüíûå êóáèòíûå êàíàëû, âñå êàíàëû, ðàçðóøàþùèå ñöåïëåííîñòü, èìíîãî äðóãèõ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ. Íàïðîòèâ, âîçìîæíîñòü ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà
C(Φ) < Cea(Φ) áûëà èçíà÷àëüíî î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó àëãîðèòì ñâåðõïëîòíîãî êîäè-ðîâàíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî Cea(Φ) = 2C(Φ) > 0 äëÿ òîæäåñòâåííîãî êàíàëà Φ. Îäíàêîñóùåñòâóþò êàíàëû, äëÿ êîòîðûõ

C̄(Φ) = C(Φ) = Cea(Φ) > 0 (1)(â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü êàíàë ρ 7→
∑
k

〈k|ρ|k〉|k〉〈k|, ãäå {|k〉} � îð-òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê îõàðàêòåðè-çîâàòü êëàññ êàíàëîâ, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî (1). Âîïðåêè èíòóèòèâíîé òî÷êåçðåíèÿ ýòîò êëàññ íå ñîâïàäàåò ñ êëàññîì êàíàëîâ, ðàçðóøàþùèõ ñöåïëåííîñòü:íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòè êàíàëû óíè÷òîæàþò ñöåïëåííîñòü ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ, ðàçäå-ëÿåìîãî Àëèñîé è Áîáîì, èõ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòèìîæåò ïðåâûøàòü èõ êëàññè÷åñêóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü [1℄. Ñ äðóãîé ñòîðî-íû, â [5℄ ïðèâåäåí ïðèìåð êàíàëà, íå ðàçðóøàþùåãî ñöåïëåííîñòü, äëÿ êîòîðîãî
Cea(Φ) = C̄(Φ) (ñì. ïðèìåð 2 â ï. 2.3). Ïðîäâèæåíèå â ïîèñêå îòâåòà íà óêàçàííûéâûøå âîïðîñ áûëî ñäåëàíî íåäàâíî â [6℄, ãäå ïîëó÷åí êðèòåðèé ðàâåíñòâà (1) äëÿêëàññà êâàíòîâî-êëàññè÷åñêèõ êàíàëîâ, îïðåäåëÿåìûõ êâàíòîâîé íàáëþäàåìîé.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçàí ðÿä ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿ-ìè C̄(Φ) è Cea(Φ) è ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà C̄(Φ) =
= Cea(Φ) (ïðåäëîæåíèå 1, òåîðåìû 1 è 2). Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íûì(ñîîòâåòñòâåííî, íåîáõîäèìûì) óñëîâèåì ýòîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòüêàíàëà (ñîîòâåòñòâåííî, χ-ñóùåñòâåííîé ÷àñòè êàíàëà) ê êëàññó êëàññè÷åñêè-êâàí-òîâûõ êàíàëîâ (χ-ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü � ýòî ñóæåíèå êàíàëà íà ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé,íîñèòåëè êîòîðûõ ëåæàò â ìèíèìàëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùåì ýëåìåíòûâñåõ îïòèìàëüíûõ àíñàìáëåé äëÿ ýòîãî êàíàëà â ñìûñëå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòèÕîëåâî; ñì. îïðåäåëåíèå 1).Ïîñêîëüêó â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íàâûáîð âõîäíûõ êîäîâ-ñîñòîÿíèé, â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå óñëîâèÿ ñîâïà-äåíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè ñ ïðîïóñêíîé ñïî-ñîáíîñòüþ Õîëåâî äëÿ êâàíòîâûõ êàíàëîâ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè (ïðåäëîæå-íèÿ 4 è 5). Ñ ïîìîùüþ ýòèõ óñëîâèé ïîêàçàíî, ÷òî äàæå äëÿ êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûõêàíàëîâ âîïðîñ î ñîâïàäåíèè ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ �îðìîé îãðà-íè÷åíèÿ (ïðèìåð 3, ïðåäëîæåíèå 6).Ñâîéñòâàì ðàçíîñòè ìåæäó êâàíòîâîé âçàèìíîé èí�îðìàöèåé è χ-�óíêöèåé(ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ Õîëåâî ñ �òî÷å÷íûì� îãðàíè÷åíèåì) êâàíòîâîãî êàíà-ëà, ðàññìàòðèâàåìîé êàê �óíêöèÿ âõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ (òåîðåìà 3), ïîñâÿùåí � 4.Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàí ñìûñë ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè êàê ïàðàìåòðà,õàðàêòåðèçóþùåãî �óðîâåíü øóìà� êâàíòîâîãî êàíàëà.

§ 2. Êàíàëû áåç îãðàíè÷åíèéÏóñòü HA, HB è HE � êîíå÷íîìåðíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Âåçäå äàëåå
Φ: S(HA) → S(HB) � êâàíòîâûé êàíàë, à Φ̂ : S(HA) → S(HE) � åãî êîìïëåìåí-òàðíûé êàíàë, îïðåäåëåííûé îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíî-ñòè [7℄.Ïóñòü H(ρ) è H(ρ‖σ) � ýíòðîïèÿ �îí Íåéìàíà ñîñòîÿíèÿ ρ è êâàíòîâàÿ îòíîñè-òåëüíàÿ ýíòðîïèÿ ñîñòîÿíèé ρ è σ [2, 3℄.Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Õîëåâî êàíàëà Φ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

C̄(Φ) = max
ρ∈S(HA)

χΦ(ρ), (2)4



ãäå
χΦ(ρ) = max∑

i

πiρi=ρ

∑

i

πiH(Φ(ρi)‖Φ(ρ)) (3)� χ-�óíêöèÿ êàíàëà Φ [8℄. Çàìåòèì, ÷òî
χΦ(ρ) = H(Φ(ρ))− ĤΦ(ρ), (4)ãäå ĤΦ(ρ) = min∑

i

πiρi=ρ

∑
i

πiH(Φ(ρi)) � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà �óíêöèè ρ 7→ H(Φ(ρ)).Â ñèëó âîãíóòîñòè ïîñëåäíåé �óíêöèè äàííûé ìèíèìóì ìîæíî áðàòü ïî àíñàìáëÿì÷èñòûõ ñîñòîÿíèé. Àíñàìáëü ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé {πi, ρi} íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûìäëÿ êàíàëà Φ, åñëè (ñì. [9℄)
C̄(Φ) = χΦ(ρ̄) =

∑

i

πiH(Φ(ρi)‖Φ(ρ̄)), ρ̄ =
∑

i

πiρi.Â ñèëó òåîðåìû Õîëåâî �Øóìàõåðà �Âåñòìîðëåíäà êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿñïîñîáíîñòü êàíàëà Φ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ðåãóëÿðèçèðîâàííîé �îðìóëîé:
C(Φ) = lim

n→+∞
n−1C̄(Φ⊗n).Â ñèëó òåîðåìû Áåííåòà �Øîðà �Ñìîëèíà �Òàïëèÿëà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñèñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè êàíàëà Φ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Cea(Φ) = max
ρ∈S(HA)

I(ρ,Φ), (5)ãäå I(ρ,Φ) = H(ρ)+H(Φ(ρ))−H(Φ̂(ρ)) � êâàíòîâàÿ âçàèìíàÿ èí�îðìàöèÿ êàíàëà Φâ ñîñòîÿíèè ρ [2, 3℄.Â ñèëó �îïåðàöèîííûõ� îïðåäåëåíèé C̄(Φ) 6 C(Φ) 6 Cea(Φ). Àíàëèòè÷åñêè ýòîñëåäóåò (â ñèëó (2) è (5)) èç ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ êâàíòîâîé âçàèìíîé èí-�îðìàöèè:
I(ρ,Φ) = H(ρ) + χΦ(ρ)− χ

Φ̂
(ρ) = χΦ(ρ) + ∆Φ(ρ), (6)ãäå ∆Φ(ρ) = H(ρ) − χ

Φ̂
(ρ). Ýòî âûðàæåíèå íåòðóäíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ �îðìó-ëó (4) è çàìå÷àÿ, ÷òî ĤΦ ≡ ĤΦ̂ (ýòî ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ �óíêöèé ρ 7→ H(Φ(ρ)) è

ρ 7→ H(Φ̂(ρ)) íà ìíîæåñòâå ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé).Ïîñêîëüêó H(ρ) =
∑
i

πiH(ρi‖ρ) äëÿ ëþáîãî àíñàìáëÿ {πi, ρi} ÷èñòûõ ñîñòîÿíèéñî ñðåäíèì ñîñòîÿíèåì ρ, èìååì
∆Φ(ρ) = min∑

i

πiρi=ρ

rank ρi=1

∑

i

πi

[
H(ρi‖ρ)−H(Φ̂(ρi)‖Φ̂(ρ))

]
> 0, (7)ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè.Çàìå÷àíèå 1. Ìèíèìóì â (7) äîñòèãàåòñÿ íà àíñàìáëå {πi, ρi} ÷èñòûõ ñîñòîÿíèéòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàêñèìóì â (3) äîñòèãàåòñÿ íà ýòîì àíñàìáëå. Äåéñòâè-òåëüíî, ïîñêîëüêó ∑

i

πiH(Φ(ρi)) =
∑
i

πiH(Φ̂(ρi)), ýòî ìîæíî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿâûðàæåíèå (4) äëÿ χ-�óíêöèè êàíàëîâ Φ è Φ̂. 5



2.1. Îáùèå íåðàâåíñòâà. Èç âûðàæåíèÿ (6) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò îöåíêàñâåðõó
Cea(Φ) 6 C̄(Φ) + log dimHA,äîêàçàííàÿ â [10, 11℄ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå è çàìå÷àÿ,÷òî χΦ(ρ) − χ

Φ̂
(ρ) = Ic(ρ,Φ) � êîãåðåíòíàÿ èí�îðìàöèÿ êàíàëà Φ â ñîñòîÿíèè ρ(ñì. [12℄), íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà2:

H(ρ1)− C̄(Φ̂) 6 Cea(Φ)− C̄(Φ) 6

6 H(ρ2)− χ
Φ̂
(ρ2) 6

H(Φ(·))>H(·)
H(Φ(ρ2))− χ

Φ̂
(ρ2) = Ic(ρ2,Φ) + ĤΦ(ρ2), (8)ãäå ρ1 è ρ2 � ñîñòîÿíèÿ èçS(HA), òàêèå ÷òî χΦ(ρ1) = C̄(Φ) (ò.å. ρ1 � ñðåäíåå ñîñòîÿíèåîïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ) è I(ρ2,Φ) = Cea(Φ).Ïóñòü Q1(Φ) = max

ρ∈S(HA)
Ic(ρ,Φ) è Q(Φ) = lim

n→+∞
n−1Q1(Φ

⊗n) � êâàíòîâàÿ ïðî-ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà Φ [2, 3℄. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ñîäåðæèò íåêîòîðûåîöåíêè, ïîëó÷åííûå èç (8).Ï ð å ä ë îæ å í è å 1. Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HB) � êâàíòîâûé êàíàë, è ïóñòü
Φ̂ : S(HA) → S(HE) � êàíàë, êîìïëåìåíòàðíûé ê Φ. ÒîãäàA) Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

C̄(Φ)− C̄(Φ̂) 6 Cea(Φ)− C̄(Φ) 6
H(Φ(·))>H(·)

Q1(Φ) + min
∑

i

πiH(Φ(ρi)), (9)
C(Φ) − C(Φ̂) 6 Cea(Φ)− C(Φ) 6

H(Φ(·))>H(·)
Q(Φ) + min

∑

i

πiH(Φ(ρi)), (10)ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì àíñàìáëÿì {πi, ρi} ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé, òàêèõ ÷òî
I
(∑

i

πiρi,Φ
)
= Cea(Φ). Ýòî ñëàãàåìîå ìîæíî çàìåíèòü íà max

ρ∈ extrS(HA)
H(Φ(ρ)).B) Åñëè ñðåäíåå ñîñòîÿíèå õîòÿ áû îäíîãî îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ äëÿ êàíàëà Φñîâïàäàåò ñ õàîòè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì ρc = (dimHA)

−1IA, òî
Cea(Φ)− C̄(Φ) > log dimHA − C̄(Φ̂),è ñëåäîâàòåëüíî, C̄(Φ) = Cea(Φ) ⇒ C̄(Φ̂) = log dimHA.3C) Åñëè Cea(Φ) = I(ρc,Φ), òî C̄(Φ̂) = log dimHA ⇒ C̄(Φ) = Cea(Φ). Åñëè, êðî-ìå òîãî, ñðåäíåå ñîñòîÿíèå õîòÿ áû îäíîãî îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ äëÿ êàíàëà Φ̂ñîâïàäàåò ñ õàîòè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì ρc, òî
Cea(Φ)− C̄(Φ) 6 log dimHA − C̄(Φ̂).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. A) Íåðàâåíñòâî (9) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç (8). Íåðà-âåíñòâî (10) ïîëó÷àåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé ñîîòíîøåíèÿ (8) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî �óíêöèÿ

S(H⊗n
A ) ∋ ω 7→ I(ω,Φ⊗n) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â ñîñòîÿíèè ρ⊗n

2 â ñèëó ñóáàääè-òèâíîñòè êâàíòîâîé âçàèìíîé èí�îðìàöèè è î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà ĤΦ⊗n(ρ⊗n
2 ) 6

6 nĤΦ(ρ2).B) Ýòî óòâåðæäåíèå ïðÿìî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (8).2 Çäåñü è äàëåå ïîäñòðî÷íûé ñèìâîë â òðåòüåì íåðàâåíñòâå îçíà÷àåò, ÷òî îíî èìååò ìåñòî ïðèóñëîâèè H(Φ(ρ)) > H(ρ) äëÿ âñåõ ρ ∈ S(HA). Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõáèñòîõàñòè÷åñêèõ (óíèòàëüíûõ) êàíàëîâ.3 Çàìåòèì, ÷òî C̄(Φ̂) 6 log dimHA äëÿ ëþáîãî êàíàëà Φ.6



C) Äëÿ âûâîäà ïåðâîé ÷àñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èç íåðàâåíñòâà (8) çàìåòèì,÷òî èç C̄(Φ̂) = log dimHA ñëåäóåò C̄(Φ̂) = χ
Φ̂
(ρc). Âòîðàÿ ÷àñòü íåïîñðåäñòâåííîâûòåêàåò èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (8). NÇàìå÷àíèå 2. Ïîñêîëüêó C̄(Φ̂) 6 log dimHE , èìååì

Cea(Φ)− C̄(Φ) > log dimHA − log dimHEäëÿ ëþáîãî êàíàëà Φ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ 1, B), è ñëåäîâàòåëü-íî, Cea(Φ) > C̄(Φ), åñëè ðàçìåðíîñòü îêðóæåíèÿ (ò.å. ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàòîðîâÊðàóñà) ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü âõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà êàíàëà Φ.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êàíàëà Φ èç íåðàâåíñòâà (8) ñëåäóåò, ÷òî
Cea(Φ)− C̄(Φ) > H(ρ̄)− log dimHE > C̄(Φ)− log dimHE ,ãäå ρ̄ � ñðåäíåå ñîñòîÿíèå ëþáîãî îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ äëÿ êàíàëà Φ.2.2. Óñëîâèÿ ðàâåíñòâà C̄(Φ) = Cea(Φ), âûòåêàþùèå èç òåîðåìû Ïåòñà. Èñïîëü-çóÿ âûðàæåíèÿ (6) è (7), ìîíîòîííîñòü îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè è òåîðåìó Ïåòñà[13, òåîðåìà 3℄, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñëó÷àé ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâå, âûðàæàþ-ùåì ìîíîòîííîñòü îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå íåîáõîäè-ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà C̄(Φ) = Cea(Φ).Ò å î ð åì à 1. Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HB) � êâàíòîâûé êàíàë, à Φ̂ : S(HA) →

→ S(HE) � êàíàë, êîìïëåìåíòàðíûé ê Φ.A) Åñëè ñóùåñòâóþò êàíàë Θ: S(HE) → S(HA) è àíñàìáëü {πi, ρi} ÷èñòûõñîñòîÿíèé, òàêèå ÷òî
Θ(Φ̂(ρi)) = ρi, ∀i, (11)è I(ρ̄,Φ) = Cea(Φ), ãäå ρ̄ =

∑
i

πiρi, òî C̄(Φ) = Cea(Φ).4B) Åñëè C̄(Φ) = Cea(Φ), òî äëÿ ëþáîãî îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ {πi, ρi} ÷èñòûõñîñòîÿíèé äëÿ êàíàëà Φ ñî ñðåäíèì ñîñòîÿíèåì ρ̄ ñóùåñòâóåò êàíàë Θ: S(HE) →
→ S(HA), òàêîé ÷òî èìååò ìåñòî (11). Êàíàë Θ ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþïðîèçâîëüíîãî íåâûðîæäåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé {π̂i}, çàäàâàÿ åãî äåé-ñòâèå íà ëþáîå ñîñòîÿíèå σ ñ íîñèòåëåì, ëåæàùèì â ïîäïðîñòðàíñòâå supp Φ̂(ρ̄),�îðìóëîé

Θ(σ) = [ρ̂]1/2Φ̂∗

([
Φ̂(ρ̂)

]−1/2
σ
[
Φ̂(ρ̂)

]−1/2
)
[ρ̂]1/2, (12)â êîòîðîé ρ̂ =

∑
i

π̂iρi, a Φ̂∗ � äóàëüíîå îòîáðàæåíèå ê êàíàëó Φ̂.Åñëè {π̂i} � âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, òî äëÿ êàíàëà Θ, îïðå-äåëÿåìîãî �îðìóëîé (12), ñîîòíîøåíèå (11) èìååò ìåñòî ïðè âñåõ i, äëÿ êîòîðûõ
π̂i > 0.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. A) Åñëè {πi, ρi} � àíñàìáëü ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñî ñðåäíèìñîñòîÿíèåì ρ̄, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî (11), òî â ñèëó ìîíîòîííîñòè îòíîñèòåëüíîéýíòðîïèè èç (7) ñëåäóåò ∆Φ(ρ̄) = 0 è ïîýòîìó Cea(Φ) = I(ρ̄,Φ) = χΦ(ρ̄) 6 C̄(Φ).B) Ïîñêîëüêó χΦ(ρ) 6 I(ρ,Φ) äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ρ â ñèëó (6), íåòðóäíî âèäåòü,÷òî èç C̄(Φ) = Cea(Φ) ñëåäóåò χΦ(ρ̄) = I(ρ̄,Φ) äëÿ ëþáîãî îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ
{πi, ρi} ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñî ñðåäíèì ñîñòîÿíèåì ρ̄. Èç (7) è çàìå÷àíèÿ 1 ñëåäóåò,4 Äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Θ � ñîõðàíÿþùåå ñëåä ïîëîæèòåëüíîå îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòî-ðîãî èìååò ìåñòî ìîíîòîííîñòü îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè. 7



÷òî
H(ρi‖ρ̄) = H(Φ̂(ρi)‖Φ̂(ρ̄)), ∀i.Ïîýòîìó èç òåîðåìû Ïåòñà [13, òåîðåìà 3℄ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êàíàëà Θ, äëÿêîòîðîãî èìååò ìåñòî (11). Â ñèëó ìîíîòîííîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé {π̂i} èìååì
H(ρi‖ρ̂) = H(Φ̂(ρi)‖Φ̂(ρ̂)), ρ̂ =

∑

i

π̂iρiïðè âñåõ i, äëÿ êîòîðûõ π̂i > 0. Ïîýòîìó �îðìóëà äëÿ êàíàëà Θ òàêæå ñëåäóåò èçòåîðåìû Ïåòñà. NÒåîðåìà 1,A) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ðàâåíñòâî Cea(Φ) = C̄(Φ) äëÿ âñåõ êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûõ êàíàëîâ (ñì. òåîðåìó 2 â ï. 2.3).Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1,B) ìîæíî äîêàçàòü ñòðîãîå íåðàâåíñòâî Cea(Φ) > C̄(Φ),ïîêàçàâ, ÷òî (11) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ {πi, ρi} è êà-íàëà Θ, îïðåäåëÿåìîãî â (12).Ïð èì å ð 1. �àññìîòðèì ðàçðóøàþùèé ñöåïëåííîñòü êàíàë
Φ(ρ) =

∑

k

〈ϕk|ρ|ϕk〉|k〉〈k|,ãäå {|ϕk〉} � ïåðåïîëíåííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå HA (ò.å. ∑
k

|ϕk〉〈ϕk| =

= IA) è {|k〉} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå HB. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,÷òî Φ = Φ̂. Ñëåäîâàòåëüíî, I(ρ,Φ) = H(ρ) è Cea(Φ) = log dimHA.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C̄(Φ) = Cea(Φ) = log dimHA. Òîãäà ñðåäíåå ñîñòîÿíèå ëþ-áîãî îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ {πi, ρi} äëÿ êàíàëà Φ ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì ñîñòîÿ-íèåì ρc â S(HA). Ïîñêîëüêó Φ̂∗(A) =
∑
k

〈k|A|k〉|ϕk〉〈ϕk| è Φ̂(ρc) = Φ(ρc) � ñîñòîÿ-íèå ïîëíîãî ðàíãà, ñîîòíîøåíèå (11) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ êàíàëà Θ, îïðåäåëÿ-åìîãî â (12), òîëüêî åñëè ρi = |ϕki
〉〈ϕki

| äëÿ íåêîòîðîãî ki è rank Φ̂(|ϕki
〉〈ϕki

|) =
= rank

∑
k

〈ϕk|ϕki
〉〈ϕki

|ϕk〉|k〉〈k| = 1 äëÿ âñåõ i. Íî ýòî ìîæåò èìåòü ìåñòî, òîëüêîåñëè {|ϕk〉} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî
Cea(Φ) = C̄(Φ) ⇔ {|ϕk〉} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.Ýòîò æå âûâîä áûë ïîëó÷åí â [6℄ êàê ñëåäñòâèå îáùåãî êðèòåðèÿ ðàâåíñòâà

Cea(Φ) = C̄(Φ) äëÿ êëàññà êàíàëîâ, îïðåäåëÿåìûõ êâàíòîâûìè íàáëþäàåìûìè, êî-òîðûé äîêàçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì äâîéñòâåííîñòè ìåæäó àíñàìáëÿìè è èçìåðåíèÿìè(ensemble-measurement duality).2.3. Ïðîñòîé êðèòåðèé ðàâåíñòâà C̄(Φ) = Cea(Φ). Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîêàæåì,÷òî äîñòàòî÷íûì (ñîîòâåòñòâåííî, íåîáõîäèìûì) óñëîâèåì ðàâåíñòâà C̄(Φ) = Cea(Φ)ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü êàíàëà Φ (ñîîòâåòñòâåííî, ïîäêàíàëà ýòîãî êàíàëà, îïðå-äåëÿþùåãî êëàññè÷åñêóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü) ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ êëàñ-ñè÷åñêè-êâàíòîâûõ êàíàëîâ.Êàíàë Φ: S(HA) → S(HB) íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûì, åñëè îí èìååòñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:
Φ(ρ) =

dimHA∑

k=1

〈k|ρ|k〉σk, ρ ∈ S(HA), (13)ãäå {|k〉} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â HA, à {σk} � íàáîð ñîñòîÿíèé èç S(HB) [2,3℄.8



Äëÿ ñòðîãîé �îðìóëèðîâêè ïðèâåäåííîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿñëåäóþùåå ïîíÿòèå.Îï ð å ä å ë å í è å 1. Ïóñòü Hχ
Φ � ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà HA,ñîäåðæàùåå ýëåìåíòû âñåõ îïòèìàëüíûõ àíñàìáëåé äëÿ êàíàëà Φ: S(HA) → S(HB).Ñóæåíèå Φχ êàíàëà Φ íà ìíîæåñòâî S(Hχ

Φ) íàçîâåì χ-ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ êàíà-ëà Φ.Åñëè H
χ
Φ 6= HA, òî ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðàì èç HA \ Hχ

Φ, íåìîãóò áûòü ýëåìåíòàìè îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ äëÿ êàíàëà Φ. Ýòî çíà÷èò, ãðóáîãîâîðÿ, ÷òî ýòè ñîñòîÿíèÿ áåñïîëåçíû ñ òî÷êè çðåíèÿ íåñöåïëåííîãî êîäèðîâàíèÿêëàññè÷åñêîé èí�îðìàöèè, è ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü χ-ñóùåñòâåííóþ÷àñòü Φχ êàíàëà Φ ïðè àíàëèçå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè Õîëåâî êàíàëà Φ (êîòîðàÿñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ïðè óñëîâèè Cea(Φ) = C̄(Φ)).Ïî îïðåäåëåíèþ C̄(Φχ) = C̄(Φ). Ñëåäîâàòåëüíî, èç Cea(Φ) = C̄(Φ) ñëåäóåò, ÷òî
Cea(Φχ) = Cea(Φ). Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå, ãîâîðÿ î ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè êàíàëà Φ, òàêæå ìîæíî âìåñòî êàíàëà Φ ðàññìàòðèâàòüåãî χ-ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü Φχ.Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.Ò å î ð åì à 2. Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HB) � êâàíòîâûé êàíàë. ÒîãäàA) Åñëè Φ � êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûé êàíàë, òî Cea(Φ) = C̄(Φ).B) Åñëè Cea(Φ) = C̄(Φ), òî χ-ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü êàíàëà Φ ÿâëÿåòñÿ êëàññè-÷åñêè-êâàíòîâûì êàíàëîì.Ïðèâåäåííûé íèæå ïðèìåð 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî χ-ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü êàíàëà Φ âòåîðåìå 2, B) íåëüçÿ çàìåíèòü íà êàíàë Φ.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. A) Åñëè êàíàë Φ èìååò ïðåäñòàâëåíèå (13), òî Φ = Φ ◦ Π,ãäå Π(ρ) =

∑
k

〈k|ρ|k〉|k〉〈k| � êàíàë èç S(HA) â ñåáÿ.Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì. [14, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 17℄), ÷òî ñóùåñòâóåò êàíàë Θ,òàêîé ÷òî Θ ◦ Φ̂ ◦Π = Π̂ = Π.Â ñèëó öåïíîãî ïðàâèëà äëÿ êâàíòîâîé âçàèìíîé èí�îðìàöèè (ñì. [2, 3℄) èìååì
I(ρ,Φ) = I(ρ,Φ ◦Π) 6 I(Π(ρ),Φ).Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ ρ 7→ I(ρ,Φ) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â ñîñòîÿíèè, êîòîðîå èìå-åò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó â áàçèñå {|k〉}. Ïîñêîëüêó Θ ◦ Φ̂ ◦Π(|k〉〈k|) = Π(|k〉〈k|) =

= |k〉〈k| äëÿ ëþáîãî k, èç òåîðåìû 1,A) ñëåäóåò, ÷òî Cea(Φ) = C̄(Φ).B) Çàìåíÿÿ êàíàë Φ åãî χ-ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî H
χ
Φ = HA.Ïóñòü Φ(ρ) =

n∑
i=1

ViρV
∗
i � ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Êðàóñà êàíàëà Φ. Òîãäà

Φ̂(ρ) =

n∑

i,j=1

TrViρV
∗

j |i〉〈j| è Φ̂∗(A) =

n∑

i,j=1

〈j|A|i〉V ∗

j Vi,ãäå {|i〉}ni=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â n-ìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå HE .Ïóñòü {πk, |ϕk〉〈ϕk|} � îïòèìàëüíûé àíñàìáëü ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé äëÿ êàíàëà Φ ñîñðåäíèì ñîñòîÿíèåì ïîëíîãî ðàíãà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
{|ϕk〉}

m
k=1, m = dimHA, � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà HA. Ïóñòü π̂k = 1/m, k = 1,m. Òîãäà

ρ̂ =
m∑

k=1

π̂k|ϕk〉〈ϕk| � ñîñòîÿíèå ïîëíîãî ðàíãà âS(HA). Ïîñêîëüêó HE � ïðîñòðàíñòâîîêðóæåíèÿ ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, Φ̂(ρ̂) � ñîñòîÿíèå ïîëíîãî ðàíãà â S(HE). 9



Ïóñòü |φk〉 =
√
π̂kρ̂−1|ϕk〉 è Bk = π̂k

[
Φ̂(ρ̂)

]−1/2
Φ̂(|ϕk〉〈ϕk|)

[
Φ̂(ρ̂)

]−1/2, k = 1,m.Ïîñêîëüêó m∑
k=1

|φk〉〈φk| = IHA
, {|φk〉}mk=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â HA. Â ñèëóòåîðåìû 1,B) èìååì |φk〉〈φk| = Φ̂∗(Bk) äëÿ âñåõ k. Â ñèëó ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû

Bk =
∑
p
|ψp

k〉〈ψ
p
k| ïðè êàæäîì k, ãäå {|ψp

k〉}p � íàáîð âåêòîðîâ â HE. Ïîñêîëüêó
Φ̂(ρ̂) � ñîñòîÿíèå ïîëíîãî ðàíãà,

∑

k,p

|ψp
k〉〈ψ

p
k| =

∑

k

Bk = IE .Èç ëåììû 1 (ñì. íèæå) ñëåäóåò, ÷òî Φ(ρ) =
∑
k,p

WkpρW
∗

kp, ãäå Wkp =
n∑

i=1

〈ψp
k|i〉Vi.Ïîñêîëüêó |φk〉〈φk| = Φ̂∗

(∑
p
|ψp

k〉〈ψ
p
k|
) ïðè êàæäîì k è

Φ̂∗(|ψp
k〉〈ψ

p
k|) =

n∑

i,j=1

〈j|ψp
k〉〈ψ

p
k|i〉V

∗

j Vi =W ∗

kpWkp,òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî {|βkp〉} âåêòîðîâ â HB, òàêîå ÷òî Wkp = |βkp〉〈φk| è∑
p
‖βkp‖

2 = 1 ïðè êàæäîì k. Ñëåäîâàòåëüíî,
Φ(ρ) =

∑

k,p

WkpρW
∗

kp =
∑

k

〈φk|ρ|φk〉
∑

p

|βkp〉〈βkp|. NËåììà 1. Ïóñòü Φ(ρ) =
n∑

i=1

ViρV
∗
i � êâàíòîâûé êàíàë, è ïóñòü {|i〉}

n
i=1 � îð-òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â n-ìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå HE. Ëþáàÿ ïå-ðåïîëíåííàÿ ñèñòåìà {|ψk〉}k âåêòîðîâ èç HE ïîðîæäàåò ïðåäñòàâëåíèå Êðàóñà

Φ(ρ) =
∑
k

WkρW
∗

k êàíàëà Φ, ãäå Wk =
n∑

i=1

〈ψk|i〉Vi.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ∑
k

|ψk〉〈ψk| = IE , èìååì
∑

k

WkρW
∗

k =

n∑

i,j=1

ViρV
∗

j

∑

k

〈ψk|i〉〈j|ψk〉 =

n∑

i,j=1

ViρV
∗

j

∑

k

Tr |i〉〈j||ψk〉〈ψk| =

=

n∑

i=1

ViρV
∗

i . NÇàìå÷àíèå 3. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2 ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûì â [6℄ êðèòåðèåìðàâåíñòâà Cea(Φ) = C̄(Φ) äëÿ êâàíòîâî-êëàññè÷åñêîãî êàíàëà
Φ(ρ) =

∑

k

[TrMkρ]|k〉〈k|,îïðåäåëÿåìîãî íàáîðîì {Mk} ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ â HA, òàêèì ÷òî ∑
k

Mk =

= IA, è îðòîíîðìèðîâàííûì íàáîðîì {|k〉} âåêòîðîâ â HB, ïîñêîëüêó íåòðóäíî ïî-êàçàòü, ÷òî äàííûé êàíàë ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà MkMl =MlMk ïðè âñåõ k, l.Ïîñêîëüêó ñîâïàäåíèå H
χ
Φ ñ HA ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ îïòèìàëüíîãî àí-ñàìáëÿ äëÿ êàíàëà Φ ñî ñðåäíèì ñîñòîÿíèåì ïîëíîãî ðàíãà, èç òåîðåìû 2 ïîëó÷àåìñëåäóþùèé êðèòåðèé ñîâïàäåíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé.10



Ñë å ä ñ ò â è å 1. Åñëè äëÿ êàíàëà Φ ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé àíñàìáëü ñî ñðåä-íèì ñîñòîÿíèåì ïîëíîãî ðàíãà, òî
Cea(Φ) = C̄(Φ) ⇔ Φ � êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûé êàíàë.Ñëåäóþùèé ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â [5℄ (êàê ïðèìåð íå ðàçðóøàþùåãî ñöåïëåí-íîñòü êàíàëà, äëÿ êîòîðîãî Cea(Φ) = C̄(Φ)), ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ âñëåäñòâèè 1.Ïðèì å ð 2. Ïóñòü H1, H2 è H3 � êóáèòíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü {|k〉}4k=1 è

{|−〉, |+〉} � îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â K = H1 ⊗ H2 è â H3 ñîîòâåòñòâåííî. �àñ-ñìîòðèì êàíàë
Φ(ρ) =

4∑

k=1

[〈k| ⊗ 〈+|] ρ [|k〉 ⊗ |+〉] |k〉〈k|+ 1
2IH2

⊗ TrH2⊗H3
[IK ⊗ |−〉〈−|]ρèç S(K ⊗ H3) â S(K). Íåòðóäíî ïîêàçàòü [5℄, ÷òî Cea(Φ) = C̄(Φ) = 2 è Q(Φ) = 1.Ñëåäîâàòåëüíî, êàíàë Φ íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðóøàþùèì ñöåïëåííîñòü, à çíà÷èò, îí íåÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûì.Ïîñêîëüêó C̄(Φ) = 2 = log dimK, ëþáîé îïòèìàëüíûé àíñàìáëü äëÿ êàíàëà Φ íåìîæåò ñîäåðæàòü ñîñòîÿíèé ñ íåíóëåâîé âûõîäíîé ýíòðîïèåé. Ïîýòîìó ïîäïðîñòðàí-ñòâî Hχ

Φ ñîñòîèò èç âåêòîðîâ |ϕ〉⊗|+〉, |ϕ〉 ∈ K. Òàêèì îáðàçîì, χ-ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòüêàíàëà Φ èçîìîð�íà êëàññè÷åñêè-êâàíòîâîìó êàíàëó ρ 7→
4∑

k=1

〈k|ρ|k〉|k〉〈k| (â ñîîò-âåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 2,B)).2.4. Î êîâàðèàíòíûõ êàíàëàõ. Êëàññ êàíàëîâ, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ B) è C) ïðåä-ëîæåíèÿ 1 è ñëåäñòâèÿ 1 âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî, ñîäåðæèò ëþáîé êàíàë Φ, êîâàðè-àíòíûé ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäñòàâëåíèÿì {Vg}g∈G è {Wg}g∈G êîìïàêòíîé ãðóïïû Gâ òîì ñìûñëå, ÷òî
Φ(VgρV

∗

g ) =WgΦ(ρ)W
∗

g , ∀g ∈ G, (14)ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå {Vg}g∈G ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Äåéñòâèòåëüíî,èç íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ {Vg}g∈G ñëåäóåò, ÷òî
ρc

.
= (dimHA)

−1IA =

∫

G

VgρV
∗

g µH(dg), ∀ρ ∈ S(HA), (15)ãäå µH � ìåðà Õààðà íà ãðóïïå G [10℄. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâ
C̄(Φ) = χΦ(ρc), C̄(Φ̂) = χ

Φ̂
(ρc) è Cea(Φ) = I(ρc,Φ) (16)äîñòàòî÷íî, â ñèëó âîãíóòîñòè χ-�óíêöèè è êâàíòîâîé âçàèìíîé èí�îðìàöèè, ïî-êàçàòü, ÷òî

χΦ(ρ) = χΦ(VgρV
∗

g ), χ
Φ̂
(ρ) = χ

Φ̂
(VgρV

∗

g ) è I(ρ,Φ) = I(VgρV
∗

g ,Φ) (17)äëÿ âñåõ g ∈ G è ρ ∈ S(HA).Ïåðâîå è òðåòüå ðàâåíñòâà â (17) íåòðóäíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ (3) è õîðîøîèçâåñòíîå âûðàæåíèå êâàíòîâîé âçàèìíîé èí�îðìàöèè ÷åðåç îòíîñèòåëüíóþ ýíòðî-ïèþ (èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè ïî îòíîøåíèþ ê óíèòàð-íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì àðãóìåíòîâ). Â ñèëó ýòèõ ðàâåíñòâ âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåòèç (6).Êëàññ êîâàðèàíòíûõ êàíàëîâ äîñòàòî÷íî âåëèê, îí ñîäåðæèò âñå óíèòàëüíûåêóáèòíûå êàíàëû è íåòðèâèàëüíûå êàíàëû áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé [10,15℄. 11



Èñïîëüçóÿ (15) è (16), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî (ñì. [10℄)
C̄(Φ) = H(Φ(ρc))−Hmin(Φ), C̄(Φ̂) = H(Φ̂(ρc))−Hmin(Φ),

Cea(Φ) = log dimHA +H(Φ(ρc))−H(Φ̂(ρc))
(18)äëÿ ëþáîãî êàíàëà Φ: S(HA) → S(HB), óäîâëåòâîðÿþùåãî ïðèâåäåííîìó âûøåóñëîâèþ êîâàðèàíòíîñòè, ãäå Hmin(Φ) = min

ρ∈S(HA)
H(Φ(ρ)) � ìèíèìàëüíàÿ âûõîä-íàÿ ýíòðîïèÿ êàíàëà Φ (ñîâïàäàþùàÿ ñ Hmin(Φ̂)). Åñëè, êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëå-íèå {Wg}g∈G òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, òî H(Φ(ρc)) â (18) ìîæíî çàìåíèòü íà

log dimHB [10℄.Ïóñòü Q1(Φ) = max
ρ∈S(HA)

Ic(ρ,Φ) è Q(Φ) = lim
n→+∞

n−1Q1(Φ
⊗n) � êâàíòîâàÿ ïðîïóñê-íàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà Φ. Â ñèëó ïðèâåäåííûõ âûøå íàáëþäåíèé èç ïðåäëîæåíèÿ 1è ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.Ïð å ä ë îæ å í è å 2. Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HB) � êàíàë, óäîâëåòâîðÿþùèéóñëîâèÿì êîâàðèàíòíîñòè (14). Òîãäà

Cea(Φ) = C̄(Φ) ⇔ Φ � êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûé êàíàë.Åñëè, êðîìå òîãî, dimHB > dimHA è ïðåäñòàâëåíèå {Wg}g∈G íåïðèâîäèìî, òî
Cea(Φ)− C̄(Φ) = log dimHA − C̄(Φ̂) 6 Q1(Φ) +Hmin(Φ),

Cea(Φ)− C(Φ) = log dimHA − C(Φ̂) 6 Q(Φ) +Hmin(Φ).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå {Wg}g∈G íåïðèâîäèìî, òî íåòðóäíîïîêàçàòü [10℄, ÷òî Φ((dimHA)
−1IA) = (dimHB)

−1IB. Ïîýòîìó ïðè óñëîâèè dimHB >

> dimHA èç ìîíîòîííîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè ñëåäóåò, ÷òîH(Φ(ρ)) > H(ρ) äëÿëþáîãî ρ ∈ S(H). Ñîâïàäåíèå ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (9), (10) ñ Hmin(Φ) ñëåäóåòèç (15) è (16). N2.5. Î äåãðàäèðóåìûõ êàíàëàõ. Âûðàæåíèå (6) è öåïíîå ïðàâèëî äëÿ χ-�óíêöèè(êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî χΨ◦Φ 6 χΦ) ïîêàçûâàþò, ÷òî
Cea(Φ1) 6 log dimHA 6 Cea(Φ2) (19)äëÿ ëþáîãî àíòèäåãðàäèðóåìîãî êàíàëà Φ1 è ëþáîãî äåãðàäèðóåìîãî êàíàëà Φ2.5Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïåòñà [13, òåîðåìà 3℄ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â ïåðâîì (ñî-îòâåòñòâåííî, âòîðîì) íåðàâåíñòâå â (19) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, òî àíòèäåãðàäèðó-åìûé êàíàë Φ1 ÿâëÿåòñÿ äåãðàäèðóåìûì (ñîîòâåòñòâåííî, äåãðàäèðóåìûé êàíàë Φ2ÿâëÿåòñÿ àíòèäåãðàäèðóåìûì).Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (19) è òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ïð å ä ë îæ å í è å 3. Åñëè Φ: S(HA) → S(HB) � äåãðàäèðóåìûé êàíàë, òî èìååòìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ âàðèàíòîâ:

• C̄(Φ) < Cea(Φ);
• Φ � êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûé êàíàë, èìåþùèé ïðåäñòàâëåíèå

Φ(ρ) =

dimHA∑

k=1

〈k|ρ|k〉σk, ρ ∈ S(HA), (20)5 Êàíàë Φ íàçûâàåòñÿ äåãðàäèðóåìûì, åñëè Φ̂ = Ψ ◦ Φ äëÿ íåêîòîðîãî êàíàëà Ψ, êàíàë Φ íàçû-âàåòñÿ àíòèäåãðàäèðóåìûì, åñëè Φ̂ � äåãðàäèðóåìûé êàíàë [14℄.12



â êîòîðîì {|k〉} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â S(HA), à {σk} � íàáîð ñîñòîÿíèéèç S(HB) ñî âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè íîñèòåëÿìè.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C̄(Φ) = Cea(Φ). Ïîñêîëüêó C̄(Φ) 6

6 log dimHA äëÿ ëþáîãî êàíàëà Φ, âòîðîå íåðàâåíñòâî â (19) ïîêàçûâàåò, ÷òî C̄(Φ) =
= log dimHA, è ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå ñîñòîÿíèå ëþáîãî îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿäëÿ êàíàëà Φ ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì â S(HA). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 Φ �êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûé êàíàë, èìåþùèé ïðåäñòàâëåíèå (20), â êîòîðîì {|k〉} � îð-òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â S(HA), à {σk} � íåêîòîðûé íàáîð ñîñòîÿíèé èç S(HB).Ïîêàæåì, ÷òî íîñèòåëè ñîñòîÿíèé ýòîãî íàáîðà âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.Ïóñòü σk =

dimHB∑
i=1

|ψki〉〈ψki|. Òîãäà Φ(ρ) =
∑
k,i

WkiρW
∗
ki, ãäå Wki = |ψki〉〈k|, è èñ-ïîëüçóÿ ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîìïëåìåíòàðíîãî êàíàëà (ñì. [7℄), ïîëó÷à-åì

Φ̂(ρ) =

dimHA∑

k, l=1

〈k|ρ|l〉|k〉〈l| ⊗

dimHB∑

i, j=1

〈ψlj |ψki〉|i〉〈j| ∈ S(HA ⊗ HB).Ïîñêîëüêó Φ � äåãðàäèðóåìûé êàíàë, èìåþùèé ïðåäñòàâëåíèå (20), òî Φ̂(|k〉〈l|) =
= Ψ◦Φ(|k〉〈l|) = 0 ïðè âñåõ k 6= l. Ïîýòîìó èç ïðèâåäåííîãî âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ êà-íàëà Φ̂ ñëåäóåò, ÷òî 〈ψlj |ψki〉 = 0 ïðè âñåõ i, j è âñåõ k 6= l, à çíà÷èò, suppσk ⊥ suppσlïðè âñåõ k 6= l. N

§ 3. Î êàíàëàõ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìèÏðè îïðåäåëåíèè ðàçëè÷íûõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé êàíàëîâ ìåæäó êîíå÷íî-ìåðíûìè êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè äëÿ êîäèðîâàíèÿ èí�îðìàöèè èñïîëüçóþòñÿ ëþ-áûå ñîñòîÿíèÿ. Íî ðàññìàòðèâàÿ ðåàëüíûå áåñêîíå÷íîìåðíûå êàíàëû, íåîáõîäèìîíàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð âõîäíûõ êîäîâ-ñîñòîÿíèé äëÿ èçáåæàíèÿ áåñ-êîíå÷íûõ çíà÷åíèé ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòeé è äëÿ îáåñïå÷åíèÿ �èçè÷åñêîé ðåà-ëèçóåìîñòè ïðîöåññà ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè. Òèïè÷íîå �èçè÷åñêè ìîòèâèðîâàííîåîãðàíè÷åíèå � ýòî òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ñðåäíåé ýíåðãèè ñîñòîÿíèé, èñïîëü-çóåìûõ äëÿ êîäèðîâàíèÿ. Òàêîå îãðàíè÷åíèå ìîæíî íàçâàòü ëèíåéíûì, ïîñêîëüêóîíî îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåðàâåíñòâîì
TrHρ 6 h, h > 0, (21)â êîòîðîì H � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð � ãàìèëüòîíèàí âõîäíîé êâàíòîâîé ñè-ñòåìû. Îïåðàöèîííûå îïðåäåëåíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè Õîëåâî, êëàññè÷åñêîéïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè è ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòèêâàíòîâîãî êàíàëà ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè äàíû â [16℄, ãäå äîêàçàíû ñîîòâåò-ñòâóþùèå îáîáùåíèÿ òåîðåì Õîëåâî �Øóìàõåðà �Âåñòìîðëåíäà è Áåííåòà �Øîðà �Ñìîëèíà �Òàïëèÿëà.Öåëü äàííîãî ïàðàãðà�à � èññëåäîâàòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óêàçàííûìè âû-øå ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè êâàíòîâîãî êàíàëà ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè,â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàòü, ÷òî âîïðîñ ñîâïàäåíèÿ ýòèõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé äëÿçàäàííîãî êàíàëà çàâèñèò îò âèäà îãðàíè÷åíèÿ.Âî èçáåæàíèå òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êîíå÷íîìåð-íîãî ñëó÷àÿ.Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Õîëåâî êàíàëà Φ ñ îãðàíè÷åíèåì (21) îïðåäåëÿåòñÿ âû-ðàæåíèåì
C̄(Φ, H, h) = max

TrHρ6h
χΦ(ρ), 13



ãäå χΦ � χ-�óíêöèÿ êàíàëà Φ, îïðåäåëåííàÿ â (3). Àíñàìáëü {πi, ρi} ÷èñòûõ ñîñòî-ÿíèé ñî ñðåäíèì ñîñòîÿíèåì ρ̄ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ êàíàëà Φ ñ îãðàíè÷å-íèåì (21), åñëè
C̄(Φ, H, h) = χΦ(ρ̄) =

∑

i

πiH(Φ(ρi)‖Φ(ρ̄)) è TrHρ̄ 6 h.Â ñèëó îáîáùåííîé òåîðåìû Õîëåâî �Øóìàõåðà �Âåñòìîðëåíäà [16, ïðåäëîæå-íèå 3℄ êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà Φ ñ îãðàíè÷åíèåì (21) îïðåäå-ëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèîííîé �îðìóëîé
C(Φ, H, h) = lim

n→+∞
n−1C̄(Φ⊗n, Hn, nh),â êîòîðîé Hn = H ⊗ I ⊗ . . .⊗ I + I ⊗H ⊗ I ⊗ . . .⊗ I + . . .+ I ⊗ . . .⊗ I ⊗H (êàæäîåèç n ñëàãàåìûõ ñîäåðæèò n ìíîæèòåëåé).Â ñèëó îáîáùåííîé òåîðåìû Áåííåòà �Øîðà �Ñìîëèíà �Òàïëèÿëà [16, ïðåäëî-æåíèå 4℄ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè êàíàëà Φ ñ îãðà-íè÷åíèåì (21) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Cea(Φ, H, h) = max
TrHρ6h

I(ρ,Φ),â êîòîðîì I(ρ,Φ) � êâàíòîâàÿ âçàèìíàÿ èí�îðìàöèÿ êàíàëà Φ â ñîñòîÿíèè ρ, îïðå-äåëåííàÿ ïîñëå (5).Ïî÷òè âñå ðåçóëüòàòû � 2 î ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè
C̄(Φ) è Cea(Φ) ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü äëÿ êàíàëîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Íàïðèìåð,âìåñòî (8) èìååì

H(ρ1)− C̄(Φ̂, H, h) 6 Cea(Φ, H, h)− C̄(Φ̂, H, h) 6

6 H(ρ2)− χ
Φ̂
(ρ2) 6

H(Φ(·))>H(·)
H(Φ(ρ2))− χ

Φ̂
(ρ2) = Ic(ρ2,Φ) + ĤΦ(ρ2),ãäå ρ1 è ρ2 � ñîñòîÿíèÿ èç S(HA), òàêèå ÷òî TrHρi 6 h, i = 1, 2, χΦ(ρ1) = C̄(Φ, H, h)è I(ρ2,Φ) = Cea(Φ, H, h).Ïîâòîðÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùååÏð å ä ë îæ å í è å 4. Óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1, òåîðåìû 1 è òåîðåìû 2, B)îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ïðè çàìåíå C̄(Φ) è Cea(Φ) íà C̄(Φ, H, h) è Cea(Φ, H, h) ñî-îòâåòñòâåííî (ïðè åñòåñòâåííîì îïðåäåëåíèè χ-ñóùåñòâåííîé ÷àñòè êàíàëà Φñ îãðàíè÷åíèåì (21)). Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2,A) èìååò ìåñòî ïðè äàííîé çà-ìåíå, åñëè áàçèñ {|k〉} â ïðåäñòàâëåíèè (13) êàíàëà Φ ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ îïåðàòîðà H.Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî áåç óêàçàííîãî âûøå äîïîëíèòåëüíîãî óñëî-âèÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2,A) íå èìååò ìåñòà äëÿ êàíàëîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè.Ïðèì å ð 3. �àññìîòðèì êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûé êàíàë

Π(ρ) =
∑

k

〈k|ρ|k〉|k〉〈k|,ãäå {|k〉} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â HA = HB. Ïóñòü h < (dimHA)
−1 TrH .Ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîé âåðñèè òåîðåìû 1 ïîêàæåì, ÷òî Cea(Π, H, h) = C̄(Π, H, h)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð H äèàãîíàëèçèðóåì â áàçèñå {|k〉}.Ïîñêîëüêó Π = Π̂, èìååì I(ρ,Π) = H(ρ) è Cea(Π, H, h) = max

TrHρ6h
H(ρ). Èñïîëüçóÿìåòîä Ëàãðàíæà, íåòðóäíî ïîêàçàòü ÷òî äàííûé ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèí-14



ñòâåííîì ñîñòîÿíèè ρ∗ = (Tr exp(−λH))−1 exp(−λH), ãäå λ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâ-íåíèÿ TrH exp(−λH) = hTr exp(−λH). Åñëè Cea(Π, H, h) = C̄(Π, H, h), òî èç òåîðå-ìû 1 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå àíñàìáëÿ {πi, ρi} ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñî ñðåäíèì ñîñòî-ÿíèåì ρ∗, òàêîãî ÷òî
ρi = ρ

1/2
∗ Π∗

(
[Π(ρ∗)]

−1/2Π(ρi)[Π(ρ∗)]
−1/2

)
ρ
1/2
∗ , ∀i.Ïîñêîëüêó Π∗ = Π, à ρ∗ � ñîñòîÿíèå ïîëíîãî ðàíãà, ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòü-ñÿ, òîëüêî åñëè ρi = |k〉〈k| ïðè íåêîòîðîì k. Ïîýòîìó {|k〉} � áàçèñ èç ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ ρ∗, à çíà÷èò, è îïåðàòîðà H .Åñëè îïåðàòîð H äèàãîíàëèçèðóåì â áàçèñå {|k〉}, òî ρ∗ =

∑
k

πk|k〉〈k|, è ïîýòîìó
C̄(Π, H, h) >

∑

k

πkH(Π(|k〉〈k|)‖Π(ρ∗)) = H(ρ∗) = Cea(Π, H, h).Ïðåäëîæåíèå 3 îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïð å ä ë îæ å í è å 5. Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HB) � äåãðàäèðóåìûé êàíàë, H � ïî-ëîæèòåëüíûé îïåðàòîð, h > 0 è h∗ = (dimHA)
−1 TrH. Èìååò ìåñòî îäèí èçñëåäóþùèõ âàðèàíòîâ:

• C̄(Φ, H, h) < Cea(Φ, H, h);
• Φ � êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûé êàíàë, èìåþùèé ïðåäñòàâëåíèå

Φ(ρ) =

dimHA∑

k=1

〈k|ρ|k〉σk, ρ ∈ S(HA), (22)â êîòîðîì {σk} � íàáîð ñîñòîÿíèé èç S(HB) ñî âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè íî-ñèòåëÿìè, à {|k〉} �ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â HA, åñëè h > h∗;îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðàH , åñëè h < h∗.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó χΦ(ρ) 6 H(ρ) è I(ρ,Φ) > H(ρ) (ýòî ñëåäóåò èçäåãðàäèðóåìîñòè êàíàëà Φ), ðàâåíñòâî C̄(Φ, H, h) = Cea(Φ, H, h) ìîæåò áûòü âûïîë-íåíî, òîëüêî åñëè
C̄(Φ, H, h) = Cea(Φ, H, h) = max

TrHρ6h
H(ρ).Åñëè h > h∗, òî äàííûé ìàêñèìóì ñîâïàäàåò ñ log dimHA, à çíà÷èò, îãðàíè÷åíèåíå âëèÿåò íà ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè, è ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî âòîðàÿ àëüòåð-íàòèâà â ïðåäëîæåíèè 3.Åñëè h < h∗, òî óêàçàííûé âûøå ìàêñèìóì âñåãäà äîñòèãàåòñÿ íà ñîñòîÿíèèïîëíîãî ðàíãà, è îáîáùåííàÿ âåðñèÿ òåîðåìû 2,B) ïîêàçûâàåò, ÷òî Φ � êëàññè÷å-ñêè êâàíòîâûé êàíàë, èìåþùèé ïðåäñòàâëåíèå (22). Òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâåïðåäëîæåíèÿ 3, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî íîñèòåëè ñîñòîÿíèé íàáîðà {σk} â ýòîì ïðåä-ñòàâëåíèè âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.Ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè h < h∗ ðàâåíñòâî C̄(Φ, H, h) = Cea(Φ, H, h) áóäåòèìåòü ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð H äèàãîíàëèçèðóåì â áàçèñå {|k〉}èç ïðåäñòàâëåíèÿ (22) äëÿ êàíàëà Φ. Äëÿ êàíàëà Π(ρ) =

∑
k

〈k|ρ|k〉|k〉〈k| ýòî óòâåð-æäåíèå äîêàçàíî â ïðèìåðå 3. Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà â îáùåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íîçàìåòèòü, ÷òî C̄(Φ, H, h) = C̄(Π, H, h) è Cea(Φ, H, h) = Cea(Π, H, h). Ýòè ðàâåíñòâàñëåäóþò èç öåïíûõ ïðàâèë äëÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé, ïîñêîëüêó íåòðóäíî ïî-ñòðîèòü êàíàëû Ψ1 è Ψ2, òàêèå ÷òî Π = Ψ1 ◦ Φ è Φ = Ψ2 ◦Π. N 15



Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîâïàäåíèå C̄(Φ, H, h) è Cea(Φ, H, h)ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ îãðàíè÷åíèÿ (H,h) � î÷åíü ñèëüíîå òðåáîâàíèå.Ïð å ä ë îæ å í è å 6. Åñëè Φ: S(HA) → S(HB) � êâàíòîâûé êàíàë, òàêîé ÷òî
Cea(Φ, H, h) = C̄(Φ, H, h) äëÿ ëþáûõ H > 0 è h > 0, òî Φ � êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûéêàíàë, ó êîòîðîãî χ

Φ̂
(ρ) = H(ρ) äëÿ âñåõ ρ ∈ S(HA). Åñëè ñïðàâåäëèâà ïðèâåäåííàÿíèæå ãèïîòåçà, òî Φ � ïîëíîñòüþ äåïîëÿðèçèðóþùèé êàíàë.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû 1 èç [8℄ ëþáîå ñîñòîÿíèå ïîëíîãî ðàíãà ρèç S(HA) ìîæåò áûòü �ñäåëàíî� ñðåäíèì ñîñòîÿíèåì îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ äëÿêàíàëà Φ ñ îãðàíè÷åíèåì (21) çà ñ÷åò âûáîðà îïåðàòîðà H . Ïîýòîìó èç óñëîâèéïðåäëîæåíèÿ è àðãóìåíòîâ íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî I(ρ,Φ) = χΦ(ρ) äëÿ ëþáîãîñîñòîÿíèÿ ρ èç S(HA). Â ñèëó âûðàæåíèÿ (6) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî χ

Φ̂
(ρ) = H(ρ) äëÿëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ρ èç S(HA). Â ñèëó îáîáùåííîé âåðñèè òåîðåìû 2,B) êàíàë Φÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûì. N�èï î ò å ç à. Åñëè Φ: S(HA) → S(HB) � êâàíòîâûé êàíàë, òàêîé ÷òî χΦ(ρ) =

= H(ρ) äëÿ âñåõ ρ ∈ S(HA), òî êàíàë Φ ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî óíèòàðíîéýêâèâàëåíòíîñòè) ñ êàíàëîì ρ 7→ ρ⊗ σ ïðè íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè σ.
§ 4. Ôóíêöèÿ ∆Φ(ρ) = I(ρ,Φ) − χ

Φ
(ρ) è åå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèåÖåíòðàëüíóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîïóñêíîé ñïîñîáíî-ñòüþ Õîëåâî è ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè êâàíòîâîãîêàíàëà Φ èãðàåò �óíêöèÿ

∆Φ(ρ) = I(ρ,Φ)− χΦ(ρ),ââåäåííàÿ â � 2, ãäå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî
∆Φ(ρ) = H(ρ)− χ

Φ̂
(ρ) = min∑

i

πiρi=ρ

rank ρi=1

∑

i

πi

[
H(ρi‖ρ)−H(Φ̂(ρi)‖Φ̂(ρ))

]è ÷òî äàííûé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà àíñàìáëå {πi, ρi} ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîò àíñàìáëü ÿâëÿåòñÿ χΦ-îïòèìàëüíûì â ñìûñëå ñëåäóþùåãîîïðåäåëåíèÿ.Îïð å ä å ë å í è å 2. Àíñàìáëü {πi, ρi} ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé íàçûâàåòñÿ χΦ-îïòè-ìàëüíûì, åñëè ìàêñèìóì â îïðåäåëåíèè (3) χ-�óíêöèè êàíàëà Φ äîñòèãàåòñÿ íàýòîì àíñàìáëå.Ïîñêîëüêó ĤΦ ≡ ĤΦ̂, ëþáîé χΦ-îïòèìàëüíûé àíñàìáëü ÿâëÿåòñÿ χ
Φ̂
-îïòèìàëü-íûì, è íàîáîðîò.Èç ïðèâåäåííîãî âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè ∆Φ è ìîíîòîííîñòè îòíîñèòåëü-íîé ýíòðîïèè âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ë åììà 2. Åñëè Φ � äåãðàäèðóåìûé êàíàë, òî ∆Φ(ρ) > ∆Φ̂(ρ) äëÿ âñåõ ρ.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîñâÿùåíà ñâîéñòâàì �óíêöèè ∆Φ.Ò å î ð åì à 3. Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HB) � êâàíòîâûé êàíàë, à Φ̂ : S(HA) →

→ S(HE) � êàíàë, êîìïëåìåíòàðíûé ê Φ. Òîãäà ∆Φ � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâ-íàÿ �óíêöèÿ íà ìíîæåñòâå S(HA), ðàâíàÿ íóëþ íà ìíîæåñòâå extrS(HA) ÷èñòûõñîñòîÿíèé. Ýòà �óíêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) Åñëè ñóùåñòâóåò êàíàë Θ: S(HE) → S(HA), òàêîé ÷òî
Θ(Φ̂(ρi)) = ρi, ∀i, (23)äëÿ íåêîòîðîãî àíñàìáëÿ {πi, ρi} ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñî ñðåäíèì ñîñòîÿíèåì ρ,òî ∆Φ(ρ) = 0 è àíñàìáëü {πi, ρi} ÿâëÿåòñÿ χΦ-îïòèìàëüíûì;16



2) Åñëè ∆Φ(ρ) = 0, òî
• ðàâåíñòâî (23) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî χΦ-îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ {πi, ρi} ñîñðåäíåì ñîñòîÿíèåì ρ, ãäå Θ � êàíàë, äåéñòâóþùèé íà ëþáîå ñîñòîÿíèå σñ íîñèòåëåì, ëåæàùèì â ïîäïðîñòðàíñòâå supp Φ̂(ρ), ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Θ(σ) = AΦ̂∗(BσB)A, A = ρ1/2, B = Φ̂(ρ)−1/2;

• Φ|S(Hρ) � êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûé ïîäêàíàë êàíàëà Φ, ãäå Hρ � íîñèòåëü ñî-ñòîÿíèÿ ρ;
• ∆Φ(

∑
i

λiρi) = 0 äëÿ ëþáîãî χΦ-îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ {πi, ρi} ñî ñðåäíèìñîñòîÿíèåì ρ è ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé {λi}.3) Ôóíêöèÿ ∆Φ âîãíóòà6 íà ìíîæåñòâå {∑
i

λiρi |
∑
i

λi = 1, λi > 0
} äëÿ ëþáîãî

χΦ-îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ {πi, ρi};4) Ìîíîòîííîñòü: äëÿ ëþáîãî êàíàëà Ψ: S(HB) → S(HC) èìååò ìåñòî íåðàâåí-ñòâî
∆Ψ◦Φ(ρ) 6 ∆Φ(ρ), ρ ∈ S(HA);5) Ñóáàääèòèâíîñòü äëÿ ñîñòîÿíèé-ïðîèçâåäåíèé: äëÿ ëþáîãî êàíàëà Ψ: S(HC) →

→ S(HD) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
∆Φ⊗Ψ(ρ⊗ σ) 6 ∆Φ(ρ) + ∆Ψ(σ), ρ ∈ S(HA), σ ∈ S(HC),êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà, åñëè äëÿ êàíàëîâ Φ è Ψ èìååò ìåñòîñèëüíàÿ àääèòèâíîñòü ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè Õîëåâî (ñì. [8℄).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè îòíîñèòåëüíîéýíòðîïèè è ðàññóæäåíèÿ ïåðåä îïðåäåëåíèåì 2.2) Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Ïåòñà [13, òåîðåìà 3℄. Âòîðîå óòâåð-æäåíèå âûâîäèòñÿ èç ïåðâîãî ñ ïîìîùüþ àðãóìåíòîâ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-ìû 2,Â). Òðåòüå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî è ñâîéñòâà 1).3) Ïîñêîëüêó ĤΦ ≡ ĤΦ̂, èç ïðåäñòàâëåíèÿ (4) äëÿ �óíêöèè χ

Φ̂
ñëåäóåò, ÷òî

∆Φ(ρ) =
[
H(ρ)−H(Φ̂(ρ))

]
+ ĤΦ(ρ).Â ñèëó òîæäåñòâà H(ρ̄) −

∑
i

πiH(ρi) =
∑
i

πiH(ρi‖ρ̄), ãäå ρ̄ =
∑
i

πiρi, âîãíóòîñòüñëàãàåìîãî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íà ìíîæåñòâå S(HA) ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè îò-íîñèòåëüíîé ýíòðîïèè. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íîïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ ĤΦ à��èííà íà ìíîæåñòâå {∑
i

λiρi |
∑
i

λi = 1, λi > 0
}. Ýòîìîæíî ñäåëàòü, çàìå÷àÿ, ÷òî �óíêöèÿ ĤΦ ñîâïàäàåò ñ äâîéíûì ïðåîáðàçîâàíèåìÔåíõåëÿ �óíêöèè H ◦ Φ, è èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1 èç [17℄.4) Ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ Ñòàéíñïðèíãà íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì. [14, äîêàçà-òåëüñòâî ëåììû 17℄), ÷òî ñóùåñòâóåò êàíàë Θ, òàêîé ÷òî Φ̂ = Θ ◦ Ψ̂ ◦ Φ. Ïîýòîìó èçöåïíîãî ïðàâèëà äëÿ χ-�óíêöèè ñëåäóåò, ÷òî

∆Ψ◦Φ(ρ) = H(ρ)− χ
Ψ̂◦Φ

(ρ) 6 H(ρ)− χ
Φ̂
(ρ) = ∆Φ(ρ).5) Ïîñêîëüêó Φ̂⊗Ψ = Φ̂ ⊗ Ψ̂ (ñì. [7℄), ýòî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

χΦ̂⊗Ψ̂(ρ⊗σ) > χ
Φ̂
(ρ)+χΨ̂(σ), êîòîðîå âûïîëíåíî â âèäå ðàâåíñòâà, åñëè äëÿ êàíàëîâ

Φ è Ψ èìååò ìåñòî ñèëüíàÿ àääèòèâíîñòü ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè Õîëåâî [8℄. NÑëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîÿñíÿåò ñìûñë ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè ∆Φ.6 Ôóíêöèÿ ∆Φ íå ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé íà ìíîæåñòâå S(HA) â îáùåì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ýòî îçíà÷àëîáû, ÷òî ∆Φ(ρ) 6 ∆Φ(ρc) = 0 äëÿ ëþáîãî êîâàðèàíòíîãî êàíàëà Φ, òàêîãî ÷òî Cea(Φ) = C̄(Φ). 17



Ïð å ä ë îæå í è å 7. Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HB) � êâàíòîâûé êàíàë. Òîãäà
max

ρ∈S(HA)
∆Φ(ρ) = sup

H,h

[
Cea(Φ, H, h)− C̄(Φ, H, h)

]
, (24)ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó âñåõ ïàð âèäà (ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð

H ∈ B(HA), h > 0).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ çàäàííûõ H è h ïóñòü ρ � òàêîå ñîñòîÿíèå èç S(HA),÷òî TrHρ 6 h è Cea(Φ, H, h) = I(ρ,Φ). Ïîñêîëüêó C̄(Φ, H, h) > χΦ(ρ), èìååì
∆Φ(ρ) = I(ρ,Φ)− χΦ(ρ) > Cea(Φ, H, h)− C̄(Φ, H, h),÷òî äîêàçûâàåò � > � â (24).Ïóñòü ε > 0 è ρε � ñîñòîÿíèå ïîëíîãî ðàíãà â S(HA), òàêîå ÷òî ∆Φ(ρε) >

> max
ρ∈S(HA)

∆Φ(ρ) − ε. Â ñèëó ëåììû 1 èç [8℄ ñóùåñòâóåò ïàðà (H,h), òàêàÿ ÷òî
TrHρε 6 h è C̄(Φ, H, h) = χΦ(ρε). Ïîñêîëüêó Cea(Φ, H, h) > I(ρε,Φ), èìååì

Cea(Φ, H, h)− C̄(Φ, H, h) > I(ρε,Φ)− χΦ(ρε) = ∆Φ(ρε) > max
ρ∈S(HA)

∆Φ(ρ)− ε,÷òî äîêàçûâàåò � 6 � â (24). NÍåòðóäíî âèäåòü, ÷òî max
ρ∈S(HA)

∆Φ(ρ) ∈ [0, log dimHA]. Åñëè ∆Φ(ρ) ≡ 0, òî âûïîë-íåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 6. Åñëè max
ρ∈S(HA)

∆Φ(ρ) = log dimHA, òî êàíàë Φ óíèòàð-íî ýêâèâàëåíòåí êàíàëó ρ 7→ ρ⊗ σ, ãäå σ � çàäàííîå ñîñòîÿíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ýòîçíà÷èò, ÷òî χ
Φ̂
(ρc) = 0, ãäå ρc � õàîòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå â S(HA), è ñëåäîâàòåëüíî,

χ
Φ̂
(ρ) ≡ 0 â ñèëó âîãíóòîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè χ-�óíêöèè, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Φ̂ �ïîëíîñòüþ äåïîëÿðèçèðóþùèé êàíàë.Çàìå÷àíèå 4. Ñóáàääèòèâíîñòü �óíêöèè ∆Φ (ñâîéñòâî 5 â òåîðåìå 3) ãàðàíòèðó-åò ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðèçàöèè ∆∗

Φ(ρ) = lim
n→+∞

n−1∆Φ⊗n(ρ⊗n). Ïîâòîðÿÿ àðãóìåí-òû äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 7 è èñïîëüçóÿ ñóáàääèòèâíîñòü êâàíòîâîé âçàèìíîéèí�îðìàöèè, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
max

ρ∈S(HA)
∆∗

Φ(ρ) > sup
H,h

[Cea(Φ, H, h)− C(Φ, H, h)] .�àâåíñòâî â ýòîì íåðàâåíñòâå èìååò ìåñòî, åñëè äëÿ êàíàëà Φ èìååò ìåñòî ñèëüíàÿàääèòèâíîñòü ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè Õîëåâî (ñì. [8℄), íî îíî, âèäèìî, íå âûïîëíåíîâ îáùåì ñëó÷àå.Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HB) è Ψ: S(HB) → S(HC) � êâàíòîâûå êàíàëû. Ìîíîòîí-íîñòü �óíêöèè ∆Φ (ñâîéñòâî 4 â òåîðåìå 3) ïîêàçûâàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî
Cea(Ψ ◦ Φ, H, h)− C̄(Ψ ◦ Φ, H, h) 6 Cea(Φ, H, h)− C̄(Φ, H, h)âûïîëíåíî, åñëè �óíêöèè ρ 7→ I(ρ,Ψ ◦ Φ) è ρ 7→ χΦ(ρ) èìåþò îáùóþ òî÷êó ìàêñè-ìóìà ïðè óñëîâèè TrHρ 6 h (ýòî èìååò ìåñòî äëÿ êàíàëîâ Φ è Ψ áåç îãðàíè÷åíèé,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ êîâàðèàíòíîñòè (14) ïðè HA = HB è Vg =Wg).Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà â îáùåì ñëó÷àå � èíòåðåñíûé îòêðûòûé âî-ïðîñ, îäíàêî èç ìîíîòîííîñòè �óíêöèè ∆Φ è ïðåäëîæåíèÿ 7 âûòåêàåò ñëåäóþùååíàáëþäåíèå.Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HB) è Ψ: S(HB) → S(HC) � ïðîèçâîëü-íûå êâàíòîâûå êàíàëû. Òîãäà
sup
H,h

[
Cea(Ψ ◦ Φ, H, h)− C̄(Ψ ◦ Φ, H, h)

]
6 sup

H,h

[
Cea(Φ, H, h)− C̄(Φ, H, h)

]
.18



Åñëè ââåñòè ïàðàìåòð
D(Φ) = sup

H,h

[
Cea(Φ, H, h)− C̄(Φ, H, h)

]êàíàëà Φ: S(HA) → S(HB), òî ïðåäûäóùèå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïåðå�îðìóëèðî-âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
• D(Φ) = max

ρ∈S(HA)
∆Φ(ρ);

• D(Ψ ◦ Φ) 6 D(Φ) äëÿ ëþáîãî êàíàëà Ψ: S(HB) → S(HC);
• D(Φ) ∈ [0, log dimHA];
• D(Φ) = log dimHA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàíàë Φ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåíêàíàëó ρ 7→ ρ⊗ σ, ãäå σ � çàäàííîå ñîñòîÿíèå;
• D(Φ) = 0, åñëè Φ � ïîëíîñòüþ äåïîëÿðèçèðóþùèé êàíàë (îáðàòíîå óòâåðæäåíèåñïðàâåäëèâî, åñëè âåðíà ãèïîòåçà, ñ�îðìóëèðîâàííàÿ â êîíöå � 3).Ýòè ñâîéñòâà ïàðàìåòðà D(Φ) ïîêàçûâàþò, ÷òî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêõàðàêòåðèñòèêó �óðîâíÿ øóìà� êàíàëà Φ. Ê ñîæàëåíèþ, íå ÿñåí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿýòîãî ïàðàìåòðà äëÿ íåòðèâèàëüíûõ êâàíòîâûõ êàíàëîâ.Îáîáùåíèÿ ïîëó÷åííûõ â äàííîé ñòàòüå ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîìåð-íûõ êâàíòîâûõ êàíàëîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäñòàâëåíû âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû [18℄.Àâòîð áëàãîäàðåí À.Ñ. Õîëåâî è ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà �Êâàíòîâàÿ âåðîÿòíîñòü,ñòàòèñòèêà, èí�îðìàöèÿ� (Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà �ÀÍ) çàïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ. ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Bennett C.H., Shor P.W., Smolin J.A., Thapliyal A.V. Entanglement-Assisted ClassialCapaity of Noisy Quantum Channel // Phys. Rev. Lett. 1999. V. 83. � 15. P. 3081�3084.2. Õîëåâî À.Ñ. Êâàíòîâûå ñèñòåìû, êàíàëû, èí�îðìàöèÿ. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2010.3. Íèëüñåí Ì.À., ×àíã È. Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ è êâàíòîâàÿ èí�îðìàöèÿ. Ì.: Ìèð,2006.4. Hastings M.B. Superadditivity of Communiation Capaity Using Entangled Inputs //Nature Physis. 2009. V. 5. � 4. P. 255�257.5. Bennett C.H., Shor P.W., Smolin J.A., Thapliyal A.V. Entanglement-Assisted Capaity ofa Quantum Channel and the Reverse Shannon Theorem // IEEE Trans. Inform. Theory.2002. V. 48. � 10. P. 2637�2655.6. Õîëåâî À.Ñ. Èí�îðìàöèîííàÿ åìêîñòü êâàíòîâîé íàáëþäàåìîé // Ïðîáë. ïåðåäà÷èèí�îðì. 2012. Ò. 48. � 1. Ñ. 3�14.7. Õîëåâî À.Ñ. Êîìïëåìåíòàðíûå êàíàëû è ïðîáëåìà àääèòèâíîñòè // Òåîðèÿ âåðîÿòíî-ñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 2006. Ò. 51.� 1. Ñ. 133�143.8. Holevo A.S., Shirokov M.E. On Shor's Channel Extension and Constrained Channels //Commun. Math. Phys. 2004. V. 249. � 2. P. 417�430.9. Shumaher B., Westmoreland M.D. Optimal Signal Ensembles // Phys. Rev. A. 2001.V. 63. � 2. P. 022308 (eletroni).10. Holevo A.S. Remarks on the Classial Capaity of Quantum Channel // ArXiv e-printarXiv:quant-ph/0212025, 2002.11. Fan H. Remarks on Entanglement Assisted Classial Capaity // Phys. Lett. A. 2003.V. 313. � 3. P. 182�187.12. Shumaher B., Westmoreland M.D. Quantum Privay and Quantum Coherene // Phys.Rev. Lett. 1998. V. 80. � 25. P. 5695�5697.13. Hayden P., Jozsa R., Petz D., Winter A. Struture of States Whih Satisfy StrongSubadditivity of Quantum Entropy with Equality // Commun. Math. Phys. 2004. V. 246.� 2. P. 359�374. 19
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