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© 2013 ã. À.Ñ. Õîëåâî, Ì.Å. ØèðîêîâÎ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ Ï�ÎÏÓÑÊÍÛÕ ÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒßÕÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÕ ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÊÀÍÀËÎÂ1Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé ïðîïóñêíîéñïîñîáíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ áåñêî-íå÷íîìåðíûõ êâàíòîâûõ êàíàëîâ ñ ëþáûìè îãðàíè÷åíèÿìè ëèíåéíîãî òèïà.Óñòàíîâëåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè è χ-ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ, à òàêæå óñëîâèÿ èõñîâïàäåíèÿ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè êëàññè÷åñêîé ïðî-ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè êàê �óíêöèè êàíàëà. �àñ-ñìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê áîçîííûì êâàíòîâûì ãàóññîâ-ñêèì êàíàëàì. Ïîëó÷åíà îáùàÿ �îðìà �óíäàìåíòàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäóêîãåðåíòíîé èí�îðìàöèåé è ìåðîé ñåêðåòíîñòè ïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîé èí�îð-ìàöèè äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ êâàíòîâûõ êàíàëîâ.
§ 1. ÂâåäåíèåÖåíòðàëüíóþ ðîëü â êâàíòîâîé òåîðèè èí�îðìàöèè èãðàåò ïîíÿòèå êâàíòîâî-ãî êàíàëà � íåêîììóòàòèâíîãî àíàëîãà ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé â êëàñ-ñè÷åñêîé òåîðèè. Èí�îðìàöèîííûå ñâîéñòâà êâàíòîâûõ êàíàëîâ õàðàêòåðèçóþòñÿðàçëè÷íûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûìè òèïîì ïåðåäàâàåìîé èí-�îðìàöèè, äîïîëíèòåëüíûìè ðåñóðñàìè, èñïîëüçóåìûìè ïðè ïåðåäà÷å, òðåáîâàíèÿ-ìè ñåêðåòíîñòè è ò.ï. (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ õàðàêòåðèñòèêÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè, êî-òîðàÿ îïðåäåëÿåò ïðåäåëüíóþ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîé èí�îðìàöèè ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè ñöåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿýòà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü íå ìåíüøå, ÷åì îáû÷íàÿ êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïî-ñîáíîñòü êàíàëà. Òåîðåìà Áåííåòòà�Øîðà �Ñìîëèíà �Òàïëèÿëà (BSST-òåîðåìà) [2℄äàåò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííî-ñòè êîíå÷íîìåðíîãî êàíàëà áåç îãðàíè÷åíèé â âèäå ìàêñèìóìà êâàíòîâîé âçàèìíîéèí�îðìàöèè.Ïðè ïåðåäà÷å èí�îðìàöèè ïî áåñêîíå÷íîìåðíîìó êàíàëó íàëàãàþòñÿ îïðåäåëåí-íûå îãðàíè÷åíèÿ íà âõîäíûå ñîñòîÿíèÿ. Òèïè÷íîå �èçè÷åñêè ìîòèâèðîâàííîå îãðà-íè÷åíèå íà ñðåäíþþ ýíåðãèþ ñîñòîÿíèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ êîäèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿ-åòñÿ ëèíåéíûì íåðàâåíñòâîì

Tr ρF 6 E, E > 0, (1)ãäå F (ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð) � ãàìèëüòîíèàí âõîäíîé êâàíòî-âîé ñèñòåìû. Îïåðàöèîíàëüíîå îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè1 �àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå íàó÷íîé ïðîãðàììû �Ìàòåìàòè÷å-ñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì� �ÀÍ è �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé (íîìåðà ïðîåêòîâ 12-01-00319-a, 13-01-00295-à). 19



ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè áåñêîíå÷íîìåðíîãî êâàíòîâîãî êàíàëà ñ ëèíåéíûìîãðàíè÷åíèåì (1) äàíî â [3℄, ãäå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå BSST-òåîðåìû ïðè îïðåäå-ëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî êàíàëà è îïåðàòîðà F . Íåäàâíèå ðåçóëüòàòûîòíîñèòåëüíî ýíòðîïèéíûõ õàðàêòåðèñòèê áåñêîíå÷íîìåðíûõ êâàíòîâûõ êàíàëîâ(â ÷àñòíîñòè, ïî ïîâîäó êâàíòîâîé óñëîâíîé ýíòðîïèè ñì. [4℄) äàþò âîçìîæíîñòüïîëó÷èòü îáîáùåíèå BSST-òåîðåìû äëÿ êàíàëîâ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè áåçêàêèõ-ëèáî óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîñòàâ-ëÿåò ïåðâóþ ÷àñòü ñòàòüè.Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñîîòíîøåíèé ìåæäó êëàññè÷åñêèìè ïðî-ïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì è áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñöåïëåííîñòè äëÿáåñêîíå÷íîìåðíûõ êàíàëîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, à òàêæå óñëîâèé èõ (íå)ñîâïàäåíèÿ.Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïîêàçàíî, ÷òî ñîâïàäåíèå ýòèõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíî-ñòåé âîçìîæíî òîëüêî äëÿ êàíàëîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ â ñóùåñòâåííîì êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûìè (ñì. îïðåäåëåíèå â [1℄).Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè êëàññè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïî-ñîáíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè êàê �óíêöèè êàíàëà. Ôèçè÷åñêàÿ ìîòè-âàöèÿ ýòîãî âîïðîñà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî êâàíòîâûé êàíàë â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåí-òå ïîäâåðæåí âîçìóùåíèÿì. Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòü êëàññè÷åñêîéïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè äîêàçàíà â [5℄. Â áåñêî-íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ýòà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïîëóíåïðåðûâíîéñíèçó, è íàìè óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åå íåïðåðûâíîñòè, à òàêæå ðàññìîò-ðåíû íåêîòîðûå èõ ïðèëîæåíèÿ.Â � 6 ïîëó÷åíî áåñêîíå÷íîìåðíîå îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèÿ, ïðåäëîæåííîãî Øó-ìàõåðîì è Âåñòìîðëåíäîì [6℄, êîòîðîå îòðàæàåò �óíäàìåíòàëüíóþ ñâÿçü ìåæäóêâàíòîâîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ è ìåðîé ñåêðåòíîñòè ïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîéèí�îðìàöèè ïî êâàíòîâîìó êàíàëó.Â Ïðèëîæåíèè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû î áîçîííûõãàóññîâñêèõ êàíàëàõ.
§ 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿÂñþäó äàëåå H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, B(H) � àëãåáðà âñåõîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H è B+(H) � ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ â B(H). Ïóñòü

T(H) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ â H, à S(H) � çàìêíóòîåâûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà T(H), ñîñòîÿùåå èç ïîëîæèòåëüíûõ îïåðà-òîðîâ ñ åäèíè÷íûì ñëåäîì, íàçûâàåìûõ ñîñòîÿíèÿìè [1, 7℄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç IHåäèíè÷íûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, à ÷åðåç IdH � òîæäåñòâåííîåïðåîáðàçîâàíèå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà T(H).Ëèíåéíîå âïîëíå ïîëîæèòåëüíîå ñîõðàíÿþùåå ñëåä îòîáðàæåíèå Φ: T(HA) →
→ T(HB) íàçûâàåòñÿ êàíàëîì [1, 7℄. Â ñèëó òåîðåìû Ñòàéíñïðèíãà ïîëíàÿ ïî-ëîæèòåëüíîñòü âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà HE è èçîìåòðèè
V : HA → HB ⊗HE , òàêèõ ÷òî2

Φ[ρ] = TrE V ρV ∗, ρ ∈ T(HA). (2)Êàíàë Φ̂ : T(HA) → T(HE), îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì
Φ̂[ρ] = TrB V ρV ∗, ρ ∈ T(HA), (3)íàçûâàåòñÿ êîìïëåìåíòàðíûì ê êàíàëó Φ [8℄. Êîìïëåìåíòàðíûé êàíàë îïðåäåëåíîäíîçíà÷íî â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè Φ̂′ : T(HA) → T(HE′) � êàíàë, îïðåäåëåííûé2 Çäåñü è äàëåå TrX(·) = TrHX

(·).20



âûðàæåíèåì (3) ïîñðåäñòâîì äðóãîé èçîìåòðèè V ′ : HA → HB ⊗ HE′ , äëÿ êîòîðîéâûïîëíÿåòñÿ (2), òî ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ W : HE → HE′ , òàêàÿ ÷òî
Φ̂′[ρ] = W Φ̂[ρ]W ∗, Φ̂[ρ] = W ∗Φ̂′[ρ]W, ρ ∈ T(HA).Ïóñòü H(ρ) � ýíòðîïèÿ �îí Íåéìàíà ñîñòîÿíèÿ ρ, à H(ρ ‖ σ) � êâàíòîâàÿ îò-íîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ ñîñòîÿíèé ρ è σ [7, 9, 10℄. Êîíå÷íûé íàáîð ñîñòîÿíèé {ρi}ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé {πi} íàçûâàåòñÿ àíñàìáëåì è îáî-çíà÷àåòñÿ {πi, ρi}. Ñîñòîÿíèå ρ̄ =

∑
i

πiρi íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì ñîñòîÿíèåì àíñàì-áëÿ {πi, ρi}.
χ-âåëè÷èíà àíñàìáëÿ {πi, ρi} îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
χ({πi, ρi}) .

=
∑

i

πiH(ρi ‖ ρ̄) = H(ρ̄)−
∑

i

πiH(ρi),âòîðîå ðàâåíñòâî â êîòîðîì èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè H(ρ̄) < +∞. Áóäåì èñïîëüçî-âàòü îáîçíà÷åíèå χΦ({πi, ρi}) = χ({πi,Φ[ρi]}). χ-âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êâàí-òîâûõ àíàëîãîâ øåííîíîâñêîé èí�îðìàöèè, îíà ó÷àñòâóåò â âûðàæåíèÿõ äëÿ êëàñ-ñè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êâàíòîâîãî êàíàëà (ñì. íèæå).Ïóñòü F � ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â HA. Äëÿ ëþáîãî ñî-ñòîÿíèÿ ρ ∈ S(HA) âåëè÷èíà Tr ρF (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
sup
n

Tr ρPnFPn, ãäå Pn � ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà F , ñîîòâåòñòâóþùèé îò-ðåçêó [0, n].Çàäàäèì ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âõîäíûå ñîñòîÿíèÿ ρ(n) êàíàëà Φ⊗n âèäà
Tr ρ(n)F (n)

6 nE, (4)ãäå
F (n) = F ⊗ . . .⊗ I + . . .+ I ⊗ . . .⊗ F. (5)Îïåðàöèîíàëüíîå îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êâàíòîâî-ãî êàíàëà ñ ëèíåéíûì îãðàíè÷åíèåì ïðèâåäåíî â [3℄. ×òîáû çàäàòü àíàëèòè÷åñêîåâûðàæåíèå, ââåäåì χ-ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü êàíàëà Φ ñ îãðàíè÷åíèåì (4):
Cχ(Φ, F, E) = sup

ρ: Tr ρF6E

Cχ(Φ, ρ),ãäå
Cχ(Φ, ρ) = sup∑

i

πiρi=ρ

χΦ({πi, ρi}) (6)� òàê íàçûâàåìàÿ χ-�óíêöèÿ êàíàëà Φ (ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì àíñàìáëÿì ñîñðåäíèì ñîñòîÿíèåì ρ). Åñëè H(Φ[ρ]) < +∞, òî
Cχ(Φ, ρ) = H(Φ[ρ])− ĤΦ(ρ), (7)ãäå ĤΦ(ρ) = inf∑

i

πiρi=ρ

∑
i

πiH(Φ[ρi]) � σ-âûïóêëàÿ îáîëî÷êà �óíêöèè ρ 7→ H(Φ[ρ]).Â ñèëó âîãíóòîñòè ýòîé �óíêöèè èí�èìóì ìîæíî áðàòü òîëüêî ïî àíñàìáëÿì ÷è-ñòûõ ñîñòîÿíèé. Â ñèëó òåîðåìû Õîëåâî �Øóìàõåðà �Âåñòìîðëåíäà (HSW-òåîðå-ìû) äëÿ êàíàëîâ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè (ñì. [3, ïðåäëîæåíèå 3℄) êëàññè÷åñêàÿïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà Φ ñ îãðàíè÷åíèåì (4) äàåòñÿ ñëåäóþùèì ðåãóëÿðè-21



çîâàííûì âûðàæåíèåì:
C(Φ, F, E) = lim

n→+∞
n−1Cχ(Φ

⊗n, F (n), nE),â êîòîðîì îïåðàòîð F (n) îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèåì (5).Äðóãèì âàæíûì àíàëîãîì øåííîíîâñêîé èí�îðìàöèè, êîòîðûé âîçíèêàåò â ñâÿ-çè ñ êëàññè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè (ñì. � 3),ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàÿ âçàèìíàÿ èí�îðìàöèÿ. Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ñî-ñòîÿíèÿ ρ ∈ S(HA) îíà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (ñì. [11℄)
I(ρ,Φ) = H(ρ) +H(Φ[ρ])−H((Φ⊗ IdR)[ρ̂]), (8)â êîòîðîì HR � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ýòàëîííîé ñèñòåìû, èçîìîð�íîå ïðî-ñòðàíñòâóHA, à ρ̂ � î÷èùåíèå ñîñòîÿíèÿ ρ â ïðîñòðàíñòâåHA⊗HR, òàê ÷òî ρ = TrR ρ̂.Ñ ïîìîùüþ êîìïëåìåíòàðíîãî êàíàëà êâàíòîâóþ âçàèìíóþ èí�îðìàöèþ ìîæíî âû-ðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
I(ρ,Φ) = H(ρ) +H(Φ[ρ])−H(Φ̂[ρ]). (9)Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ (8), (9) ìîãóò ñîäåðæàòü íåîïðåäåëåííîñòüòèïà ∞−∞; ÷òîáû ýòîãî èçáåæàòü, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå
I(ρ,Φ) = H ((Φ⊗ IdR)[ρ̂] ‖ (Φ⊗ IdR)[ρ⊗ ̺ ]) , (10)â êîòîðîì ̺ = TrA ρ̂ � ñîñòîÿíèå èç S(HR) ñ òåì æå íåíóëåâûì ñïåêòðîì, ÷òî è ρ.Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà �óíêöèè (ρ,Φ) 7→ I(ρ,Φ), îïðåäåëåííîé â (10), â áåñêîíå÷-íîìåðíîì ñëó÷àå èçó÷åíû â [12℄.
§ 3. Êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè�àññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîòîêîë ïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîé èí�îðìàöèè ïî êâàíòî-âîìó êàíàëó Φ: S(HA) → S(HA′).3 Ñèñòåìû A è B íàõîäÿòñÿ â ñöåïëåííîì (÷èñòîì)ñîñòîÿíèè ωAB. Ñèñòåìà A îñóùåñòâëÿåò êîäèðîâàíèå λ → Eλ êëàññè÷åñêîãî ñèãíà-ëà λ èç êîíå÷íîãî àë�àâèòà Λ ñ âåðîÿòíîñòÿìè πλ è ïîñûëàåò ñâîþ ÷àñòü îáùåãîñîñòîÿíèÿ ïî êàíàëó Φ â B. Çäåñü Eλ � êîäèðóþùèå êàíàëû, çàâèñÿùèå îò ñèãíàëà λ.Â ðåçóëüòàòå B ïîëó÷àåò ñîñòîÿíèÿ (Φ ⊗ IdB)[ωλ], ãäå ωλ = (Eλ ⊗ IdB)[ωAB], ñ âå-ðîÿòíîñòÿìè πλ, è öåëüþ B ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìàêñèìàëüíîé èí�îðìàöèè î λ, íàîñíîâàíèè èçìåðåíèé ýòèõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ áëî÷íîãî êîäèðîâàíèÿ ýòóïðîöåäóðó ñëåäóåò ïðèìåíèòü ê êàíàëó Φ⊗n. Ïðè ýòîì ñèãíàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ω

(n)
λ ,ïåðåäàâàåìûå ïî êàíàëó Φ⊗n ⊗ Id⊗n

B , èìåþò âèä
ω
(n)
λ = (E(n)

λ ⊗ Id⊗n
B )
[
ω
(n)
AB

]
, (11)ãäå ω

(n)
AB � ÷èñòîå ñöåïëåííîå ñîñòîÿíèå â n êîïèÿõ ñèñòåìû AB, à λ → E(n)

λ � êîäè-ðóþùèå êàíàëû â n êîïèÿõ ñèñòåìû A.Îãðàíè÷åíèå (4) ðàâíîñèëüíî àíàëîãè÷íîìó îãðàíè÷åíèþ íà âõîäíûå ñîñòîÿíèÿêàíàëà Φ⊗n ⊗ Id⊗n
B ñ îïåðàòîðîì F

(n)
AB = F (n) ⊗ I⊗n

B . Ïóñòü P(n)
AB � ìíîæåñòâî âñåõàíñàìáëåé π(n) = {π(n)

λ , ω
(n)
λ }, ãäå ω(n)

λ � ñîñòîÿíèÿ âèäà (11), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðà-âåíñòâó
∑

λ∈Λ

π
(n)
λ Trω

(n)
λ F

(n)
AB 6 nE.3 Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåò óäîáíî îáîçíà÷àòü âûõîä êâàíòîâîãî êàíàëà ÷åðåç A′ âìåñòî B.22



Êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äàííîãî ïðîòîêîëà íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîéïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè êàíàëà Φ ñ îãðàíè÷åíè-åì (4) è îáîçíà÷àåòñÿ Cea(Φ, F, E) (áîëåå ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå ñì. â [3℄). Ìîäè�è-öèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2 â [3℄, ïîëó÷àåì
Cea(Φ, F, E) = lim

n→∞

1

n
C(n)

ea (Φ, F, E), (12)ãäå
C(n)

ea (Φ, F, E) = sup
π(n)∈P

(n)
AB

χΦ⊗n⊗Id⊗n

B

(
{π(n)

λ , ω
(n)
λ }

)
. (13)Èìåííî ýòè âûðàæåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ñòàòüå. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîá-ùàåò ïðåäëîæåíèå 4 èç [3℄ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êàíàëà Φ è ïðîèçâîëüíîãî îïå-ðàòîðà F , îïðåäåëÿþùåãî îãðàíè÷åíèå.Ò å î ð åì à 1. Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HA′) � êâàíòîâûé êàíàë, à F � ñàìîñîïðÿ-æåííûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå HA. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòüñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) êàíàëà Φ ñ îãðàíè÷å-íèåì (4) äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Cea(Φ, F, E) = sup
ρ: Tr ρF6E

I(ρ,Φ). (14)Â ñèëó òåîðåìû 1 ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè êàíà-ëà Φ áåç îãðàíè÷åíèé ðàâíà
Cea(Φ) = sup

ρ∈S(HA)

I(ρ,Φ).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà > â (14) ïðåäïîëîæèìñíà÷àëà, ÷òî êàíàë Φ èìååò êîíå÷íîìåðíûé âûõîä (ñèñòåìà A′ èìååò êîíå÷íóþ ðàç-ìåðíîñòü). Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ìîæíî äîêàçàòü, ïîâòîðÿÿ ðàññóæ-äåíèÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 4 èç [3℄, îñíîâàííîãîíà ñïåöèàëüíîì êîäèðóþùåì ïðîòîêîëå. Ñäåëàåì òîëüêî íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îáîáîáùåíèè ýòîãî ðàññóæäåíèÿ:1. Èç êîíå÷íîìåðíîñòè ñèñòåìû A′ ñëåäóåò êîíå÷íîñòü âûõîäíîé ýíòðîïèè êàíàëà
Φ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå âõîäíûõ ñîñòîÿíèé;2. Èç êîíå÷íîñòè âåëè÷èíû Tr ρF ñëåäóåò ïðèíàäëåæíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ âåê-òîðîâ ñîñòîÿíèÿ ρ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà √

F ;3. Â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè ñèñòåìû A′ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ρ êîíå÷íîãî ðàíãàñóæåíèå êàíàëà Φ⊗n íà íîñèòåëü ñîñòîÿíèÿ ρ⊗n ìîæíî ñ÷èòàòü êîíå÷íîìåðíûìêàíàëîì ïðè êàæäîì n;4. Åñëè ñîñòîÿíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó Tr ρF < E, íå ñóùåñòâóåò, íîåñòü ñîñòîÿíèå ρ0 áåñêîíå÷íîãî ðàíãà, òàêîå ÷òî Tr ρ0F = E, òî íàéäåòñÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü {ρn} ñîñòîÿíèé êîíå÷íîãî ðàíãà, ñõîäÿùàÿñÿ ê ρ0, òàêàÿ ÷òî
Tr ρnF = E, äëÿ êîòîðîé

lim inf
n→+∞

I(ρn,Φ) > I(ρ0,Φ)â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó êâàíòîâîé âçàèìíîé èí�îðìàöèè.Ïóñòü Φ � ïðîèçâîëüíûé êàíàë, à {Pn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêòîðîâ â HA′êîíå÷íîãî ðàíãà, ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó IA′ . Êàíàë Φ ÿâëÿåò-ñÿ ïðåäåëîì â òîïîëîãèè ñèëüíîé ñõîäèìîñòè (ñì. [13℄) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàíàëîâ
Πn◦Φ ñ êîíå÷íîìåðíûì âûõîäîì, ãäå Πn(ρ) = PnρPn+[Tr ρ(IA′−Pn)]τ , à τ � çàäàííîå23



ñîñòîÿíèå â A′. Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî > â (14) äîêàçàíî äëÿ êàíàëîâ ñ êîíå÷íî-ìåðíûì âûõîäîì, öåïíîå ïðàâèëî äëÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåìñöåïëåííîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî
Cea(Φ, F, E) > Cea(Πn ◦ Φ, F, E) > I(ρ,Πn ◦ Φ)äëÿ âñåõ ρ, òàêèõ ÷òî Tr ρF 6 E. Èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó �óíêöèè Φ 7→ I(ρ,Φ)â òîïîëîãèè ñèëüíîé ñõîäèìîñòè è öåïíîãî ïðàâèëà äëÿ êâàíòîâîé âçàèìíîé èí�îð-ìàöèè (ñì. [12, ïðåäëîæåíèå 1℄) ñëåäóåò, ÷òî
lim

n→+∞
I(ρ,Πn ◦ Φ) = I(ρ,Φ) 6 +∞ äëÿ âñåõ ρ.Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî > â (14) äëÿ êàíàëà Φ ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîãî âûøå íåðàâåí-ñòâà.Äîêàæåì íåðàâåíñòâî 6 â (14). Â ñèëó äîêàçûâàåìîé íèæå ëåììû âåëè÷è-íà χΦ⊗n⊗Id⊗n

B

(. . .) â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (13) îãðàíè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé
I
(∑

λ

π
(n)
λ (ω

(n)
λ )A,Φ

⊗n
). Èç (12) ïîëó÷àåì

Cea(Φ, F, E) 6 lim
n→∞

1

n
sup

π(n)∈P
(n)
AB

I

(∑

λ

π
(n)
λ (ω

(n)
λ )A,Φ

⊗n

)
.Ïðàâàÿ ÷àñòü íå ïðåâîñõîäèò

sup
ρ(n): Tr ρ(n)F (n)6nE

I
(
ρ(n),Φ⊗n

)
≡ Īn(Φ).Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Īn(Φ) àääèòèâíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîóñòàíîâèòü, ÷òî

Īn(Φ) 6 nĪ1(Φ). (15)Â ñèëó ñóáàääèòèâíîñòè êâàíòîâîé âçàèìíîé èí�îðìàöèè
I
(
ρ(n),Φ⊗n

)
6

n∑

j=1

I
(
ρ
(n)
j ,Φ

)
,ãäå ρ

(n)
j � ÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, è â ñèëó âîãíóòîñòè

n∑

j=1

I
(
ρ
(n)
j ,Φ

)
6 nI

(
1

n

n∑

j=1

ρ
(n)
j ,Φ

)
.Íåðàâåíñòâî Tr ρ(n)F (n) 6 nE ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó Tr

(
1

n

n∑
j=1

ρ
(n)
j

)
F 6 E, îòêó-äà ñëåäóåò (15). Ïîýòîìó

Cea(Φ, F, E) 6 sup
ρ: Tr ρF6E

I (ρ,Φ) .Ëåììà. Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HA′) � êâàíòîâûé êàíàë, à σ � ïðîèçâîëüíîåñîñòîÿíèå èç S(HB). Äëÿ ëþáîãî àíñàìáëÿ {πi, ωi} ñîñòîÿíèé èç S(HA ⊗ HB),òàêèõ ÷òî (ωi)B = σ ∈ S(HB) äëÿ âñåõ i, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
χΦ⊗IdB

({πi, ωi}) 6 I(ωA,Φ), (16)ãäå ω =
∑
i

πiωi � ñðåäíåå ñîñòîÿíèå àíñàìáëÿ {πi, ωi}.24



Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ïîòðåáóåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîå îáîáùåíèå êâàíòîâîéóñëîâíîé ýíòðîïèè, ïðåäëîæåííîå â [4℄.Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ ñîñòîÿíèÿ ρ ñîñòàâíîé ñèñòåìû ABîïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
H(A |B)ρ

.
= H(ρ)−H(ρB). (17)Óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ âñåãäà êîíå÷íà, íî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ìîæåòáûòü îòðèöàòåëüíîé.Ñëåäóÿ ðàáîòå [4℄, óñëîâíóþ ýíòðîïèþ ñîñòîÿíèÿ ρ áåñêîíå÷íîìåðíîé ñîñòàâíîéñèñòåìû AB îïðåäåëèì âûðàæåíèåì

H(A |B)ρ
.
= H(ρA)−H(ρ ‖ ρA ⊗ ρB) (18)ïðè óñëîâèè H(ρA) < +∞. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè (17) è (18) ñîâïàäàþòâ ñëó÷àåH(ρ) < +∞ (êîíå÷íîñòü ëþáûõ äâóõ âåëè÷èí èç òðîéêè H(ρA), H(ρB), H(ρ)ãàðàíòèðóåò êîíå÷íîñòü òðåòüåé).Â [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿâîãíóòîé �óíêöèåé íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå âñåõ ñîñòîÿíèé ρ ñèñòåìû AB, òàêèõ÷òî H(ρA) < +∞, è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

H(A |B)ρAB
> H(A |BC)ρ (19)äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ρ ñèñòåìû ABC (ìîíîòîííîñòü);

H(A |B)ρAB
= −H(A |C)ρAC

(20)äëÿ ëþáîãî ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ ρ ñèñòåìû ABC â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî H(ρA) < +∞.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû. Ïóñòü {πi, ωi} � àíñàìáëü ñîñòîÿíèé èç ìíîæåñòâà
S(HA ⊗ HB) ñî ñðåäíèì ñîñòîÿíèåì ω, òàêîé ÷òî (ωi)B = σ ∈ S(HB) äëÿ âñåõ i.Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî
∑

i

πiH
(
Φ⊗ IdB[ωi] ‖Φ⊗ IdB[ω]

)
6 I(ωA,Φ). (21)Äîêàæåì ñíà÷àëà íåðàâåíñòâî (21), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî dimHA′ < +∞ è dimHB <

< +∞. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
L

.
= H(Φ⊗ IdB[ω])−

∑

i

πiH(Φ⊗ IdB[ωi]).Â ñèëó ñóáàääèòèâíîñòè ýíòðîïèè �îí Íåéìàíà èìååì
L 6 H(Φ[ρ]) +

∑

i

πi

[
H(σ)−H(Φ⊗ IdB[ωi])

]
,ãäå ρ = ωA. Çàìåòèì, ÷òî H(Φ ⊗ IdB[ωi]) − H(σ) � óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ H(A′ |B)â ñîñòîÿíèè Φ ⊗ IdB(ωi). Ïóñòü ω̂i � ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ABRi, òàêîå ÷òî

(ω̂i)AB = ωi. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè óñëîâíîé ýíòðîïèè (ñâîéñòâî (19)) èìååì
H(Φ⊗ IdB[ωi])−H(σ) = H(A′ |B)Φ⊗IdB [ωi] > H(A′ |BRi)Φ⊗IdBRi

[ω̂i], (22)ãäå âåëè÷èíà H(A′ |BRi) îïðåäåëåíà â (18) (ñèñòåìà Ri áåñêîíå÷íîìåðíà, îäíàêîñèñòåìà A′ ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé). Ïîñêîëüêó ω̂i � î÷èùåíèå ñîñòîÿíèÿ25



ρi
.
= (ωi)A, ò.å. (ω̂i)A = ρi, òî â ñèëó ñâîéñòâà (20) óñëîâíîé ýíòðîïèè èìååì
H(A′ |BRi)Φ⊗IdBRi

[ω̂i] = H(A′ |BRi)TrE V ⊗IBRi
· ω̂i ·V ∗⊗IBRi

=

= −H(A′ |E)TrBRi
V⊗IBRi

· ω̂i ·V ∗⊗IBRi
= −H(A′ |E)V ρiV ∗ , (23)ãäå E � ñèñòåìà-îêðóæåíèå äëÿ êàíàëà Φ, à V � èçîìåòðèÿ Ñòàéíñïðèíãà (÷òî îçíà-÷àåò Φ[ρ] = TrE V ρV ∗).Èñïîëüçóÿ âîãíóòîñòü óñëîâíîé ýíòðîïèè (îïðåäåëåííîé �îðìóëîé (18)) è ñâîé-ñòâî (20), ïîëó÷àåì

∑

i

πiH(A′ |E)V ρiV ∗ 6 H(A′ |E)V ρV ∗ = −H(A′ |R)TrE V ⊗IR · ρ̂ ·V ∗⊗IR ,ãäå R � ýòàëîííàÿ ñèñòåìà äëÿ ñîñòîÿíèÿ ρ, à ρ̂ � ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû AR,òàêîå ÷òî ρ̂A = ρ. Ïîýòîìó èç (22) è (23) ïîëó÷àåì
L 6 H(Φ[ρ])−H(A′ |R)Φ⊗IdR[ρ̂] = H

(
Φ⊗ IdR[ρ̂] ‖Φ[ρ]⊗ ρ̂R

)
= I(ρ,Φ),ãäå áûëè èñïîëüçîâàíû îïðåäåëåíèÿ (10) è (18).Íåðàâåíñòâî (21) äîêàçàíî â ïðåäïîëîæåíèè dimHA′ < +∞, dimHB < +∞. Äëÿåãî äîêàçàòåëüñòâà â îáùåì ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì àïïðîêñèìàöèè.Ïóñòü {πi, ωi} � òàêîé àíñàìáëü, ÷òî (ωi)B = σ ∈ S(HB), à Qn � ñïåêòðàëüíûéïðîåêòîð ñîñòîÿíèÿ σ, ñîîòâåòñòâóþùèé åãî n íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-ÿì. Ïóñòü λn = TrQnσ è Cn = IA ⊗ Qn. Ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n ðàññìîòðèìàíñàìáëü {πi, ω

n
i } ñî ñðåäíèì ñîñòîÿíèåì ωn, ãäå

ωn
i = λ−1

n CnωiCn, ωn = λ−1
n CnωCn.Ïóñòü {Pn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêòîðîâ êîíå÷íîãî ðàíãà â ïðîñòðàí-ñòâå HA′ , ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó IA′ , à τ � ÷èñòîå ñîñòîÿíèåèç S(HA′). �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàíàëîâ Φn = Πn ◦Φ, ãäå

Πn[ρ] = PnρPn + τ Tr(IA′ − Pn)ρ, ρ ∈ S(HA′).Ïîñêîëüêó (ωn
i )B = λ−1

n Qnσ äëÿ âñåõ i, èç ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî
∑

i

πiH (Φn ⊗ IdB[ω
n
i ] ‖Φn ⊗ IdB[ω

n]) 6 I(ωn
A,Φn).Ïîñêîëüêó λnω

n
A 6 ωA, èç ëåììû 4 ðàáîòû [12℄ âûòåêàåò, ÷òî lim

n→+∞
I(ωn

A,Φn) =

= I(ωA,Φ). Ïîýòîìó èç ïðèâåäåííîãî âûøå íåðàâåíñòâà, â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòèñíèçó îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè, ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (21). Ëåììà, à çíà÷èò, è òåîðå-ìà 1, ïîëíîñòüþ äîêàçàíû. N

§ 4. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññè÷åñêèìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìèñ èñïîëüçîâàíèåì è áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñöåïëåííîñòèÏðè èññëåäîâàíèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì è êàíàëîâ íåîáõîäèìîðàññìàòðèâàòü îáîáùåííûå àíñàìáëè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê áîðåëåâñêèå âå-ðîÿòíîñòíûå ìåðû µ íà ìíîæåñòâå âñåõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Ïðè òàêîì ïîäõîäåîáû÷íûì àíñàìáëÿì ñîîòâåòñòâóþò ìåðû ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
P(S(H)) ìíîæåñòâî âñåõ îáîáùåííûõ àíñàìáëåé ñîñòîÿíèé èç S(H).26



χ-âåëè÷èíà îáîáùåííîãî àíñàìáëÿ µ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
χ(µ) =

∫

S(H)

H(ρ ‖ ρ̄(µ))µ(dρ) = H(ρ̄(µ))−
∫

S(H)

H(ρ)µ(dρ), (24)â êîòîðîì ρ̄(µ) =
∫

S(H)

ρµ(dρ) � ñðåäíåå ñîñòîÿíèå àíñàìáëÿ µ (èíòåãðàë â ñìûñëåÁîõíåðà), à âòîðîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè óñëîâèèH(ρ̄(µ)) < +∞ (ñì. [14℄). Äëÿïðîèçâîëüíîãî îáîáùåííîãî àíñàìáëÿ µ ∈ P(S(HA)) è êàíàëà Φ: S(HA) → S(HB)ìîæíî ðàññìîòðåòü àíñàìáëü µ ◦Φ−1 ∈ P(S(HB)) � îáðàç àíñàìáëÿ µ ïðè äåéñòâèèêàíàëà Φ, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:
µ ◦ Φ−1(B) = µ({ρ ∈ S(HA) |Φ[ρ] ∈ B}).

χ-âåëè÷èíó àíñàìáëÿ µ ◦ Φ−1 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç χΦ(µ). Îíà ðàâíà
χΦ(µ) =

∫

S(HA)

H(Φ[ρ] ‖Φ[ρ̄(µ)])µ(dρ) =

= H(Φ[ρ̄(µ)])−
∫

S(HA)

H(Φ[ρ])µ(dρ), (25)ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè óñëîâèè H(Φ[ρ̄(µ)]) < +∞.Â [14℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ χ-�óíêöèè, îïðåäåëåííîé �îðìóëîé (6), ñïðàâåäëèâîâûðàæåíèå
Cχ(Φ, ρ) = sup

µ: ρ̄(µ)=ρ

χΦ(µ) (26)(çäåñü ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó âñåõ îáîáùåííûõ àíñàìáëåé èç P(S(HA)) ñîñðåäíèì ñîñòîÿíèåì ρ), à çíà÷èò,
Cχ(Φ, F, E) = sup

µ: Tr ρ̄(µ)F6E

χΦ(µ). (27)Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäóò èññëåäîâàíû îáùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîïóñêíûìèñïîñîáíîñòÿìè Cχ(Φ, F, E), C(Φ, F, E) è Cea(Φ, F, E), à òàêæå óñëîâèÿ èõ ñîâïàäåíèÿâ ïðåäïîëîæåíèè4
H(ρ) < +∞ äëÿ âñåõ ρ, òàêèõ ÷òî Tr ρF 6 E, (28)êîòîðîå ãàðàíòèðóåò, â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîñòü âñåõ ýòèõ âåëè÷èí. Öåíòðàëüíóþ ðîëüâ ýòîì èññëåäîâàíèè áóäåò èãðàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êâàíòîâîé âçàèìíîéèí�îðìàöèè:
I(Φ, ρ) = H(ρ) + Cχ(Φ, ρ)− Cχ(Φ̂, ρ), (29)ñïðàâåäëèâîå ïðè óñëîâèè H(ρ) < +∞ (ïîñêîëüêó Cχ(Φ, ρ) 6 H(ρ) äëÿ ëþáîãîêàíàëà Φ, ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò êîíå÷íîñòü âñåõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (29)).Åñëè H(Φ[ρ]) è H(Φ̂[ρ]) êîíå÷íû, òî âûðàæåíèå (29) ïðÿìî ñëåäóåò èç (7), (9),ïîñêîëüêó ĤΦ ≡ ĤΦ̂ (ýòî ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ H(Φ[ρ]) è H(Φ̂[ρ]) äëÿ ÷èñòîãîñîñòîÿíèÿ ρ); â îáùåì ñëó÷àå îíî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 4 â � 6.4 Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Tr exp(−λF ) < +∞ ïðè íåêî-òîðîì λ > 0. 27



Â ñèëó ñóáàääèòèâíîñòè êâàíòîâîé âçàèìíîé èí�îðìàöèè èç âûðàæåíèÿ (29)ñëåäóåò �îðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà
C(Φ, F, E) 6 Cea(Φ, F, E), (30)êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ îïåðàöèîíàëüíîãî ïîíèìàíèÿïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé. Ýòî âûðàæåíèå òàêæå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèåíåðàâåíñòâà.Ïð å ä ë îæ å í è å 1. Ïóñòü Φ: S(HA) → S(HB) � êâàíòîâûé êàíàë, à F � ïîëî-æèòåëüíûé îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (28). Èìåþò ìåñòî íåðà-âåíñòâà
Cea(Φ, F, E) > 2Cχ(Φ, F, E)− Cχ(Φ̂, F, E),

Cea(Φ, F, E) > 2C(Φ, F, E) − C(Φ̂, F, E),
(31)â êîòîðûõ Φ̂ : S(HA) → S(HE) � êîìïëåìåíòàðíûé êàíàë ê Φ.Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò (30) îáà íåðàâåíñòâà â (31) ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà,åñëè Φ � îáðàòèìûé óíèòàðíûé êàíàë. Ýòè íåðàâåíñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàâåíñòâî

Cea(Φ, F, E) = Cχ(Φ, F, E) (èëè àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ C(Φ, F, E)) âîçìîæíîòîëüêî â ñëó÷àå Cχ(Φ, F, E) 6 Cχ(Φ̂, F, E) (ñîîòâåòñòâåííî, C(Φ, F, E) 6 C(Φ̂, F, E)).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç ρε ñîñòîÿíèå èç S(HA),òàêîå ÷òî
Cχ(Φ, F, E) < Cχ(Φ, ρε) + ε, Tr ρεF 6 E.Ïîñêîëüêó Cχ(Φ, ρε) 6 H(ρε) < +∞, òåîðåìà 1 è �îðìóëà (29) ïîêàçûâàþò, ÷òî
Cea(Φ, F, E) > I(ρε,Φ) > 2Cχ(Φ, ρε)− Cχ(Φ̂, ρε) >

> 2Cχ(Φ, F, E) − Cχ(Φ̂, F, E) − 2ε,îòêóäà ñëåäóåò ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (31). Âòîðîå íåðàâåíñòâî â (31) âûâîäèòñÿ èçïåðâîãî ïîñðåäñòâîì ðåãóëÿðèçàöèè. N�àññìîòðèì âîïðîñ î ñîâïàäåíèè ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé Cea(Φ, F, E) è
Cχ(Φ, F, E).Áóäåì íàçûâàòü êàíàë Φ: S(HA) → S(HB) êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûì (
-q êàíà-ëîì), åñëè îáðàç äâîéñòâåííîãî êàíàëà Φ∗ : B(HB) → B(HA) ñîñòîèò èç êîììóòèðó-þùèõ îïåðàòîðîâ. Åñëè ê òîìó æå âñå ýòè îïåðàòîðû äèàãîíàëèçóåìû â íåêîòîðîìîðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {|k〉} â HA, òî áóäåì íàçûâàòü ýòîò êàíàë 
-q êàíàëîìäèñêðåòíîãî òèïà. Â ýòîì ñëó÷àå îí èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Φ[ρ] =

dimHA∑

k=1

〈k|ρ|k〉σk, (32)â êîòîðîì {σk} � íàáîð ñîñòîÿíèé èç S(HB). Êîíå÷íîìåðíûé ñ-q êàíàë âñåãäà ÿâëÿ-åòñÿ êàíàëîì äèñêðåòíîãî òèïà. Ïðèìåðîì 
-q êàíàëà íåäèñêðåòíîãî òèïà ÿâëÿåòñÿáîçîííûé ãàóññîâñêèé 
-q êàíàë (ñì. Ïðèëîæåíèå).Â [15℄ ïîêàçàíî, ÷òî Cχ(Φ) = Cea(Φ) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî 
-q êàíàëà Φáåç îãðàíè÷åíèé; áîëåå òîãî, èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñóæåíèå êàíàëà Φ íàíîñèòåëü ñðåäíåãî ñîñòîÿíèÿ ëþáîãî îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ ÿâëÿåòñÿ 
-q êàíàëîì(àíñàìáëü íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì [16℄, åñëè åãî χ-âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñ Cχ(Φ)).Ïðèìåð èç [17℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ýòîì ñàì êàíàë Φ ìîæåò íå áûòü 
-q êàíàëîì.28



×òîáû ðàñïðîñòðàíèòü ýòî óòâåðæäåíèå íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé, íåîáõîäè-ìî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå îáîáùåííîãî îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ äëÿ áåñêîíå÷íîìåð-íîãî êàíàëà ñ îãðàíè÷åíèåì [14℄. Îáîáùåííûé àíñàìáëü µ∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûìäëÿ êàíàëà Φ ñ îãðàíè÷åíèåì (4), åñëè
Tr ρ̄(µ∗)F 6 E è Cχ(Φ, F, E) = χΦ(µ∗),ò.å. åñëè ñóïðåìóì â (27) äîñòèãàåòñÿ íà ìåðå µ∗.Ýòî îïðåäåëåíèå � åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ îïòèìàëüíîãî àíñàìáëÿ äëÿêîíå÷íîìåðíîãî êàíàëà. Â îòëè÷èå îò êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ îïòèìàëüíûé îáîá-ùåííûé àíñàìáëü äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî êàíàëà ñ îãðàíè÷åíèåì ñóùåñòâóåò íå âñå-ãäà, îäíàêî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.Ïð å ä ë îæ å í è å 2 [14℄. Åñëè ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà S(HA), îïðåäåëÿå-ìîå íåðàâåíñòâîì Tr ρF 6 E, êîìïàêòíî5, à �óíêöèÿ ρ 7→ H(Φ[ρ]) íåïðåðûâíàíà ýòîì ïîäìíîæåñòâå, òî ñóùåñòâóåò îáîáùåííûé îïòèìàëüíûé àíñàìáëü äëÿêàíàëà Φ ñ îãðàíè÷åíèåì (4).Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áîçîííîãî ãàóññîâñêîãî êàíàëà ñ îãðà-íè÷åíèåì íà ñðåäíþþ ýíåðãèþ, êîãäà F � ãàìèëüòîíèàí îñöèëëÿòîðíîãî òèïà, çàäà-âàåìûé ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé îò êàíîíè÷åñêèõíàáëþäàåìûõ (ñì. [14, çàìå÷àíèå ïîñëå ïðåäëîæåíèÿ 3℄). Îíî òàêæå âûïîëíåíî äëÿëþáîãî êàíàëà, èìåþùåãî ïðåäñòàâëåíèå Êðàóñà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ, åñ-ëè îïåðàòîð F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Tr exp(−λF ) < +∞ ïðè âñåõ λ > 0 (ýòî ìîæíîïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 6.6 èç [10℄).Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîá-íîñòåé Cχ(Φ, F, E) è Cea(Φ, F, E).Ò å î ð åì à 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáîáùåííûé îïòèìàëüíûé àí-ñàìáëü µ∗ äëÿ êàíàëà Φ: S(HA) → S(HB) ñ îãðàíè÷åíèåì (4) (íàïðèìåð, âûïîëíå-íî óñëîâèå ïðåäëîæåíèÿ 2) è ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (28). Ïóñòü H∗ � íîñèòåëüñðåäíåãî ñîñòîÿíèÿ àíñàìáëÿ µ∗, ò.å. H∗ = supp ρ̄(µ∗).Åñëè Cχ(Φ, F, E) = Cea(Φ, F, E), òî ñóæåíèå êàíàëà Φ íà ìíîæåñòâî S(H∗)ÿâëÿåòñÿ 
-q êàíàëîì äèñêðåòíîãî òèïà.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îïòèìàëü-íûé îáîáùåííûé àíñàìáëü µ∗ ñîñòîèò èç ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé. Ýòî ñëåäóåò èç âûïóêëî-ñòè �óíêöèè σ 7→ H(Φ[σ] ‖Φ[ρ]), ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìåðû µ ∈ P(S(HA))ñóùåñòâóåò ìåðà µ̂ ∈ P(S(HA)) ñ íîñèòåëåì íà ìíîæåñòâå ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé, òàêàÿ÷òî ρ̄(µ̂) = ρ̄(µ) è ∫ f(σ)µ̂(dσ) >

∫
f(σ)µ(dσ) äëÿ ëþáîé âûïóêëîé ïîëóíåïðåðûâ-íîé ñíèçó íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè f íà S(HA) (ýòó ìåðó µ̂ ìîæíî ïîñòðîèòü,èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèå èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â [14℄).Èç ðàâåíñòâà Cχ(Φ, F, E) = Cea(Φ, F, E) ñëåäóåò, ÷òî Cχ(Φ, ρ̄(µ∗)) = I(Φ, ρ̄(µ∗)).Â ñèëó óñëîâèÿ (28) è ïðåäñòàâëåíèÿ (29) ýòî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó H(ρ̄(µ∗)) =

= Cχ(Φ̂, ρ̄(µ∗)) < +∞. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ ïîñëå ïðåäëîæåíèÿ 4 â � 6 è óñëîâèÿ (28)èç ðàâåíñòâà Cχ(Φ, ρ̄(µ∗)) = χΦ(µ∗) ñëåäóåò, ÷òî Cχ(Φ̂, ρ̄(µ∗)) = χΦ̂(µ∗). Ïîñêîëüêó
H(ρ̄(µ∗)) = χ(µ∗), ðàâåíñòâî H(ρ̄(µ∗)) = χΦ̂(µ∗) ïîêàçûâàåò, ÷òî êàíàë Φ̂ ñîõðàíÿåò
χ-âåëè÷èíó àíñàìáëÿ µ∗, ò.å. χΦ̂(µ∗) = χ(µ∗). Â ñèëó òåîðåìû 5 èç [18℄ ñóæåíèåêàíàëà ̂̂Φ ∼= Φ íà ìíîæåñòâî S(H∗) ÿâëÿåòñÿ 
-q êàíàëîì äèñêðåòíîãî òèïà. NÇàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò êàíàëîâ áåç îãðàíè÷åíèé óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå êóòâåðæäåíèþ òåîðåìû 2, íå èìååò ìåñòà äàæå â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå: êëàññè÷å-ñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè 
-q êàíàëà äèñêðåòíîãî5 Ýòî ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïåêòð îïåðàòîðà F ñîñòîèò èç ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (ñì. ëåììó â [3℄ è ëåììó 3â [14℄). 29



òèïà ñ ëèíåéíûì îãðàíè÷åíèåì ìîæåò áûòü áîëüøå êëàññè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïî-ñîáíîñòè [15, ïðèìåð 3℄. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 â [15℄ èèñïîëüçóÿ óñëîâèå (28), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Cχ(Φ, F, E) = Cea(Φ, F, E) äëÿ ëþáîãî
-q êàíàëà äèñêðåòíîãî òèïà Φ ñ îãðàíè÷åíèåì (4), åñëè îïåðàòîð F äèàãîíàëèçóåìâ áàçèñå {|k〉} èç ïðåäñòàâëåíèÿ (32) êàíàëà Φ.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà H0 ⊂ HA ñóæåíèå êàíàëà
Φ: S(HA) → S(HB) íà ïîäìíîæåñòâî S(H0) áóäåì íàçûâàòü ïîäêàíàëîì êàíàëà Φ,ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäïðîñòðàíñòâó H0.Òåîðåìà 2 äàåò ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà
Cea(Φ, F, E) > Cχ(Φ, F, E).Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2, òî Cea(Φ, F, E) > Cχ(Φ, F, E)â ëþáîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:1. Êàíàë Φ íå ÿâëÿåòñÿ 
-q êàíàëîì äèñêðåòíîãî òèïà, à îïòèìàëüíàÿ ìåðà µ∗èìååò íåâûðîæäåííîå ñðåäíåå ñîñòîÿíèå;2. Êàíàë Φ íå èìååò 
-q ïîäêàíàëîâ äèñêðåòíîãî òèïà.Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, óñëîâèÿ òåîðåìû 2 âûïîëíåíû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãàóñ-ñîâñêîãî êàíàëà ΦK,l,α, åñëè F � ãàìèëüòîíèàí îñöèëëÿòîðíîãî òèïà (K, l, α � ïàðà-ìåòðû êàíàëà, ñì. Ïðèëîæåíèå). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ è ïðåäëîæåíèÿ 5 ñòðîãîå íåðà-âåíñòâî Cea(ΦK,l,α, F, E) > Cχ(ΦK,l,α, F, E) èìååò ìåñòî â êàæäîì èç ñëåäóþùèõñëó÷àåâ:1. K 6= 0, è îïòèìàëüíàÿ ìåðà µ∗ èìååò íåâûðîæäåííîå ñðåäíåå ñîñòîÿíèå;2. �àíã ìàòðèöû K ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ 2k âõîäíîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðî-ñòðàíñòâà (k � ÷èñëî âõîäíûõ ìîä).Óñëîâèå 1 âûïîëíåíî, åñëè äëÿ êàíàëà ΦK,l,α ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà î ãàóññîâñêèõîïòèìèçàòîðàõ (ñì. [1, ãëàâà 12℄).

§ 5. Î íåïðåðûâíîñòè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòèÏîñêîëüêó �èçè÷åñêèé êàíàë îïðåäåëÿåòñÿ ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ, âîç-íèêàåò âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè åãî ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ïî îòíîøåíèþ ê ìà-ëûì âîçìóùåíèÿì êàíàëà.Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìîòðèì ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíî-ñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåïëåííîñòè ïî îòíîøåíèþ ê òîïîëîãèè ñèëüíîé ñõîäèìîñòèíà ìíîæåñòâå âñåõ êàíàëîâ [13℄. Ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàíàëîâ
Φn : S(HA) → S(HB) ê êàíàëó Φ0 : S(HA) → S(HB) îçíà÷àåò, ÷òî lim

n→+∞
Φn[ρ] =

= Φ0[ρ] äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ρ ∈ S(HA).Èç òåîðåìû 1 è ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó êâàíòîâîé âçàèìíîé èí�îðìàöèè ñëå-äóåò, ÷òî Φ 7→ Cea(Φ, F, E) � ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó �óíêöèÿ â òîïîëîãèè ñèëüíîéñõîäèìîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ êâàíòîâûõ êàíàëîâ, ò.å.
lim inf
n→+∞

Cea(Φn, F, E) > Cea(Φ0, F, E) (6 +∞)äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Φn} êàíàëîâ, ñèëüíî ñõîäÿùåéñÿ ê êàíàëó Φ0.Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè.Ïð å ä ë îæ å í è å 3. Ïóñòü F � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð, òàêîé ÷òî íåðàâåí-ñòâî Tr exp(−λF ) < +∞ âûïîëíåíî äëÿ âñåõ λ > 0, à {Φn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüêàíàëîâ, ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê êàíàëó Φ0. Ñîîòíîøåíèå
lim

n→+∞
Cea(Φn, F, E) = Cea(Φ0, F, E) < +∞ (33)èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:30



1. lim
n→+∞

H(Φn[ρn]) = H(Φ0[ρ0]) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ρn}, ñõîäÿ-ùåéñÿ ê ñîñòîÿíèþ ρ0, òàêîé ÷òî Tr ρnF 6 E äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . . ;2. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàíàëîâ {Φ̂n}, ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê êàíà-ëó Φ̂0, òàêàÿ ÷òî (Φn, Φ̂n) � êîìïëåìåíòàðíàÿ ïàðà ïðè êàæäîì n = 0, 1, 2, . . .Óñëîâèå 1 ïðåäëîæåíèÿ 3 âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèãàóññîâñêèõ êàíàëîâ, åñëè F � îñöèëëÿòîðíûé ãàìèëüòîíèàí áîçîííîé ñèñòåìû.Óñëîâèå 2 ïðåäëîæåíèÿ 3 âûïîëíåíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàíàëîâ
Φn[ρ] =

+∞∑

i=1

V n
i ρ(V n

i )∗,ãäå {V n
i }n � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ èç HA â HB, ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê îïå-ðàòîðó V 0

i ïðè êàæäîì i, òàêèõ ÷òî +∞∑
i=1

(V n
i )∗V n

i = IA äëÿ âñåõ n. Äåéñòâèòåëüíî,
Φ̂n[ρ] =

+∞∑

i,j=1

[Tr V n
i ρ(V n

j )∗]|i〉〈j|,ãäå {|i〉}+∞

i=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â HE , è íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè {Φn} è {Φ̂n} ñèëüíî ñõîäÿòñÿ ê êàíàëàì Φ0 è Φ̂0 ñîîòâåòñòâåííî (êîòîðûåîïðåäåëåíû àíàëîãè÷íûìè �îðìóëàìè ïðè n = 0).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî
A = {ρ ∈ S(HA) | Tr ρF 6 E}êîìïàêòíî (â ñèëó ëåììû èç [3℄), à �óíêöèÿ ρ 7→ H(ρ) íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæå-ñòâå (â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6.6 èç [10℄).Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4 èç [12℄ �óíêöèÿ ρ 7→ I(ρ,Φn) íåïðåðûâíà íà êîìïàêòíîììíîæåñòâå A ïðè êàæäîì n, è ñëåäîâàòåëüíî,
Cea(Φn, F, E) = sup

ρ∈A

I(ρ,Φn) = I(ρn,Φn) < +∞äëÿ íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ ρn èç A.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
lim

n→+∞
Cea(Φn, F, E) > Cea(Φ0, F, E). (34)Â ñèëó çàìå÷àíèÿ ïåðåä ïðåäëîæåíèåì 3 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (33) äîñòàòî÷íî óñòà-íîâèòü, ÷òî (34) ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A êîìïàêòíî, ìîæíî ñ÷èòàòü (ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâà-òåëüíîñòè), ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρn} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ñîñòîÿíèþ ρ0 ∈ A.Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ ñ (34) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→+∞

I(ρn,Φn) = I(ρ0,Φ0). (35)Óñëîâèÿ 1 è 2 ïðåäëîæåíèÿ 3 äàþò ðàçíûå ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøå-íèÿ (35). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 1, òî
I(ρn,Φn) = H(ρn) +H(Φn[ρn])−H(Φn ⊗ IdR[|ϕn〉〈ϕn|]),ãäå |ϕn〉 � ëþáîå î÷èùåíèå ñîñòîÿíèÿ ρn, n = 0, 1, 2, . . . 31



Â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó �óíêöèè (Φ, ρ) 7→ I(ρ,Φ), íåïðåðûâíîñòè ýí-òðîïèè íà ìíîæåñòâå A è óñëîâèÿ 1 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (35) äîñòàòî÷íî óñòàíî-âèòü, ÷òî
lim inf
n→+∞

H(Φn ⊗ IdR[|ϕn〉〈ϕn|]) > H(Φ0 ⊗ IdR[|ϕ0〉〈ϕ0|]).Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè,ïîñêîëüêó èç ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Φn} ê êàíàëó Φ0 ñëåäóåòñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Φn ⊗ IdR} ê Φ0 ⊗ IdR, à ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü {|ϕn〉} ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùåéñÿ ê âåêòîðó |ϕ0〉 [12, ëåììà 2℄.Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 2, òî óòâåðæäåíèå (35) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåä-ëîæåíèÿ 5 â [12℄. N

§ 6. Êîãåðåíòíàÿ èí�îðìàöèÿ è ìåðà ñåêðåòíîñòèïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîé èí�îðìàöèèÏóñòü Φ: S(HA) → S(HB) � êâàíòîâûé êàíàë, à Φ̂ : S(HA) → S(HE) � êàíàë,êîìïëåìåíòàðíûé ê Φ. Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå êîãåðåíòíàÿ èí�îðìàöèÿ êàíàëà Φâ ëþáîì ñîñòîÿíèè ρ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü ìåæäó H(Φ[ρ]) è H(Φ̂[ρ]). Êîãå-ðåíòíàÿ èí�îðìàöèÿ � ýòî åùå îäèí êâàíòîâûé àíàëîã øåííîíîâñêîé èí�îðìàöèè,èìåþùèé îòíîøåíèå ê êâàíòîâîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êàíàëà [1, 6, 7℄. Â áåñ-êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå âåëè÷èíû H(Φ[ρ]) è H(Φ̂[ρ]) ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íû äàæåäëÿ ñîñòîÿíèÿ ρ ñ êîíå÷íîé ýíòðîïèåé, ïîýòîìó êîãåðåíòíóþ èí�îðìàöèþ ñëåäóåòîïðåäåëèòü ÷åðåç êâàíòîâóþ âçàèìíóþ èí�îðìàöèþ (êàê �óíêöèþ ñî çíà÷åíèÿìèâ (−∞,+∞]) ñîîòíîøåíèåì (ñì. [12℄)
Ic(ρ,Φ) = I(ρ,Φ)−H(ρ).Ïóñòü ρ � ñîñòîÿíèå èç S(HA) ñ êîíå÷íîé ýíòðîïèåé. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè χ-âå-ëè÷èíû çíà÷åíèÿ χΦ(µ) è χΦ̂(µ) íå ïðåâîñõîäÿò H(ρ) = χ(µ) äëÿ ëþáîé ìåðû

µ ∈ P(S(HA)) ñ íîñèòåëåì íà ìíîæåñòâå ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé è áàðèöåíòðîì ρ. Ñëåäó-þùåå ïðåäëîæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì ñîîòíîøåíèÿ èç ðàáîòû [6℄, êîòîðîåëåæèò â îñíîâå �óíäàìåíòàëüíîé ñâÿçè ìåæäó êâàíòîâîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþè ìåðîé ñåêðåòíîñòè ïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîé èí�îðìàöèè ïî êâàíòîâîìó êàíàëó [6℄.Ýòà ìåðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü χΦ(µ)−χΦ̂(µ) ìåæäó χ-âåëè÷èíàìè ïðèåìíèêàè îêðóæåíèÿ (ïåðåõâàò÷èêà).Ïð å ä ë îæ å í è å 4. Åñëè µ � ìåðà èç P(S(HA)) ñ íîñèòåëåì íà ìíîæåñòâå÷èñòûõ ñîñòîÿíèé è áàðèöåíòðîì ρ, òî
χΦ(µ)− χΦ̂(µ) = I(ρ,Φ)−H(ρ) = Ic(ρ,Φ). (36)Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ðàçíîñòü χΦ(µ)−χΦ̂(µ) íå çàâèñèòîò µ. Ïîýòîìó åñëè ñóïðåìóì â âûðàæåíèè (26) äëÿ âåëè÷èíû Cχ(Φ, ρ) äîñòèãàåò-ñÿ íà íåêîòîðîé ìåðå µ∗, òî è â àíàëîãè÷íîì âûðàæåíèè äëÿ âåëè÷èíû Cχ(Φ̂, ρ)ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà òîé æå ìåðå µ∗, è íàîáîðîò.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè H(Φ[ρ]) < +∞, òî H(Φ̂[ρ]) < +∞ â ñèëó íåðàâåíñòâàòðåóãîëüíèêà äëÿ ýíòðîïèé (ñì. [7℄), è ñîîòíîøåíèå (36) ìîæíî âûâåñòè èç (9), èñ-ïîëüçóÿ âòîðîå âûðàæåíèå â (25) è ñîâïàäåíèå �óíêöèé ρ 7→ H(Φ[ρ]) è ρ 7→ H(Φ̂[ρ])íà ìíîæåñòâå ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (36) íåîáõî-äèìî èñïîëüçîâàòü ìåòîä àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûåäîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ.32



Ïóñòü T1(H) = {A ∈ T(H) |A > 0, TrA 6 1}. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèåïðîäîëæåíèÿ ýíòðîïèè �îí Íåéìàíà íà ìíîæåñòâî T1(H) (ñì. [9℄):
S(A) = −TrA logA, H(A) = S(A) + TrA logTrA, ∀A ∈ T1(H).Èç íåîòðèöàòåëüíîñòè, âîãíóòîñòè è ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ýíòðîïèè �îí Íåé-ìàíà ñëåäóþò àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà �óíêöèé S è H íà ìíîæåñòâå T1(H).Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ îïåðàòîðîâ A,B ∈ T1(H) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì (ïîäðîáíåå ñì. â [9℄):
H(A ‖B) =

∑

i

〈i| (A logA−A logB +B −A) |i〉,ãäå {|i〉} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A. Ñ ïî-ìîùüþ ýòîãî ðàñøèðåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè χ-âåëè÷èíó ìåðû µ èç P(T1(H))ìîæíî îïðåäåëèòü âûðàæåíèåì (24).6Ëèíåéíîå âïîëíå ïîëîæèòåëüíîå îòîáðàæåíèå Φ: T(HA) → T(HB), íå óâåëè÷èâà-þùåå ñëåä, íàçûâàåòñÿ êâàíòîâîé îïåðàöèåé [7℄. Äëÿ ëþáîé êâàíòîâîé îïåðàöèè Φèìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå Ñòàéíñïðèíãà (2), â êîòîðîì V � ñæèìàþùèé îïåðà-òîð. Êîìïëåìåíòàðíàÿ îïåðàöèÿ Φ̂ : T(HA) → T(HE) îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãîïðåäñòàâëåíèÿ �îðìóëîé (3).Ìîäè�èöèðóÿ ðàññóæäåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1 èç [14℄, íåòðóäíîïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ µ 7→ χ(µ) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà ìíîæåñòâå P(T1(H)) è÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé êâàíòîâîé îïåðàöèè Φ è ëþáîé ìåðû µ ∈ P(S(HA)), òàêèõ÷òî S(Φ[ρ̄(µ)]) < +∞, χ-âåëè÷èíó äëÿ ìåðû µ ◦ Φ−1 ∈ P(T1(HB)) ìîæíî âûðàçèòüñëåäóþùåé �îðìóëîé:
χΦ(µ) = S(Φ[ρ̄(µ)]) −

∫

S(HA)

S(Φ[ρ])µ(dρ). (37)Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (36) â îáùåì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çà-äàííîé ìåðû µ ∈ P(S(HA)) �óíêöèÿ Φ 7→ χΦ(µ) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà ìíî-æåñòâå âñåõ êâàíòîâûõ îïåðàöèé, ñíàáæåííîì òîïîëîãèåé ñèëüíîé ñõîäèìîñòè (äëÿêîòîðîé Φn → Φ îçíà÷àåò, ÷òî Φn[ρ] → Φ[ρ] äëÿ âñåõ ρ [13℄). Ýòî ñëåäóåò èç ïîëóíå-ïðåðûâíîñòè ñíèçó �óíêöèè µ 7→ χ(µ) íà ìíîæåñòâå P(T1(HB)), ïîñêîëüêó äëÿ ëþ-áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Φn} êâàíòîâûõ îïåðàöèé, ñèëüíî ñõîäÿùåéñÿ ê êâàíòîâîéîïåðàöèè Φ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µ◦Φ−1
n } ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ìåðå µ◦Φ−1 (ýòî ìîæíîïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ñëàáîé ñõîäèìîñòè è çàìåòèâ,÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êâàíòîâûõ îïåðàöèé ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü ðàâíîñèëüíàðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà S(HA), ñì. äî-êàçàòåëüñòâî ëåììû 1 â [13℄).Ïóñòü {Pn} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêòîðîâ êîíå÷íîãî ðàíãàâ B(HB), ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê IB . �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàíòîâûõ îïå-ðàöèé Φn = Πn ◦ Φ, ãäå Πn[σ] = PnσPn. Òîãäà

Φ̂n[ρ] = TrHB
Pn ⊗ IHE

V ρV ∗, ρ ∈ S(HA), (38)ãäå V � èçîìåòðèÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ñòàéíñïðèíãà (2) êàíàëà Φ.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Φn} è {Φ̂n} ñèëüíî ñõîäÿòñÿ ê êàíàëàì Φ è Φ̂ ñîîòâåò-ñòâåííî. Ïóñòü ρ =
∑
k

λk|k〉〈k| è |ϕρ〉 =
∑
k

√
λk|k〉 ⊗ |k〉. Ïîñêîëüêó H(ρ) < +∞ è6 P(T1(H)) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà T1(H), ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé ñëàáîé ñõî-äèìîñòè.2 Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè, � 1 33



S(Φn[ρ]) < +∞, òî è S(Φ̂n[ρ]) < +∞ â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ýíòðîïèé.Ïîýòîìó
I(ρ,Φn) = H

(
Φn ⊗ IdR[|ϕρ〉〈ϕρ|] ‖Φn[ρ]⊗ ̺

)
=

= −S(Φ̂n[ρ]) + S(Φn[ρ]) + an = −χΦ̂n
(µ) + χΦn

(µ) + an, (39)ãäå
an = −

∑

k

Tr(Φn[|k〉〈k|])λk logλk, (40)à ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (37), ãäå èñïîëüçîâàíî ñîâ-ïàäåíèå �óíêöèé ρ 7→ S(Φ[ρ]) è ρ 7→ S(Φ̂[ρ]) íà ìíîæåñòâå ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé.Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Φ 7→ I(ρ,Φ) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó (â ñèëó ïîëóíåïðåðûâ-íîñòè ñíèçó îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè) è I(ρ,Φn) 6 I(ρ,Φ) äëÿ âñåõ n â ñèëó ìî-íîòîííîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè ïðè äåéñòâèè êâàíòîâîé îïåðàöèè Πn ⊗ IdR,èìååì
lim

n→+∞
I(ρ,Φn) = I(ρ,Φ). (41)Ïîêàæåì òàêæå, ÷òî

lim
n→+∞

χΦn
(µ) = χΦ(µ) è lim

n→+∞
χΦ̂n

(µ) = χΦ̂(µ). (42)Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (42) ñëåäóåò èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó �óíêöèè Φ 7→ χΦ(µ)(óñòàíîâëåííîé ðàíåå) è íåðàâåíñòâà χΦn
(µ) 6 χΦ(µ), âûïîëíåííîãî äëÿ âñåõ nâ ñèëó ìîíîòîííîñòè χ-âåëè÷èíû ïðè äåéñòâèè êâàíòîâîé îïåðàöèè Πn.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ â (42) çàìåòèì, ÷òî èç (38) ñëåäóåò

Φ̂n[ρ] 6 Φ̂[ρ] äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ρ ∈ S(HA). Ïîýòîìó ëåììà 2 èç [13℄ ïîêàçûâà-åò, ÷òî
χΦ̂n

(µ) 6 χΦ̂(µ) + f(Tr Φ̂n[ρ]), (43)ãäå f(x) = −2x log x− (1− x) log(1− x), äëÿ ëþáîé ìåðû µ ∈ P(S(HA)) ñ êîíå÷íûìíîñèòåëåì è áàðèöåíòðîì ρ. Ïóñòü µ � ïðîèçâîëüíàÿ ìåðà èç P(S(HA)), à {µk} �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì è áàðèöåíòðîì ρ, ïîñòðîåííàÿ â äî-êàçàòåëüñòâå ëåììû 1 èç [14℄, êîòîðàÿ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ìåðå µ. Âûïîëíèìîñòü íåðà-âåíñòâà (43) äëÿ ìåðû µ âûâîäèòñÿ èç òîãî, ÷òî îíî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ìåð µk. Ïðèýòîì èñïîëüçóþòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó �óíêöèè µ 7→ χΦ̂n
(µ) è íåðàâåíñòâî

χΦ̂(µk) 6 χΦ̂(µ), êîòîðîå âûïîëíåíî äëÿ âñåõ k â ñèëó êîíñòðóêöèè ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè {µk} è âûïóêëîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè.Èç íåðàâåíñòâà (43) è ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó �óíêöèè Φ 7→ χΦ(µ) ñëåäóåòâòîðîå ñîîòíîøåíèå â (42).Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} (îïðåäåëåííàÿ â (40)), î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿê H(ρ), èç ñîîòíîøåíèé (39), (41) è (42) ñëåäóåò (36). N Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ�àóññîâñêèå êëàññè÷åñêè-êâàíòîâûå êàíàëû. Îñíîâíûå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè áåñ-êîíå÷íîìåðíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì è êàíàëîâ ñâÿçàíû ñ áîçîííûìè ñèñòåìàìè, ïî-äðîáíîå îïèñàíèå êîòîðûõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1, ãëàâà 11℄. Ïóñòü HA �34



ïðîñòðàíñòâî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîò-íîøåíèé
WA(zA)WA(z

′
A) = exp

(
− i

2
z⊤A∆Az

′
A

)
WA(z

′
A + zA) (44)ñ êîîðäèíàòíûì ñèìïëåêòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (ZA,∆A) è ñåìåéñòâîì îïåðàòîðîâÂåéëÿ WA(zA) = exp(iRA · zA), zA ∈ ZA. Çäåñü RA � âåêòîð-ñòðîêà êàíîíè÷åñêèõ ïå-ðåìåííûõ â ïðîñòðàíñòâåHA, à∆A � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ êîììóòàöèîííàÿ ìàòðèöàêîìïîíåíò ñòðîêè RA. �àóññîâñêèé êàíàë Φ: T(HA) → T(HB) (ãäå ïðîñòðàíñòâî HBîïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâóHA) çàäàåòñÿ äåéñòâèåì äâîéñòâåííîãî îòîá-ðàæåíèÿ Φ∗ íà îïåðàòîðû Âåéëÿ:

Φ∗[WB(zB)] = WA(KzB) exp

[
il⊤zB − 1

2
z⊤BαzB

]
, (45)ãäå K � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ZB → ZA, l ∈ ZB, à α � âåùåñòâåííàÿ ñèì-ìåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

α > ± i

2

(
∆B −K⊤∆AK

)
.Ïð å ä ë îæå í è å 5. Ïóñòü ΦK,l,α � ãàóññîâñêèé êàíàë ñ ïàðàìåòðàìè K, l, α.1) Êàíàë ΦK,l,α ÿâëÿåòñÿ 
-q êàíàëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

K⊤∆AK = 0.Â ýòîì ñëó÷àå îí ÿâëÿåòñÿ 
-q êàíàëîì äèñêðåòíîãî òèïà òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà K = 0, ò.å. êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ âïîëíå äåïîëÿðèçóþùèì êàíàëîì.2) Åñëè rankK = dimZA, òî êàíàë ΦK,l,α íå èìååò 
-q ïîäêàíàëîâ äèñêðåòíîãîòèïà.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî {WB(zB)}zB∈ZB
ïîðîæäàåò àëãåá-ðóB(HB), âñå îïåðàòîðû Φ∗

K,l,α(A), A ∈ B(HB), êîììóòèðóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà îïåðàòîðû (45), ò.å. WA(KzB), êîììóòèðóþò äëÿ âñåõ zB. Â ñèëó (44)
WA(KzB)WA(Kz′B) = exp

(
−iz⊤BK

⊤∆AKz′B
)
WA(Kz′B)WA(KzB),îòêóäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè äèñêðåò-íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (32) ñëåäóåò, ÷òî âñå îïåðàòîðû WA(KzB) = exp(iRA · KzB)èìåþò ÷èñòî òî÷å÷íûé ñïåêòð, ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè KzB ≡ 0, ïîñêîëüêó, êàêèçâåñòíî, êàíîíè÷åñêèå íàáëþäàåìûå RA èìåþò íåïðåðûâíûé ñïåêòð.2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî H0 ⊂ HA, òàêîå ÷òî

ΦK,l,α[ρ] =
∑

k

〈k|ρ|k〉σkäëÿ âñåõ ρ ∈ S(H0), ãäå {|k〉} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H0. Òîãäà
PWA(KzB)P exp

[
il⊤zB − 1

2
z⊤BαzB

]
= PΦ∗

K,l,α[WB(zB)]P =

=
∑

k

[TrWB(zB)σk]|k〉〈k|,ãäå P =
∑
k

|k〉〈k| � ïðîåêòîð íà H0. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈k|WA(KzB)|j〉 = 0 äëÿ âñåõ
k 6= j. Íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó {KzB | zB ∈ ZB} = ZA, à çíà÷èò, ñåìåéñòâî
{WA(KzB)}zB∈ZB

îïåðàòîðîâ Âåéëÿ äåéñòâóåò íåïðèâîäèìî íà HA. N 2∗ 35
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