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О СВОЙСТВАХ КВАНТОВЫХ КАНАЛОВ, СВЯЗАННЫХ С
КЛАССИЧЕСКОЙ ПРОПУСКНОЙ СПОСОБНОСТЬЮ1)

Настоящая работа посвящена дальнейшему изучению χ-про-
пускной способности (the Holevo capacity) квантового канала бес-
конечной размерности. Показано существование и единственность
выходного оптимального среднего состояния для квантового канала
с ограничением, определяемым произвольным выпуклым подмно-
жеством состояний. Получено минимаксное выражение для χ-про-
пускной способности.
Рассматриваются χ-функция и выпуклое замыкание выходной

энтропии квантового канала бесконечной размерности. Показано,
что χ-функция произвольного канала является вогнутой полуне-
прерывной снизу функцией на множестве всех квантовых состо-
яний и имеет непрерывные сужения на подмножества состояний
с непрерывной выходной энтропией. Получено явное представле-
ние для выпуклого замыкания выходной энтропии и исследованы
его свойства. Показано, что выпуклое замыкание выходной энтро-
пии совпадает с выпуклой оболочкой выходной энтропии на мно-
жестве всех состояний с конечной выходной энтропией и, подобно
χ-функции, имеет непрерывные сужения на подмножества состо-
яний с непрерывной выходной энтропией. Рассмотрены приложе-
ния полученных результатов в теории сцепленности. Доказанные
свойства выпуклого замыкания выходной энтропии позволили обоб-
щить на случай бесконечномерных каналов некоторые результаты,
связанные с проблемой аддитивности и ранее полученные для ка-
налов конечной размерности.
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товый канал, χ-пропускная способность, χ-функция, выпуклое за-
мыкание выходной энтропии квантового канала.

1. Введение. Одним из основных понятий квантовой теории ин-
формации является понятие квантового канала — вполне положитель-
ного сохраняющего след отображения множества состояний входной
квантовой системы в множество состояний выходной системы. Кванто-
вые каналы характеризуются целым набором пропускных способностей,
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определяемых видом передаваемой информации (квантовой или класси-
ческой), а также дополнительными ресурсами, используемыми при пе-
редаче [7], [25].

Несмотря на то, что основное внимание до последнего времени уде-
лялось квантовым информационным системам конечной размерности,
интерес к бесконечномерным квантовым системам постоянно растет.
Для математически строгого исследования таких систем необходим под-
ход, основанный на использовании общей теории меры в сепарабельных
метрических пространствах, теории операторов в гильбертовом про-
странстве и бесконечномерного выпуклого анализа.

Настоящая работа посвящена изучению χ-пропускной способности2)

квантовых каналов бесконечной размерности, а также связанных с ней
энтропийных характеристик квантовых каналов и является логическим
продолжением работ [9], [10], [21], [31].

С математической точки зрения существенным отличием кванто-
вых каналов бесконечной размерности является некомпактность про-
странства квантовых состояний и отсутствие свойств конечности и не-
прерывности выходной энтропии. Это приводит к тому, что, даже при
конечном значении χ-пропускной способности, для таких каналов, во-
обще говоря, не существует оптимальных ансамблей, свойства которых
играют существенную роль при изучении конечномерных каналов [29].
В [10] дано достаточное условие существования оптимальной меры —
обобщенного ансамбля для произвольного канала с ограничениями, но
в [10] и [32] приведены примеры, показывающие, что оптимальная мера
существует не всегда. В разделе 3 настоящей работы показано, что
для произвольного канала с ограничениями, определяемыми выпуклыми
подмножествами состояний, независимо от наличия оптимальной меры
существует состояние, названное выходным оптимальным средним, ко-
торое обладает свойствами образа среднего состояния оптимального ан-
самбля для канала конечной размерности (предложение 1). Там же полу-
чено минимаксное выражение для χ-пропускной способности и дано аль-
тернативное определение выходного оптимального среднего состояния
как единственной точки минимума некоторой полунепрерывной снизу
функции на компактном множестве (предложение 2).

В разделе 4 вводится понятие χ-функции квантового канала беско-
нечной размерности. При помощи выходного оптимального среднего со-
стояния получен бесконечномерный аналог неравенства для χ-функции,
которое было доказано в [21] для конечномерных каналов (предложе-
ние 3). Показано, что χ-функция произвольного канала является во-

2) Эта величина, называемая в зарубежной литературе the Holevo capacity, тесно
связана с пропускной способностью для передачи классической информации по кван-
товому каналу связи, см., например, [7].
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гнутой полунепрерывной снизу функцией, обладающей естественными
цепными свойствами (предложения 4–5). Для χ-функции получен ана-
лог теоремы Саймона о мажорируемой сходимости (следствие 3).

Другая важная характеристика квантового канала — выпуклое за-
мыкание выходной энтропии— рассмотрена в разделе 5. Поскольку в ко-
нечномерном случае выходная энтропия является непрерывной функцией
на компактном множестве состояний, ее выпуклая оболочка совпадает с
выпуклым замыканием [4] (нижней огибающей в терминах [12]). Важ-
ная роль этой функции при изучении конечномерных квантовых каналов
обусловлена ее тесной связью с χ-функцией: последняя равна разности
между выходной энтропией и ее выпуклой оболочкой (замыканием). В
бесконечномерном случае указанное выше совпадение, вообще говоря, не
имеет места, и представляется естественным вместо выпуклой оболочки
рассматривать выпуклое замыкание выходной энтропии. Получено яв-
ное представление для выпуклого замыкания выходной энтропии произ-
вольного бесконечномерного канала и исследованы его свойства (пред-
ложения 6–8, следствие 4). Основная техническая проблема — неком-
пактность множества состояний — делает невозможным использование
общей теории интегральных представлений на компактных выпуклых
множествах [2], [12]. Главный инструмент приведенного подхода — кри-
терий секвенциальной компактности подмножеств мер на пространстве
состояний, а также связанные с ним результаты, полученные в [10]. По-
казано, что выпуклое замыкание выходной энтропии совпадает с ее вы-
пуклой оболочкой на множестве состояний с конечной выходной энтро-
пией. Таким образом, на этом множестве имеет место представление
χ-функции в виде разности выходной энтропии и ее выпуклого замыка-
ния.

В разделе 6 на основе двух предыдущих разделов получен следую-
щий результат о непрерывности: χ-функция и выпуклое замыкание вы-
ходной энтропии произвольного квантового канала имеют непрерывные
сужения на любое множество непрерывности выходной энтропии (тео-
рема 1). В частности, из этого утверждения и результата работы [10]
следует непрерывность χ-функции для гауссовских каналов с ограниче-
ниями на среднюю энергию.

Раздел 7 посвящен проблеме аддитивности χ-пропускной способно-
сти— одной из основных открытых проблем квантовой теории информа-
ции. Полученные в предыдущих разделах результаты позволили дока-
зать бесконечномерные варианты теорем из [21] и [30] об эквивалентно-
сти различных свойств аддитивности для двух произвольных квантовых
каналов.

Важный частный случай выпуклого замыкания выходной энтропии
конечномерного квантового канала — это специальная мера сцеплен-
ности состояния составной системы, которую принято называть сцеп-
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ленностью формирования (Entanglement of Formation, EoF) [17]. В ко-
нечномерном случае EoF совпадает с выпуклым замыканием выходной
энтропии частичного следа — канала из пространства состояний со-
ставной системы в пространство состояний подсистемы. В разделе 8
рассматриваются аргументы в пользу определения EoF для состояния
в тензорном произведении двух квантовых систем бесконечной размер-
ности как выпуклого замыкания выходной энтропии частичного следа.
Показано, что такое определение является естественным и гарантирует
такие свойства EoF, как выпуклость, полунепрерывность снизу на всем
пространстве состояний, а также непрерывность на множестве состо-
яний с ограниченной средней энергией. Показано, что это определение
совпадает с принятым в [19] для всех состояний с конечной выходной эн-
тропией частичных состояний. Вопрос об их совпадении на множестве
всех состояний остается пока открытым.

2. Предварительные сведения. Пусть H — сепарабельное
гильбертово пространство, B(H ) — алгебра всех ограниченных опе-
раторов в H , T(H ) — банахово пространство всех ядерных операторов
со следовой нормой ‖ ·‖1. Состоянием далее называется положительный
ядерный оператор ρ в H с единичным следом: ρ > 0; Tr ρ = 1. Ал-
гебра B(H ) обычно называется алгеброй наблюдаемых квантовой си-
стемы, тогда состояние ρ задает функционал математического ожидания
A 7→ Tr ρA; A ∈ B(H ), т.е. нормальное состояние в смысле теории опе-
раторных алгебр [2]. Множество всех состояний S(H ) — выпуклое за-
мкнутое подмножество T(H ), которое является полным сепарабельным
метрическим пространством с метрикой, определяемой следовой нормой.

Конечный набор состояний {ρi} с соответствующими вероятно-
стями {πi} называется (конечным) ансамблем и обозначается {πi, ρi}, а
состояние ρ =

∑
i πiρi называется средним состоянием этого ансамбля.

В [10] введено понятие обобщенного ансамбля как произвольной вероят-
ностной борелевской меры π на S(H ). Средним состоянием обобщен-
ного ансамбля π называется состояние (это состояние называется также
барицентром меры π), определяемое интегралом Бохнера

ρ(π) =

∫
S(H )

ρ π(dρ).

Обычное понятие ансамбля соответствует мерам с конечным носителем.

Под выпуклой комбинацией ансамблей будем понимать выпуклую
комбинацию соответствующих этим ансамблям мер. В частности, для
любого набора ансамблей {{πki , ρki }n(k)

i=1 }mk=1 и любого распределения веро-
ятностей {λk}mk=1 ансамбль, состоящий из

∑m
k=1 n(k) состояний {ρki }k,i с

соответствующими вероятностями {λkπki }k,i является выпуклой комби-

нацией этих ансамблей и обозначается
∑m
k=1 λk{πki , ρki }n(k)

i=1 .
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ПустьP — выпуклое множество всех вероятностных мер на S(H ),
снабженное топологией слабой сходимости [1]. Как отмечено в [10], ото-
бражение P 3 π 7→ ρ(π) непрерывно в этой топологии. Подмноже-
ство P, состоящее из всех мер π с барицентром ρ(π) в A ⊆ S(H ),
обозначим PA .

Пусть A и B — положительные операторы из T(H ). Энтропия
фон Неймана оператора A и относительная энтропия операторов A и B
определяются соответственно выражениями

H(A) = −∑
i

〈i|A logA |i〉 и H(A‖B) =
∑
i

〈i|A logA−A logB+B−A|i〉,

в которых {|i 〉} — базис из собственных векторов оператора A (по-
дробнее см. в [22], [34]). Энтропия и относительная энтропия являются
полунепрерывными снизу функциями своих аргументов со значениями
в [0; +∞], первая из которых вогнута, а вторая выпукла по совокупности
аргументов [22], [34]. Отметим также следующее неравенство:

H(ρ‖σ) >
1

2
‖ρ− σ‖21, (1)

которое имеет место для произвольных состояний ρ и σ из S(H ) [27].
Относительную энтропию H(ρ‖σ) двух состояний ρ и σ можно рас-

сматривать как меру различия этих состояний, классический аналог ко-
торой называется расстоянием Кульбака–Лейблера. Несмотря на то,
что эта мера не является метрикой (она не симметрична и не удовлетво-
ряет аксиоме треугольника), можно ввести понятие сходимости после-
довательности состояний {ρn} к некоторому состоянию ρ∗, определяемое
условием limn→+∞H(ρn‖ρ∗) = 0. Топология на пространстве состояний,
связанная с такой сходимостью, в классическом случае подробно изуча-
лась в [20], где была названа сильной информационной топологией. В
квантовой теории информации этот вид сходимости, который для крат-
кости будем называть H-сходимостью, также играет важную роль (см.
[11, предложение 2]). Из неравенства (1) следует, что{

H- lim
n→+∞ ρn = ρ∗

}
⇔
{

lim
n→+∞H(ρn‖ρ∗) = 0

}
⇒
{

lim
n→+∞ ρn = ρ∗

}
.

В дальнейшем неоднократно будет использоваться тождество До-
нальда [15], [27]

n∑
i=1

πiH(ρi ‖ ρ̂) =
n∑
i=1

πiH(ρi ‖ ρ) +H(ρ‖ρ̂), (2)

которое имеет место для произвольного ансамбля {πi, ρi}ni=1 со средним ρ
и произвольного состояния ρ̂.

Пусть H , H ′ — пара сепарабельных гильбертовых пространств,
которые мы будем называть входным и выходным пространствами со-
ответственно. Канал Φ — это линейное положительное сохраняющее



6 Широков М.Е.

след отображение T(H ) в T(H ′) такое, что двойственное отображе-
ние Φ∗: B(H ′) 7→ B(H ) (которое существует, поскольку Φ ограни-
чено) является вполне положительным, см. [8, гл. 3, п. 1]. В частности,
канал отображает входные состояния из S(H ) в выходные состояния
из S(H ′).

Важной характеристикой канала Φ является его выходная энтропия
HΦ(ρ) = H(Φ(ρ)) — вогнутая полунепрерывная снизу неотрицательная
функция на множестве входных состояний S(H ).

Пусть A — произвольное подмножество S(H ). Рассмотрим огра-
ничение на входной ансамбль {πi, ρi}, определяемое включением ρ ∈ A .
Канал Φ с таким ограничением называется A -ограниченным каналом.
χ-пропускная способность A -ограниченного канала Φ определяется сле-
дующим образом [9], [10]:

C(Φ,A ) = sup
ρ∈A

χΦ({πi, ρi}), (3)

где

χΦ({πi, ρi}) =
∑
i

πiH(Φ(ρi) ‖Φ(ρ)). (4)

В [10] показано, что χ-пропускную способность A -ограниченного
канала Φ можно также определить выражением

C(Φ,A ) = sup
π∈PA

∫
S(H )

H(Φ(ρ) ‖Φ(ρ(π)))π(dρ), (5)

что означает совпадение точной верхней грани по всем мерам из PA с
точной верхней гранью по всем мерам из PA с конечным носителем.

3. Оптимальное среднее. Как известно, для произвольного ко-
нечномерного канала Φ и произвольного замкнутого множества A су-
ществует оптимальный ансамбль {πi, ρi}, на котором достигается точ-
ная верхняя грань в определении (3) χ-пропускной способности [18], [29].
Образ среднего состояния оптимального ансамбля играет важную роль
при исследовании конечномерных каналов [21].

Для квантовых каналов бесконечной размерности обычно не суще-
ствует оптимальных конечных ансамблей. Поэтому естественно ввести
понятие обобщенного оптимального ансамбля — оптимальной меры на
множестве всех состояний, на которой достигается точная верхняя грань
в определении (5) χ-пропускной способности. В [10] дано достаточное
условие существования оптимальной меры для произвольного канала с
ограничениями, но примеры в [10], [32] показывают, что оптимальная
мера существует не всегда.

Цель данного раздела — независимо от наличия оптимальной меры
показать существование и единственность такого состояния, которое
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обладает всеми основными свойствами образа среднего состояния опти-
мального ансамбля для конечномерного канала. Такое состояние есте-
ственно назвать выходным оптимальным средним для канала с огра-
ничением. Если оптимальная мера существует, то образ ее среднего
состояния — барицентра является выходным оптимальным средним в
указанном выше смысле. Используя свойства этого состояния, можно
обобщить некоторые результаты [21] на случай бесконечномерных ка-
налов.

Лемма 1. Пусть {{πki , ρki }n(k)
i=1 }mk=1 — конечный набор ансамблей,

а {λk}mk=1 — распределение вероятностей. Тогда

χΦ

(
m∑
k=1

λk{πki , ρki }n(k)
i=1

)
=

m∑
k=1

λkχΦ

(
{πki , ρki }n(k)

i=1

)
+ χΦ ({λk, ρk}mk=1) ,

где ρk — среднее состояние ансамбля {πki , ρki }n(k)
i=1 , k = 1, . . . ,m.

При m = 2 для любого λ ∈ [0, 1] имеет место неравенство

χΦ

(
λ{π1

i , ρ
1
i }n(1)
i=1 + (1− λ){π2

i , ρ
2
i }n(2)
i=1

)
> λχΦ

(
{π1

i , ρ
1
i }n(1)
i=1

)
+ (1− λ)χΦ

(
{π2

i , ρ
2
i }n(2)
i=1

)
+
λ(1− λ)

2
‖Φ(ρ2)− Φ(ρ1)‖21.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ρ =
∑m
k=1 λkρk — среднее состояние

ансамбля
∑m
k=1 λk{πki , ρki }n(k)

i=1 . По определению

χΦ

(
m∑
k=1

λk{πki , ρki }n(k)
i=1

)
=

m∑
k=1

λk

n(k)∑
i=1

πkiH
(
Φ(ρki )‖Φ(ρ)

)
.

Применяя тождество Дональда (2) к каждой внутренней сумме в правой
части данного выражения, получаем основное тождество леммы.

Для доказательства неравенства при m = 2 достаточно применить
неравенство (1) для оценки снизу последнего слагаемого в правой части
основного тождества леммы:

λH (Φ(ρ1) ‖Φ (λρ1 + (1− λ) ρ2)) + (1− λ)H (Φ(ρ2)‖Φ (λρ1 + (1− λ) ρ2))

>
1

2
λ‖(1− λ) Φ(ρ2 − ρ1)‖21 +

1

2
(1− λ)‖λΦ(ρ2 − ρ1)‖21

=
1

2
λ(1− λ)‖Φ(ρ2)− Φ(ρ1)‖21.

Лемма 1 доказана.
Несмотря на возможное отсутствие оптимального ансамбля для

A -ограниченного канала Φ, из определения χ-пропускной способности
следует существование последовательности ансамблей с указанными
ниже свойствами.

О п р е д е л е н и е 1. Последовательность ансамблей {{πki , ρki }}k
такая, что ρk =

∑
i π

k
i ρ

k
i ∈ A для всех k и limk→+∞ χΦ({πki , ρki }) =
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C(Φ,A ), называется аппроксимирующей последовательностью для
A -ограниченного канала Φ.

Состояние называется входным оптимальным средним для A -огра-
ниченного канала Φ, если оно является пределом последовательности
средних состояний некоторой аппроксимирующей последовательности
ансамблей для A -ограниченного канала Φ.

Данное определение не гарантирует ни существования, ни един-
ственности входного оптимального среднего (пример канала, у которого
не существует входных оптимальных средних, рассмотрен в [3]). На-
личие по крайней мере одного входного оптимального среднего является
необходимым, а при дополнительных условиях непрерывности выходной
энтропии и достаточным условием существования оптимальной меры
для A -ограниченного канала Φ, причем это входное оптимальное сред-
нее является барицентром оптимальной меры (см. подробности в [10]).

Несмотря на возможное отсутствие предельных точек у последо-
вательности средних состояний аппроксимирующей последовательности
ансамблей для A -ограниченного канала, конечность его χ-пропускной
способности гарантирует сходимость последовательности образов этих
средних.

Следующее предложение является обобщением предложения 1 из [31]
на случай некомпактного множества A .

Предложение 1. Пусть Φ: S(H ) 7→ S(H ′) — произвольный ка-
нал, а A — выпуклое подмножество множества S(H ) такое, что
C(Φ,A ) < +∞. Тогда существует единственное состояние Ω(Φ,A )
в S(H ′) такое, что

∑
j µjH(Φ(σj) ‖Ω(Φ,A )) 6 C(Φ,A ) для любого

ансамбля {µj , σj} со средним состоянием σ ∈ A .
Состояние Ω(Φ,A ) лежит в Φ(A ). Для любой аппроксимирую-

щей последовательности ансамблей {{πki , ρki }}k для A -ограниченного
канала Φ с соответствующей последовательностью средних состоя-
ний {ρk}k существует

H- lim
k→+∞

Φ(ρk) = Ω(Φ,A ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем прежде всего, что для любой
аппроксимирующей последовательности ансамблей {Σk = {πki , ρki }n(k)

i=1 }
для A -ограниченного канала Φ последовательность {Φ(ρk)} сходится
к некоторому состоянию из S(H ′). По определению аппроксимирую-
щей последовательности для любого ε > 0 существует Nε такое, что
χΦ(Σk) > C(Φ,A ) − ε для любого k > Nε. В силу леммы 1 (при m = 2
и λ = 1

2
) для любых k1 > Nε и k2 > Nε имеем

C(Φ,A )− ε 6 1

2
χΦ(Σk1

) +
1

2
χΦ(Σk2

) 6 χΦ

(
1

2
Σk1

+
1

2
Σk2

)
− 1

8
‖Φ(ρk2

)− Φ(ρk1
)‖21 6 C(Φ,A )− 1

8
‖Φ(ρk2

)− Φ(ρk1
)‖21,
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и, следовательно, ‖Φ(ρk2
) − Φ(ρk1

)‖1 <
√

8ε. Таким образом, последо-
вательность {Φ(ρk)} фундаментальна, а значит, сходится к некоторому
состоянию ω из S(H ′).

Пусть {µj , σj}mj=1 — произвольный ансамбль изm состояний со сред-
ним σ ∈ A . Рассмотрим семейство ансамблей

Σλ
k = (1− λ){πki , ρki }n(k)

i=1 + λ{µj , σj}mj=1, λ ∈ [0, 1], k ∈ N,

со средними состояниями ρλk = (1−λ) ρk+λσ. В силу выпуклости множе-
ства A имеем ρλk ∈ A для всех λ ∈ [0, 1] и k ∈ N, причем по доказанному
выше

lim
k→+∞

Φ(ρλk) = (1− λ)ω + λΦ(σ). (6)

По определению

χΦ(Σλ
k) = (1− λ)

n(k)∑
i=1

πkiH
(
Φ(ρki ) ‖Φ(ρλk)

)
+ λ

m∑
j=1

µjH
(
Φ(σj) ‖Φ(ρλk)

)
. (7)

В силу условия C(Φ,A ) < +∞ обе суммы в правой части данного вы-
ражения конечны. Применяя тождество Дональда (2) к первой сумме в
правой части, получаем

n(k)∑
i=1

πkiH
(
Φ(ρki ) ‖Φ(ρλk)

)
= χΦ

(
Σ0
k) +H(Φ(ρk) ‖Φ(ρλk)

)
.

Подстановка этого выражения в (7) дает

χΦ(Σλ
k) = χΦ(Σ0

k) + (1− λ)H
(
Φ(ρk) ‖Φ(ρλk)

)
+λ

(
m∑
j=1

µjH(Φ(σj) ‖Φ(ρλk))− χΦ(Σ0
k)

)
.

Отсюда, в силу неотрицательности относительной энтропии, получаем
m∑
j=1

µjH
(
Φ(σj) ‖Φ(ρλk)

)
6 λ−1

(
χΦ

(
Σλ
k

)− χΦ(Σ0
k)
)

+ χΦ(Σ0
k) (8)

при λ 6= 0. Из определения аппроксимирующей последовательности сле-
дует, что

lim
k→+∞

χΦ

(
Σ0
k

)
= C(Φ,A ) > χΦ

(
Σλ
k

)
(9)

для всех k и всех λ ∈ [0, 1]. Поэтому

lim inf
λ→+0

lim inf
k→+∞

λ−1
(
χΦ

(
Σλ
k

)− χΦ

(
Σ0
k

))
6 0. (10)

В силу полунепрерывности снизу относительной энтропии, из (6),
(8), (9) и (10) следует, что

m∑
j=1

µjH(Φ(σj) ‖ω) 6 lim inf
λ→+0

lim inf
k→+∞

m∑
j=1

µjH(Φ(σj) ‖Φ(ρλk)) 6 C(Φ,A ).
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Таким образом доказано, что∑
j

µjH(Φ(σj) ‖ω) 6 C(Φ,A ) (11)

для любого ансамбля {µj , σj} со средним состоянием σ ∈ A .
Пусть {{µki , σki }}k — произвольная аппроксимирующая последова-

тельность ансамблей для A -ограниченного канала Φ с соответствую-
щей последовательностью средних состояний {σk}k. Из свойства (11)
следует, что ∑

i

µkiH(Φ(σki ) ‖ω) 6 C(Φ,A ) ∀ k.

Применяя тождество (2), получаем∑
i

µkiH(Φ(σki ) ‖ω) =
∑
i

µkiH(Φ(σki ) ‖Φ(σk)) +H(Φ(σk) ‖ω). (12)

Из двух предыдущих выражений следует, что

H(Φ(σk) ‖ω) 6 C(Φ,A )−∑
i

µkiH(Φ(σki ) ‖Φ(σk)).

Правая часть данного неравенства стремится к нулю при k → +∞ в силу
аппроксимирующего свойства последовательности {{µki , σki }}k, а значит,
существует limk→+∞H(Φ(σk)‖ω) = 0, что гарантирует сходимость по-
следовательности {σk} к состоянию ω. Таким образом, состояние ω не
зависит от выбора аппроксимирующей последовательности, а определя-
ется только каналом Φ и множеством-ограничением A . Обозначим это
состояние Ω(Φ,A ). Из приведенного выше рассуждения также следует,
что ω = Ω(Φ,A ) — единственное состояние, для которого имеет место
свойство (11). Предложение 1 доказано.

Предложение 1 показывает, в частности, что множество входных
оптимальных средних для A -ограниченного канала Φ либо пусто, либо
отображается каналом Φ в одно состояние.

Следствие 1. Пусть A — выпуклое подмножество множе-
ства S(H ). Если для A -ограниченного канала Φ существует входное
оптимальное среднее ρ∗, то Φ(ρ∗) = Ω(Φ,A ).

Заметим, что достаточным условием существования входного опти-
мального среднего является компактность множества A .

Данное следствие оправдывает следующее определение.

О п р е д е л е н и е 2. Cостояние Ω(Φ,A ) называется выходным
оптимальным средним для A -ограниченного канала Φ.

Отметим, что существуют примеры A -ограниченных каналов Φ с
конечной χ-пропускной способностью, для которых не существует вход-
ных оптимальных средних, в то время как выходное оптимальное сред-
нее Ω(Φ,A ) определяется явно и играет важную роль при изучении этих
каналов (см. примеры в [3], [32]).
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Существует другой подход к определению состояния Ω(Φ,A ).
В [11] показано (следствие 6), что необходимым условием конеч-
ности χ-пропускной способности A -ограниченного канала Φ явля-
ется компактность множества Φ(A ). Для любого ансамбля {µj , σj}
со средним σ ∈ A рассмотрим полунепрерывную снизу функ-
цию F{µj ,σj}(ω) =

∑
j µjH(Φ(σj) ‖ω) на множестве Φ(A ). Функция

F (ω) = sup∑
j
µjσj∈A F{µj ,σj}(ω) также является полунепрерывной снизу

и, следовательно, достигает своего минимума на компактном множе-
стве Φ(A ). Следующее предложение показывает, в частности, что со-
стояние Ω(Φ,A ) можно определить как единственную точку минимума
функции F (ω) на множестве Φ(A ).

Предложение 2. Пусть Φ: S(H ) 7→ S(H ′) — произвольный ка-
нал, а A — выпуклое подмножество множества S(H ). χ-пропускная
способность A -ограниченного канала Φ определяется выражением

C(Φ,A ) = inf
ω∈Φ(A )

(
sup∑
j
µjσj∈A

∑
j

µjH(Φ(σj) ‖ω)

)
.

Если C(Φ,A ) < +∞, то Ω(Φ,A ) — единственное состояние, на кото-
ром достигается точная нижняя грань в правой части данного выра-
жения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть C(Φ,A ) < +∞. Покажем прежде
всего, что

sup∑
j
µjσj∈A

∑
j

µjH(Φ(σj) ‖Ω(Φ,A )) = C(Φ,A ). (13)

Из предложения 1 следует неравенство «6» в (13). Для доказательства
обратного неравенства рассмотрим произвольную аппроксимирующую
последовательность {{πki , ρki }}k. Используя тождество Дональда (2), по-
лучаем∑
i

πkiH(Φ(ρki ) ‖Ω(Φ,A )) =
∑
i

πkiH(Φ(ρki ) ‖Φ(ρk)) +H(Φ(ρk) ‖Ω(Φ,A ))

для всех k. В силу аппроксимирующего свойства последовательно-
сти {{πki , ρki }}k, первое слагаемое в правой части стремится к C(Φ,A )
при k → +∞, а второе неотрицательно. Это доказывает неравен-
ство «> » и, следовательно, равенство в (13).

Пусть ω∗ — точка минимума функции F (ω). В силу равенства (13)
имеем

sup∑
j
µjσj∈A

∑
j

µjH(Φ(σj) ‖ω∗) = F (ω∗) 6 F (Ω(Φ,A )) = C(Φ,A ).

Из предложения 1 следует, что ω∗ = Ω(Φ,A ).
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Если C(Φ,A ) = +∞, то и правая часть выражения в предложении 2
равна +∞. Действительно, если существует состояние ω из S(H ′) та-
кое, что sup∑

j
µjσj∈A

∑
j µjH(Φ(σj) ‖ω) < +∞, то из равенства (12),

которое имеет место для произвольной аппроксимирующей последова-
тельности ансамблей {{µki , σki }}k, следует C(Φ,A ) < +∞. Предложе-
ние 2 доказано.

З а м е ч а н и е 1. Предположение о выпуклости множества A в
предложениях 1, 2 и следствии 1 существенно. Рассмотрим тождествен-
ный канал Φ = Id и множество A , состоящее из двух состояний ρ1 и ρ2

таких, что H(ρ1) = H(ρ2) < +∞. В этом случае C(Φ,A ) = H(ρ1) =
H(ρ2), состояния ρ1 и ρ2 являются входными оптимальными средними в
смысле определения 1 с различными образами Φ(ρ1) = ρ1 и Φ(ρ2) = ρ2.

4. χ-функция. Пусть Φ: S(H ) 7→ S(H ′) — произвольный ка-
нал. Рассмотрим функцию χΦ на S(H ), которая в состоянии ρ прини-
мает значение C(Φ, {ρ}). Учитывая определения χ-пропускной способ-
ности (3) и (5), получаем

χΦ(ρ) = sup∑
i
πiρi=ρ

∑
i

πiH(Φ(ρi)‖Φ(ρ)) = sup
π∈P{ρ}

∫
S(H )

H(Φ(σ) ‖Φ(ρ))π(dσ).

(14)
В конечномерном случае χΦ — это непрерывная вогнутая неотрицатель-
ная функция на множестве всех состояний S(H ), которая является эф-
фективным инструментом исследования классической пропускной спо-
собности квантового канала, в частности, проблемы аддитивности [21].
В данном разделе рассмотрены свойства χ-функции произвольного бес-
конечномерного канала Φ.

В [10] показано, что при условии HΦ(ρ) < +∞ точная верхняя грань
в последнем выражении в (14) достигается на некоторой мере с носите-
лем на множестве чистых состояний.

О п р е д е л е н и е 3. Мера π0 с носителем на множестве чистых
состояний и барицентром ρ0 такая, что

χΦ(ρ0) =

∫
S(H )

H(Φ(σ) ‖Φ(ρ0))π0(dσ),

называется χΦ-оптимальной мерой для состояния ρ0.

Заметим, что из χΦ(ρ) < +∞ не следует HΦ(ρ) < +∞. Действи-
тельно, нетрудно построить канал Φ из конечномерного в бесконечно-
мерное пространство такой, что HΦ(ρ) = +∞ для любого состояния ρ
из S(H ).3) Но в силу свойства монотонности относительной энтро-

3) Например, канал Φ: T(H ) 3 A 7→ 1
2
A ⊕ 1

2
σTrA ∈ T(H ′), где σ — фиксиро-

ванное состояние с бесконечной энтропией.
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пии [23] имеем∑
i

πiH(Φ(ρi)‖Φ(ρ)) 6
∑
i

πiH(ρi‖ρ) 6 log dimH < +∞

для любого ансамбля {πi, ρi}, и, следовательно χΦ(ρ) 6 log dimH < +∞
для любого состояния ρ из S(H ).

Из определения χ-пропускной способности A -ограниченного ка-
нала Φ следует, что C(Φ,A ) = supρ∈A χΦ(ρ), причем, как показано в [10],
вопрос о достижимости точной верхней грани в данном выражении тесно
связан с существованием оптимальной меры для A -ограниченного ка-
нала Φ и, как показывают примеры в [32], может иметь отрицательное
решение.

Результаты предыдущего раздела позволяют доказать важное не-
равенство, определяющее поведение χ-функции на любом выпуклом под-
множестве состояний, конечномерная версия которого была получена
в [21]. Это неравенство играет существенную роль в доказательстве
теоремы 2 в разделе 7.

Предложение 3. Пусть Φ: S(H ) 7→ S(H ′) — произвольный ка-
нал, а A — выпуклое подмножество множества S(H ). Тогда для
любого состояния ρ из A имеет место неравенство

χΦ(ρ) 6 C(Φ,A )−H(Φ(ρ) ‖Ω(Φ,A )) 6 C(Φ,A )− 1

2
‖Φ(ρ)− Ω(Φ,A )‖21.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть C(Φ,A ) < +∞, {πi, ρi} — произ-
вольный ансамбль такой, что

∑
i πiρi = ρ. В силу предложения 1∑

i

πiH(Φ(ρi) ‖Ω(Φ,A )) 6 C(Φ,A ).

Из этого неравенства, тождества Дональда∑
i

πiH(Φ(ρi) ‖Ω(Φ,A )) =
∑
i

πiH(Φ(ρi) ‖Φ(ρ)) +H(Φ(ρ) ‖Ω(Φ,A ))

и определения χ-функции (14) следует первое неравенство предложения.
Второе неравенство следует из неравенства (1). Предложение 3 дока-
зано.

Для всякого состояния ρ с конечной выходной энтропией χ-функция
имеет следующее представление:

χΦ(ρ) = HΦ(ρ)− coHΦ(ρ), (15)

где
coHΦ(ρ) = inf∑

i
πiρi=ρ

∑
i

πiHΦ(ρi). (16)

— выпуклая оболочка выходной энтропии (см. приложение А).
В конечномерном случае выходная энтропия HΦ и ее выпуклая обо-

лочка coHΦ — непрерывные функции на S(H ), первая из которых во-
гнутая, а вторая — выпуклая, и представление (15) имеет место для
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всех состояний. Следовательно, в этом случае функция χΦ непрерывна
и вогнута на S(H ).

В бесконечномерном случае выходная энтропия HΦ обладает лишь
свойством полунепрерывности снизу, и, следовательно, функция χΦ не
является непрерывной даже в случае тождественного канала Φ, для ко-
торого χΦ = HΦ. Следующее предложение показывает, что функция χΦ

для произвольного канала Φ обладает свойствами, аналогичными свой-
ствам выходной энтропии HΦ.

Предложение 4. Для произвольного канала Φ функция χΦ явля-
ется неотрицательной полунепрерывной снизу вогнутой функцией
на S(H ), причем

χΦ(ρ)−
n∑
i=1

πiχΦ(ρi) >
n∑
i=1

πiH (Φ(ρi)‖Φ(ρ)) (17)

для любого ансамбля состояний {πi, ρi}ni=1 со средним состоянием ρ.

Неравенство (17) можно рассматривать как обобщение на случай
χ-функции известного тождества для квантовой энтропии

H(ρ)−
n∑
i=1

πiH(ρi) =
n∑
i=1

πiH(ρi‖ρ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Неотрицательность χ-функции очевидна.
Полунепрерывность снизу доказана в [31] (предложение 3). Докажем не-
равенство (17), из которого следует вогнутость χ-функции. По определе-
нию χ-функции по заданному ε > 0 для каждого i = 1, . . . , n можно найти
ансамбль {µij , σij}m(i)

j=1 со средним состоянием ρi такой, что χΦ({µij , σij}) >
χΦ(ρi)− ε. Поскольку среднее состояние ансамбля ∑n

i=1 πi{µij, σij} совпа-
дает с ρ, используя лемму 1, получаем

χΦ(ρ) > χΦ

(
n∑
i=1

πi{µij , σij}
)

=
n∑
i=1

πiχΦ({µij , σij}) +
n∑
i=1

πiH (Φ(ρi)‖Φ(ρ))

>
n∑
i=1

πiχΦ(ρi) +
n∑
i=1

πiH (Φ(ρi)‖Φ(ρ))− ε.

Из произвольности выбора ε следует неравенство (17). Предложе-
ние 4 доказано.

В современном выпуклом анализе существенную роль играет поня-
тие сильной выпуклости (вогнутости) [6]. С учетом неравенства (1) из
предложения 4 вытекает следующее наблюдение.

Следствие 2. Для любого канала Φ функция χΦ является сильно
вогнутой функцией на S(H ) в следующем смысле :

χΦ(λρ1 + (1−λ)ρ2) > λχΦ(ρ1) + (1−λ)χΦ(ρ2) +
1

2
λ(1−λ)‖Φ(ρ2)−Φ(ρ1)‖21

для любых состояний ρ1 и ρ2 из S(H ) и любого λ из [0, 1].



О свойствах квантовых каналов 15

Сходство свойств функций χΦ и HΦ усиливает следующий аналог
теоремы Саймона о мажорируемой сходимости [33].4)

Следствие 3. Пусть {ρn} — последовательность состояний
из S(H ), сходящаяся к состоянию ρ0, такая, что λnρn 6 ρ0 для
некоторой последовательности {λn} положительных чисел, сходя-
щейся к 1. Тогда

lim
n→+∞χΦ(ρn) = χΦ(ρ0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия λnρn 6 ρ0 следует разложение
ρ0 = λnρn + (1 − λn)σn, где σn = (1 − λn)−1(ρ0 − λnρn) — некоторое
состояние из S(H ). В силу вогнутости χ-функции имеем

χΦ(ρ0) > λnχΦ(ρn) + (1− λn)χΦ(σn) > λnχΦ(ρn) ∀n,
и, следовательно, lim supn→+∞ χΦ(ρn) 6 χΦ(ρ0). Из полунепрерывно-
сти снизу χ-функции вытекает существование указанного выше предела.
Следствие 3 доказано.

З а м е ч а н и е 2. Следствие 3 позволяет аппроксимировать
значение χΦ(ρ0) для произвольного состояния ρ0 последовательно-
стью {χΦ(ρn)}, в которой ρn = (TrPnρ)−1Pnρ0 — состояние конечного
ранга при каждом n, где Pn — спектральный проектор состояния ρ0,
соответствующий n наибольшим собственным значениям.

Полученные в следующем разделе свойства выпуклого замыкания
выходной энтропии позволят доказать, что χ-функция имеет непрерыв-
ные сужения на любое подмножество состояний, на котором непрерывна
выходная энтропия (теорема 1).

Отметим следующие цепные свойства χ-функции.

Предложение 5. Пусть Φ: S(H ) 7→ S(H ′) и Ψ: S(H ′) 7→
S(H ′′) — два произвольных канала. Тогда

χΨ◦Φ(ρ) 6 χΦ(ρ) и χΨ◦Φ(ρ) 6 χΨ(Φ(ρ)) для всех ρ из S(H ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое неравенство следует из свойства
монотонности относительной энтропии [23] и определения (14), второе
является прямым следствием определения (14).

5. Выпуклое замыкание выходной энтропии. В конечномер-
ном случае выходная энтропия HΦ конечна и функция χΦ представима
выражением (15) как разность между выходной энтропией HΦ и ее вы-
пуклой оболочкой coHΦ. В этом случае функция coHΦ непрерывна и,
следовательно, замкнута (см. приложение А). Это означает, что вы-
пуклая оболочка coHΦ выходной энтропии совпадает с выпуклым замы-
канием coHΦ выходной энтропии.

4) Эту теорему можно сформулировать также как следствие 3 с заменой функ-
ции χΦ на квантовую энтропию H.
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В бесконечномерном случае функция coHΦ не является замкнутой
даже в случае тождественного канала Φ. Действительно, coHΦ(ρ) = +∞
для любого состояния ρ с HΦ(ρ) = +∞ (см. доказательство леммы 2),
но такое состояние ρ является пределом последовательности {ρn} со-
стояний конечного ранга, для которых coHΦ(ρn) = 0. Следовательно,
функция coHΦ не является полунепрерывной снизу.

Естественно предположить, что в бесконечномерном случае роль
функции coHΦ играет функция coHΦ. Цель данного раздела — под-
твердить это предположение посредством исследования свойств функ-
ции coHΦ и ее связи с χ-функцией.

Прежде всего получим явное представление для coHΦ. Рассмотрим
функцию

ĤΦ(ρ) = inf
π∈P{ρ}

∫
S(H )

HΦ(ρ)π(dρ) 6 +∞,

где P{ρ} — множество всех вероятностных мер с барицентром ρ. Ясно,
что ĤΦ(ρ) 6 coHΦ(ρ) 6 HΦ(ρ) для всех состояний ρ из S(H ). Исследуя
свойства функции ĤΦ, мы установим в дальнейшем, что ĤΦ = coHΦ

(предложение 7).

Как отмечалось в предыдущем разделе, в определении χ-функции
точная верхняя грань по всем мерам совпадает с точной верхней гранью
по всем мерам с конечным носителем (обычным ансамблям). В случае
Ĥ-функции имеет место другая ситуация.

Лемма 2. Равенство ĤΦ(ρ) = inf∑
i
πiρi=ρ

∑
i πiHΦ(ρi) = coHΦ(ρ)

имеет место тогда и только тогда, когда либо HΦ(ρ) < +∞, либо
ĤΦ(ρ) = +∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если HΦ(ρ) < +∞, то χΦ(ρ) = HΦ(ρ) −
coHΦ(ρ). В силу [10, предложение 1 и следствие 1] имеем χΦ(ρ) = HΦ(ρ)−
ĤΦ(ρ) и, следовательно, ĤΦ(ρ) = coHΦ(ρ).

Если HΦ(ρ) = +∞, то coHΦ(ρ) = +∞, поскольку множество состо-
яний с конечной выходной энтропией выпукло [34]. Лемма 2 доказана.

Из леммы 2 вытекает, что ĤΦ(ρ) < coHΦ(ρ) для любого состояния ρ
такого, что HΦ(ρ) = +∞ и ĤΦ(ρ) < +∞. Заметим, что множество
таких состояний непусто. Например, в случае тождественного канала Φ
нетрудно видеть, что ĤΦ(ρ) = 0 для любого состояния ρ, но множество
всех состояний ρ, для которых HΦ(ρ) < +∞, является подмножеством
первой категории в множестве всех состояний S(H ) [34].

Покажем прежде всего, что точную нижнюю грань в определе-
нии ĤΦ(ρ) можно брать только по мерам с носителем на множестве чи-
стых состояний. Для этого рассмотрим следующее отношение частич-
ного порядка на множестве P. Пусть S — множество всех выпуклых
непрерывных ограниченных функций на S(H ). Положим µ � ν тогда
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и только тогда, когда∫
S(H )

f(ρ)µ(dρ) >
∫
S(H )

f(ρ) ν(dρ) для всех f из S .

Такое отношение частичного порядка на множествах вероятностных
мер, часто называемое порядком Шоке (the Choquet ordering), подробно
изучено (см., например, [14]).

Предложение 6. Для любого состояния ρ0 существует мера π0 с
барицентром ρ0 и носителем на множестве чистых состояний такая,
что

ĤΦ(ρ0) =

∫
S(H )

HΦ(ρ)π0(dρ).

В качестве π0 можно выбрать меру с конечным носителем, состоя-
щим из n2 атомов (ансамбль из n2 чистых состояний) тогда и только
тогда, когда состояние ρ0 имеет конечный ранг n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В доказательстве теоремы в [10] показано,
что функционал

π 7→
∫
S(H )

HΦ(ρ)π(dρ) (18)

корректно определен и полунепрерывен снизу на множестве P с то-
пологией слабой сходимости. В силу предложения 2 из [10] множе-
ство P{ρ0} компактно в этой топологии. Следовательно, данный функ-
ционал достигает своего минимума на множестве P{ρ0} на некоторых
мерах π∗ ∈P{ρ0}, т.е.

ĤΦ(ρ0) =

∫
S(H )

HΦ(ρ)π∗(dρ). (19)

Для доказательства того, что среди всех таких мер π∗ найдется
мера π0 с носителем на множестве чистых состояний, нам потребуются
два простых свойства введенного выше отношения порядка.

1. Пусть {µn} и {νn} — две последовательности из P, слабо схо-
дящиеся к мерам µ и ν соответственно и такие, что µn � νn для
всех n. Тогда µ � ν.

2. Если µ � ν, то∫
S(H )

g(ρ)µ(dρ) >
∫
S(H )

g(ρ) ν(dρ)

для любой функции g, которая представима как (поточечный) предел
монотонной последовательности функций из S .

В силу леммы 1 из [10] существует последовательность {πn} мер
из P{ρ0} с конечным носителем, слабо сходящаяся к мере π∗. Предста-
вляя каждый атом меры πn в виде выпуклой комбинации чистых состо-
яний, мы получим меру π̂n с тем же барицентром и счетным носителем
на множестве чистых состояний. Легко видеть, что π̂n � πn. В силу
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упомянутой выше компактности множестваP{ρ0} существует подпосле-
довательность {π̂nk}, сходящаяся к некоторой мере π0. В силу замкну-
тости множества чистых состояний и теоремы 6.1 из [28] носитель этой
меры π0 сосредоточен на чистых состояниях. Поскольку π̂nk � πnk для
всех k, из свойства 1 частичного порядка � следует π0 � π∗.

В силу леммы 4 из [22] выпуклая функция g(ρ) = −HΦ(ρ) =
−H(Φ(ρ)) является поточечным пределом монотонной последовательно-
сти ограниченных непрерывных функций

gn(ρ) = −(TrPnΦ(ρ))H((TrPnΦ(ρ))−1PnΦ(ρ)Pn),

где {Pn}— произвольная возрастающая последовательность проекторов
конечного ранга, сильно сходящаяся к тождественному оператору IH ′ .
Нетрудно видеть, что при каждом n функция gn выпукла и, следова-
тельно, лежит в S . Используя свойство 2 частичного порядка �, с
учетом (19) получаем

ĤΦ(ρ0) =

∫
S(H )

HΦ(ρ)π∗(dρ) >
∫
S(H )

HΦ(ρ)π0(dρ).

По определению функции ĤΦ последнее неравенство является равен-
ством.

Докажем последнее утверждение предложения. Если состояние ρ0

имеет бесконечный ранг, то множество P{ρ0} не содержит мер с конеч-
ным носителем на множестве чистых состояний.

Пусть состояние ρ0 имеет конечный ранг n, H0 = supp ρ0 —
n-мерное подпространство и Φ0 — подканал канала Φ, соответствую-
щий подпространству H0 (подканалом Φ0 канала Φ, соответствующим
подпространствуH0, называется сужение канала Φ на множество состо-
яний, носители которых лежат в подпространстве H0 [31]).

Если HΦ0
(ρ0) = HΦ(ρ0) < +∞, то, в силу приведенной ниже

леммы 3, функция HΦ0
непрерывна на компактном множестве S(H0).

Это позволяет применить лемму A-2 из [35] для доказательства суще-
ствования ансамбля из (dimH0)2 состояний со средним ρ0, на котором
достигается точная нижняя грань в определении функции coHΦ0

, со-
впадающей с сужением функции coHΦ на подмножество S(H0) мно-
жества S(H ). В силу леммы 2 сужение функции coHΦ на множе-
ство S(H0) совпадает с сужением на это множество функции ĤΦ.

Если HΦ0
(ρ0) = HΦ(ρ0) = +∞, то ĤΦ(ρ0) = +∞ и, следовательно,

любой ансамбль со средним состоянием ρ0 является оптимальным. Для
доказательства этого утверждения заметим, что из HΦ(ρ0) = +∞ сле-
дует HΦ(σ) = +∞ для любого состояния σ такого, что suppσ =
supp ρ0 = H0. Действительно, для этого состояния σ существует по-
ложительное число λσ такое, что λσσ > ρ0. В силу неотрицательности
относительной энтропии имеем

λσ Tr Φ(σ)(− log Φ(σ))>Tr Φ(ρ0)(− log Φ(σ))>Tr Φ(ρ0)(− log Φ(ρ0)) = +∞.
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Предположим, что ĤΦ(ρ0) < +∞. Тогда существует мера π с бари-
центром ρ0 такая, что функция HΦ конечна π-почти всюду. Пусть
F — подмножество S(H0) такое, что функция HΦ конечна на множе-
стве F и π(F ) = 1. Из равенства ρ0 =

∫
F ρ π(dρ) следует, что линей-

ная оболочка подпространств {supp ρ}ρ∈F совпадает с H0 и, следова-
тельно, существует конечный набор {ρi}ni=1 состояний из F таких, что
supp(n−1

∑n
i=1 ρi) = H0. Поскольку состояние n−1

∑n
i=1 ρi есть конечная

выпуклая комбинация состояний ρi, i = 1, . . . , n, у которыхHΦ(ρi) < +∞
для всех i = 1, . . . , n, заключаем, что HΦ(n−1

∑n
i=1 ρi) < +∞ [34]. Но это

противоречит предыдущему наблюдению. Предложение 6 доказано.

Лемма 3. Пусть Φ: S(H ) 7→ S(H ′) — канал такой, что
dimH < +∞. Если существует состояние полного ранга ρ0 такое,
что HΦ(ρ0) < +∞, то функция HΦ непрерывна на множестве S(H ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть IH — тождественный оператор в
пространстве H . Из конечномерности H следует, что λIH 6 ρ0 для
некоторого положительного λ, и поэтому HΦ(IH ) < +∞. Утверждение
леммы следует из теоремы Саймона о мажорируемой сходимости [33]
(с использованием Φ(IH ) в качестве оператора B).

О п р е д е л е н и е 4. Мера π0 с указанными в предложении 6
свойствами называется ĤΦ-оптимальной мерой для состояния ρ0.

Легко видеть, что множество ĤΦ-оптимальных мер совпадает со
множеством χΦ-оптимальных мер для любого состояния ρ0 с конечной
выходной энтропией HΦ(ρ0).

Другое важное свойство функции ĤΦ(ρ) установлено в следующей
лемме.

Лемма 4. Функция ĤΦ(ρ) выпукла и полунепрерывна снизу
на S(H ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства выпуклости функ-
ции ĤΦ достаточно заметить, что

λP{ρ1} + (1− λ)P{ρ2} ⊆P{λρ1+(1−λ)ρ2}

для любых состояний ρ1, ρ2 и числа λ из [0, 1].

Предположим, что функция ĤΦ не является полунепрерывной снизу.
Это означает существование последовательности состояний {ρn}, сходя-
щейся к некоторому состоянию ρ0, такой, что

lim
n→+∞ ĤΦ(ρn) < ĤΦ(ρ0). (20)

В силу предложения 6 для каждого n = 1, 2, . . . существует мера πn
из P{ρn} такая, что

ĤΦ(ρn) =

∫
S(H )

HΦ(ρ)πn(dρ).
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Множество A = {ρn}+∞n=0 является компактным подмножеством S(H ).
В силу предложения 2 из [10] множество PA компактно. Поскольку
{πn} ⊂PA , существует подпоследовательность {πnk}, сходящаяся к не-
которой мере π0. Из непрерывности отображения π 7→ ρ(π) вытекает
π0 ∈ P{ρ0}. В силу полунепрерывности снизу функционала (18) полу-
чаем

ĤΦ(ρ0) 6
∫
S(H )

HΦ(ρ)π0(dρ) 6 lim inf
k→+∞

∫
S(H )

HΦ(ρ)πnk(dρ)

= lim
k→+∞

ĤΦ(ρnk),

что противоречит (20). Лемма 4 доказана.

Предложение 7. Функция ĤΦ совпадает с выпуклым замыка-
нием5) coHΦ выходной энтропии HΦ, причем если coHΦ(ρ) < +∞, то

{coHΦ(ρ) = coHΦ(ρ)} ⇐⇒ {HΦ(ρ) < +∞}.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 4 и определения выпуклого за-

мыкания следует, что

ĤΦ(ρ) 6 coHΦ(ρ) 6 coHΦ(ρ) 6 HΦ(ρ) ∀ ρ ∈ S(H ). (21)

В силу леммы 2 ĤΦ(ρ0) совпадает с coHΦ(ρ0) для любого состоя-
ния ρ0 с конечной выходной энтропией HΦ(ρ0). Поэтому (21) означает,
что ĤΦ(ρ0) = coHΦ(ρ0) для всех таких состояний.

Пусть ρ0 — произвольное состояние такое, что ĤΦ(ρ0) < +∞. В
силу приводимой ниже леммы 5 существует последовательность {ρn}
состояний с конечной выходной энтропией, сходящаяся к состоянию ρ0,
такая, что limn→+∞ ĤΦ(ρn) = ĤΦ(ρ0). Как показано выше, ĤΦ(ρn) =
coHΦ(ρn) для всех n. Поскольку функция coHΦ полунепрерывна снизу
(по определению), получаем

coHΦ(ρ0) 6 lim inf
n→+∞ coHΦ(ρn) = lim

n→+∞ ĤΦ(ρn) = ĤΦ(ρ0).

Из этого неравенства и из (21) следует, что ĤΦ(ρ0) = coHΦ(ρ0) для
произвольного состояния ρ0. Предложение 7 доказано.

При изучении свойств функции ĤΦ важную роль играет следующее
наблюдение.

Лемма 5. Для любого состояния ρ0 такого, что ĤΦ(ρ0) <∞, су-
ществует последовательность {ρn} состояний конечного ранга, схо-
дящаяся к состоянию ρ0, такая, что

HΦ(ρn) < +∞ для всех n и lim
n→+∞ ĤΦ(ρn) = ĤΦ(ρ0).

5) см. приложение А.



О свойствах квантовых каналов 21

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть π0 — ĤΦ-оптимальная мера для
состояния ρ0, существующая по предложению 6. Поскольку всякая
вероятностная мера на полном сепарабельном метрическом простран-
стве S(H ) является плотной [1], [28], для любого n ∈ N суще-
ствует компактное подмножество Kn множества Extr(S(H )) такое, что
π0(Kn) > 1 − 1/n. Из компактности множества Kn следует разложе-
ние Kn =

⋃m(n)
i=1 A n

i , где {A n
i }m(n)

i=1 — конечный набор непересекающихся
измеримых множеств с диаметром, не превосходящим 1/n. Без ограни-
чения общности можно считать, что π0(A n

i ) > 0 для всех i и n. По по-
строению компактное множество A n

i содержится в некотором шаре B
n
i

диаметра 1/n для всех i и n.
По условию ĤΦ(ρ0) =

∫
S(H )HΦ(ρ)π0(dρ) < +∞, и, следовательно,

функцияHΦ конечна π0-почти всюду. Поскольку функцияHΦ полунепре-
рывна снизу, она достигает своего конечного минимума на компактном
множестве A n

i положительной меры в некотором состоянии ρ
n
i ∈ A n

i .
Рассмотрим состояние ρn = (π0(Kn))−1

∑m(n)
i=1 π0(A n

i )ρni .
Покажем, что

‖ρn − ρ0‖1 6 3

n
. (22)

Состояние ρ̂ni = (π0(A n
i ))−1

∫
A n
i
ρ π0(dρ) лежит в Bn

i в силу выпук-

лости Bn
i . Следовательно, ‖ρni − ρ̂ni ‖1 6 1/n. Замечая, что π0(Kn) =∑m(n)

i=1 π0(A n
i ), получаем

‖ρn − ρ0‖1 =

∥∥∥∥∥(π0(Kn))−1

m(n)∑
i=1

π0(A n
i ) ρni

−
m(n)∑
i=1

∫
A n
i

ρπ0(dρ)−
∫
S(H )\Kn

ρπ0(dρ)

∥∥∥∥∥
1

6
m(n)∑
i=1

π0(A n
i )‖(π0(Kn))−1ρni − ρ̂ni ‖1 +

∥∥∥∥ ∫
S(H )\Kn

ρπ0(dρ)

∥∥∥∥
1

6 (1− π0(Kn)) +
m(n)∑
i=1

π0(A n
i )‖ρni − ρ̂ni ‖1 + π0(S(H )\Kn) <

3

n
,

т.е. (22).
В силу выбора состояния ρni при каждом i и n имеем HΦ(ρni ) 6 HΦ(ρ)

для всех ρ из A n
i . Следовательно,

ĤΦ(ρn) 6 (π0(Kn))−1

m(n)∑
i=1

π0(A n
i )HΦ(ρni )

6 (π0(Kn))−1

m(n)∑
i=1

∫
A n
i

HΦ(ρ)π0(dρ)

6 (π0(Kn))−1

∫
S(H )

HΦ(ρ)π0(dρ) = (π0(Kn))−1ĤΦ(ρ0).
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Поэтому lim supn→+∞ ĤΦ(ρn) 6 ĤΦ(ρ0). Но limn→+∞ ρn = ρ0 в силу (22),

и, учитывая лемму 4, получаем lim infn→+∞ ĤΦ(ρn) > ĤΦ(ρ0). Следова-
тельно, существует limn→+∞ ĤΦ(ρn) = ĤΦ(ρ0).

По построению состояние ρn при каждом n есть конечная выпуклая
комбинация чистых состояний ρni , i = 1, . . . ,m(n), с конечной выходной
энтропией HΦ(ρni ). Это означает, что HΦ(ρn) < +∞ для всех n [34].
Лемма 5 доказана.

Вещественное банахово пространство Bh(H ) всех эрмитовых опе-
раторов двойственно пространству Th(H ) всех эрмитовых ядерных
операторов. Неотрицательную полунепрерывную снизу функцию HΦ

наS(H ) можно расширить до неотрицательной полунепрерывной снизу
функции HΦ на Th(H ), полагая ее равной +∞ на Th(H )\S(H ). Пре-
образование Фенхеля функции HΦ (см. приложение А) определено на
множестве Bh(H ) выражением

H∗Φ(A) = sup
ρ∈Th(H )

(
TrAρ−HΦ(ρ)

)
= sup

ρ∈S(H )

(TrAρ−HΦ(ρ)) . (23)

Двойное преобразование Фенхеля H∗∗Φ определено на множе-
стве Th(H ) выражением

H∗∗Φ (ρ) = sup
A∈Bh(H )

(TrAρ−H∗Φ(A)) . (24)

Поскольку функция HΦ неотрицательна, ее выпуклое замыка-
ние coHΦ совпадает с двойным преобразованием Фенхеля H∗∗Φ . Заме-
чая, что сужение функции coHΦ на множество S(H ) совпадает с coHΦ,
получаем, с учетом предложения 7, следующее представление для Ĥ-
функции.

Следствие 4. Пусть Φ: S(H ) 7→ S(H ′) — квантовый канал.
Тогда

ĤΦ(ρ) = H∗∗Φ (ρ) = sup
A∈Bh(H )

inf
σ∈S(H )

(HΦ(σ) + TrA(ρ− σ))

для любого состояния ρ ∈ S(H ).

Рассмотрим множество Ĥ−1
Φ (0) = {ρ ∈ S(H ) | ĤΦ(ρ) = 0}. Заме-

тим, что множество H−1
Φ (0) = {ρ ∈ S(H ) |HΦ(ρ) = 0} является замкну-

тым подмножеством S(H ) в силу полунепрерывности снизу квантовой
энтропии [34].

Предложение 8. Множество Ĥ−1
Φ (0) совпадает с выпуклым за-

мыканием множества H−1
Φ (0) ∩ ExtrS(H ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ρ0 ∈ co (H−1
Φ (0) ∩ ExtrS(H )). То-

гда найдется последовательность {ρn} ⊂ co(H−1
Φ (0) ∩ ExtrS(H )), схо-

дящаяся к ρ0. По определению ĤΦ(ρn) = 0. Из неотрицательности и
полунепрерывности снизу функции ĤΦ (лемма 4) следует ĤΦ(ρ0) = 0.
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Пусть ρ0 ∈ Ĥ−1
Φ (0). В силу предложения 6 состояние ρ0 является

барицентром некоторой меры π0 с носителем на множестве чистых со-
стояний и такой, что HΦ(ρ) = 0 для π0-почти всех ρ. Используя рассу-
ждения доказательства теоремы 6.3 из [28], легко показать, что меру π0

можно аппроксимировать последовательностью мер {πn} с конечным но-
сителем на множестве чистых состояний такой, что HΦ(ρ) = 0 для
πn-почти всех ρ. Это значит, что при каждом n все атомы меры πn
являются чистыми состояниями из H−1

Φ (0). В силу непрерывности ото-
бражения π 7→ ρ(π) состояние ρ0 = ρ(π0) является пределом последова-
тельности {ρ(πn)} состояний из co(H−1

Φ (0)∩ExtrS(H )). Предложение 8
доказано.

6. О непрерывности функций χΦ и ĤΦ. Из леммы 2 сле-
дует, что

χΦ(ρ) = HΦ(ρ)− ĤΦ(ρ) (25)

для всех состояний ρ с конечной выходной энтропией. Это выражение
остается справедливым, когда HΦ(ρ) = +∞ и ĤΦ(ρ) < +∞. Действи-
тельно, подставляя ĤΦ-оптимальную меру π для состояния ρ в выра-
жение (4) из [10], легко получить, что χΦ(ρ) = +∞. Заметим также,
что для любого состояния ρ из конечности χΦ(ρ) и ĤΦ(ρ) следует ко-
нечность HΦ(ρ), а значит, и справедливость выражения (25). Последнее
утверждение нетрудно доказать, используя предложение 4 и лемму 5.

Из выражения (25) следует, что непрерывность на некотором множе-
стве A ⊆ S(H ) функций χΦ и ĤΦ гарантирует непрерывность на этом
множестве выходной энтропии HΦ. Важный результат состоит в том,
что верно и обратное утверждение, которое также следует из выраже-
ния (25) с учетом полунепрерывности снизу функции χΦ (предложение 4)
и полунепрерывности снизу функции ĤΦ (лемма 4).

Теорема 1. Пусть Φ: S(H ) 7→ S(H ′) — квантовый канал. Если
сужение выходной энтропии HΦ на некоторое множество A ⊆ S(H )
непрерывно, то сужения функций χΦ и ĤΦ на множество A также
непрерывны.

З а м е ч а н и е 3. Отметим определенную парадоксальность
утверждения теоремы 1. Дело в том, что значение выходной энтро-
пии HΦ в некотором состоянии ρ0 зависит только от действия канала Φ
на это состояние. Поэтому непрерывность функции HΦ на некотором
множествеA равносильна непрерывности энтропии на множестве Φ(A ),
которая зависит только от вида множества Φ(A ). Напротив, значения
функций χΦ и ĤΦ в некотором состоянии ρ0 зависят, в силу их определе-
ния, от действия канала Φ на все состояния, лежащие в объединении но-
сителей всех мер с барицентром ρ0. Поэтому поведение этих функций на
некотором множестве A зависит от действия канала Φ на все состояния,
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лежащие в объединении носителей всех мер с барицентром в A . Тем не
менее, в силу теоремы 1, непрерывность энтропии на множестве Φ(A )
гарантирует непрерывность функций χΦ и ĤΦ на множестве A незави-
симо от действия канала Φ на все состояния, не лежащие в A .

Отметим также, что непрерывность каждой из функций χΦ и ĤΦ

по отдельности на некотором множестве A не гарантирует непрерыв-
ность выходной энтропии на этом множестве. Например, в случае то-
ждественного канала Φ функция ĤΦ тождественно равна нулю наS(H ),
а функция HΦ — энтропия состояния — разрывна на S(H ).

Из предложения 3 в [10] вытекает следующее утверждение.

Следствие 5. Пусть H ′ — положительный неограниченный опе-
ратор на пространстве H ′ такой, что Tr exp(−βH ′) < +∞ для всех
β > 0.6) Тогда сужения функций χΦ и ĤΦ на подмножество

Ah′ = {ρ ∈ S(H ) | Tr Φ(ρ)H ′ 6 h′}
непрерывны при каждом h′ > 0.

Как отмечалось в [10], условие следствия 5 выполнено для кван-
товых гауссовских каналов с ограничениями на среднюю энергию вида
Tr ρH 6 h, где H = RTεR — гамильтониан системы осцилляторов с
невырожденной матрицей энергии ε, а R — канонические переменные
системы.

Предложение 9. Пусть {ρn} — последовательность состоя-
ний, сходящаяся к состоянию ρ0, такая, что limn→+∞ ĤΦ(ρn) =
ĤΦ(ρ0)7), а πn — ĤΦ-оптимальная мера для состояния ρn при каждом
n = 1, 2 . . . . Тогда множество частичных пределов последовательно-
сти {πn}+∞n=1 непусто и состоит из ĤΦ-оптимальных мер для состоя-
ния ρ0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {ρn} и {πn} — указанные последо-
вательности. Поскольку множество {ρn}+∞n=0 компактно в S(H ), множе-
ство P{{ρn}+∞n=0} компактно в P в силу предложения 2 из [10]. Следо-
вательно, последовательность {πn} ⊆ P{{ρn}+∞n=0} имеет частичные пре-
делы. Пусть π0 — предел некоторой подпоследовательности {πnk} после-
довательности {πn}. В силу полунепрерывности снизу функционала (18)
имеем

ĤΦ(ρ0) = lim
k→+∞

ĤΦ(ρnk) = lim
k→+∞

∫
S(H )

HΦ(ρ)πnk(dρ)

>
∫
S(H )

HΦ(ρ)π0(dρ),

6) В [10] такой оператор назван H-оператором.
7) Например, последовательность состояний конечного ранга, существующая в

силу леммы 5.
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что означает ĤΦ-оптимальность меры π0 для состояния ρ0. Предложе-
ние 9 доказано.

Теорема 1 и предложение 9 позволяют представить ĤΦ-оптималь-
ную (χΦ-оптимальную) меру для любого состояния с конечной выходной
энтропией как предельную точку последовательности мер с конечным но-
сителем на множестве чистых состояний, т.е. обычных ансамблей. На-
помним, что, в силу предложения 6, для любого состояния конечного
ранга n существует ĤΦ-оптимальная мера с конечным носителем, со-
стоящим не более чем из n2 атомов — чистых состояний.

Следствие 6. Пусть ρ0 — состояние такое, что HΦ(ρ0) < +∞,
Pn — спектральный проектор ρ0, соответствующий n наибольшим
собственным значениям, и πn — ĤΦ-оптимальная (χΦ-оптимальная)
мера с конечным носителем (ансамбль из n2 чистых состояний) для
состояния конечного ранга ρn = (TrPnρ0)−1Pnρ0 при каждом n ∈ N.
Тогда любой частичный предел последовательности {πn} является
ĤΦ-оптимальной (χΦ-оптимальной) мерой для состояния ρ0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Использую теорему Саймона о мажори-
руемой сходимости [33], легко показать, что

lim
n→+∞HΦ(ρn) = HΦ(ρ0).

Следовательно, условия теоремы 1 выполнены для A = {ρn}+∞n=0.
Поэтому limn→+∞ ĤΦ(ρn) = ĤΦ(ρ0), и из предложения 9 получаем утвер-
ждение следствия.

7. О проблеме аддитивности. Пусть Φ: S(H ) 7→ S(H ′) и
Ψ: S(K ) 7→ S(K ′) — каналы с ограничениями, определяемыми множе-
ствами A и B соответственно. Рассмотрим канал Φ⊗Ψ: S(H ⊗K ) 7→
S(H ′ ⊗K ′). Для этого канала естественно рассмотреть ограничение,
определяемое множеством

A ⊗B = {ω ∈ S(H ⊗K ) |ωH ∈ A , ωK ∈ B},
где использованы обозначения ωH = TrK ω и ωK = TrH ω.

Аддитивность χ-пропускной способности A -ограниченного ка-
нала Φ и B-ограниченного канала Ψ означает равенство

C (Φ⊗Ψ,A ⊗B) = C(Φ,A ) + C(Ψ,B). (26)

З а м е ч а н и е 4. Пусть Ω(Φ,A ) и Ω(Ψ,B) — выходные опти-
мальные средние состояния для A -ограниченного канала Φ и B-огра-
ниченного канала Ψ соответственно. Из аддитивности χ-пропускной
способности (26) следует, что состояние Ω(Φ,A )⊗Ω(Ψ,B) является вы-
ходным оптимальным средним для A ⊗B-ограниченного канала Φ⊗Ψ.
Действительно, пусть {{πki , ρki }}k и {{µkj , σkj }}k — аппроксимирующие
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последовательности ансамблей дляA -ограниченного канала Φ иB-огра-
ниченного канала Ψ. В силу предложения 1 последовательности {Φ(ρk)}k
и {Ψ(σk)}k сходятся к Ω(Φ,A ) и Ω(Ψ,B) соответственно. Из (26) сле-
дует, что последовательность ансамблей {{πki µkj , ρki ⊗ σkj }}k является ап-
проксимирующей для A ⊗ B-ограниченного канала Φ ⊗ Ψ. В силу
предложения 1 состояние Ω(Φ,A ) ⊗ Ω(Ψ,B) — предел последователь-
ности {Φ(ρk) ⊗ Ψ(σk)}k — является выходным оптимальным средним
для A ⊗B-ограниченного канала Φ⊗Ψ.

Аддитивность χ-пропускной способности (26) для произвольных
множеств-ограничений A иB равносильна выполнению следующего не-
равенства:

χΦ⊗Ψ(ω) 6 χΦ(ωH ) + χΨ(ωK ) (27)

для любых состояний ω ∈ S(H ⊗ K ) (субаддитивность χ-функции).
Действительно, пусть ω — произвольное состояние из S(H ⊗K ). По-
ложим A = {ωH } и B = {ωK }. Тогда из (26) и определения χ-функции
следует, что

χΦ(ωH ) + χΨ(ωK ) = C(Φ, {ωH }) + C(Ψ, {ωK })
= C

(
Φ⊗Ψ, {ωH } ⊗ {ωK }

)
> χΦ⊗Ψ(ω).

Обратно, из (27) следует, что

C (Φ⊗Ψ,A ⊗B) 6 C(Φ,A ) + C(Ψ;B).

Поскольку обратное неравенство очевидно, получаем (26). В [31] пока-
зано, что субаддитивность χ-функции имеет место для нетривиального
класса бесконечномерных каналов.

В работе [13] был предложен подход к проблеме аддитивности в
конечномерном случае, основанный на применении техники выпуклого
анализа. Результаты предыдущих разделов позволяют распространить
этот подход на случай бесконечномерных каналов.

Для канала Φ: S(H ) 7→ S(H ′) и оператора A ∈ B+(H ) введем
следующую характеристику [30]:

νH (Φ, A) = inf
ρ∈S(H )

(HΦ(ρ) + TrAρ) . (28)

Заметим, что данная характеристика является обобщением мини-
мальной выходной энтропии канала Φ, определяемой выражением

Hmin(Φ) = inf
ρ∈S(H )

HΦ(ρ) = νH(Φ, 0). (29)

Из вогнутости квантовой энтропии следует, что точную нижнюю грань
в (28) и (29) можно брать по множеству всех чистых состояний ρ

из S(H ).
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Аддитивность минимальной выходной энтропии для каналов Φ и Ψ
означает равенство

Hmin(Φ⊗Ψ) = Hmin(Φ) +Hmin(Ψ), (30)

которое является частным случаем аддитивности введенной выше ха-
рактеристики канала по отношению к сумме Кронекера:

νH (Φ⊗Ψ, A⊗ I + I ⊗B) = νH(Φ, A) + νH(Ψ, B). (31)

Если Φ иΨ — конечномерные каналы, то, как показано в [21], выпол-
нение неравенства (27) для всех состояний ω равносильно выполнению
неравенства

ĤΦ⊗Ψ(ω) > ĤΦ(ωH ) + ĤΨ(ωK ) (32)

для всех состояний ω (супераддитивность Ĥ-функции). Для бесконечно-
мерного случая соотношения между введенными выше свойствами суб-
(супер-) аддитивности представлены в следующей теореме.

Пусть SΦ,Ψ = {ω ∈ S(H ⊗K ) |HΦ(ωH ) < +∞, HΨ(ωK ) < +∞}—
выпуклое подмножество S(H ⊗K ).

Теорема 2. Пусть Φ: S(H ) 7→ S(H ′) и Ψ: S(K ) 7→ S(K ′) —
произвольные каналы.

1) Выполнение неравенства (32) для всех состояний ω ∈ S(H ⊗K )
равносильно выполнению равенства (31) для всех положительных опе-
раторов A ∈ B+(H ) и B ∈ B+(K ), из которого следует аддитив-
ность минимальной выходной энтропии (30).

2) Выполнение неравенства (32) для всех состояний ω ∈ SΦ,Ψ рав-
носильно выполнению неравенства (27) для всех состояний ω ∈ SΦ,Ψ,
которое означает аддитивность χ-пропускной способности (26) для
любых множеств-ограничений A и B таких, что

HΦ(ρ) < +∞ ∀ ρ ∈ A и HΨ(σ) < +∞ ∀σ ∈ B.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Рассматривая состояния-произведения,

легко получить следующее свойство субаддитивности:

νH(Φ⊗Ψ, A⊗ I + I ⊗B) 6 νH(Φ, A) + νH(Ψ, B). (33)

В силу предложения 7 функция ĤΦ является выпуклым замыканием
функции HΦ. Преобразование Фенхеля H∗Φ функции HΦ определено на
множестве Bh(H ) всех эрмитовых операторов выражением (23). В силу
леммы 1 из [13] (формально рассматриваемые функции не удовлетво-
ряют условиям данной леммы, но легко видеть, что все рассуждения в
ее доказательстве остаются справедливыми в данном случае), сильная
супераддитивность Ĥ-функции эквивалентна субаддитивности преобра-
зования Фенхеля по отношению к сумме Кронекера:

H∗Φ⊗Ψ(A⊗ IK + IH ⊗B) 6 H∗Φ(A) +H∗Ψ(B)

∀A ∈ Bh(H ), ∀B ∈ Bh(K ).
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По определению последнее неравенство равносильно следующему:

sup
ω∈S(H ⊗K )

(
TrAωH + TrBωK −H(Φ⊗Ψ(ω))

)
6 sup
ρ∈S(H )

(TrAρ−H(Φ(ρ))) + sup
σ∈S(K )

(TrBσ −H(Ψ(σ)))

для всех A ∈ Bh(H ) и B ∈ Bh(K ).

Учитывая инвариантность предыдущего неравенства относительно
замены A и B на A ± ‖A‖IH и B ± ‖B‖IK соответственно и исполь-
зуя (33), получаем утверждение 1) теоремы.

2) В силу представления (25) и субаддитивности квантовой энтро-
пии, из неравенства (32) для любого состояния ω ∈ SΦ,Ψ следует нера-
венство (27) для этого состояния.

Предположим, что неравенство (27) имеет место для любого состоя-
ния ω ∈ SΦ,Ψ. В силу наблюдения, приведенного после замечания 4, это
означает аддитивность χ-пропускной способности (26) для любых A
и B таких, что HΦ(ρ) < +∞ для всех ρ ∈ A и HΨ(σ) < +∞ для
всех σ ∈ B. В частности, C(Φ ⊗ Ψ, {ωH } ⊗ {ωK }) = C(Φ, {ωH }) +
C(Ψ, {ωK }).

В силу замечания 3 состояние Φ(ωH )⊗Ψ(ωK ) является выходным
оптимальным средним для {ωH } ⊗ {ωK }-ограниченного канала Φ⊗Ψ.
Учитывая, что ω ∈ {ωH }⊗{ωK }, и используя предложение 3, получаем

χΦ(ωH ) + χΨ(ωK ) = C(Φ, {ωH }) + C(Ψ, {ωK })
= C

(
Φ⊗Ψ, {ωH } ⊗ {ωK }

)
> χΦ⊗Ψ(ω) +H((Φ⊗Ψ)(ω) ‖Φ(ωH )⊗Ψ(ωK )). (34)

Поскольку

H((Φ⊗Ψ)(ω) ‖Φ(ωH )⊗Ψ(ωK ))

= H(Φ(ωH )) +H(Ψ(ωK ))−H((Φ⊗Ψ)(ω)),

неравенство (34) вместе с (25) приводит к (32). Теорема 2 доказана.
В отличие от конечномерного случая теорема 2 не позволяет пока-

зать, что из субаддитивности χ-функции (выполнение неравенства (27)
для всех состояний ω) следует супераддитивность Ĥ-функции (выпол-
нение неравенства (32) для всех состояний ω) для двух произвольных
каналов и наоборот. Однако для нетривиального класса каналов с ко-
нечной выходной энтропией (см. пример в [3]) из этой теоремы следует
эквивалентность данных свойств.

Следствие 7. Для любых двух каналов Φ и Ψ с конечной выходной
энтропией субаддитивность χ-функции равносильна супераддитивно-
сти Ĥ-функции.
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Основная трудность, не позволяющая доказать аналогичное утвер-
ждение для произвольных каналов, связана с существованием «супер-
сцепленных» чистых состояний ω, имеющих частичные следы с беско-
нечной энтропией (см. замечание 4 в [31]).

8. Об определении меры сцепленности. Сцепленность — спе-
цифическая черта составных квантовых систем. Одной из количествен-
ных характеристик сцепленности является сцепленность формирова-
ния (EoF) [17]. В конечномерном случае EoF определяется следующим
образом:

EF (ρ) = min∑
i
πiρi=ρ

∑
i

πiHΦ(ρi),

где Φ — частичный след — канал из пространства состояний составной
системы на пространство состояний подсистемы. В терминах выпуклого
анализа EoF совпадает с выпуклой оболочкой выходной энтропии ча-
стичного следа. Непрерывность EoF, установленная в [26], показывает,
что эта выпуклая оболочка является замкнутой, т.е. EoF есть выпуклое
замыкание выходной энтропии частичного следа.

Обобщение этого понятия на бесконечномерный случай было рас-
смотрено в [19], где EoF определяется выражением

ED
F (ρ) = inf∑

i
πiρi=ρ

∑
i

πiHΦ(ρi),

в котором точная нижняя грань берется по всем счетным ансамблям
чистых состояний со средним состоянием ρ.

Альтернативный подход к определению EoF предложен в [24] в слу-
чае тензорного произведения двух гильбертовых пространств, одно из
которых является конечномерным. Полученные в предыдущих разделах
результаты позволяют развить этот подход и определить EoF в общем
случае следующим образом:

EC
F (ρ) = ĤΦ(ρ) = inf

π∈P{ρ}

∫
S(H )

HΦ(ρ)π(dρ),

где Φ — частичный след.
Предложение 7 показывает, что EC

F — выпуклая полунепрерывная
снизу функция, совпадающая с выпуклым замыканием выходной энтро-
пии частичного следа. Из предложения 6 следует, что точная нижняя
грань в приведенном выше выражении для EoF достигается на некото-
рой мере с носителем на множестве чистых состояний. Предложение 8
гарантирует следующее естественное свойство меры сцепленности EC

F :

{EC
F (ρ) = 0} ⇐⇒ {состояние ρ разделимо},

где множество разделимых (несцепленных) состояний определяется как
выпуклое замыкание чистых состояний-произведений [3]. Действи-
тельно, если Φ — частичный след, то множество H−1

Φ (0)∩ExtrS(H ) со-
впадает с множеством всех чистых состояний-произведений. Теорема 1
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гарантирует непрерывность EC
F на подмножествах состояний, на кото-

рых непрерывна выходная энтропия одного из частичных следов. В силу
предложения 3 из [19] таким свойством обладает важное для физических
приложений множество всех состояний с ограниченной средней энергией.
Отметим также, что из теоремы 1 следует непрерывность EC

F = ED
F

на всем пространстве состояний составной системы, одна из подсистем
которой конечномерна. (Доказательство непрерывности EoF нетриви-
ально даже в конечномерном случае [26].)

Интересный вопрос — это соотношение между ED
F и EC

F . Из пред-
ложения 6 следует, что

ED
F (ρ) > EC

F (ρ)

для всех состояний ρ. Поскольку произвольное состояние можно пред-
ставить как счетную выпуклую комбинацию чистых состояний, лемма 2
и вогнутость выходной энтропии гарантируют равенство

ED
F (ρ) = EC

F (ρ) (35)

для всех состояний ρ, у которых один из частичных следов имеет ко-
нечную энтропию. Легко видеть, что (35) имеет место для всех нес-
цепленных и всех чистых состояний (для которых ĤΦ совпадает с HΦ).
Заметим, что из леммы 5 следует, что

EC
F (ρ) = lim

ε→+0
inf∑

i
πiρi∈Uε(ρ)

∑
i

πiHΦ(ρi),

где Uε(ρ) — ε-окрестность состояния ρ и точная нижняя грань берется
по всем конечным ансамблям чистых состояний. Однако справедли-
вость равенства (35) для смешанных состояний, у которой оба частич-
ных следа имеют бесконечную энтропию, остается открытой проблемой.
В приложении Б показано, что справедливость этого равенства нельзя
доказать, используя только общие функциональные свойства выходной
энтропии.

9. Приложения

А. Выпуклая оболочка и выпуклое замыкание. В этом раз-
деле собраны необходимые понятия и факты из выпуклого анализа, в из-
ложении которых мы будем следовать [4]. Пусть f — произвольная веще-
ственная функция на замкнутом выпуклом подмножестве X некоторого
локально выпуклого линейного топологического пространства. Рассмо-
трим надграфик epi(f) = {(x, λ) ∈ X × R |λ > f(x)} ⊆ X × R. Заме-
тим, что функция f однозначно определяется своим надграфиком epi(f).
Функция f называется выпуклой, если ее надграфик epi(f) является вы-
пуклым подмножеством X×R. Функция f называется замкнутой, если
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ее надграфик epi(f) является замкнутым подмножеством X ×R. Функ-
ция f называется собственной, если она не принимает значения −∞.
Для собственной функции f выпуклость означает

f(λx1 + (1− λ)x2) 6 λf(x1) + (1− λ)f(x2) ∀x1, x2 ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1].

Замкнутость функции f равносильна ее полунепрерывности снизу,
которая означает замкнутость в X подмножеств, определяемых неравен-
ством f(x) 6 λ при любых λ ∈ R, что равносильно неравенству

lim inf
n→+∞ f(xn) > f(x0)

для любой последовательности {xn} точек из X, сходящейся к некоторой
точке x0.

Пусть f — произвольная функция на X. Выпуклая оболочка co f
функции f определяется выражением

co f(x) = inf
(x,λ)∈co(epi(f))

λ,

в котором символ co в правой части обозначает выпуклую оболочку мно-
жества. Это эквивалентно следующему представлению:

co f(x) = inf∑
i
πixi=x

∑
i

πif(xi), πi > 0,
∑
i

πi = 1.

Таким образом, co f — наибольшая выпуклая функция, мажорируемая
функцией f . Выпуклое замыкание co f функции f определяется соот-
ношением epi(co f) = co (epi(f)), в котором символ co в правой ча-
сти обозначает замыкание выпуклой оболочки множества. Следова-
тельно, co f — наибольшая выпуклая и замкнутая функция, мажорируе-
мая функцией f . Из вышесказанного вытекает следующее неравенство:

co f(x) 6 co f(x) 6 f(x) ∀x ∈ X.
Если f — непрерывная функция на компактном выпуклом множестве X
то co f = co f [12].

Для произвольной вещественной функции f на локально-выпуклом
вещественном линейном топологическом пространстве X преобразова-
ние Фенхеля f∗ — это функция на двойственном пространстве X∗, опре-
деляемая выражением

f∗(y) = sup
x∈X

(〈y, x〉 − f(x)) ∀ y ∈ X∗.
Двойное преобразование Фенхеля f∗∗ — это функция на пространстве X,
определяемая выражением

f∗∗(x) = sup
y∈X∗

(〈y, x〉 − f∗(y)) ∀x ∈ X.
В силу теоремы Фенхеля f∗∗(x) = co f для любой собственной функции f .
Следовательно, для собственной функции f ее выпуклое замыкание cof
совпадает с верхней гранью всех непрерывных аффинных функций, ма-
жорируемых функцией f .
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Б. О совпадении двух определений EoF. Многие вопросы, свя-
занные с понятием квантовой энтропииH(ρ), удается решить, используя
следующие свойства этой величины как функции состояния:
— неотрицательность;
— вогнутость;
— полунепрерывность снизу.

Все перечисленные свойства вытекают из более глубокого свойства
квантовой энтропии: функция H(ρ) является поточечным пределом воз-
растающей последовательности неотрицательных вогнутых непрерыв-
ных и ограниченных8) функций H(PnρPn) + Tr ρPn log Tr ρPn, где Pn —
возрастающая последовательность проекторов конечного ранга, сильно
сходящаяся к тождественному оператору [22].

Выходная энтропияHΦ(ρ) любого квантового канала Φ, в частности,
частичного следа также обладает всеми указанными выше свойствами,
которые позволили получить многие приведенные в данной статье ре-
зультаты. Например, представление функции HΦ(ρ) как предела моно-
тонной последовательности вогнутых непрерывных функций позволило
показать существование ĤΦ-оптимальной меры с носителем на множе-
стве чистых состояний (предложение 6).

Цель данного раздела — показать, что указанных выше свойств вы-
ходной энтропии HΦ(ρ) недостаточно для доказательства равенства (35)
для всех состояний.

Пусть E — множество всех функций на S(H ), представимых в
виде поточечного предела монотонно возрастающей последовательно-
сти неотрицательных вогнутых непрерывных и ограниченных функций
на S(H ).

Из данного определения следует, что все функции класса E явля-
ются вогнутыми полунепрерывными снизу функциями на S(H ) со зна-
чениями в [0,+∞].

Предложение. В классе E существует ограниченная функция F
такая, что

inf∑
i
πiρi=ρ0

∑
i

πiF (ρi) = 1 и inf
π∈P{ρ0}

∫
S(H )

F (ρ)π(dρ) = 0

для некоторого состояния ρ0 из S(H ), где точная нижняя грань в пер-
вом выражении берется по всем счетным разложениям состояния ρ0.

В доказательстве этого предложения существенную роль играет
следующая лемма, в которой вводится индикаторная функция произ-
вольного множества чистых состояний.

8) Ввиду некомпактностиS(H ) из непрерывности функции на S(H ) не следует
ее ограниченность.



О свойствах квантовых каналов 33

Лемма. Пусть A — произвольное множество чистых состояний
из S(H ). Функция fA (ρ) = infσ∈A (1 − Tr ρσ) непрерывна и вогнута
на S(H ), причем 0 6 f(ρ) 6 1 и f−1(0) = A .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно установить выпуклость и не-
прерывность функции 1− f(ρ) = g(ρ) = supσ∈A Tr ρσ, поскольку осталь-
ные свойства легко проверяются. Выпуклость и полунепрерывность
снизу функции g(ρ) следуют из ее представления как верхней грани се-
мейства {Tr ρσ}σ∈A непрерывных аффинных функций на S(H ).

Предположим, что функция g(ρ) не является полунепрерывной
сверху. Это означает существование последовательности состоя-
ний {ρn}, сходящейся к некоторому состоянию ρ0, такой, что

lim
n→+∞ g(ρn) > g(ρ0). (36)

Пусть A = {|ϕ〉 ∈ H | |ϕ〉〈ϕ| ∈ A } — множество единичных векторов
из H , а A — замыкание этого множества в слабой топологии гильбер-
това пространства H . В силу леммы 2 из [5, с. 284]9) имеем

g(ρ0) = sup
σ∈A

Tr ρ0σ = sup
ϕ∈A
〈ϕ|ρ0|ϕ〉 = sup

ϕ∈A
〈ϕ|ρ0|ϕ〉. (37)

Для любого ε > 0 и любого натурального n существует вектор ϕεn
из A такой, что 〈ϕεn|ρn|ϕεn〉 > g(ρn)− ε. Поскольку единичный шар про-
странства H компактен в слабой топологии, существует подпоследо-
вательность {ϕεnk}k последовательности {ϕεn}n, слабо сходящаяся к не-
которому вектору ϕε0 ∈ A. В силу упомянутой выше леммы 2 из [5]
последовательность {〈ϕεnk |ρ0|ϕεnk〉}k сходится к 〈ϕε0|ρ0|ϕε0〉 при k → +∞.
Поэтому, с учетом оценки |〈ϕεnk |ρnk − ρ0|ϕεnk〉| 6 ‖ρnk − ρ0‖1, получаем

lim
k→+∞

g(ρnk) 6 lim
k→+∞

〈ϕεnk |ρnk |ϕεnk〉 − ε = 〈ϕε0|ρ0|ϕε0〉 − ε 6 g(ρ0)− ε,
где последнее неравенство следует из (37). В силу произвольности вы-
бора ε данное неравенство противоречит предположению (36). Лемма
доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я. Пусть As — множе-
ство всех чистых состояний-произведений в тензорном произведении
двух сепарабельных гильбертовых пространств, а ρ0 — несцепленное
состояние, построенное в [3], такое, что любая мера с барицентром ρ0

не может иметь атомов в As. Пусть F — характеристическая функ-
ция дополнения множества As. Заметим, что при каждом n = 1, 2, . . .
функция Fn(ρ) = n

√
fAs(ρ), где fAs(ρ) — функция из приведенной выше

леммы, непрерывна и вогнута. Следовательно, поточечный предел F по-
следовательности {Fn} является функцией из E . В силу леммы 1 из [3]

9) Данная лемма утверждает, что для произвольной последовательности векто-
ров {xn} в гильбертовом пространстве, слабо сходящейся к вектору x0, и для произ-
вольного компактного оператора A существует limn→+∞〈xn|A|xn〉 = 〈x0|A|x0〉.
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существует (чисто неатомическая) мера π0 с носителем в As, имеющая
барицентр ρ0. Поэтому infπ∈P{ρ0}

∫
S(H ) F (ρ)π(dρ) = 0. Поскольку но-

ситель любой атомической меры с барицентром ρ0 не пересекается с As,
нетрудно видеть, что inf∑

i
πiρi=ρ0

∑
i πiF (ρi) = 1.

Автор благодарен А.С. Холево за постоянную помощь в процессе
работы над данной статьей. Автор также благодарен М. Вольфу за
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