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О квантовой пропускной способности при нулевой ошибке

М.Е. Широков

Понятие пропускной способности канала связи при нулевой ошибке появилось
в классических трудах Шеннона; существенное продвижение в его изучении связано
с работами Ловача. Квантовое обобщение этого понятия и связанного с ним понятия
некоммутативного графа смежности дано в [1], [2]. В настоящей заметке постро-
ено семейство квантовых каналов Φn с положительной (асимптотической) кванто-
вой пропускной способностью при нулевой ошибке, для которых соответствующая
n-шаговая пропускная способность равна нулю. Этот эффект является новым про-
явлением недавно открытого феномена “суперактивации” пропускных способностей
квантового канала при блочном кодировании [3]–[5].

Квантовым каналом называется линейное вполне положительное сохраняющее след
отображение Φ: M(HA) → M(HB), где M(HX) – алгебра всех операторов в конечно-
мерном унитарном пространстве HX .

Определение (см. [6; гл. 9]). Квантовый канал Φ: M(HA) → M(HB) обратим на
подпространстве H0 ⊂ HA, если существует квантовый канал Ψ: M(HB) → M(HA)
такой, что Ψ(Φ(ρ)) = ρ для любого состояния ρ с носителем в H0.

Сужение канала Φ на подалгебру M(H0) будем называть идеальным подкана-
лом канала Φ. Именно идеальные подканалы осуществляют безошибочную передачу
квантовых состояний при однократном использовании канала Φ. Если же использует-
ся блочное кодирование для n копий канала Φ, то безошибочная передача квантовых
состояний осуществляется идеальными подканалами канала Φ⊗n.

В данной заметке показано, как для любого n ∈ N явно построить такой квантовый
канал Φn, что у канала Φ⊗n

n (а значит, и у каналов Φ⊗k
n , k < n) нет идеальных подка-

налов, но при некотором m > n у канала Φ⊗m
n появляется идеальный подканал. Это

означает, что, используя не более n копий канала Φn, нельзя безошибочно передать
никаких квантовых состояний, но такая передача становится возможной, если число
используемых копий данного канала не меньше m, причем это число m можно явно
вычислить по заданному n.

Для фиксированного θ ∈ (−π, π] рассмотрим подпространство

Lθ =




a b γc d
b a d γc
γc d a b
d γc b a

 , a, b, c, d ∈ C, γ = exp

(
i

2
θ

) (1)

алгебры всех (4 × 4)-матриц, которое можно считать деформацией максимальной
коммутативной ∗-подалгебры L0 (ср. [7]). Поскольку Lθ симметрично (L∗θ = Lθ),
содержит единичную матрицу и dim Lθ = 4, нетрудно явно построить квантовые
каналы с HA = C4 и рангом Чоя, равным 2, для которых подпространство Lθ является
некоммутативным графом смежности (см. [8; приложение]). Множество всех таких
каналов обозначим L̂θ.

Для заданного n ∈ N пусть Hn – подпространство в C4n = [C4]⊗n, порожденное
векторами x = e1 ⊗ · · · ⊗ e1 + i · e2 ⊗ · · · ⊗ e2 и y = e3 ⊗ · · · ⊗ e3 + i · e4 ⊗ · · · ⊗ e4, где
{e1, . . . , e4} – канонический базис в C4 (в каждом произведении n сомножителей).

Теорема. Пусть Φθ – произвольный канал из L̂θ и n – любое натуральное число.
A) У канала Φθ есть идеальные подканалы тогда и только тогда, когда θ = π .
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B) Если |θ1| + · · · + |θn| 6 2 ln(3/2), то у канала Φθ1 ⊗ · · · ⊗ Φθn нет идеальных
подканалов.

C) Если θ1 + · · · + θn = π (mod 2π), то у канала Φθ1 ⊗ · · · ⊗ Φθn есть идеальный
подканал, соответствующий подпространству Hn .

Комбинируя утверждения B) и C) теоремы, получаем наш основной результат.

Следствие 1. Пусть n произвольно, а m – такое натуральное число, что θ∗ =
π/m 6 2 ln(3/2)/n. Тогда у каналов Φ⊗k

θ∗
, k = 1, 2, . . . , n, нет идеальных подканалов,

а у канала Φ⊗m
θ∗

есть идеальный подканал, соответствующий подпространству Hm .

В квантовой теории информации величина Q0(Φ) = supH ∈q0(Φ) log2 dim H , где
q0(Φ) – множество всех подпространств в HA, на которых канал Φ обратим, называ-
ется одношаговой (one-shot) квантовой пропускной способностью канала Φ при ну-
левой ошибке. Эта величина характеризует предельную скорость безошибочной пе-
редачи квантовой информации при отсутствии блочного кодирования. Соответствен-
но, (асимптотическая) квантовая пропускная способностью канала Φ при нулевой
ошибке определяется с помощью регуляризации: Q0(Φ) = supn n−1Q0(Φ

⊗n) [1], [2].
Следствие 1 показывает, что для любого n существует такой канал Φn с HA = C4

и рангом Чоя 2, что

Q0(Φ
⊗n
n ) = 0, но Q0(Φn) >

([
πn

2 ln(3/2)

]
+ 1

)−1

=
2 ln(3/2)

πn
+ o

(
1

n

)
, n → +∞,

где [x] – целая часть x.
Аналогичный результат для квантовой пропускной способности с ε-малой ошибкой

был недавно получен в [9].
В силу утверждений A) и C) теоремы для каналов Φθ имеет место суперактивация

одношаговой квантовой пропускной способности при нулевой ошибке.

Следствие 2. Если θ ̸= 0, π , то для любых каналов Φθ ∈ L̂θ и Φπ−θ ∈ L̂π−θ

Q0(Φθ) = Q0(Φπ−θ) = 0, но Q0(Φθ ⊗ Φπ−θ) > 0.

При любом θ ∈ (−π, π] канал Φθ ⊗ Φπ−θ обратим на подпространстве H2 .

В частности, канал Φπ/2 дает пример симметричной суперактивации одношаговой
квантовой пропускной способности при нулевой ошибке с рангом Чоя 2. Ранее такой
пример с рангом Чоя 3 и тем же входным пространством HA = C4 был построен в [8].

Доказательство теоремы и ее многомерное обобщение приведены в [10].
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