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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК

В МОСКОВСКОМ МАТЕМАТИЧЕСКОМ ОБЩЕСТВЕ

СООБЩЕНИЯ МОСКОВСКОГО МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБЩЕСТВА

О характеризации выпуклых µ-компактных множеств

М.Е. Широков

Изучению свойств компактных множеств в контексте выпуклого анализа посвя-
щена обширная литература (см. [1] и библиографию в этой книге). Естественно воз-
никают вопросы о возможности обобщения результатов о свойствах выпуклых ком-
пактов на некомпактные множества. Одно из таких обобщений рассмотрено в [2],
где определен класс множеств, названных µ-компактными. В [2], [3] показано, что
на этот класс множеств, включающий в себя как все выпуклые компакты, так и неко-
торые важные для приложений некомпактные множества, распространяются многие
результаты теории Шоке [1] и теории Вестерстрёма–О’Брайена [4], [5]. В настоящей
работе дана характеризация выпуклого µ-компактного множества в терминах свойств
функций, определенных на этом множестве.

Везде далее A – ограниченное метризуемое выпуклое подмножество локально
выпуклого топологического пространства, являющееся полным сепарабельным
метрическим пространством. Пусть C(A ) – множество непрерывных ограниченных
функций на множестве A , а M(A ) – множество всех борелевских вероятностных мер
на множестве A , снабженное топологией слабой сходимости [6]. Будем обозначать
co f выпуклое замыкание функции f [7] (нижнюю обертывающую в терминах [1]).

Каждой мере µ ∈ M(A ) можно сопоставить ее барицентр b (µ), определяемый
интегралом Петтиса (см. [6]):

b(µ) =

∫
A

x µ(dx) ∈ A . (1)

Определение. Множество A называется µ-компактным, если прообраз любого
компактного подмножества множества A при барицентрическом отображении (1) яв-
ляется компактным подмножеством множества M(A ).

Любое компактное множество является µ-компактным. Действительно, из ком-
пактности A следует компактность M(A ) [6]. В [2], [3] доказана µ-компактность
следующих некомпактных выпуклых замкнутых множеств:

– ограниченные части положительных конусов в банаховом пространстве l1 и в
банаховом пространстве T(H ) ядерных операторов в сепарабельном гильбер-
товом пространстве H ;

– ограниченное по вариации множество борелевских мер на любом полном
сепарабельном метрическом пространстве, снабженное топологией слабой
сходимости;
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– ограниченное по норме множество положительных линейных операторов в ба-
наховых пространствах l1 и T(H ), снабженное сильной операторной тополо-
гией.

В частности, µ-компактами являются множество вероятностных мер на любом
полном сепарабельном метрическом пространстве, снабженное топологией слабой схо-
димости, множество квантовых состояний и множество квантовых операций, снаб-
женное сильной операторной топологией [8].

Отметим, что свойство µ-компактности выпуклого множества не является чисто
топологическим, но отражает определенное соотношение между топологией и выпук-
лой структурой этого множества [3].

Как оказалось, класс выпуклых µ-компактов может быть охарактеризован как
класс множеств, для которых операция выпуклого замыкания функции обладает
определенным свойством непрерывности по отношению к поточечно сходящимся мо-
нотонным последовательностям функций.

Теорема. Следующие свойства равносильны:

(i) множество A является µ-компактным;

(ii) для любой возрастающей последовательности {fn} функций из C(A ), поточеч-
но сходящейся к функции f0 из C(A ), последовательность {co fn} поточечно
сходится к функции co f0 ;

(iii) для любой возрастающей последовательности {fn} полунепрерывных снизу ог-
раниченных снизу функций на A , поточечно сходящейся к функции f0 , после-
довательность {co fn} поточечно сходится к функции co f0 .

Если эти свойства выполнены, то для любой убывающей последовательности
{fn} полунепрерывных снизу ограниченных функций на A , поточечно сходящейся
к полунепрерывной снизу ограниченной функции f0 , последовательность {co fn} по-
точечно сходится к функции co f0 .

Доказательство этой теоремы приведено в [9], некоторые ее применения в кванто-
вой теории информации рассмотрены в [10].
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