
òÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ É ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ
ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ.
é.÷.áÒÔÁÍËÉÎ∗

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ.
÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅ-
ÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×. ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÔÅÈÎÉËÕ ÆÅÊÎÍÁÎÏ×ÓËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÉÓÁÎÁ, ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, × [3], ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÐÏ ËÌÁÓÓÁÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÌÅÎÔÏÞÎÙÈ
ÇÒÁÆÏ×. áÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁ-
ÌÏ×, ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ × [2], ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÙ ÐÏ ËÌÁÓÓÁÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ
ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÂÅÚ ×ÓÑËÏÊ ÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. úÄÅÓØ ÍÙ ×Ù×Ï-
ÄÉÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ëÏÎÃÅ×ÉÞÅÍ × [4]. âÙÌÏ ÂÙ ×ÅÓØÍÁ ÉÎÔÅÒÅÓ-
ÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÁÐÐÁÒÁÔ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ
ÐÏÄÈÏÄÏ×. áÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÌÅÎÔÏÞÎÙÍ ÇÒÁÆÁÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ
Ë ÔÁÕ-ÆÕÎËÃÉÉ ÉÅÒÁÒÈÉÉ ëä÷, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÓÕÍÍÙ ÐÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÍ
ÇÒÁÆÁÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ âÀÒÇÅÒÓÁ (
ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. [1] ÉÌÉ × [2]).

ïÂÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÏÐÉÓÁÎ ×Ï
×ÔÏÒÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ. ÷ ÔÒÅÔØÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÅÍ ÞÁÓÔ-
ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏ-
ÍÕ × [4]. ôÁÍ ÖÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÌÅÎÔÏÞÎÙÍ ÇÒÁÆÁÍ. äÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ, ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÙÈ × ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ. ÷ ÐÑÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ Ñ×ÎÏÅ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÍ ÇÒÁÆÁÍ.
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üÔÁ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ âÏÒÉÓÁ äÕÂÒÏ-
×ÉÎÁ, ËÏÔÏÒÏÍÕ Ñ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÚÁ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.
ñ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÍÕ ÃÅÎÔÒÕ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ
(ICTP) × ôÒÉÅÓÔÅ, ÇÄÅ ÂÙÌÁ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÁ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÜÔÏÊ
ÒÁÂÏÔÙ.

2. òÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ.
òÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ××ÏÄÑÔÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ [1]. çÏ×ÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÒÁÓ-
ËÒÁÛÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÏÂßÅËÔ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ
ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ "ÄÅÔÁÌÅÊ" ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ×.

(1) ÷ÅÒÛÉÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ È×ÏÓÔÏ× (Ô.Å. ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ), ËÁ-
ÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓËÒÁÛÅÎ ÏÄÎÉÍ ÉÚ r ≥ 1 ÚÁÄÁÎÎÙÈ Ã×ÅÔÏ×.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ã×ÅÔÏ× ÞÅÒÅÚ 
; × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ
ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ Ã×ÅÔÁ É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ


 = {1; : : : ; r}: (2.1)

ëÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÅ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ ×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÅÊ �(v) = (n1; : : : ; nr), ÇÄÅ ni ≥ 0 | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ
ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ v È×ÏÓÔÏ×, ÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ Ã×ÅÔÏÍ i. ðÏÌÎÁÑ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ
×ÅÒÛÉÎÙ | ÜÔÏ |�(v)| = ∑ni. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ g(v), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÒÏ-
ÄÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ v. éÎÏÇÄÁ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
×Ú×ÅÛÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÏÄÁ
×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-
ÎÉÊ ÏÐÉÓÁÎÙ ÎÉÖÅ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 2.1.

(2) äÌÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ È×ÏÓÔÏ× Ã×ÅÔÏ× i É j × ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ
ÄÅÔÁÌÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (ij)-ËÏÎÎÅËÔÏÒÁÍÉ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÎÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÓÏÂÏÇÏ ÒÏ-
ÄÁ Ä×ÕÈ×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÎÏ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÐÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ
ÅÇÏ ËÁË Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ "ÓÅÒÅÄÉÎÕ" ÒÅÂÒÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ � ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-
ÅÔ ÓÂÏÊ ÏÂßÅËÔ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
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ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÄÅÔÁÌÅÊ; ÎÅËÏÔÏÒÙÅ È×ÏÓÔÙ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ Ó×Ï-
ÂÏÄÎÙÍÉ, ÎÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ ËÏÎÎÅËÔÏÒ ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏ-
ÅÄÉÎÑÔØ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÐÏÌÕÒÅÂÒÁ. äÌÑ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ � ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ ÅÇÏ È×ÏÓÔÏ× N(�) = (N1; : : : ; Nr), ÇÄÅ Ni ≥ 0 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ÓÏÂÏÊ ÞÉÓÌÏ È×ÏÓÔÏ× Ã×ÅÔÁ i. òÏÄÏÍ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

g(�) = b1(�) +
∑

v∈V (�)
g(v); (2.2)

ÇÄÅ b1(�) | ÐÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ ÇÒÁÆÁ �.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ am;N ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁ-

ÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ m É ×ÓÅÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏ× N = (n1; : : : ; nr), ÇÄÅ ×ÓÅ ni ≥ 0,
É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ r×r ÍÁÔÒÉÃÕ � = (�ij). ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ am;N
ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ

U(X; ~) =
∑

m;N
am;N

Y N

N ! ~
m−1 ∈ 1

~
C[[y1; : : : ; yr; ~]]; (2.3)

ÇÄÅ Y = (y1; : : : ; yr), Y N = yn1
1 : : : ynrr É N ! = n1! : : : nr!. íÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ

ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ Ó ÏÄÎÏÊ ÅÄÉÎÉÞËÏÊ
ÎÁ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ É ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÎÕÌÑÍÉ (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÔØÓÑ {i}; ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ {i} + {j} ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ {ij}; ÍÕÌØÔÉÉÎ-
ÄÅËÓ {i}+ {j}+ {k} ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ {ijk} É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

U(X; ~) =
∑
m
Um(Y )~m−1 (2.4)

É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ (ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ
ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ)

F (Y ) = ∇Y U0(Y ) =
(@U0(Y )

@y1
; : : : ; @U0(Y )

@yr

)
; (2.5)

Á ÔÁËÖÅ ÍÁÔÒÉÃÕ çÅÓÓÅ

H(Y ) = ∇Y F (Y ); H(Y )ij = @2U0(Y )
@yi@yj

: (2.6)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ:
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	({am;N}; Y;�; ~) =
∑

÷ÓÅ
ÒÁÓËÒÁ-
ÛÅÎÎÙÅ

ÇÒÁÆÙ �

Y N(�) ~g(�)−1

|Aut �|
∏

v∈V (�)
ag(v);�(v)

∏

e∈E(�)
sij (2.7)

É

P({am;N};�; ~) =
∑

÷ÓÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ
ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÅ

ÇÒÁÆÙ �

~g(�)−1

|Aut �|
∏

v∈V (�)
ag(v);�(v)

∏

e∈E(�)
sij (2.8)

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ×ÅÒÛÉÎ
ÒÏÄÁ 0 ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÔÒÉ, É ÎÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÔÏÑÝÉÈ (×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
0) ×ÅÒÛÉÎ ÒÏÄÁ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÒÏÄÁ 0 É 1 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

	({am;N}; Y;�; ~) =
∑
g≥0

	g({am;N}; Y;�)~g−1 (2.9)

É
P({am;N};�; ~) =

∑
g≥2

Pg({am;N};�)~g−1: (2.10)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ 	g Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ, ×
ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË Pg Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉ-
ÓÌÁ am;N Ó m ≤ g É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ × [1]. ôÁÍ ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÁÂÉÌØ-
ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×. (÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ
É ÄÒÕÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ.)

÷ [1] ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÒÑÄ 	 ÍÏÖÎÏ ×Ù-
ÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÒÑÄÙ F É H (ÓÍ. (2.5) É (2.6)) É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ
ÇÒÁÆÏ×. þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÄÉÅÎÔ

�({am;N}; Y;�) = ∇Y 	0({am;N}; Y;�) =
(@	0
@y1

; : : : ; @	0
@yr

)
(2.11)

É
�({am;N}; Y;�) = Y + ��({am;N}; Y;�): (2.12)
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ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [1]. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÒÑÄÁ �, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ × (2.12).

(1) æÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

�({am;N}; Y;�) = F (�); (2.13)

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ

Y − �F (Y ) and � = Y + ��({am;N}; Y;�) (2.14)

×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ïÂÒÁÝÁÑ Y −�F (Y ) ÉÌÉ ÒÅÛÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2.13)
É ÚÁÔÅÍ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÍÙ � ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÑÄ 	0.

(2) ðÒÉ g = 1

	1({am;N}; Y;�) = U1(�)− 1
2 tr log(E − �H(�)); (2.15)

ÇÄÅ E ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ.

(3) ðÒÉ g > 1

	g ({am;N}; Y;�) = Pg
({@NUm

@Y N (�)
}
; (E − �H(�))−1�

)
: (2.16)

÷ÁÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ 	 (2.7) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÁÕÓÓÏ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ � ËÁË ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ É ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÔØ ÇÁÕÓÓÏ×Õ ÍÅÒÕ ÎÁ Rr

d�Y;�(X) = 1
(2�~ det �)r=2 exp

(
−(Y −X)T�−1(Y −X)

2~

)
dX; (2.17)

ÉÍÅÀÝÕÀ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Y É ÍÁÔÒÉÃÕ ËÏ×ÁÒÉÁÃÉÉ ~�. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [2] ÄÏ-
ËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ (2.7) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÇÁÕÓÓÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ:

log
∫

exp(U(X))d�Y;�(X) ∼ 	 ({ag;N}; Y;�; ~) : (2.18)
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òÑÄ U ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÔÅÊÌÏÒÏ×ÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ (2.3); ÐÏÜÔÏÍÕ ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ
ag;N . ÷ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ

a0;N = 0 ÐÒÉ |N | ≤ 2 É a1;(0;:::;0) = 0 (2.19)

ÎÅÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÎÅ ÄÁÀÔ ×ËÌÁÄÁ × ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ 	
(2.7), ÔÁË ÞÔÏ P ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × 	 0 ×ÍÅÓÔÏ Y :

P ({ag;N};�; ~) = 	 ({ag;N}; 0;�; ~) : (2.20)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ× ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× (2.8) ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÁÕÓÓÏ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

log
∫

exp(U(X))d�0;�(X) ∼ P ({ag;N};�; ~) ; (2.21)

ÇÄÅ
d�0;�(X) = 1

(2�~ det �)r=2 exp
(
−X

T�−1X
2~

)
dX: (2.22)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1. ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÚÁÐÉÓØ (2.3) ÄÌÑ ÒÑÄÁ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÌÉÛËÏÍ ÏÂÝÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÙÈ
× ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ É ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁÇÒÕÖÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. ôÏÇÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔØ

ag;N = 0 ÐÒÉ g > 0: (2.23)
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ U = U0

~ É U1 = U2 = : : : = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÕÄÏÂÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÐÉÓÁÔØ aN ×ÍÅÓÔÏ a0;N .

åÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ U0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d ≥ 3,
ÔÏ

aN = 0 ÐÒÉ |N | 6= d; (2.24)
ÔÁË ÞÔÏ × ÓÕÍÍÅ (2.7) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÕÍÍÙ ÔÏÌØËÏ ÐÏ
d-×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÇÒÁÆÁÍ. äÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÓÕÖÄÁ-
ÀÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, d = 3.
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3. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ.
ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÍÁÔÒÉÞÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ, ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×Á×ÛÅÍÕÓÑ × [4]. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ
ÒÁÚÍÅÒÏÍ n× n; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

X = Z +
√−1 V; (3.1)

ÇÄÅ Z ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á V | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, X ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ

r = n2 (3.2)
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×; × [4] ÇÁÕÓÓÏ×Á ÍÅÒÁ ÎÁ Rr ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË

d��(X) = c� exp
(
− tr X�X

2

)
dX; (3.3)

Á ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

log
∫

exp
(√−1

6 trX3
)
d��(X): (3.4)

ïÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ

X → ~−1=3X; � → ~−1=3� (3.5)

ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ (2.21)

log
∫

exp
(√−1

6~ trX3
)
d~��(X); (3.6)

ÇÄÅ
d~��(X) = ~c� exp

(
− tr X�X

2~

)
dX (3.7)

üÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2.21) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ r = n2 É

U(X) = U0(X)
~

=
√−1
6~ trX3: (3.8)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛ ÓÌÕÞÁÊ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 2.1: ag;N
ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ g = 0 É |N | = 3.
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ôÅÐÅÒØ ×ÙÐÉÛÅÍ ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ Ñ×ÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ U É ËÏÒÒÅÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ �.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × Rr.
éÍÅÅÔÓÑ n(n+1)

2 ËÏÏÒÄÉÎÁÔ zij (ÇÄÅ i ≤ j), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Z ÉÚ (3.1), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÞÅÒÅÚ xij. ïÓÔÁÌØ-
ÎÙÅ n(n−1)

2 ËÏÏÒÄÉÎÁÔ vij (ÇÄÅ i < j) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ V ÉÚ (3.1), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÞÅÒÅÚ
xij. îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÙ ij É ij ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ: ij = ji
É ij = ji, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ xij (ÉÌÉ xij) ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ Z (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ V ) ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ×Ù-
ÛÅ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÉÎÄÅËÓÏ× 
:


0 = {ii; 1 ≤ i ≤ n}


+ = {ij; 1 ≤ i < j ≤ n}


− = {ij; 1 ≤ i < j ≤ n};

(3.9)

ÔÁË ÞÔÏ

 = 
0 ∪ 
+ ∪ 
−: (3.10)

ôÅÐÅÒØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÙÐÉÓÁÔØ n2 × n2 ÍÁÔÒÉÃÕ � ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ
ÍÁÔÒÉÃÙ

� =




�1 0
. . .

0 �n


 : (3.11)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. äÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ � (3.11) � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

�ii ii = 1
�i

; �ij ij = 1
�i + �j

; �ij ij = 1
�i + �j

(3.12)

îÅÔÒÕÄÎÏ ÔÁËÖÅ ×ÙÐÉÓÁÔØ Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÆÕÎËÃÉÉ U0(X) =
√−1

6 trX3.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2.

U0(X) =
√−1

( ∑

1≤i≤j≤k≤n

1
{ijk}!xijxjkxik +

∑
1≤i≤j≤n

∑

k 6=i;k 6=j
± 1
{ij}!xijxjkxik

)
;

(3.13)
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ÐÒÉÞÅÍ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÅ ÓÔÏÉÔ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ, ÅÓÌÉ k ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ i
É j, É ÐÌÀÓ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1. 1) ag;N = 0, ÅÓÌÉ g 6= 0 ÉÌÉ |N | 6= 3,
2) ðÒÉ g = 0 É |N | = 3 ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ag;N
ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

a0;N =





√−1 for N = {ij jk ik} ∀i; j; k

±√−1 for N = {ij jk ik} ∀i; j; k; i 6= k; j 6= k
(3.14)

ÐÒÉÞÅÍ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÓÔÏÉÔ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ, ÅÓÌÉ k ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ
i É j, É ÐÌÀÓ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

äÁÌÅÅ ÍÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÍ ×
2.1: ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ a{��} ×ÍÅÓÔÏ a0;{��} (�; �;  ∈ 
).

äÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ � ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÁ ËÏÎÃÁ
ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ Ã×ÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁÓ-
ËÒÁÓËÕ ÒÅÂÅÒ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ã×ÅÔÏ× 
:

� : E(�) → 
: (3.15)

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 3.1 ÔÁËÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ × ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÅÂÒÁ ÄÏÌÖÎÙ
ÂÙÔØ ÏËÒÁÛÅÎÙ ÌÉÂÏ Ã×ÅÔÁÍÉ

ij; jk É ik ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ i; j; k; (3.16)

ÌÉÂÏ Ã×ÅÔÁÍÉ

ij; jk É ik ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ i; j; k; i 6= k 6= j: (3.17)

íÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ

κ : E(�) → 
0 ∪ 
+ (3.18)

ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÓÌÏ×ÉÀ (3.16).
ìÀÂÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ � (3.15) ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓ-

ËÕ κ� ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

κ�(e) =
{
�(e) ÅÓÌÉ �(e) ∈ 
0 ∪ 
+;
ij ÅÓÌÉ �(e) = ij ∈ 
−: (3.19)
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ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3.12) ��(e) = �{�(e).
óÏËÒÁÝÅÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ κ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÄÇÒÁÆ �(κ) ⊂ �, V (�(κ)) =

V (�) ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ, ÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ 
+ (Ô.Å. E(�(κ)) = κ−1(
+))
É ÉÍÅÀÝÉÊ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ E(�), ÞÔÏ É ÇÒÁÆ �. ëÏÎÅÞÎÏ,
�(κ) ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ó×ÑÚÅÎ; ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3.22) � ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔ-
ÎÙÅ, Ä×ÕÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÅ É ÎÕÌØ-×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ.

ðÏ ÒÁÓËÒÁÓËÅ � ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ ÐÏÄÇÒÁÆ �(�) ⊂ �(κ�) ËÁË ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÉÚ �−1(
−). óÏÇÌÁÓÎÏ (3.22) ×ÓÅ
×ÅÒÛÉÎÙ �(�) Ä×ÕÈ×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ �(�) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÃÉËÌÏ×, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ H1(�(κ�);Z2). ïÞÅ-
×ÉÄÎÏ, ÓÏËÒÁÝÅÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ κ� É ÃÉËÌ �(�) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � 7→ (κ�; �(�)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÁÓËÒÁ-
ÓÏË � (3.15), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (3.16) É (3.17) É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÐÁÒ (κ; �), ÇÄÅ κ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ (3.18), ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÝÅÊ (3.16), Á � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÃÉËÌÏÍ × H1(�;Z2).

òÁÓËÒÁÓËÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ κ É ÃÉËÌÕ � ∈
H1(�(κ);Z2), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �(κ; �).

ôÅÐÅÒØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (3.6) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

log
∫

exp
(√−1

6~ trX3
)
d~��(X) ∼

∼
∑

÷ÓÅ ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÅ
ÇÒÁÆÙ �

∑

÷ÓÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ
� ÒÅÂÅÒ E(�)

~g(�)−1

|Aut(�; �)|
∏

e∈E(�)
��(e)

∏

v∈V (�)
a�(v) =

=
∑

÷ÓÅ ÔÒÅÈ-
×ÁÌÅÎÔÎÙÅ
ÇÒÁÆÙ �

∑

÷ÓÅ
ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÅ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ κ
ÒÅÂÅÒ E(�)

∏

e∈E(�)
�{(e)

∑

÷ÓÅ ÔÁËÉÅ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ �
ÒÅÂÅÒ E(�);
ÞÔÏ κ� = κ

~g(�)−1

|Aut(�; �)|
∏

v∈V (�)
a�(v)

(3.20)

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÏÄÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁ-
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ÞÅÎÉÑÍÉ
�aN = aN√−1 ; (3.21)

ÔÁË ÞÔÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 3.1

�aN =





1 ÐÒÉ N = {ij jk ik} ∀i; j; k

±1 ÐÒÉ N = {ij jk ik} ∀i; j; k; i 6= k; j 6= k
(3.22)

ÇÄÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÓÔÏÉÔ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ, ÅÓÌÉ k ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ i É j, É
ÐÌÀÓ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÇÒÁÆ ÒÏÄÁ g ÉÍÅÅÔ
2g − 2 ×ÅÒÛÉÎÙ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �aN ,
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

log
∫

exp
(√−1

6~ trX3
)
d~��(X) ∼

∼
∑

÷ÓÅ ÔÒÅÈ-
×ÁÌÅÎÔÎÙÅ
ÇÒÁÆÙ �

(−~)g(�)−1
∑

÷ÓÅ
ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÅ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ κ
ÒÅÂÅÒ E(�)

∏

e∈E(�)
�{(e)

∑

÷ÓÅ ÔÁËÉÅ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ �
ÒÅÂÅÒ E(�);
ÞÔÏ κ� = κ

1
|Aut(�; �)|

∏

v∈V (�)
�a�(v)

(3.23)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �a�(v) ÒÁ×ÎÙ ±1 É × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (3.22)
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÇÕÔ ÄÁ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎÙ �(�):

∏

v∈V (�)
�a�(v) =

∏

×ÅÒÛÉÎÙ
ÃÉËÌÁ �(�)

�a�(v): (3.24)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÃÉËÌ � ∈ H1(�(κ);Z2) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÏÂß-
ÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÃÉËÌÏ×,

∏

v∈V (�)
�a�(v) =

∏

ÐÒÏÓÔÙÅ ÃÉËÌÙ
c ⊂ �(�)

∏

×ÅÒÛÉÎÙ
ÃÉËÌÁ c

�a�(v): (3.25)
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íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÃÉËÌÁ c ÚÎÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
∏

×ÅÒÛÉÎÙ
ÃÉËÌÁ c

�a�(v) (3.26)

×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ
×ÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ � × ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ S. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÓÍ. [5])
ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S É ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ ÇÒÁÆÁ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ)
Ó ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÏÓÔÏ×ÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
F (S) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ F (S) ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÒÁÎÑÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÇÒÁÎÅÊ

' : F (S) → {1; : : : ; n}: (3.27)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÇÒÁÎÅÊ ' ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ κ(')
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ � (Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ã×ÅÔÏ× 
0 ∪
+), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-
ÀÝÕÀ (3.16): ÄÌÑ ÒÅÂÒÁ e ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÇÏ ÇÒÁÎÑÍ i É j ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

κ(')(e) = ij: (3.28)

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ
ÒÅÂÅÒ κ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏÅ
×ÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. 1) ìÀÂÁÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ κ : E(�) → 
0 ∪

+, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ (3.16), ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁ-
ÆÁ � × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ S É ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÅ ÇÒÁÎÅÊ '
(3.27).
2) ÷ÌÏÖÅÎÉÅ É ÒÁÓËÒÁÓËÁ ' (3.27) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ κ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � = �(κ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ � ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-
ÝÕÀ (3.16) É (3.17), É ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ � × ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ S, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ κ�. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÃÉËÌ
c ∈ H1(�(κ�);Z2). ôÏÇÄÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÃÉËÌÁ c × S ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÂÏ
ÃÉÌÉÎÄÒÕ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÊ ÓÌÕÞÁÊ), ÌÉÂÏ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕ-
ÅÍÙÊ ÓÌÕÞÁÊ). ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÚÎÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (3.26) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÌÏÖÅÎÉÑ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÃÉËÌÁ c ⊂ �

∏

×ÅÒÛÉÎÙ
ÃÉËÌÁ c

�a�(v) =





1 ÅÓÌÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÃÉËÌÁ c ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ;

−1 ÅÓÌÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÃÉËÌÁ c ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ.

(3.29)

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÒÅÂÅÒ κ. äÌÑ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ ÃÉËÌÁ � ∈ H1(�(κ);Z2) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÒÅÂÅÒ �(κ; �),
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ × ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 3.3 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ �aN . ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

" : H1(�(κ);Z2) → {±1}; (3.30)

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

"(�) =
∏

×ÅÒÛÉÎÙ
ÃÉËÌÁ �

�a�(v); (3.31)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÒÅÂÅÒ κ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓ-
ÌÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÃÉËÌÏ× c ∈ H1(�(κ);Z2) ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙ; × ÐÒÏÔÉ×-
ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ (3.30) ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ. (ðÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ
ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1.)

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ κ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅ Aut(�;κ) ÎÁ H1(�(κ);Z2). ïÒÂÉÔÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï
×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÁËÉÍÉ ÒÁÓËÒÁÓËÁÍÉ �, ÞÔÏ κ� =
κ. úÎÁË "(c) ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ
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t

t

t

t
½

½
½½

Z
Z

ZZ12

12

13 23
23 13

ôÁÂÌÉÃÁ 1. îÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÌÏÖÅÎÉÀ
ÇÒÁÆÁ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. çÒÁÎÉÃÙ ÔÒÅÈ Ä×ÕÍÅÒ-
ÎÙÈ ËÌÅÔÏË Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÒÅÍÑ 4-ÃÉËÌÁÍÉ ÇÒÁÆÁ; ÜÔÉ ÔÒÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ
ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ Ã×ÅÔÁÍÉ 1, 2 É 3.

1
|Aut(�;κ)|

∑

c∈H1(�;Z2)
"(c) =

∑

ïÒÂÉÔÙ
Aut(�;κ) · c

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
Aut(�;κ) ÎÁ
H1(�(κ);Z2)

"(c) |Aut(�;κ) · c|
|Aut(�;κ)| =

=
∑

ïÒÂÉÔÙ
Aut(�;κ) · c

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
Aut(�;κ) ÎÁ
H1(�(κ);Z2)

"(c) 1
|Aut(�;κ; c)| =

∑

÷ÓÅ ÔÁËÉÅ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ �

ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ �;
ÔÁËÉÅ ÞÔÏ
κ� = κ

1
|Aut(�; �)|

∏

÷ÅÒÛÉÎÙ
ÃÉËÌÁ �(�)

�a�(v)

(3.32)
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.3.

∑

÷ÓÅ ÔÁËÉÅ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ �

ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ �;
ÔÁËÉÅ ÞÔÏ
κ� = κ

1
|Aut(�; �)|

∏

÷ÅÒÛÉÎÙ
ÃÉËÌÁ �(�)

�a�(v) =





2b1(�({))

|Aut(�;κ)|
ÄÌÑ

ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ
ÒÁÓËÒÁÓÏË κ

0
ÄÌÑ

ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ
ÒÁÓËÒÁÓÏË κ

(3.33)
úÄÅÓØ b1(�(κ)) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ ÇÒÁÆÁ �(κ).

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞ-
ÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1.

log
∫

exp
(√−1

6~ trX3
)
d~��(X) ∼

∼
∑

÷ÓÅ ÔÒÅÈ-
×ÁÌÅÎÔÎÙÅ
ÇÒÁÆÙ �

∑

÷ÓÅ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ

ÒÁÓËÒÁÓËÉ �
ÒÅÂÅÒ E(�)

(−~)g(�)−1

|Aut(�; �)|
∏

e∈E(�)
��(e) = (3.34)

=
∑

÷ÓÅ ÔÒÅÈ-
×ÁÌÅÎÔÎÙÅ
ÇÒÁÆÙ �

∑

÷ÓÅ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ

ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÅ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ κ
ÒÅÂÅÒ E(�)

(−~)g(�)−12b1(�({))

|Aut(�;κ)|
∏

e∈E(�)
�{(e): (3.35)

úÄÅÓØ b1(�(κ)) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ ÇÒÁÆÁ �(κ).
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ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × (3.34) É (3.35) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÐÏ � É ~: ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÇÒÁÆÁÍ ÒÏÄÁ g ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ −3g + 3 ÐÏ �.

äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÜÔÉ ÖÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÅÝÅ ÒÁÚ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁ-
ÎÏ×ËÉ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë (3.5)):

log
∫

exp
(√−1

6 trX3
)
d��(X) ∼

∼
∑

÷ÓÅ ÔÒÅÈ-
×ÁÌÅÎÔÎÙÅ
ÇÒÁÆÙ �

(−1)g(�)−1
∑

÷ÓÅ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ

ÒÁÓËÒÁÓËÉ �
ÒÅÂÅÒ E(�)

1
|Aut(�; �)|

∏

e∈E(�)
��(e) = (3.36)

=
∑

÷ÓÅ ÔÒÅÈ-
×ÁÌÅÎÔÎÙÅ
ÇÒÁÆÙ �

(−1)g(�)−1
∑

÷ÓÅ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ
ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÅ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ κ
ÒÅÂÅÒ E(�)

2b1(�({))

|Aut(�;κ)|
∏

e∈E(�)
�{(e): (3.37)

÷ ÒÁÂÏÔÅ [4] ÜÔÏ ÖÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÉÓÁÎÏ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ
ÌÅÎÔÏÞÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÅÎÔÏÞÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ
Ó ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅÍ ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ × ËÁÖÄÏÊ
×ÅÒÛÉÎÅ; ÜÔÏÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ D.
ðÁÒÁ (�;D) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÕÀ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ×ÍÅÓÔÅ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ (Ô.Å ÏÒÉÅÎÔÁ-
ÃÉÉ). òÁÓËÒÁÓËÁ ÇÒÁÎÅÊ ' (3.27) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÓËÒÁÓËÕ κ(') (3.28) ÒÅÂÅÒ
E(�) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �{(')(e) ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÒÅÂÅÒ �. ÷ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÐÉÓÁÎÉÅ [4] ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. ([4])

log
∫

exp
(√−1

6 trX3
)
d��(X) ∼

∼
∑

÷ÓÅ ÔÒÅÈ-
×ÁÌÅÎÔÎÙÅ
ÌÅÎÔÏÞÎÙÅ

ÇÒÁÆÙ (�;D)

(
√−1)|V (�)| ∑

÷ÓÅ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ
ÇÒÁÎÅÊ '

2|E(�({(')))|−|V (�)|

|Aut(�;D; f)|
∏

e∈E(�)
�{(')(e):

(3.38)

ôÅÐÅÒØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÚÎÁÔØ × (3.37) ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅ (3.38). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÚÁ-
ÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ËÌÁÓÓÏ×, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÒÁÓ-
ËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÌÅÎÔÏÞÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× É ÏÂÙÞÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. ðÕÓÔØ � | ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÇÒÁÆ,

κ : E(�) → 
0 ∪ 
+ (3.39)

| ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ (3.16). ôÏ-
ÇÄÁ

2b0(�({))

Aut(�;κ) =
∑

÷ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ
ÌÅÔÎÏÞÎÏÇÏ

ÇÒÁÆÁ D
ÎÁ ÇÒÁÆÅ �

∑

÷ÓÅ ÔÁËÉÅ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ
ÇÒÁÎÅÊ ';

ÞÔÏ κ(') = κ

1
Aut(�;D; ') ; (3.40)

ÇÄÅ b0(�(κ)) | ÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ (ÞÉÓÌÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ) ÇÒÁÆÁ
�(κ).

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ; ÐÏÓËÏÌØËÕ

|E(�(κ)| − |V (�)| = b1(�(κ))− b0(�(κ)) (3.41)

ÆÏÒÍÕÌÁ (3.40) ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÏÔ
[4].

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ Ä×Á ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.40).
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÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ κ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÏËÒÁÛÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ Ã×Å-
ÔÁÍÉ; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �(κ) = � É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ b0(�(κ)) = 1. óÏÇÌÁÓÎÏ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.4 ×ÌÏÖÅÎÉÅ É ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÇÒÁÎÅÊ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (3.40) ÓÔÏÉÔ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ Ä×Á
ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ä×ÕÍ ÓÐÏÓÏÂÁÍ ×ÙÂÏÒÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ ÐÏ-
×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S. åÓÌÉ Ä×Á ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÎÔÏÞÎÙÅ ÇÒÁÆÁ ÎÅ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÁ ÉÍÅÀÔ ÔÕ ÖÅ ÇÒÕÐÐÕ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÞÔÏ É (�;κ).
åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ(3.40) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ.

ðÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ n = 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÉËÁËÏÊ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÎÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÐÒÏÓÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ×ÓÅÍ
ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍ ÌÅÎÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ D ÎÁ ÇÒÁÆÅ �. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (3.40) ÄÁÅÔ:

2|V (�)|

Aut(�) =
∑

÷ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ
ÌÅÎÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ D

ÎÁ ÇÒÁÆÅ �

1
Aut(�;D) : (3.42)

4. ìÅÎÔÏÞÎÙÅ ÇÒÁÆÙ É ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÅ ÇÒÁ-
ÆÙ.

úÄÅÓØ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ×ÓÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÌÅÎÔÏÞÎÙÈ ÇÒÁ-
ÆÁÈ É ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚ-
ÄÅÌÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ (ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ) Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ ÇÒÁÆÅ,
××ÅÄÅÎÎÏÅ á.î.ôÀÒÉÎÙÍ × [6]. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ −→e ; ÔÏ ÖÅ
ÓÁÍÏÅ ÒÅÂÒÏ Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ←−e . ä×Å
×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÅ ÒÅÂÒÕ −→e ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ s(−→e ) É t(−→e ), ÔÁË ÞÔÏ −→e
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÏ ÏÔ s(−→e ) Ë t(−→e ). ðÕÔÅÍ −→l ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÅÂÅÒ −→l = [−→e 1; : : :−→e m], ÞÔÏ t(−→e i) = s(−→e i+1) É−→e i 6= ←−e i+1; ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÕÔÉ ÅÝÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ −→e1 6= ←−em
É t(−→e m) = s(−→e 1). äÌÑ ÐÕÔÉ −→l ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ s(−→l ) = s(−→e 1) É t(−→l ) = t(−→e m).
ðÕÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ e1; : : : ; em ÒÁÚÌÉÞÎÙ; ÐÒÏÓÔÏÊ
ÐÕÔØ × ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÏÒÉ-
ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ.
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äÌÑ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ È×ÏÓÔÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÌÕ-
ÒÅÂÅÒ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÅ v, Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÅÂÅÒ,
ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï St(v).
äÌÑ ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á St(v) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ×.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ ∇ ÎÁ ÇÒÁÆÅ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÌÅÎÉÊ

∇−→e : St(s(−→e )) → St(t(−→e )); (4.1)
ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

∇−→e (−→e ) = ←−e (4.2)
É

∇−1−→e = ∇←−e : (4.3)

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ −→l = [−→e 1; : : :−→e m] ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ

∇−→l = ∇−→e m ◦ : : : ◦ ∇−→e 1 : St(s(−→l )) → St(t(−→l )); (4.4)

ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÕÔÉ −→l Ó s(−→l ) = t(−→l ) = v ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÎÏ-
ÄÒÏÍÉÉ

∇−→l : St(v) → St(v): (4.5)

ðÕÔØ −→l = [−→e 1; : : :−→e m] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ

∇−→e i+1(←−e i) = −→e i+2; (4.6)

ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÕÔØ ←−l = [←−e m; : : :←−e 1] ÔÏÇÄÁ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅ-
ÚÉÞÅÓËÉÍ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÓÍ. [6]), ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ
ÚÁÍËÎÕÔÙ; ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÅ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÐÏÌÕÒÅÂÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑ-
ÀÔ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÕÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ; ÌÀÂÏÅ ÒÅÂÒÏ
×ÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ × Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÉÌÉ Ä×ÁÖÄÙ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ
ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÕÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÑ Ë ËÁÖÄÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÇÅÏÄÅ-
ÚÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÕ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÐÏ×ÅÒÈ-
ÎÏÓÔØ S∇ ×ÍÅÓÔÅ Ó ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁ � × ÎÅÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÁÂÏÒ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ
ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁ-
ÆÁ × ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÇÒÁÆÁ � Ó ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÒÅÂÅÒ

κ : E(�) → 
0 ∪ 
+: (4.7)
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íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÎÁ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ
ÕÓÌÏ×ÉÀ:

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ i;
ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÜÔÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ Ã×ÅÔÁÍÉ
ij Ó ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ j: (ðÒÉ ÜÔÏÍ j ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍ
ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÜÔÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ.)

(4.8)

åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e ∈ E ÏËÒÁÛÅÎÏ Ã×ÅÔÏÍ ij ∈ 
+ (Ô.Å. i 6= j), ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (4.8)
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ∇−→e ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ä×Á ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÅ s(−→e )
ÒÅÂÒÁ ÏËÒÁÛÅÎÙ Ã×ÅÔÁÍÉ ik É jk ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k, Á ÒÅÂÒÁ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÅ
×ÅÒÛÉÎÅ t(−→e ), ÏËÒÁÛÅÎÙ Ã×ÅÔÁÍÉ il É jl ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ l. ðÏÜÔÏÍÕ ∇−→e
ÄÏÌÖÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÔØ ik-ÒÅÂÒÏ × il-ÒÅÂÒÏ É jk-ÒÅÂÒÏ × jl-ÒÅÂÒÏ. îÁÏÂÏ-
ÒÏÔ, ÐÒÉ i = j ÏÂÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ∇−→e ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ (4.8). ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ � | ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÊ
ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÒÅÂÅÒ κ (4.7), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ (3.16).
1) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÌÏÖÅÎÉÑ-
ÍÉ ÇÒÁÆÁ � × ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ S ×ÍÅÓÔÅ Ó ÒÁÓËÒÁÓËÁÍÉ ÇÒÁÎÅÊ

' : F (S) → {1; : : : ; n}; (4.9)

ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍÉ κ, É Ó×ÑÚÎÏÓÔÑÍÉ ÎÁ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ (4.8).
2) ó×ÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÎÁ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ (4.8), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÎÁ ÐÏÄÇÒÁÆÅ �(κ) É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ,
ÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ 
0. ôÁËÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ � = �(κ).

ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4.
ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓËÒÁÓËÕ

� : E(�) → 
; (4.10)

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ κ (4.7) É ÃÉËÌÏÍ � ∈ H1(�(κ);Z2). îÁÐÏÍÎÉÍ
(ÓÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3), ÞÔÏ � ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ κ ÐÅÒÅËÒÁÓËÏÊ ÒÅÂÅÒ ÃÉËÌÁ
� ÉÚ ij × ij. òÁÓËÒÁÓËÁ � × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a�(v) ÄÌÑ
×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.22). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ �
× ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ S É ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÇÒÁÎÅÊ ' (4.9), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-
ÀÝÕÀ (3.28). ãÉËÌ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ÃÉËÌÏ×; ×ÙÂÅÒÅÍ ÏÄÉÎ



21

ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÃÉËÌÏ× c É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÎÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÉÅÎÔÁ-
ÃÉÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Sc ÃÉËÌÁ c ÎÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S;
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉ f ∈ F (S) Ó Sc ÞÅÒÅÚ �f = f ∩Sc. äÌÑ ËÁÖÄÏ-
ÇÏ ÒÅÂÒÁ −→e ÃÉËÌÁ −→c ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÇÒÁÎÉ f ′; f ′′ ∈ F (S), ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÅ
ÒÅÂÒÕ e; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ We = �f ′ ∪ �f ′′. ðÏÓËÏÌØËÕ e ∈ � , �(e) ∈ 
−, ÔÁË
ÞÔÏ '(f ′) 6= '(f ′′), ÐÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, '(f ′) > '(f ′′). ôÏÇÄÁ ×ÙÂÅÒÅÍ ÏÒÉÅÎ-
ÔÁÃÉÀ ÎÁ We ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ −→e ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÌÁÓØ ÂÙ
ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ f ′.

÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ v ÃÉËÌÁ c É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÉÎÃÉ-
ÄÅÎÔÎÙÅ v ÐÏÌÕÒÅÂÒÁ e1, e2 É e3 É ÔÒÉ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ × v ÇÒÁÎÉ f1; f2 É f3, ÔÁË
ÞÔÏ em ÎÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÁ �fm ÐÒÉ m = 1; 2; 3. ðÕÓÔØ e1; e2 ∈ c É e3 =∈ c, ÔÏÇÄÁ
We1 ∩We2 = �f3. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ We1 É
We2 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÁ �f3 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �a{�(e1)�(e2)�(e3)} = 1, É
ÜÔÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ ÐÒÉ �a{�(e1)�(e2)�(e3)} = −1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Sc ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ c ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÅ 3.5.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ c ∈
H1(�(κ);Z2) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (3.26) ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ S ÎÅÏÒÉ-
ÅÎÔÒÉÒÕÅÍÁ. ÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÎÁÚ×ÁÌÉ ÔÁËÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÎÅÏÒÉ-
ÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÉÎÏ-
ÇÄÁ ÐÏÒÏÖÄÁÔØÓÑ É ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁ × ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÕÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ.
ïÄÎÁËÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2. ðÕÓÔØ � | ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÊ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÒÅÂÅÒ κ (3.18). ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ

2b0(�({))−1 (4.11)

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó×ÑÚÎÏÓÔÅÊ ∇ ÎÁ ÇÒÁÆÅ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ (4.8) É ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ S∇ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.1. éÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ

2b0(�) (4.12)

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÌÅÎÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (×ÍÅÓÔÅ Ó ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÇÒÁÎÅÊ)
ÎÁ �, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÒÅÂÅÒ κ.
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îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÌÅÎÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ D ÎÁ ÇÒÁÆÅ � ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �v ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ ÉÚ St(v) ÄÌÑ
×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ:

D = {�v : St(v) → St(v) ; �v ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ; v ∈ V (�)}
(4.13)

óÔÒÕËÔÕÒÁ ÌÅÎÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ D ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ × ÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÕÅÍÕÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ S ×ÍÅÓÔÅ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ
(Ô.Å. ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ) É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ
D ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ∇D on �; ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÌÅÎÔÏÞ-
ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ D−1 = {�−1

v ; v ∈ V (�)}, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÙÂÏÒÕ ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÏÊ ÖÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ (Ô.Å. ÓÍÅÎÙ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏ ÖÅ
ÓÁÍÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ∇D = ∇D−1 .
ãÉËÌÙ �v ÄÌÑ ÓÍÅÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÁÎÔÉÓÏÐÒÑÖÅÎÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ: ÄÌÑ ÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ −→e

�t(−→e ) = ∇−→e �−1
s(−→e )∇−1−→e : (4.14)

ïÂÒÁÔÎÏÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ ×ÅÒÎÏ: ÌÀÂÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÌÅÎÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁ-
ÆÁ D, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ (4.14), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ
×ÌÏÖÅÎÉÅ S∇.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ∈ V (�) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Jv ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÉ-
ËÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÊ St(v); ÄÌÑ ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Jv ÓÏÓÔÏÉÔ ×
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ∇∗ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ∇ ÎÁ J
× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (4.14):

∇−→e ∗ : Js(−→e ) → Jt(−→e ) (4.15)

∇−→e ∗(�) = ∇−→e �−1∇−1−→e : (4.16)
ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ e ∈ E(�) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ∇←−e ∗◦∇−→e ∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Js(−→e ). ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ−→l = [−→e 1; : : :−→e m]
ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ

∇−→l ∗ = ∇−→e m∗ ◦ : : : ◦ ∇−→e 1∗ : Js(−→l ) → Jt(−→l ); (4.17)

ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÕÔÉ −→l with s(−→l ) = t(−→l ) = v ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ

∇−→l ∗ : Jv → Jv: (4.18)
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ó×ÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ,1 ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÕÔÉ−→l ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ:

∇−→l ∗ = IdJs(−→l )
: (4.19)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ, ÅÓÌÉ (4.19) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÃÉËÌÁ −→l .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3. 1) ó×ÑÚÎÏÓÔØ ∇ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ S∇ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ.
2) ðÕÓÔØ ∇ | ÐÌÏÓËÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ �. ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÌÅÎ-
ÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÉÚ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ � × S∇, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ
×ÙÂÏÒÏÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ �0 ∈ Jv0 × ÌÀÂÏÊ ÏÄÎÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v0 ∈ V (�); ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ×
ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v ∈ V (�) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ∇−→l ∗(�0), ÇÄÅ −→l |
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ v0 É v (Ô. Å. v0 = s(−→l ) É v = t(−→l )).

üÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÎÁÛÉÈ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÊ; ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ Ó
ÐÏÄÇÒÁÆÁ ÎÁ ÂÏÌØÛÉÊ ÇÒÁÆ.

ìÅÍÍÁ 4.1. 1) ðÕÓÔØ �′ | Ó×ÑÚÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ �. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÒÅÂÒÏ e ∈ E(�), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÏÄÇÒÁÆÁ �′, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ
e =∈ E(�′) É e ÏËÒÁÛÅÎÏ Ã×ÅÔÏÍ ii ∈ 
0. ðÕÓÔØ ∇ | ÐÌÏÓËÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ
ÎÁ �′, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ (4.8). ôÏÇÄÁ ∇ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ
ÐÌÏÓËÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ ÇÒÁÆÅ �′ ∪ {e} ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (4.8).
2) ðÕÓÔØ �′ É �′′ | Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÐÏÄÇÒÁÆÁ �, �′ ∩ �′′ = ∅. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÒÅÂÒÏ e ∈ E(�), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ �′ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÚ �′′ (ÔÁË ÞÔÏ
e =∈ E(�′), e =∈ E(�′)), ÐÒÉÞÅÍ e ÏËÒÁÛÅÎÏ Ã×ÅÔÏÍ ii ∈ 
0. ðÕÓÔØ ∇ |
ÐÌÏÓËÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ �′ ∪ �′′, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ (4.8). ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ
Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ∇ ÎÁ e ÄÁÅÔ ÐÌÏÓËÕÀ
Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ �′ ∪ �′′ ∪ {e}, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (4.8).

íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e ÏËÒÁÛÅÎÏ 
0, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ
×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ∇e ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (4.8), ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÍ
ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÂÓÕÖÄÁÅ-
ÍÏÍ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÍÍÙ, e ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÃÉËÌ ÇÒÁÆÁ

1ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ
× [6].
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�′∪�′′∪{e} É ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÉ ÐÌÏÓËÏ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: e ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÉÌÉ ÎÅ ÂÙÔØ ÐÅÔÌÅÊ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÔÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∇−→e ∗
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ∇−→e ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ Ä×ÕÈ ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ
ÐÅÔÌÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÐÌÏÓËÕÀ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ �′ ∪ {e}. åÓÌÉ ÖÅ e ÎÅ
ÐÅÔÌÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÕÔØ −→l × ÇÒÁÆÅ �′, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ËÏÎ-
ÃÙ ÒÅÂÒÁ e. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ ÒÅÂÒÏ −→e ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÞÔÏÂÙ s(−→e ) = s(−→l ) É t(−→e ) = t(−→l ), ÔÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÅÔ

∇−→e ∗ = ∇−→l ∗: (4.20)

ðÏÓËÏÌØËÕ ∇ ÐÌÏÓËÏ ÎÁ �′, ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ
ÐÕÔÉ −→l , ÐÏÜÔÏÍÕ (4.20) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ; ÎÅÔÒÕÄÎÏ
×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ∇−→e ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (4.20) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ìÅÍÍÁ 4.1 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ñ×ÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÌÏÓËÉÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ
ÎÁ ÇÒÁÆÅ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ (4.8). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ,
ÞÔÏ ÎÁ �(κ) Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. (�(κ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÓÑ ËÁË
ÐÏÄÇÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ V (�), ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁ-
ÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÒÅÂÒÁ, ÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ 
+.) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó×ÑÚÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ �′
ÐÏÄÇÒÁÆÁ �(κ); ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ∇ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ �′ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ÷ÏÚØÍÅÍ
ÄÒÕÇÕÀ Ó×ÑÚÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ �′′ ÐÏÄÇÒÁÆÁ �(κ), ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÒÅÂÒÏ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ �′ É �′′; ÔÏÇÄÁ ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÅÍÍÙ 4.1 ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ,
ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ∇ ÎÁ �′ ∪ �′′ ∪ {e}. ôÅÐÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍ
ÇÒÁÆ �′∪�′′∪{e} × ËÁÞÅÓÔ×Å �′ É ÎÁÊÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ó×ÑÚÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ
ÐÏÄÇÒÁÆÁ �(κ), Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó �′ ÒÅÂÒÏÍ É ÐÏ×ÔÏÒÉÍ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕ-
ÒÕ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ×ÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ �(κ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ
ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÌÏÓËÉÈ Ó×ÑÚÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ

2b0(�({))−1: (4.21)

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ∇ ÎÁ ×ÓÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÒÅÂÒÁ, ÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ 
0; ÎÏ
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÍÍÙ 4.1, ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. ôÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÇÒÁÆ � Ó ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕ-
ÅÍÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÒÅÂÅÒ

κ : E(�) → 
0 ∪ 
+; (4.22)
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ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ (3.16), ÄÏÐÕÓËÁÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ

2b0(�({))−1 (4.23)

ÐÌÏÓËÉÈ Ó×ÑÚÎÏÓÔÅÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ Ã×ÅÔÏ×ÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ (4.8). ëÁ-
ÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ � × ËÏÍ-
ÐÁËÔÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÕÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ S∇ É ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÇÒÁÎÅÊ

' : F (S∇) → {1; : : : ; n}; (4.24)

ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÇÒÁÎÅÊ κ (Ô.Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ (3.28)).

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ä×ÕÍ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÁÍ ÌÅÎÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.2. éÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ

2b0(�({)) (4.25)

ÓÔÒÕËÔÕÒ ÌÅÎÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ D ÎÁ � (×ÍÅÓÔÅ Ó ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÇÒÁÎÅÊ '
(4.24)), ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÒÅÂÅÒ κ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6 ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ. çÒÕÐ-
ÐÁ Aut(�;κ) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÌÅÎÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ
�, Á ÏÒÂÉÔÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÌÅÎÔÏÞÎÙÍ
ÇÒÁÆÁÍ Ó ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÇÒÁÎÅÊ (4.24), ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÊ Ó ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ κ.

5. ðÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.
úÄÅÓØ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÓÐÉÓÏË ×ÓÅÈ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÒÏÄÁ 2, ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (3.35). éÍÅÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ä×Á
ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÇÒÁÆÁ ÒÏÄÁ 2, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ,
ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ.

òÅÂÒÁ ÐÏÄÇÒÁÆÁ �(κ) ×ÙÄÅÌÅÎÙ ÖÉÒÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÅÔÒÕÄ-
ÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ × ÐÒÁ×ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÔÁÂÌÉÃÙ × ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó [4] ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ

1
6

(∑ 1
�i

)3
+ 1

24
∑ 1

�3
i
: (5.1)
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ÇÒÁÆ � |Aut(�;κ)| b1(�(κ)) 2b1(�(κ))
|Aut(�;κ)|

∏
e∈E(�) �κ(e)

t

t

ii ii ii

12 0 1
12

1
�3
i

t

t

ii

ii

ii

8 0 1
8

1
�3
i

t

t

ik ii ik

i 6= k 4 1 1
2

1
�i

1
(�i+�k)2

t

t

ik

ik

ii

i 6= k 8 2 1
2

1
�i

1
(�i+�k)2
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ÇÒÁÆ � |Aut(�;κ)| b1(�(κ)) 2b1(�(κ))
|Aut(�;κ)|

∏
e∈E(�) �κ(e)

t

t

ik

ii

ii

i 6= k 4 1 1
2

1
�2
i

1
�i+�k

t

t

ij ik jk

i 6= j; i 6= k; j 6= k 2 2 2
(�i+�j)(�i+�k)(�j+�k)

t

t

ik

ij

ii

i 6= j; i 6= k; j 6= k 4 2 1
�i(�i+�j)(�i+�k)

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
[1] Artamkin I.V. Coloured graphs, Burgers equation and Jacobian conjec-

ture, Preprint MPI-06-98 (2006).

[2] Artamkin I.V. Asymptotic expansion of Gaussian integrals and Burgers
equation. To appear, Preprint MPI (2007).

[3] Bessis D.,Itzykson C., Zuber J.-B. Quantum �eld theory techniques in
graphical enumeration. Adv. Appl. Math. 1, 109-157 (1980).



28

[4] Kontsevich M. Intersection theory on the moduli space of curves and
the matrix Airy function, Commun. Math. Phys. 147, 1-23 (1992).

[5] Lando S., Zvonkine A. Graphs on Surfaces and Their Applications,
Springer-Verlag, 2004.

[6] Tyurin A.N. Quantization, classical and quantum �eld theories and
theta-functions, CRM Monograph Series, 21. American Mathematical
Society, Providence, RI, 2003.


