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Àííîòàöèÿ. Ìû ñâÿçûâàåì èñêëþ÷èòåëüíûå íàáîðû íà
ãðàññìàíèàíå G(k, N) è íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå PN−1.

Ïóñòü F � m�ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà d (òàê
÷òî −KF = dH), îáëàäàþùåå ïîëíûì èñêëþ÷èòåëüíûì
íàáîðîì. Íàïîìíèì, ÷òî îáúåêò E ∈ Ob(Db(F )) íàçûâàåòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíûì, åñëè äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ

Homi(E,E) = 0 ïðè i 6= 0, Hom0(E, E) = C,

÷òî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð E0, . . . . . . , En èñêëþ÷èòåëüíûõ
îáúåêòîâ íàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì åñëè äëÿ ëþáîãî i
âûïîëíÿåòñÿ Homi(Ej, Ek) = 0 êîãäà j > k, è ÷òî
èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð ïîëîí åñëè îí ïîðîæäàåò êàòåãîðèþ
Db(F ). Ìàòðèöà çíà÷åíèé áèëèíåéíîé ôîðìû Ðèìàíà�Ðîõà
χ([O1], [O2]) =

∑
(−1)idim Homi(O1, O2), âûðàæåííîé â áàçèñå èç

êëàññîâ ýëåìåíòîâ ïîëíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà K0(F ) ⊗ Q
âåðõíåòðåóãîëüíà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì ìàòðèöó M−KF
êâàíòîâîãî

óìíîæåíèÿ íà −KF . Åå ýëåìåíòû ëåæàò â Q[qi, q
−1
i ], ãäå qi

ñîîòâåòñòâóþò, êàê îáû÷íî, îáðàçóþùèì ðåøåòêè ÷èñëåííûõ
êëàññîâ êðèâûõ íà F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç hi àíòèêàíîíè÷åñêóþ
ñòåïåíü êëàññà qi. Ìîæíî ñïåöèàëèçèðîâàòü ìàòðèöó M èç
Mat (Q[t, t−1]) îòîáðàçèâ qi â thi . Â ýòîì íåò íóæäû, êîãäà H2(F ) =
Z, êàê è áóäåò â äàëüíåéøåì. Àíòèêàíîíè÷åñêèé êâàíòîâûé D�
ìîäóëü íà Gm çàäàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ t ∂

∂t
η = ηM .

Ñîãëàñíî ãèïîòåçå, âûñêàçàííîé Äóáðîâèíûì íà êîíãðåññå
1998 ãîäà â Áåðëèíå [Dub98], ìàòðèöà ôîðìû χ ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêè íà K0 ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî F ñ ïîëíûì
èñêëþ÷èòåëüíûì íàáîðîì äîëæíà ñîâïàñòü ñ ìàòðèöåé Ñòîêñà
àíòèêàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâîãî D�ìîäóëÿ â áåñêîíå÷íîñòè.

Î ãðàññìàíèàíå G(k,N) òåîðåìà Áåðòðàìà�×èîêàí-
Ôîíòàíèíå�Êèìà�Ñàááà [BCFK05], [KS08] ãîâîðèò, ÷òî åãî
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àíòèêàíîíè÷åñêèé D�ìîäóëü ïî ñóùåñòâó èçîìîðôåí k�îé
âíåøíåé ñòåïåíè àíòèêàíîíè÷åñêîãî D�ìîäóëÿ ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà PN−1 = G(1, N). Â ýòîé ñèòóàöèè ãèïîòåçà
Äóáðîâèíà ïðåäñêàçûâàåò, ÷òî íà ãðàññìàíèàíå íàéäåòñÿ íàáîð
E = 〈E1, E2, . . . , ECk

N
〉, ÷üÿ ìàòðèöà ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè

X åñòü k-àÿ âíåøíÿÿ ñòåïåíü îò ìàòðèöû χ íåêîòîðîãî
íàáîðà e = 〈e1, e2, . . . , eN〉 íà G(1, N) = PN−1. Òåîðåìà ï.
3 íèæå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíòû íàáîðîâ Êàïðàíîâà, òî
åñòü ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ äîïóñòèìûõ ôóíêòîðîâ Øóðà ê
óíèâåðñàëüíûì ïîäðàññëîåíèÿì íà ãðàññìàíèàíå è íà ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå, [Êàï84], ñâÿçàíû èìåííî òàêèì îáðàçîì.

1. Òåîðåìà Êàïðàíîâà. [Êàï84, 2.2] Ïóñòü G(k,N) �
ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà k�ïëîñêîñòåé â N�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
V . Îáîçíà÷èì ÷åðåç U òàâòîëîãè÷åñêîå ïîäðàññëîåíèå. Íàçîâåì
äèàãðàììó Þíãà λ = λ1, . . . , λk äîïóñòèìîé, åñëè âñå λi ≤
N − k. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ΣλU ñ äîïóñòèìûìè λ îáðàçóþò
èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð E íà G(k,N). Ìåæäó îáúåêòàìè íåò
âûñøèõ Ext'îâ. Hom ìîæåò áûòü íåòðèâèàëåí òîëüêî êîãäà λ ≥ µ,
è â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ èçîìîðôèçì

Hom(ΣλU, ΣµU) =
⊕

ν

ΣνV ∗,

ãäå ν ïðîáåãàåò âñå ïîëèíîìèàëüíûå ñëàãàåìûå â ðàçëîæåíèè
ôóíêòîðà

Σλ1,...,λk ⊗ Σ−µk,...,−µ1

íà íåïðèâîäèìûå.

2. Ëåììà. Ïóñòü x = diag(x1, . . . , xn) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
â GLn, è ïóñòü E � ñòàíäàðòíîå n�ìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå GLn,
òàê ÷òî charE(x) =

∑
xi. Òîãäà õàðàêòåð ïîëèíîìèàëüíîé ÷àñòè

â ðàçëîæåíèè
Σ−µk,...,−µ1 ⊗ Σλ1,...,λk

íà íåïðèâîäèìûå, âû÷èñëåííûé íà x, åñòü êîñàÿ ôóíêöèÿ Øóðà
sλ/µ = sλ/µ(xi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî äîêàçàòü ýòîò ôàêò, èñïîëüçóÿ
äâîéñòâåííîñòü (ñì. [Ìàê85, I, 5.1]). Ìû, îäíàêî, áóäåì
äåéñòâîâàòü, êàê â [Ìàê85, I, 3, ïðèì. 8], ÷òîáû ïîïóòíî
äàòü îáùóþ ôîðìóëó ïðîåêòîðà íà ïîëèíîìèàëüíóþ ÷àñòü â
êîëüöå õàðàêòåðîâ è ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàò íà Hom'û ìåæäó
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ïðåäñòàâëåíèÿìè, íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèåñÿ êîâàðèàíòíûìè.
Ðàññìîòðèì êîëüöî Qn = Q[x1, x

−1
1 , . . . , xn, x

−1
n ] ìíîãî÷ëåíîâ

îò ïåðåìåííûõ xi è îáðàòíûõ ê íèì. Õàðàêòåðû è êî�, è
êîíòðàâàðèàíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ëåæàò â QSn

n . Äëÿ âñåõ α ∈ Zn

îäíî÷ëåí xα = xα1
1 . . . xαn

n ïîðîæäàåò ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ
mα =

∑
w∈Sn

xwα

è ôóíêöèè mα, òàêèå, ÷òî α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αn, îáðàçóþò áàçèñ
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà QSn

n . Êðîìå òîãî, àíòèñèììåòðèçóÿ xα,
ïîëó÷àåì ôóíêöèþ

aα =
∑
w∈Sn

(−1)sign(w)xwα.

Â ÷àñòíîñòè, îáîçíà÷èì ÷åðåç aδ ðåçóëüòàò àíòèñèììåòðèçàöèè
ìíîãî÷ëåíà xn−1

1 . . . x0
n, à ÷åðåç a−δ ðåçóëüòàò àíòèñèììåòðèçàöèè

ìíîãî÷ëåíà x−n+1
1 . . . x0

n.
Îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ èç QSn

n â êîëüöî
ïîëèíîìèàëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îò xi, ïîëàãàÿ
ϕ(mα) = hα. Çäåñü ïîä h ìû ïîíèìàåì ïîëíûå ñèììåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè. Êàê âñåãäà hα = 0, åñëè êàêîå�íèáóäü αi îòðèöàòåëüíî.
Ïî ôîðìóëå ßêîáè�Òðóäè äëÿ ëþáîãî j ∈ Z èìååì

sν · (x1 . . . xn)−jaδ = aν+δ · (x1 . . . xn)−j = aν1+n−1−j,ν2+n−2−j,...,νn−j.

Ñîãëàñíî ïðèì. 8(a) òàì æå, äëÿ âñåõ α, β ∈ Zn

ϕ(aαaβ) = det (hαi+βj
)
1≤i,j,≤n

.

Îòñþäà, âî�ïåðâûõ, ïî ôîðìóëå Äæàìáåëëè ϕ(sνaδa−δ) = sν äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè Øóðà sν , à, âî�âòîðûõ, ϕ(sν · (x1 . . . xn)−jaδa−δ) =
0 ïðè j > νn (ñõîäíîå ðàññóæäåíèå áûëî ïðåäëîæåíî
À. Ìåëëèòîì). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âûðàæåíèå
ϕ(∗ · aδa−δ) îïðåäåëÿåò �ïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà õàðàêòåðîâ íà
ïîëèíîìèàëüíóþ ÷àñòü�.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî (îïÿòü ïî ôîðìóëå ßêîáè�Òðóäè) õàðàêòåð
chµ,λ ïðåäñòàâëåíèÿ

(Σ−µk,...,−µ1 ⊗ Σλ1,...,λk)(E)

ðàâåí (a−µ−δ/a−δ)(aλ+δ/aδ). Èòàê, èìååì
ϕ(chµ,λaδa−δ) = ϕ(a−µ−δaλ+δ) = det(hλi−µj−i+j)1≤i,j≤n,

à ïîñëåäíèé äåòåðìèíàíò ðàâåí sλ/µ ïî ôîðìóëå Äæàìáåëëè äëÿ
êîñûõ ôóíêöèé Øóðà [Ìàê85, I, 5.4].
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà (k = 1)
äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü íàáîð Êàïðàíîâà ÷åðåç e:

e =
〈
ΣN−1UPN−1 , . . . , Σ0UPN−1

〉
= 〈O(−N + 1), . . . ,O〉 .

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç X (ñîîòâ. χ) ìû îáîçíà÷àåì ìàòðèöó
ôîðìû Ðèìàíà�Ðîõà íà ãðàññìàíèàíå (ñîîòâ. íà ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå).

3. Òåîðåìà. Âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ι ìåæäó
ýëåìåíòàìè íàáîðà E è ïîäìíîæåñòâàìè íàáîðà e ìîùíîñòè k,
îïðåäåëÿìîå ôîðìóëîé

ι(ΣλU) = {Σλ1+k−1UPN−1 , . . . , ΣλkUPN−1},
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

X(Ei, Ej) = det Mι(i),ι(j),

ãäå îïðåäåëèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî ìèíîð ìàòðèöû χ â áàçèñå
e, îïðåäåëÿåìûé k-ìè èíäåêñîâ ι(Ei) è ι(Ej).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (1, . . . , 1) íàáîð èç N
åäèíèö. Èç ôîðìóëû äëÿ ðàçìåðíîñòåé Hom'îâ ñëåäóåò, ÷òî

X(ΣλU, ΣµU) = sλ/µ(1, . . . , 1).

Ôîðìóëà Äæàìáåëëè äëÿ êîñûõ ôóíêöèé Øóðà ãîâîðèò, ÷òî äëÿ
äîïóñòèìûõ λ, µ

sλ/µ = det(hλi−µj−i+j)1≤i,j≤k.

Ïîñêîëüêó
hp−r(1, . . . , 1) = χ(OPN−1(−p),OPN−1(−r))

äëÿ p ≥ r, è óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî.

ß áëàãîäàðþ À. Êóçíåöîâà, À. Ìåëëèòà è À. Îêóíüêîâà çà
ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ, è Ñ. Ãàëêèíà çà ïîìîùü â ðàáîòå íàä
òåêñòîì.
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