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÷.á.éÓËÏ×ÓËÉÈ, × Ó×ÑÚÉ Ó 70-ÌÅÔÉÅÍ

áÎÎÏÔÁÃÉÑ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒ-
ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ æÁÎÏ Ó ÞÉÓÌÏÍ ðÉËÁÒÁ 1 É ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÁÎÎÁÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ
ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÜÔÏÇÏ ÔÉÐÁ. ÷ ðÒÉÌÏÖÅÎÉÉ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚØ ËÏÌØÃÁ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÃÉËÌÏ× ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ
çÌÁÄËÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ó×ÑÚÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ æÁ-

ÎÏ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÁÎÔÉËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ −KV ÏÂÉÌÅÎ. ÷ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ
æÁÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ P1. ÷ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ æÁÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÁË ÐÏ×ÅÒÈ-
ÎÏÓÔÉ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 10 ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÔÁËÉÈ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 8 ÒÁÚÄÕÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ (× ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ) É Ë×ÁÄÒÉËÁ.

áÍÂÉÃÉÏÚÎÙÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ æÁÎÏ ÂÙÌÁ ÎÁÞÁÔÁ äÖ.æÁÎÏ
× ÎÁÞÁÌÅ 20-ÇÏ ×ÅËÁ É ÂÙÌÁ ÐÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ ÷.á.éÓËÏ×ÓËÉÈ × 1979 ÇÏÄÕ [Is]. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ
ÛÔÒÉÈ ÂÙÌ ÄÏÂÁ×ÌÅÎ íÕËÁÉ É õÍÅÍÕÒÏÊ × 1983 ÇÏÄÕ [MU]. ÷ ×ÙÓÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ
ÎÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ.

íÅÖÄÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ æÁÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÅÊ, ÐÏÍÏÇÁÀÝÉÈ × ×ÏÐÒÏÓÁÈ
ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ æÁÎÏ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ æÁÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1, ÅÓÌÉ ÁÎÔÉËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ V ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉË. üÔÏ ÏÂ-
ÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ æÁÎÏ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÁÎÔÉËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ
ËÌÁÓÓÏÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÎÙ-
ÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ æÁÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÎÅÍÁÌÏ×ÁÖÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÓÈÏÄÎÙÊ
ÐÏÄÈÏÄ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ æÁÎÏ É ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÊ éÓËÏ×ÓËÉÈ, ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÉÚÕÞÅÎÉÉ
ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ (ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ÐÒÑÍÏÊ).

ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ | ÐÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÅÊ ÍÅÖÄÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÑÍÉ æÁÎÏ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ æÁÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ 2 É ÓÔÅÐÅÎÉ d, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ æÁ-
ÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ 1 É ÓÔÅÐÅÎÉ 4d + 2. ÷ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ
ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÎÁÛÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÒÁÚ-
ÌÏÖÅÎÉÊ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÏÇÒÕÂÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÑ æÁÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÔÏÖÅ ×ÁÒØÉÒÕÀÔÓÑ.
ðÏÜÔÏÍÕ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ÓËÁÚÁ×, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÄÕÌÅÊ ÕËÁ-
ÚÁÎÎÙÈ ÔÉÐÏ× ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ æÁÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÁÒÁÍ

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÌÏÓØ ÐÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÏ× òææé 05-01-01034, 07-01-00051 É 07-01-92211,
ÇÒÁÎÔÁ INTAS 05-1000008-8118, æÏÎÄÁ ÓÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÁÕËÅ, É ÇÒÁÎÔÁ ðØÅÒÁ äÅÌÉÎÑ.
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ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ æÁÎÏ Ó ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ
ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. éÚÕÞÅÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ. íÙ
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏ ÎÁÄ ÏÂÏÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ
ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ Ó×ÑÚÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÁ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×
ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎÁ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÌÉÛØ ÄÌÑ d = 3; 4; 5, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÓÌÕÞÁÊ d = 1; 2 ×ÓÅ ÅÝÅ
ÐÏÄ ×ÏÐÒÏÓÏÍ), ÎÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔØ ÐÏÞÅÍÕ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ
Ó×ÑÚØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÄÌÑ
ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ æÁÎÏ É ÉÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ × ×ÙÓÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ.

2. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ æÁÎÏ
úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ æÁÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÂÏ-

ÔÁ [IP]. îÁÐÏÍÎÉÍ ×ËÒÁÔÃÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÅ ÄÌÑ ÎÁÓ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ
ÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.

îÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ æÁÎÏ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÒÅÛÅÔËÁ ðÉËÁÒÁ
PicV , ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ). ÷ ÄÁÎÎÏÊ
ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ (ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÍ) ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ PicV = Z. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ iV , ÔÁËÉÍ ÞÔÏ

KV = −iVH;
ÇÄÅ H | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ PicV , Á ÆÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ

dV = HdimV :
üÔÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÁË ÉÎÄÅËÓ É ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

îÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1 ([Fu]). åÓÌÉ V | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ æÁÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ iV , ÔÏ iV ≤ dimV + 1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,
• ÅÓÌÉ iV = dimV + 1, ÔÏ V = Pn;
• ÅÓÌÉ iV = dimV , ÔÏ V = Qn ⊂ Pn+1.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÔÒÉÆÏÌÄÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ) æÁÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2. åÓÌÉ V | ÔÒÉÆÏÌÄ æÁÎÏ, ÔÏ iV ≤ 4. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ
• ÅÓÌÉ iV = 4, ÔÏ V = P3;
• ÅÓÌÉ iV = 3, ÔÏ V = Q3 ⊂ P4.

ôÒÉÆÏÌÄÙ æÁÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ 2 ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÁË ÔÒÉÆÏÌÄÙ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ (ÏÎÉ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÀÔÓÑ ÐÏÔÏÍÕ,
ÞÔÏ ÉÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. ðÕÓÔØ V | ÔÒÉÆÏÌÄ æÁÎÏ Ó PicV = Z ÉÎÄÅËÓÁ iV = 2 É ÓÔÅÐÅÎÉ dV . ôÏÇÄÁ
1 ≤ dV ≤ 5

É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 1 ≤ d ≤ 5 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÔÒÉÆÏÌÄÏ× æÁÎÏ Yd Ó
PicYd = Z ÉÎÄÅËÓÁ 2 É ÓÔÅÐÅÎÉ d. ïÎÉ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ñ×ÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ:

• Y5 = Gr(2; 5) ∩ P6 ⊂ P9 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3 × ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Gr(2; 5) ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÀËËÅÒÏ×Á ×ÌÏÖÅÎÉÑ;

• Y4 = Q ∩Q′ ⊂ P5 | ÐÅÒÅÓÅÞÅÇÉÅ Ä×ÕÈ 4-ÍÅÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÉË;
• Y3 ⊂ P4 | ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ;
• Y2 → P3 | Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅ × Ë×ÁÒÔÉËÅ;
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• Y1 | ÇÉÐÅÒÐ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 6 ×Ï ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P(3; 2; 1; 1; 1).
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ V | ÔÒÉÆÏÌÄ æÁÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ 1. åÇÏ ÏÂÝÅÅ ÁÎÔÉËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ S ⊂ V |

K3-ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ HS = H|S . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
dV = H3 = H2

S = 2gV − 2
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ gV ≥ 2, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ËÁË sf ÒÏÄ V .
ôÅÏÒÅÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ V | ÔÒÉÆÏÌÄ æÁÎÏ Ó PicV = Z ÉÎÄÅËÓÁ iV = 1 É ÒÏÄÁ gV . ôÏÇÄÁ

2 ≤ gV ≤ 12; gV 6= 11
É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ g ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÔÒÉÆÏÌÄÏ× æÁÎÏ
X2g−2 Ó PicX2g−2 = Z ÉÎÄÅËÓÁ 1 É ÒÏÄÁ g. ïÎÉ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ñ×ÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ:

• X22 ⊂ P13 | ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �2U∗ ⊕ �2U∗ ⊕ �2U∗
ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Gr(3; 7), ÇÄÅ U | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 3;

• X18 = G2Gr(2; 7) ∩ P11 ⊂ P13, ÇÄÅ G2Gr(2; 7) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÉÐÁ G2, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ
ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ U⊥(1) ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Gr(2; 7);

• X16 = P10 ∩ SGr(3; 6) ⊂ P13 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3 ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÁÇÒÁÎ-
ÖÅ×Á ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ SGr(3; 6) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÀËËÅÒÏ×Á ×ÌÏÖÅÎÉÑ;

• X14 = P9 ∩Gr(2; 6) ⊂ P14 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 5 ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(2; 6) ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÌÀËËÅÒÏ×Á ×ÌÏÖÅÎÉÑ;

• X12 = P8 ∩ OGr+(5; 10) ⊂ P15 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 7 Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ
ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ OGr+(5; 10) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÓÐÉÎÏÒÎÏÇÏ ×ÌÏ-
ÖÅÎÉÑ;

• X10 = P7 ∩ Q ∩ Gr(2; 5) ⊂ P9 | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2
ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(2; 5) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÀËËÅÒÏ×Á ×ÌÏÖÅÎÉÑ; ÌÉÂÏ X10 → Y5 | Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ
ÎÁËÒÙÔÉÅ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅ × Ë×ÁÄÒÉËÅ;

• X8 = Q ∩Q′ ∩Q′′ ⊂ P6 | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÅÈ 5-ÍÅÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÉË;
• X6 = Q ∩ F3 ⊂ P5 | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ É ËÕÂÉËÉ;
• X4 ⊂ P4 | Ë×ÁÒÉÔÉËÁ; ÌÉÂÏ X4 → Q | Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ⊂ P4, ÒÁÚ×ÅÔ-

×ÌÅÎÎÏÅ × ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Q Ó Ë×ÁÒÔÉËÏÊ;
• X2 → P3 | Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅ × ÓÅËÓÔÉËÅ.

îÁÍ ÔÁËÖÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ û. íÕËÁÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2.5 ([M]). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÏÄ g ÔÒÉÆÏÌÄÁ æÁÎÏ X2g−2 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ g = r · s Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÏÇÄÁ ÎÁ X2g−2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ×ÅË-
ÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Er ÒÁÎÇÁ r Ó c1(Er) = −H É c2(Er) = 1

2H2 + (r − s)L, ÇÄÅ L | ËÌÁÓÓ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ
X2g−2. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Er ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ É H•(X; Er) = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÎÉÖÅ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.6. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ íÕËÁÉ Ë ÔÒÉÆÏÌÄÕ æÁÎÏ X2g−2 Ó g ≥ 6, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÅËÔÏÒÎÏÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÇÒÁÓÓÍÁ-
ÎÉÁÎÁ.

3. ó×ÑÚØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ
äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V ÞÅÒÅÚ Db(V ) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ

ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÎÁ V . îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Db(V ) ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ. íÙ ×ÓÅ-
ÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ V ÇÌÁÄËÏ É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ.
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1 ([BK, BO1]). ðÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T
| ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÎÙÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÊ C1; : : : ; Cn × T , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ
HomT (Ci; Cj) = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ i > j, É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ T ∈ T ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×
0 = Tn → Tn−1 → · · · → T1 → T0 = T , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Tk → Tk−1 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Ck ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; 2; : : : ; n.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ T = 〈C1; C2; : : : ; Cn〉 ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T Ó ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ C1; C2; : : : ; Cn.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2 ([B]). ïÂßÅËÔ F ∈ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ Hom(F; F ) = k É ÄÌÑ
×ÓÅÈ p 6= 0 Extp(F; F ) = 0. îÁÂÏÒ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× (F1; : : : ; Fm) ÎÁÚÙ×ÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ
ÎÁÂÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ Extp(Fl; Fk) = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ l > k É ×ÓÅÈ p ∈ Z.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3 ([BO1]). ÷ÓÑËÉÊ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ F1; : : : ; Fm in Db(V ) ÄÁÅÔ ÐÏÌÕÏÒÔÏ-
ÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

Db(V ) = 〈C; F1; : : : ; Fm〉
ÇÄÅ C = 〈F1; : : : ; Fm〉⊥ = {F ∈ Db(V ) | Ext•(Fk; F ) = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ 1 ≤ k ≤ m}, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÙ | ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ × Db(V ) ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÏÂßÅËÔÁÍÉ Fk (ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ Db(k)
| ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ k-×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×).

ðÕÓÔØ V | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ æÁÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ i = iV . óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ.

ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ V | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ æÁÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ i = iV . ôÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ
OV ;OV (H); : : : ;OV ((i− 1)H) × Db(V ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hp(V;OV (−kH)) = 0 ÐÒÉ 1 ≤ k ≤ i− 1 É ×ÓÅÈ p ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÄÁÉÒÙ
Ï ÚÁÎÕÌÅÎÉÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ext•(OV (lH);OV (kH)) = 0 ÐÒÉ 0 ≤ k < l ≤ i− 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Hp(V;OV ) = 0
ÐÒÉ ×ÓÅÈ p > 0 ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÄÁÉÒÙ Ï ÚÁÎÕÌÅÎÉÉ, Á H0(V;OV ) = k ÔÁË ËÁË V Ó×ÑÚÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÏÅ
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ V ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.5. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ æÁÎÏ V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

Db(V ) = 〈BV ;OV ;OV (H); : : : ;OV ((i− 1)H)〉;
ÇÄÅ i = iV | ÉÎÄÅËÓ V , Á BV = {F ∈ Db(V ) | H•(V; F (−kH)) = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ 0 ≤ k ≤ i− 1}.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÔÒÉÆÏÌÄÏ× æÁÎÏ Yd ÉÎÄÅËÓÁ 2 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

Db(Yd) = 〈BYd ;OV ;OV (H)〉:
äÌÑ ÔÒÉÆÏÌÄÏ× æÁÎÏ X2g−2 ÉÎÄÅËÓÁ 1 É ÞÅÔÎÏÇÏ ÒÏÄÁ g = 2t ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

E2 ÒÁÎÇÁ 2 ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.5. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ìÅÍÍÁ 3.6. ðÕÓÔØ X = X2g−2 | ÔÒÉÆÏÌÄ æÁÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ 1 É ÞÅÔÎÏÇÏ ÒÏÄÁ g = 2t. ðÕÓÔØ E = E2 |
×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ X, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2:5. ôÏÇÄÁ (E ;OX) | ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ
ÐÁÒÁ ÎÁ X É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

Db(X2g−2) = 〈AX2g−2 ; E ;OX2g−2〉;
ÇÄÅ AX2g−2 = {F ∈ Db(X2g−2) | H•(X2g−2; F ) = Ext•(E ; F ) = 0}.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ.
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çÉÐÏÔÅÚÁ 3.7. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ MF i
d ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÔÒÉÆÏÌÄÏ× æÁÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ i É ÓÔÅÐÅÎÉ

d. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÔ×ÕÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Zd ⊂ MF2
d ×MF1

4d+2, ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÅ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÓÏÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ (Yd; X4d+2) ∈ Zd ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ
ËÁÔÅÇÏÒÉÊ

AX4d+2
∼= BYd :

ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÉÍ ÇÉÐÏÔÅÚÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 3.8. çÉÐÏÔÅÚÁ 3:7 ×ÅÒÎÁ ÐÒÉ d = 3; 4; 5.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.8 ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. ïÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÚÂÏÒÅ ËÁÖÄÏÇÏ
ÉÚ ÓÌÕÞÁÅ×, ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4.3, 4.6 É 4.9. ðÏËÁ ÖÅ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ
ËÁÔÅÇÏÒÉÊ AX4d+2 É BYd ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÌÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K0(T ) ÅÅ ÇÒÕÐÐÕ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ. îÁ ÎÅÊ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ üÊÌÅÒÁ

�([F ]; [G]) =
∑
p

(−1)p dim Extp(F;G):

þÉÓÌÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ K0(T )num ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒ K0(T )num := K0(T )=Ker�. åÓÌÉ
T = Db(V ) ÍÙ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÐÉÛÅÍ K0(V ) É K0(V )num ×ÍÅÓÔÏ K0(Db(V )) É K0(Db(V ))num.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.9. For all 1 ≤ d ≤ 5 there is an isomorphism of numerical Grothendieck groups
K0(AX4d+2)num ∼= K0(BYd)num

compatible with the Euler bilinear forms.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ 5.8 ÈÁÒÁËÔÅÒ þÖÅÎÑ ch : K0(X2g−2)num → ⊕3

p=0H2p(X2g−2;Q) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ
ÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ K0(X2g−2)num Ó ÒÅÛÅÔËÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

ch(OX2g−2) = 1; ch(OH) = H − (g − 1)L+ g − 1
3 P; ch(OL) = L+ 1

2P; ch(OP ) = P;

ÇÄÅ P | ËÌÁÓÓ ÔÏÞËÉ. äÁÌÅÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ÆÏÒÍÕ üÊÌÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ
�(u; v) = �0(u∗ ∩ v);

ÇÄÅ u 7→ u∗ | ÉÎ×ÏÌÀÃÉÑ ⊕3
p=0H2p(X2g−2;Q), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÁ H2p(X2g−2;Q) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ (−1)p,

Á �0 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

�0(x+ yH + zL+ wP ) = x+ g + 11
6 y + 1

2z + w:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ch(OX2g−2) = 1, É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 2.5 ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ

ch(E) = 2−H + g − 4
2 L− g − 10

12 P:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

K0(AX2g−2)num =
〈

1; 2−H + g − 4
2 L− g − 10

12 P
〉⊥

=
〈

1− g
2L+ g − 4

4 P;H − 3g − 6
2 L+ 7g − 40

12 P
〉
:

÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÆÏÒÍÕ � × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÚÁËÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

K0(AX2g−2)num ∼= Z2; �A =
(

1− g=2 −g=2
3− g 1− g

)
:

ËÁË ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, × ÓÉÌÕ 5.8 ÈÁÒÁËÔÅÒ þÖÅÎÑ ch : K0(Yd)num → ⊕3
p=0H2p(Yd;Q) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÞÉÌÅÎ-

ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ K0(Yd)num Ó ÒÅÛÅÔËÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

ch(OYd) = 1; ch(OH) = H − d
2L+ d

6P; ch(OL) = L; ch(OP ) = P;

É ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ �0 × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

�0(x+ yH + zL+ wP ) = x+ d+ 3
3 y + z + w:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ch(OYd) = 1, ch(OYd(H)) = 1 +H + d
2L+ d

6P , ÐÏÜÔÏÍÕ

K0(BYd)num =
〈

1; 1 +H + d
2L+ d

6P
〉⊥

=
〈

1− L;H − d
2L+ d− 6

6 P
〉
:

÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÆÏÒÍÕ � × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÚÁËÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

K0(BYd)num ∼= Z2; �B =
( −1 −1

1− d −d
)
:

ËÁË ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.
îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Z2 → Z2, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

A =
(

0 1
−1 −2

)

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
AT · �B ·A =

( −d −1− d
1− 2d −1− 2d

)

ÞÔÏ ÐÒÉ g = 2d + 2 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ �A. úÎÁÞÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
K0(BYd)num ∼= K0(AX4d+2)num ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÊ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ. ¤

4. óÌÕÞÁÉ d ≥ 3
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.8, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÉ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.

4.1. óÌÕÞÁÊ d = 5. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÉÆÏÌÄ Y5 ÓÔÅÐÅÎÉ 5 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÖÅÓÔËÉÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
ÍÏÄÕÌÅÊ MF2

5 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. îÁÐÒÏÔÉ×, ÔÒÉÆÏÌÄÙ X22 ÒÏÄÁ 12 ×ÁÒØÉÒÕÀÔÓÑ × 6-ÍÅÒÎÏÍ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ MF1

22. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Z5 ⊂ MF2
5 ×MF1

22 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X22 É ÄÌÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y5 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ AX22

∼= BY5 . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ Ñ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÏÂÅ ÜÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

äÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X22 ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÕÓÔØ E2 É E3 | ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓ-
ÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 2 É 3 ÎÁX = X22, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.5 ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÒÏÄÁ gX = 12 = 2·6 = 3·4.
ðÕÓÔØ W = H0(X; E∗3 )∗ ∼= k7, ÔÁË ÞÔÏ X ⊂ Gr(3;W ).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1 ([K1, K2]). òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W=E3 ⊗ OX(−1); E∗3 ⊗ OX(−1); E2;OX ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÉÓ-
ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ, ÔÁË ÞÔÏ

Db(X22) = 〈W=E3 ⊗OX(−1); E∗3 ⊗OX(−1); E2;OX〉:
âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Hom(W=E3⊗OX(−1); E∗3 ⊗OX(−1)) = k3, Ext6=0(W=E3⊗OX(−1); E∗3 ⊗OX(−1)) = 0, ÔÁË
ÞÔÏ

AX22
∼= Db(Q3);

ÇÄÅ Q3 =
(• //////•

)
| ËÏÌÞÁÎ ëÒÏÎÅËÅÒÁ Ó 3 ÓÔÒÅÌËÁÍÉ.
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ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y5 ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏ ä.ïÒÌÏ-
×ÙÍ. ðÕÓÔØ U | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ Y = Y5 ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(2; 5).
ðÕÓÔØ W ′ = H0(Y;U∗)∗ ∼= k5, ÔÁË ÞÔÏ Y ⊂ Gr(2;W ′).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2 ([Or]). òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W ′=U ⊗OY (−1);U ;OY ;OY (1) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ
ÎÁÂÏÒ, ÔÁË ÞÔÏ

Db(Y5) = 〈W ′=U ⊗OY (−1);U ;OY ;OY (1)〉:
âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Hom(W ′=U ⊗OY (−1);U) = k3, Ext6=0(W ′=U ⊗OY (−1);U) = 0, ÔÁË ÞÔÏ BY5

∼= Db(Q3).

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.3. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X22 ÒÏÄÁ 12 É ÄÌÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ ÔÒÉÆÏÌÄÁ
Y5 ÓÔÅÐÅÎÉ 5 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ AX22

∼= Db(Q3) ∼= BY5.

4.2. óÌÕÞÁÊ d = 4. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ MF2
4 ÔÒÉÆÏÌÄÏ× ÄÅÌØ ðÅÃÃÏ Y4 ÓÔÅÐÅÎÉ

4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÍÏÄÕÌÅÊM2 ËÒÉ×ÙÈ ÒÏÄÁ 2. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
ðÕÓÔØ Y = Y4 = Q ∩Q′ ⊂ P5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÞÏË Ë×ÁÄÒÉË {Q�}�∈P1 ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ Ë×ÁÄÒÉËÁÍÉ Q É
Q′. åÓÌÉ Y ÇÌÁÄËÏ, ÔÏ ÏÂÝÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ Q� × ÐÕÞËÅ ÇÌÁÄËÁ É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ 6 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË
�1; : : : ; �6 ∈ P1 ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ë×ÁÄÒÉËÁQ� ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ C(Y ) → P1,
ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅ × ÔÏÞËÁÈ �i. ôÏÇÄÁ C(Y ) | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÒÏÄÁ 2.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4 ([BO1, K6]). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ MF2
4 →M2, Y 7→ C(Y ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. âÏÌÅÅ

ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ BY4
∼= Db(C(Y4)).

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X18 ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ,
ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ X = X18 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 × G2Gr(2; 7). ðÕÓÔØ {X�}�∈P1 |
ÐÕÞÏË ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ G2Gr(2; 7), ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ X. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ
Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ë G2Gr(2; 7) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 6, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×-
ÎÏ 6 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË �1; : : : ; �6 ∈ P1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ X� ÏÓÏÂÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ
C(X) → P1, ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅ × ÔÏÞËÁÈ �i. ôÏÇÄÁ C(X) | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÒÏÄÁ 2. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ MF1

18 →M2, X 7→ C(X).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.5 ([K5]). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ BX18
∼= Db(C(X18)).

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ d = 4. ðÕÓÔØ Z4 ⊂
MF2

4 ×MF1
18 | ÇÒÁÆÉË ÍÏÒÆÉÚÍÁ MF1

18 →M2 ∼= MF2
4.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.6. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÐÁÒÙ ÔÒÉÆÏÌÄÏ× (Y4; X18) ∈ Z4 ⊂MF2
4 ×MF1

18 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ AX18

∼= BY4.

4.3. óÌÕÞÁÊ d = 3. ÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ Ñ×ÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍÙÅ ËÁÔÅ-
ÇÏÒÉÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ d = 3 ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÕÄÁÅÔÓÑ | ÄÏËÁÚÁÔØ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X = X14 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ËÏ-
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 5 × Gr(2; 6). ðÕÓÔØ W | ÛÅÓÔÉÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÁË ÞÔÏ Gr(2; 6) =
Gr(2;W ) ⊂ P(�2W ). ôÏÇÄÁ X ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ 5-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ A ⊂ �2W ∗ ÉÌÉ, ÉÎÙÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ � : A→ �2W , ÇÄÅ A | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÔÒÉÆÏÌÄ X14 ÞÅÒÅÚ X(�).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P(�2W ∗) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÎÁ W . òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ × ÎÅÍ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÆÁÆÆÉÁÎÏÍ. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈ-
ÎÏÓÔØ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ ÞÅÒÅÚ Pf(W ) É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÆÁÆÆÏ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ,
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ÐÆÁÆÆÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÓÏÂÏ, ÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ËÏÓÏÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ W , ÔÏ ÅÓÔØ Ó ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ Gr(2;W ∗) ⊂ Pf(W ) ⊂ P(�2W ∗). ïÄÎÁËÏ,
ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË × P(�2W ∗) ÒÁ×ÎÁ 14 − 8 = 6, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ � ÐÒÏ-
ÏÂÒÁÚ Pf(W ) × P(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
Y (�). äÁÌÅÅ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÅÅ ÑÄÒÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÄÒÁÓ-
ÓÌÏÅÎÉÅ K ⊂W ⊗O ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Pf(W ). ðÕÓÔØ E(�) = �∗K ⊗OY (�)(1),
ÇÄÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ � ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y (�) → Pf(W ), Á OY (�)(1) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ
ÐÕÞËÁ OP(A)(1).
ôÅÏÒÅÍÁ 4.7 ([K3, K9]). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X(�) 7→ (Y (�); E(�)) ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
ÍÏÄÕÌÅÊ MF1

14 ÔÒÉÆÏÌÄÏ× æÁÎÏ X14 ÒÏÄÁ 8 É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ MFI2
3(2) ÐÁÒ (Y;E), ÇÄÅ Y |

ÇÌÁÄËÁÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ËÕÂÉËÁ, Á E | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Y ÒÁÎÇÁ 2, Ó c1(E) = 0,
c2(E) = 2L É H1(Y;E(−1)) = 0. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ BX14(�) ∼= AY3(�).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.8. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÐÏÄ ÎÁÚÙ×ÁÎÉÅÍ
ÉÎÓÔÁÎÔÏÎÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÚÁÒÑÄÁ 2.

ðÕÓÔØ Z3 ⊂MF2
3 ×MF1

14 | ÇÒÁÆÉË ÍÏÒÆÉÚÍÁ MF1
14 ∼= MFI2

3(2) →MF2
3.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.9. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÐÁÒÙ ÔÒÉÆÏÌÄÏ× (Y3; X14) ∈ Z3 ⊂MF2
3 ×MF1

14 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ AX14

∼= BY3.
4.4. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÒÁÂÏÔÅ [K3] ÄÏËÁÚÁÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÐÒÏ-
ÓÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÁÑÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 4.7. ôÁÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ
ÓÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ X(�) É Y (�).

ðÕÓÔØ PX(�)(E) | ÐÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ X(�). ôÁË ËÁË E
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(2;W ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÅÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ PX(�)(E) → P(W ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏH0(Y (�); E(�)∗⊗
OY (�)(1)) ∼= W ∗, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ PY (�)(E(�)) → P(W ).
ôÅÏÒÅÍÁ 4.10 ([K3]). ïÂÒÁÚÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ PX(�)(E) É PY (�)(E(�)) × P(W ) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÇÉÐÅÒ-
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ M ⊂ P(W ) ÓÔÅÐÅÎÉ 4, ÉÍÅÀÝÅÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ C ⊂ M ÒÏÄÁ 26. ïÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÑ PX(�)(E) → M É PY (�)(E(�)) → M Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÌÙÍÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑÍÉ É ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁÄ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë C. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
PX(�)(E) //___ PY (�)(E(�)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÌÏÐÏÍ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.11. çÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ M ⊂ P(W ) ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÐÏÄ ÎÁÚÙÁÎÉÅÍ Ë×ÁÒÔÉËÉ ÄÁ ðÁÌÁÔÉÎÉ.
ëÒÉ×ÁÑ C ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ X(�) É, × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ, ÐÒÑÍÙÅ ÐÏÄÓËÏËÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E(�) ÎÁ
Y (�) (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÙÅ L ⊂ Y (�), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ E(�)|L ∼= OL(1)⊕OL(−1)).

åÓÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÄÌÑ ÄÒÕ-
ÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ d. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ MFB1

4d+2(t) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÁÒ (X;F ), ÇÄÅ X
| ÔÒÉÆÏÌÄ æÁÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ 1 É ÓÔÅÐÅÎÉ 4d+ 2, Á F | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X ÒÁÎÇÁ
2 Ó c1(F ) = −H, c2(F ) = (d+ 2 + t)L (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ t = 0 × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.5 ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ
ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ | ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E2, ÐÏÜÔÏÍÕ MFB1

4d+2(0) = MF1
4d+2). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏ-

ÒÅÍÏÊ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.9) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ d, t É
ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ (X;F ) ∈MF1

4d+2(t) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
dimH0(X;F ∗) = d+ 3− t;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ PX(F ) → Pd+2−t. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ c1(F ∗) = H,
c2(F ∗) = (d+ 2− t)L ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÂÒÁÚÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ PX(F ) × Pd+2−t ÒÁ×ÎÁ
degPX(F ) = c1(F ∗)3 − 2c1(F ∗)c2(F ∗) = H3 − 2(d+ 2− t)HL = (4d+ 2)− 2(d+ 2− t) = 2d− 2 + 2t:
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÕÓÔØ MFI1
d(k) | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÁÒ (Y;E), ÇÄÅ Y | ÔÒÉÆÏÌÄ æÁÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ

2 É ÓÔÅÐÅÎÉ d, Á E | ÉÎÓÔÁÎÔÏÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÚÁÒÑÄÁ k ÎÁ Y , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 Ó c1(E) = 0, c2(E) = kL É H1(Y;E(−1)) = 0 (ÓÍ. [K3]). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ
òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.9) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ d, k É ÌÀÂÏÊ
ÐÁÒÙ (Y;E) ∈MFI2

d(k) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
dimH0(Y;E∗(1)) = 2d− 2k + 4;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ PY (E) → P2d−2k+3. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ c1(E∗(1)) = 2H,
c2(E(1)) = H2 + kL, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÂÒÁÚÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ PY (E) × P2d−2k+3 ÒÁ×ÎÁ

degPY (E) = c1(E∗(1))3 − 2c1(E∗(1))c2(E∗(1)) = 8H3 − 4H(H2 + kL) = 8d− 4(d+ k) = 4d− 4k:
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ d+ 1 = 2k − t É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÓÔÅÐÅÎØ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

çÉÐÏÔÅÚÁ 4.12. äÌÑ ×ÓÅÈ 1 ≤ d ≤ 5 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ k; t ≥ 0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Õ d+1 = 2k− t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : MFI2

d(k) ∼= MFB1
4d+2(t), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

ÅÓÌÉ (X;F ) = �(Y;E), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ h : H0(Y;E∗(1)) ∼→ H0(X;F ∗) É ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : PX(F ) //___ PY (E), ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

PX(F ) � //__________

²²

PY (E)

²²
P(H0(X;F ∗)∗) h

∼=
// P(H0(Y;E∗(1))∗)

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ AX ∼= BY , ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÉÅ Zd ⊂MF2

d ×MF1
4d+2 | ÏÂÒÁÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � : MF2

d(k) →MFB1
4d+2(t).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.13. ðÒÉ d = 3 × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.10 ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÑÔØ k = 2, t = 0. ðÒÉ d = 5 ÅÓÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k = 4, t = 2 ÐÏÄÏÊÄÕÔ.

5. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ. çÒÕÐÐÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÃÉËÌÙ
ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ap(X) ÇÒÕÐÐÕ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÃÉËÌÏ× ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ p ÎÁ X ÐÏ ÍÏÄËÌÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ
A•(X) = ⊕np=0Ap(X) | ËÏÌØÃÏ þÖÏÕ. äÁÌÅÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K0(X) ÇÒÕÐÐÕ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÎÁ X (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Db(X)). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ þÖÅÎÑ ch : K0(X) → A•(X)⊗Q. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ch ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Q-×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× K0(X)⊗Q→ A•(X)⊗Q.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÃÉËÌ a ∈ Ap(X) ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜË×ÉÁÌÅÎÔÅÎ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ
ÆÏÒÍÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

A•(X)⊗A•(X) · //A•(X) pr //An(X) deg //Z :
éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÐÏ ÎÕÌÀ Ó ÌÀÂÙÍ ÃÉËÌÏÍ ÉÚ An−p(X). ðÕÓÔØ A•(X)num =
⊕Ap(X)num | ËÏÌØÃÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÃÉËÌÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ × A•(X) ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ A•(X)num ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÌÁÓÓ v ∈ K0(X) ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÜË×ÉÁÌÅÎÔÅÎ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ
ÆÏÒÍÙ üÊÌÅÒÁ

� : K0(X)⊗K0(X) //Z ; �([F ]; [G]) =
∑

i
(−1)i dim Exti(F;G):

ðÕÓÔØ K0(X)num := K0(X)=Ker� | ÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ.
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ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÆÏÒÍÙ üÊÌÅÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-
ÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ þÖÅÎÑ ÐÏÄËÏÌØÃÁ × A•(X) ⊗ Q, ÓÏÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÃÉËÌÏ×. óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, ch ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K0(X)num → A•(X)num ⊗Q, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ
ch, É ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Q-×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× K0(X)num ⊗Q ∼= A•(X)num ⊗Q.

äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ p-ÃÉËÌÁ Z = ∑ aiSi ÐÏÌÏÖÉÍ [OZ ] := ∑ ai[OSi ] ∈ K0(X). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ [OZ ] ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÃÉËÌÁ Z, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÉÌÉ ÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ. þÕÔØ ÎÉÖÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÉÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÔÁËÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.3).
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÃÉËÌÏ× Zip ÎÁ X, 0 ≤ p ≤ n, 1 ≤ i ≤ mp ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ ÃÉËÌÙ
codimZip = p and {Zp1 ; Zp2 ; : : : ; Zpmp} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × Ap(X)num, ËÌÁÓÓÙ [OZpi ], 0 ≤ p ≤ n, 1 ≤ i ≤ mp
ÏÂÒÁÚÕÀÔ Z-ÂÁÚÉÓ × K0(X)num.

åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ, ÔÏ ÅÇÏ ÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÌÅÇ-
ËÏ ÏÐÉÓÁÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓÙ × ÇÒÕÐÐÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÃÉËÌÏ× É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ
ÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÐÕÞËÉ. âÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, ÔÁËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÙÍ. ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ
ÒÁÚÄÅÌÁ | ÎÁÊÔÉ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏÓÔÉ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÉÇÏÔÏ×ÌÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÎÁ K0(X)num. ðÅÒ×ÁÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÁ ÆÉÌØ-
ÔÒÁÃÉÅÊ ÐÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁ A•(X):

F pK0(X)num = ch−1(⊕nq=pAq(X)num ⊗Q):
÷ÔÏÒÁÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÎÏÓÉÔÅÌÑ

SpK0(X)num = 〈 [G] | codim supp(G) ≥ p 〉;
ÇÄÅ 〈 〉 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ F • ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ-
ÃÉÅÊ, Á S• | ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÐÏ ÎÏÓÉÔÅÌÀ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ grpFK0(X)num É grpSK0(X)num ÐÒÉÓÏÅÄÉ-
ÎÅÎÎÙÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ÜÔÉÈ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÊ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ G ∈ Db(X) Ó codim supp(G) ≥ p ÉÍÅÅÍ ch(G) ∈ ⊕q≥pAq(X)num ⊗ Q,
ÐÏÜÔÏÍÕ SpK0(X)num ⊂ F pK0(X)num, É ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

SpK0(X)num � � // F pK0(X)num ch // ⊕q≥pAq(X)num ⊗Q

Sp+1K0(X)num � � //
?�

OO

F p+1K0(X)num
ch //

?�

OO

⊕q≥p+1Aq(X)num ⊗Q
?�

OO

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

grpSK0(X)num
ip // grpFK0(X)num

chp // Ap(X)num ⊗Q
úÄÅÓØ chp | p-ÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ þÖÅÎÑ, Á ip | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ K0(X)num. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ chp : grpFK0(X)num⊗Q→ Ap(X)num⊗Q
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁÄ Z.
ìÅÍÍÁ 5.2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Op : Ap(X)num → grpFK0(X)num, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë chp.
âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Op(Z) = [OZ ] mod F p+1K0(X)num.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ p-ÃÉËÌÁ Z ÎÁ X ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ Op(Z) ËÁË ÏÂÒÁÚ ËÌÁÓÓÁ ÅÇÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ
ÐÕÞËÁ [OZ ] × grpFK0(X)num. ôÁË ËÁË

ch(OZ) = Z + ÞÌÅÎÙ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÅÍ p ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ; (†)
ÉÍÅÅÍ [OZ ] ∈ F pK0(X)num É chp(Op(Z)) = Z. ôÁË ËÁË chp ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Op ËÏÒÒÅËÔÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É chp ◦ Op = id. ¤
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.3. éÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ [OZ ] × grpFK0(X)num ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ
ËÌÁÓÓÁ Z ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

äÁÌÅÅ, ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁG, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ × ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
p, ÅÇÏ p-ÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ þÖÅÎÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ, chp(G) ∈ Ap(X)num. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ
Z1; : : : ; Zm | ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ p ÎÏÓÉÔÅÌÑ suppG, Á `i | ÄÌÉÎÁ G × ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ Zi, ÔÏ
chp(G) = ∑ `iZi. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÓÀÄÁ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ chp : grpSK0(X)num → Ap(X)num
ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Ap(X)num � � //
� w

Op

**UUUUUUUUUUUUUUUU
Ap(X)num ⊗Q

grpSK0(X)num
ip //

chp
OOOO

grpFK0(X)num
?�

chp
OO

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4. äÌÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÙ:

i) ∀ 0 ≤ p ≤ n Op | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ;
ii) X AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ;

iii) ∀ 0 ≤ p ≤ n SpK0(X)num = F pK0(X)num;
iv) ∀ 0 ≤ p ≤ n chp(grpFK0(X)num) ⊂ Ap(X)num.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: (i) ⇒ (ii): ïÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ {[OZiq ]}
1≤i≤mq
q≥p |

ÂÁÚÉÓ × F pK0(X)num.
(ii) ⇒ (iii): äÏÐÕÓÔÉÍ, X AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓÙ ×Ï ×ÓÅÈ Ap(X)num ËÁË × ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÉn 5.1 É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ v = ∑ aiq[OZiq ] ∈ F pK0(X)num ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ aiq ∈ Z. ðÕÓÔØ q |
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ aiq 6= 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ i, É ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ q < p. ðÒÉÍÅÎÑÑ
chq, ÐÏÌÕÞÉÍ

0 = chq(v) =
∑

i
aiqchq([OZiq ]) =

∑

i
aiqchq(Oq(Ziq)) =

∑

i
aiqZiq;

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ aiq = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. úÎÁÞÉÔ, q ≥ p, ÔÏ ÅÓÔØ aiq = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ q < p. îÏ ÔÏÇÄÁ, ÑÓÎÏ,
ÞÔÏ v ∈ SpK0(X)num. éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ F pK0(X)num ⊂ SpK0(X)num.

(iii) ⇒ (iv): åÓÌÉ SpK0(X)num = F pK0(X)num, ÔÏ grpSK0(X)num = grpFK0(X)num ÐÒÉ ×ÓÅÈ p, ÚÎÁÞÉÔ
chp(grpFK0(X)num) = chp(grpSK0(X)num) ⊂ Ap(X)num.

(iv)⇒ (i): ôÁË ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ chp É Op ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ grpFK0(X)num⊗Q
É Ap(X)num ⊗ Q, ÐÒÉÞÅÍ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÒÅÛÅÔËÉ grpFK0(X)num É Ap(X)num, ÔÏ ÏÎÉ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÜÔÉÈ ÒÅÛÅÔÏË. ¤

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÒÉÔÅÒÉÅ× AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ.

ìÅÍÍÁ 5.5. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÉÍÅÅÍ chp(grpFK0(X)num) ⊂
Ap(X)num ÐÒÉ p = 0; 1; 2 É p = n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ch0(G) | ÒÁÎÇ G, Á ch1(G) = c1(G), ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÄÌÑ p = 0 É p = 1. ðÒÉ p = 2 ÉÍÅÅÍ ch2(G) = c1(G)2=2− c2(G), ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ c1(G) = ch1(G) = 0, ÔÏ
ch2(G) = −c2(G) ∈ A2(X)num. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ G ∈ FnK0(X)num, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ÉÍÅÅÍ
chn(X) = �(OX ; G) ∈ Z, ÇÄÅ ÇÒÕÐÐÁ An(X)num ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÁ Ó Z ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÉÍ
ÄÏËÁÚÁÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ p = n. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.6. åÓÌÉ dimX ≤ 3, ÔÏ X AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ.

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ.
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ìÅÍÍÁ 5.7. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ap(X)num ⊗ An−p(X)num → Z ÉÎÄÕÃÉ-
ÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ap(X)num → An−p(X)∗num. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Op : Ap(X)num → grpFK0(X)num
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÅ Ap(X)num⊗An−p(X)num → Z ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ap(X)num → An−p(X)∗num ÐÒÉ ×ÓÅÈ p, ÔÏ X AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ðÕÓÔØ Z;W ⊂ X | ÐÏÄÓÈÅÍÙ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ p É (n − p) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ
ÉÚ (†) É ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

Z ·W = (−1)p�(OZ ;OW );
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

Ap(X)num
Op //

·
²²

grpFK0(X)num
(−1)p�

²²
An−p(X)∗num grn−pF K0(X)∗num

O∗n−poo

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ,
ÅÓÌÉ ÌÅ×ÁÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ Op | ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÒÅÚÕÌØÔÔÙ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÌÅÇËÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÇÒÕÐÐÕ K0(X)num ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÔÒÉÆÏÌÄÏ× æÁÎÏ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.8. ðÕÓÔØ V | ÔÒÉÆÏÌÄ æÁÎÏ Ó PicV ∼= Z. ðÕÓÔØ H | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ × PicV , L |
ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ V , Á P | ÔÏÞËÁ ÎÁ V . ôÏÇÄÁ K0(X)num = 〈[OV ]; [OH ]; [OL]; [OP ]〉.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: éÚ ÓÌÅÄ×ÓÔ×ÉÑ 5.6 (ÉÌÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ V AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ. ðï ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÀ AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÂÁÚÉÓ. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.9. äÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÌÅÍÍÙ 5.5 É
ÌÅÍÍÙ 5.7. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 5.7
ÐÒÉ ×ÓÅÈ 3 ≤ p ≤ n − 1, ÔÏ X AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.4
ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (ivp) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p ÌÅÞÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (ip).

üÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ËÕÂÉËÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÓÌÏ-
×ÉÑ ÌÅÍÍÙ 5.7 ÐÒÉ p = 3 ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ËÕÂÉËÁ AK-ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ.
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