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Àííîòàöèÿ. Ïóñòü G�ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, V �
êîíå÷íîìåðíûé àëãåáðàè÷åñêèé G-ìîäóëü è O1, O2�äâå G-îðáèòû â
V . Ìû óêàçûâàåì êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá âûÿñíèòü ëåæèò O1 â çàìû-
êàíèè O2 èëè íåò.

1. Ââåäåíèå
1.1. Çàôèêñèðóåì îñíîâíîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå k ïðîèçâîëü-
íîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïóñòü G�ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà
è V �êîíå÷íîìåðíûé àëãåáðàè÷åñêèé G-ìîäóëü. Ðàññìîòðèì äâå òî÷êè
a, b ∈ V è èõ G-îðáèòû G · a è G · b.

Ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà ïîñòîÿííî âîçíèêàåò â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé è åå ïðèëîæåíèÿõ:
Êàê óçíàòü, ëåæèò ëè îðáèòà G·a â çàìûêàíèè â V îðáèòû G·b ? (∗)

(çäåñü è äàëåå òîïîëîãè÷åñêèå òåðìèíû îòíîñÿòñÿ ê òîïîëîãèè Çàðèññêî-
ãî).
Ïðèìåð 1.2. Åñëè ãðóïïà G ðåäóêòèâíà, à a = 0, òî (∗)�ýòî âîïðîñ î òîì,
êàê óçíàòü ÿâëÿåòñÿ ëè b íåñòàáèëüíîé òî÷êîé â ñìûñëå ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè èíâàðèàíòîâ, [M65]. Îïèñàíèå êîíóñà íåñòàáèëüíûõ òî÷åê äà¼òñÿ
òåîðèåé Ãèëüáåðòà�Ìàìôîðäà.
Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü G�òîð è X(G) ãðóïïà åãî õàðàêòåðîâ â àääèòèâíîé
çàïèñè. Äëÿ ëþáûõ λ ∈ X(G), g ∈ G è v ∈ V îáîçíà÷èì ÷åðåç gλ è vλ

ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèå λ íà g è ïðîåêöèþ v íà λ-âåñîâîå ïîäïðîñòðàíñòâî
G-ìîäóëÿ V ïàðàëëåëüíî ñóììå îñòàëüíûõ âåñîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü
supp v := {λ ∈ X(G) | vλ 6= 0}. Òîãäà èç [ÂÏ72] ñëåäóåò, ÷òî (∗)�ýòî
âîïðîñ î òîì êàê óçíàòü, âûïîëíåíû ëè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (i) êîíóñ,
ïîðîæäåííûé supp a â X(G)⊗ZR, ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ êîíóñà, ïîðîæäåííîãî
supp b, è (ii) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò g ∈ G, ÷òî gλaλ = bλ äëÿ ëþáîãî
λ ∈ supp a.
Ïðèìåð 1.4. Åñëè ãðóïïà G óíèïîòåíòíà, òî êàæäàÿ G-îðáèòà çàìêíóòà
â V , ñì. [R61]. Ïîýòîìó (∗)�ýòî âîïðîñ î òîì, êàê óçíàòü ëåæàò ëè a è b â
îäíîé G-îðáèòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ 08�01�00095, ÍØ�1987.2008.1 è
ïðîãðàììû �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè� îòäåëåíèÿ ìàòåìà-
òèêè ÐÀÍ.
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Ïðèìåð 1.5. Ïóñòü char k = 0 è ïóñòü G ïðîñòàÿ ãðóïïà, V �å¼ àëãåáðà
Ëè ñ ïðèñîåäèí¼ííûì äåéñòâèåì G, à a è b íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû. Åñëè
G�êëàññè÷åñêàÿ ãðóïïà (ò. å. òèïà Al, Bl, Cl èëè Dl), òî îòâåò íà âîïðîñ (∗)
äà¼òñÿ èçâåñòíûì ïðàâèëîì, ôîðìóëèðóåìûì â òåðìèíàõ ðàçìåðîâ æîðäà-
íîâûõ êëåòîê íîðìàëüíûõ æîðäàíîâûõ ôîðì ìàòðèö a è b, ñì., íàïðèìåð,
[CM93]. Åñëè G�èñêëþ÷èòåëüíàÿ ãðóïïà (ò. å. òèïà E6, E7, E8, F4 èëè G2),
òî îí ïîëó÷àåòñÿ ad hoc ìåòîäàìè è äà¼òñÿ ÿâíûì óêàçàíèåì äèàãðàììû
Õàññå ìíîæåñòâà íèëüïîòåíòíûõ îðáèò, íàäåë¼ííîãî ïîðÿäêîì Áðþà, ò. å.
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ïî ïðàâèëó

O1 6 O2 ⇐⇒ O1 ⊆ O2

(êàê îáû÷íî, ÷åðòà îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå â V ), ñì. [Spa82], [C85].

Ïðèìåð 1.6. Ïîìèìî êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ îðáèò áîðåëåâñêîé ïîäãðóï-
ïû ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G íà îáîáùåííîì ìíîãîîáðàçèè ôëàãîâ G/P , äèà-
ãðàììû Õàññå ìíîæåñòâ îðáèò, íàäåë¼ííûõ ïîðÿäêîì Áðþà, íàéäåíû ad
hoc ìåòîäàìè â ðàçëè÷íûõ äðóãèõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ, ñì., íàïðèìåð,
[Kàø97], [Pe04], [BHRZ99], [GHR07], [MWZ99]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â öåëîì
ðÿäå ñëó÷àåâ îðáèòû êëàññèôèöèðîâàíû, íî äèàãðàììû Õàññå íå íàéäåíû:
íàïðèìåð, ýòî òàê äëÿ íèëüïîòåíòíûõ 3-âåêòîðîâ n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ
ïðè n 6 9, 4-âåêòîðîâ 8-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñïèíîðîâ m-ìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ïðè m 6 14 è 16, ñì. ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè â [ÂÏ89].

Ïðèìåð 1.7. Ïóñòü L�êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k è
G = GL(L), à V = L∗ ⊗ L∗ ⊗ L. Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà V �ýòî ñòðóêòóðû
àëãåáð (íå îáÿçàòåëüíî àññîöèàòèâíûõ) íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L. Àë-
ãåáðû, îïðåäåëåííûå ñòðóêòóðàìè a è b, èçîìîðôíû òîëüêî òîãäà, êîãäà
G · a = G · b. Íà ÿçûêå òåîðèè àëãåáð âîïðîñ (∗) ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
êàê óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè àëãåáðà, îïðåäåë¼ííàÿ ñòðóêòóðîé a, âûðîæäå-
íèåì (degeneration) àëãåáðû, îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðîé b? Â îáùåì ñëó÷àå
îí ñ÷èòàåòñÿ ñëîæíûì. Èìååòñÿ ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ êëàññèôèêà-
öèè âûðîæäåíèé â ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ ad hoc ìåòîäàìè, ñì.,
íàïðèìåð, [B05], [BS99], [See90] è îáçîð [ÂÃÎ90, ãë. 7].

Ïðèìåð 1.8. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû G = GLd(k) íà Matd,d(k) ñî-
ïðÿæåíèÿìè. Ïóñòü A�êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ k-àëãåáðà. Ìíîæå-
ñòâî ñòðóêòóð ëåâûõ A-ìîäóëåé íà ôèêñèðîâàííîì d-ìåðíîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå íàä k åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ çàìêíóòûì èíâàðèàíò-
íûì ïîäìíîæåñòâîì Modd

A ïðÿìîé ñóììû dimkA ýêçåìïëÿðîâ G-ìîäóëÿ
Matd,d(k). Ïóñòü Mx îáîçíà÷àåò A-ìîäóëü, ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå x ∈
Modd

A. Òîãäà A-ìîäóëè Ma è Mb èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
G · a = G · b, à óñëîâèå G · a ⊆ G · b â ýòîé òåîðèè âûðàæàþò, ãîâîðÿ, ÷òî
Ma ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì (degeneration) Mb. Â ñëó÷àå, êîãäà A�àëãåáðà
ïóòåé (path algebra) êîë÷àíà, ïîëó÷àþùåãîñÿ îðèåíòèðîâàíèåì ð¼áåð ðàñ-
øèðåííîãî ãðàôà Äûíêèíà ñèñòåìû êîðíåé òèïà Al, Dl, E6, E7 èëè E8,
â [B95] óñòàíîâëåíà õàðàêòåðèçàöèÿ îòíîøåíèÿ âûðîæäåíèÿ â òåðìèíàõ
ñòðóêòóð A-ìîäóëåé Ma è Mb è íàéäåí àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé ÿâëÿåòñÿ
ëè Ma âûðîæäåíèåì Mb èëè íåò.
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Ïðèìåð 1.9. Â ñëó÷àå åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû GLn(k) íà ïðî-
ñòðàíñòâå ôîðì ñòåïåíè d îò n ïåðåìåííûõ c êîýôôèöèåíòàìè â k âîïðîñ
(∗) (ïîä íàçâàíèåì The orbit closure problem) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷å-
âûõ â ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäîâ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ ê òåîðèè
ñëîæíîñòè, ñì. [MS01].

1.10. Ìû äà¼ì çäåñü êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû (∗): â ðàçäåëå 2
áóäåò ïðèâåä¼í àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðî-
ñòûõ ýôôåêòèâíî îñóùåñòâèìûõ îïåðàöèé îòâåòèòü íà âîïðîñ (∗). À èìåí-
íî, ìû ÿâíî óêàçûâàåì òàêóþ êîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì k, ÷òî âêëþ÷åíèå G ·a ⊆ G · b ðàâ-
íîñèëüíî åå íåñîâìåñòíîñòè (òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ñîäåðæèòñÿ â Òåîðåìå
2.12). Ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà�Êàïåëëè, ýòà ðåäóêöèÿ ñâîäèò ïîëó÷åíèå îò-
âåòà íà âîïðîñ (∗) ê ñðàâíåíèþ ðàíãîâ äâóõ ÿâíî çàäàííûõ ìàòðèö ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè â k, ÷òî äåëàåòñÿ êîíñòðóêòèâíî. Êîíå÷íî, ñóùåñòâîâàíèå
êîíñòðóêòèâíîãî ðåøåíèÿ íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê âîïðîñó î íàõîæäåíèè
àëãîðèòìà, íàèáîëåå îïòèìàëüíîãî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Íî ýòî
óæå äðóãàÿ ïðîáëåìà, êîòîðîé ìû çäåñü íå êàñàåìñÿ.

1.11. Â ðàçäåëå 3 ìû ïðèâîäèì åùå îäèí àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íà
âîïðîñ (∗). Îí ìåíåå îïòèìàëåí, ÷åì àëãîðèòì èç ðàçäåëà 2, íî äà¼ò áîëüøå
èíôîðìàöèè è îòíîñèòñÿ ê áîëåå îáùåé çàäà÷å. À èìåííî, ïóñòü L�êàêîå-
ëèáî ëèíåéíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â V . Ìû ïîêàçûâàåì êàê êîíñòðóêòèâíî
íàéòè òàêóþ êîíå÷íóþ ñèñòåìó q1, . . . , qm ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà V ,
÷òî

G · L = {x ∈ V | q1(x) = . . . = qm(x) = 0}. (1)
Ïðè L = b ýòî äàåò ñëåäóþùèé êîíñòðóêòèâíûé îòâåò íà âîïðîñ (∗):

G · a ⊆ G · b ⇐⇒ q1(a) = . . . = qm(a) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ âèäà G · L âåçäåñóùè â òåîðèè àëãåáðàè-
÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé: ïîìèìî çàìûêàíèé îðáèò, ê èõ ÷èñëó, íà-
ïðèìåð, îòíîñÿòñÿ íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû íóëü-êîíóñîâ Ãèëüáåðòà è,
áîëåå îáùî, çàìûêàíèÿ ñòðàòîâ Õåññåëèíêà [Po03], çàìûêàíèÿ ïëàñòîâ
[ÂÏ89] è çàìûêàíèÿ æîðäàíîâûõ êëàññîâ (èëè, â äðóãîé òåðìèíîëîãèè,
êëàññîâ ðàçëîæåíèÿ) [TY05]. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñîâðåìåííûå ìåòîäû
êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ïîçâîëÿþò ïî ñèñòåìå ôóíêöèé q1, . . . , qm, óäîâëå-
òâîðÿþùåé óñëîâèþ (1), êîíñòðóêòèâíî íàéòè ñèñòåìó îáðàçóþùèõ èäåàëà
âñåõ ïîëèíîìîâ, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà G · L, ñì., íàïðèìåð, [ÊËÎ00,
ãë. 4, �2]. Â ÷àñòíîñòè, ýòî äà¼ò êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îáðà-
çóþùèõ èäåàëà ïîëèíîìîâ, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà çàìûêàíèè îðáèòû.
Â íåñêîëüêèõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, äëÿ íèëüïîòåíòíûõ îðáèò
ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû SLn(k) è äëÿ �ðàíãîâûõ ìíîãîîáðàçèé�)
òàêèå îáðàçóþùèå èçâåñòíû, ñì. [W89].

1.12. Ïî ñóùåñòâó îáà àëãîðèòìà îñíîâàíû íà âîçìîæíîñòè ðàöèîíàëüíî
çàïàðàìåòðèçîâàòü îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â G ìíîãîîáðàçèåì âèäà

Ar,s := {(ε1, . . . , εr+s) ∈ Ar+s | ε1 · · · εr 6= 0}, r, s ∈ N
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(÷åðåç N ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë),
à òî÷íåå, íà ñóùåñòâîâàíèè äîìèíàíòíîãî ìîðôèçìà

ι : Ar,s → G. (2)

1.13. Ïîñêîëüêó ëþáîå íîðìàëüíîå êâàçèïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, ñíàá-
æåííîå äåéñòâèåì G, ýêâèâàðèàíòíî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîåêòèâíîå ïðî-
ñòðàíñòâî [ÂÏ89], â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé è å¼
ïðèëîæåíèÿõ ïîñòîÿííî âîçíèêàåò âîïðîñ, àíàëîãè÷íûé âîïðîñó (∗), íî
äëÿ äåéñòâèÿ G íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå (íà ñàìîì äåëå â ïðèìåðå
1.9 äåëî îáñòîèò èìåííî òàê). Îí, îäíàêî, ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó â ï.
1.1 âîïðîñó (∗) äëÿ äåéñòâèÿ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ï. 2.7).

1.14. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó

G · a = G · b ⇐⇒ G · a ⊆ G · b è G · b ⊆ G · a,

òî êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû (∗) äîñòàâëÿåò è êîíñòðóêòèâíîå
ðåøåíèå ñëåäóþùåé ïðîáëåìû:

Êàê óçíàòü, ëåæàò ëè äâå òî÷êè èç V â îäíîé G-îðáèòå?

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
2.1. Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà ñëåäóþùåì ôàêòå.

Ëåììà 2.2. Äëÿ íåêîòîðûõ r, s ∈ N ñóùåñòâóåò äîìèíàíòíûé ìîð-
ôèçì (2). Áîëåå òîãî, ïðè r = rkG ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âëîæåíèå (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ru(G)�óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ãðóïïû G. Ïîñêî-
ëüêó Ru(G) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ðàçðåøèìîé ãðóïïîé, êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåê-
öèÿ G → G/Ru(G) ÿâëÿåòñÿ, ñîãëàñíî [R56], ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì â òî-
ïîëîãèè Çàðèññêîãî òîðñîðîì ñ áàçîé G/Ru(G) è ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé
Ru(G). Òàê êàê áàçà àôôèííà, à ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà ñâÿçíà è óíèïî-
òåíòíà, ýòîò òîðñîð òðèâèàëåí, [G58]. Çíà÷èò, ìíîãîîáðàçèå G èçîìîðôíî
ïðîèçâåäåíèþ ìíîãîîáðàçèé Ru(G) è G/Ru(G). Ïîñêîëüêó Ru(G)�ñâÿçíàÿ
óíèïîòåíòíàÿ ãðóïïà, ïåðâîå èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé èçîìîðôíî Adim Ru(G),
[G58]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áîëüøàÿ êëåòêà ðàçëîæåíèÿ Áðþà ðåäóêòèâ-
íîé ãðóïïû G/Ru(G) èçîìîðôíà Ar,dim G/Ru(G)−r, ãäå r = rk G/Ru(G) =
rkG, [Spr98]. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå Ar,dim G−r èçîìîðôíî Adim Ru(G) ×
Ar,dim G/Ru(G)−r, ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åãî îòêðûòîå âëîæåíèå
â G. ¤

2.3. Îáîçíà÷åíèÿ
Çàôèêñèðóåì â V áàçèñ e1, . . . , en. Òàê êàê ñëó÷àé n = 1 ÿñåí, ìû áóäåì

äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî n > 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå ðåãóëÿðíûå íà G ôóíêöèè
ρi,j , 1 6 i, j 6 n, ÷òî äåéñòâèå G íà V çàäàåòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì

ρ : G → Matn,n(k), ρ(g) =




ρ1,1(g) · · · ρ1,n(g)
. . . . . . . . . . . . . . .
ρn,1(g) · · · ρn,n(g)


 , g ∈ G, (3)
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ò. å. ρ(g)�ìàòðèöà îïåðàòîðà V → V , v 7→ g ·v, â áàçèñå e1, . . . , en, òàê ÷òî

g ·
( n∑

i=1

γiei

)
=

n∑

i=1

( n∑

j=1

ρi,j(g)γj

)
ei äëÿ ëþáûõ g ∈ G è γ1, . . . , γn ∈ k. (4)

Çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü äîìèíàíòíûé ìîðôèçì (2), ÷òî âîçìîæíî
ââèäó ëåììû 2.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, . . . , xr+s ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòíûå
ôóíêöèè íà Ar,s:

xi(a) = εi äëÿ a = (ε1, . . . , εr+s) ∈ Ar,s. (5)
Ïîñêîëüêó x1, . . . , xr+s, x

−1
1 , . . . , x−1

r ïîðîæäàþò k-àëãåáðó k[Ar,s] ðåãóëÿð-
íûõ ôóíêöèé íà Ar,s, à x1, . . . , xr+s àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä k, âñå-
âîçìîæíûå ìîíîìû âèäà

xi1
1 · · ·xir+s

r+s , ãäå i1, . . . , ir+s ∈ Z è ir+1, . . . , ir+s ∈ N, (6)
îáðàçóþò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà k[Ar,s] íàä k.
2.4. Ñòåïåíü ìíîãîîáðàçèÿ ρ(G)

Íàïîìíèì, [M79], ÷òî ñòåïåíüþ ëîêàëüíî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà Y
â Al íàçûâàåòñÿ ÷èñëî deg Y òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ Y ñ (l − dim Y )-ìåðíûì
ëèíåéíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ â Al. Äëÿ íàc îñîáûé èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñòåïåíü deg ρ(G) ïîäìíîãîîáðàçèÿ ρ(G) â ïðîñòðàíñòâå
ìàòðèö Matn,n(k). Â âàæíîì ñëó÷àå, êîãäà char k = 0 è G�ðåäóêòèâíàÿ
ãðóïïà, èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ.

Çàôèêñèðóåì â G ìàêñèìàëüíûé òîð T . Ïóñòü X(T )�ãðóïïà åãî õà-
ðàêòåðîâ â àääèòèâíîé çàïèñè. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóï-
ïîé ðàíãà r = dimT = rkG è åñòåñòâåííî âêëàäûâàåòñÿ â âåùåñòâåí-
íîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E = X(T ) ⊗Z R. Âûáðàâ â X(T ) áàçèñ, çà-
ôèêñèðóåì èçîìîðôèçì ìåæäó E è êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâîì Rr. Áó-
äåì îòîæäåñòâëÿòü ïî íåìó ýòè ïðîñòðàíñòâà. Ãðóïïà X(T ) îòîæäåñòâ-
ëÿåòñÿ òîãäà ñ ðåøåòêîé Zr â Rr. Íà E åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâó-
åò ãðóïïà Âåéëÿ W := NG(T )/T . Îáîçíà÷èì ÷åðåç dν ñòàíäàðòíóþ ôîð-
ìó îáúåìà íà E. Ïóñòü PV �âûïóêëàÿ îáîëî÷êà â E ïîäìíîæåñòâà, ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ îáúåäèíåíèåì íóëÿ è ñèñòåìû âåñîâ T -ìîäóëÿ V . Ôàêòîðè-
çóÿ G ïî ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ÿäðà íåýôôåêòèâíîñòè äåéñòâèÿ G íà V ,
ìû ìîæåì (è áóäåì) ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ÿäðî êîíå÷íî è, ñëåäîâàòåëüíî,
dimPV = r. Çàôèêñèðóåì ñèñòåìó ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé R+ â ìíîæå-
ñòâå êîðíåé ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî òîðà T . Äëÿ ëþáîãî êîðíÿ α ∈ R+

îáîçíà÷èì ÷åðåç α∨ ñîîòâåòñòâóþùèé êîêîðåíü, ò. å. ëèíåéíóþ ôîðìó íà E,
çàäàííóþ ôîðìóëîé α∨ : E → R, α∨ (v) = 2〈α | v〉/〈α |α〉, ãäå 〈 | 〉�êàêîå-
íèáóäü W -èíâàðèàíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà E, ñì. [Á72]. Ïóñòü
m1 + 1, . . . , mr + 1�íàáîð ñòåïåíåé îäíîðîäíûõ ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ
àëãåáðû W -èíâàðèàíòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå E,
ò. å. m1, . . . ,mr �ïîêàçàòåëè ãðóïïû W , ñì. [Á72].
Òåîðåìà 2.5 (Êàçàðíîâñêèé [Kàç87]). Ïóñòü char k = 0, à ρ�ïðåäñòàâ-
ëåíèå ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G, ÿäðî êîòîðîãî êîíå÷íî. Òîãäà

deg ρ(G) :=
dimG!

|W |(m1! · · ·mr!)2|ker ρ|
∫

PV

∏

α∈R+

(α∨ )2dν. (7)
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Ïðèìåð 2.6. Ïóñòü char k = 0. Ðàññìîòðèì îñíîâíîé îáúåêò äîãèëü-
áåðòîâñêîé êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ: G = SL2(k), à V = Vs�
ïðîñòðàíñòâî áèíàðíûõ ôîðì ñòåïåíè s îò ïåðåìåííûõ z1, z2 íàä ïîëåì k,
íà êîòîðîì G äåéñòâóåò ëèíåéíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ:

g · z1 = αz1 + γz2, g · z2 = βz1 + δz2, åñëè g =
[
α β
γ δ

]
∈ G. (8)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå dimG = 3, |W | = 2, r = 1, m1 = 1, E = R,
X(T ) = Z. Ìíîæåñòâî R+ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî êîðíÿ α = 2, à α∨
ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé íà R, ò. å. α∨(a) = a äëÿ
ëþáîãî a ∈ R. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå áàçèñà e1, . . . , es+1 â V ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìîíîìîâ zs

1, z
s−1
1 z2, . . . , z1z

s−1
2 , zs

2. Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî ei+1 ÿâëÿåòñÿ
âåñîâûì âåêòîðîì äèàãîíàëüíîãî òîðà T = {diag(t, t−1) | t ∈ k \ {0}} ñ
âåñîì t 7→ ts−2i. Ïîýòîìó ñèñòåìîé âåñîâ T -ìîäóëÿ V ÿâëÿåòñÿ àðèôìå-
òè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ {s, s− 2, . . . ,−s + 2,−s}, òàê ÷òî PVs = [−s, s]. ßäðî
ïðåäñòàâëåíèÿ ρ = ρs, çàäàííîãî ôîðìóëîé (3), òðèâèàëüíî, åñëè s íå÷¼ò-
íî, è èìååò ïîðÿäîê 2, åñëè s ÷¼òíî. Ïîýòîìó èç (7) ìû ïîëó÷àåì

deg ρs(SL2) =
3!

2| ker ρs|
∫ s

−s
x2dx =

{
2s3 åñëè s íå÷¼òíî,
s3 åñëè s ÷¼òíî.

(9)

2.7. Ðåäóêöèÿ ê êîíè÷åñêîìó ñëó÷àþ
Ïóñòü L�êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k. Ïóñòü H �

àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ (àëãåáðàè÷åñêè) íà ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå P(L) îäíîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â L. Íå ìåíÿÿ
H-îðáèò â P(L), ìîæíî çàìåíèòü ãðóïïó H íà å¼ ôàêòîð ïî ÿäðó íåýô-
ôåêòèâíîñòè äåéñòâèÿ è ñ÷èòàòü H ïîäãðóïïîé â Aut(P(L)). Ïóñòü H̃ �
ïðîîáðàç H îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà GL(L)→Aut(P(L))
(îòìåòèì, ÷òî ðåäóêòèâíîñòü H ýêâèâàëåíòíà ðåäóêòèâíîñòè H̃). Ïóñòü
π : L \ {0} → P(L)�åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ. Ìû íàçûâàåì ïîäìíîæåñòâî â
L êîíè÷åñêèì, åñëè îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà êàæäûé
íåíóëåâîé ýëåìåíò èç k.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü U �íåïóñòîå îòêðûòîå H-èíâàðèàíòíîå ïîäìíî-
æåñòâî â P(L) è p, q ∈ U �äâå åãî òî÷êè. Âîçüì¼ì êàêèå-ëèáî òî÷êè
p̃ ∈ π−1(p) è q̃ ∈ π−1(q). Òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

(i) îðáèòà H · p ëåæèò â çàìûêàíèè îðáèòû H · q â P(L);
(ii) îðáèòà H · p ëåæèò â çàìûêàíèè îðáèòû H · q â U ;
(iii) îðáèòà H̃ · p̃ ëåæèò â çàìûêàíèè îðáèòû H̃ · q̃ â L.

Îðáèòû H̃ · p̃ è H̃ · q̃ ÿâëÿþòñÿ êîíè÷åñêèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó H̃ ñîäåðæèò âñå óìíîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà L

íà íåíóëåâûå ñêàëÿðû, H̃ · p̃ = π−1(H · p) è H̃ · q̃ = π−1(H · q). ×èòàòåëü
ëåãêî ïðîâåðèò, ÷òî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò îòñþäà è èç îïðåäåëåíèé. ¤

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ïðèìåíåíèå ëåììû 2.8. Ðàññìîòðèì â êà-
÷åñòâå L êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî kn+1, à â êà÷åñòâå H �ãðóïïó G èç
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ï. 1.1, äåéñòâóþùóþ íà P(L) ïî ïðàâèëó (ñì. (3))

g · (α0 : α1 : . . . : αn) :=
(

α0 :
n∑

i=1

ρ1,i(g)αi : . . . :
n∑

i=1

ρn,i(g)αi

)
.

Ñòàíäàðòíîå ãëàâíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî {(α0 : α1 : . . . : αn) | α0 6= 0}
â P(L̃) ÿâëÿåòñÿ G-èíâàðèàíòíûì è ýêâèâàðèàíòíî èçîìîðôíûì G-ìîäóëþ
V . Ïîýòîìó, ââèäó ëåììû 2.8, îòâåò íà âîïðîñ (∗) ýêâèâàëåíòåí îòâåòó
íà âîïðîñ î òîì, ëåæèò ëè îðáèòà G̃ · ã â çàìûêàíèè îðáèòû G̃ · b̃. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî, çàìåíÿÿ ãðóïïó G íà G̃, ïðîñòðàíñòâî V íà L, à òî÷êè a è b

íà, ñîîòâåòñòâåííî, ã è b̃, ìû ñâîäèì ðåøåíèå âîïðîñà (∗) ê ñëó÷àþ, êîãäà
îáå îðáèòû G ·a è G · b ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè è êîíè÷åñêèìè. Ââèäó ýòîãî,

ïðè ïîèñêå îòâåòà íà âîïðîñ (∗), ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî G · a è G · b�íåíóëåâûå êîíè÷åñêèå îðáèòû.

(10)

Îòìåòèì åùå, ÷òî, ââèäó ëåììû 2.8, âîïðîñ, àíàëîãè÷íûé âîïðîñó (∗),
íî äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó
(∗) äëÿ äåéñòâèÿ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå.

2.9. Âõîäíûå äàííûå àëãîðèòìà
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè ñëåäóþùèå äàííûå:
� Ñòåïåíü ìíîãîîáðàçèÿ ρ(G),

d := deg ρ(G). (11)

� Ôóíêöèè

ι∗(ρp,q)∈k[Ar,s]=k[x1, . . . , xr+s, x
−1
1 , . . . , x−1

r ], 1 6 p, q 6 n.

Ïðèìåð 2.10. Ðàññìîòðèì òó æå ñèòóàöèþ, ÷òî è â ïðèìåðå (2.6). ×èñëî
(11) äàåòñÿ ôîðìóëîé (9). Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè ρp,q â (3) îïðåäå-
ëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

(αz1 +γz2)s−j(βz1 + δz2)j =
s∑

i=0

ρi+1,j+1(g)zs−i
1 zi

2, ãäå g=
[
α β
γ δ

]
∈G. (12)

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ι ìîðôèçì

ι : A1,2 ↪→ SL2(k),

(ε1, ε2, ε3) 7→
[
1 ε2

0 1

] [
ε1 0
0 ε−1

1

] [
1 0
ε3 1

]
=

[
ε−1
1 ε2ε3 + ε1 ε−1

1 ε2

ε−1
1 ε3 ε−1

1

]
. (13)

Òîãäà èç (5), (12), (13) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ι∗(ρi+1,j+1) ðàâíà êîýôôèöè-
åíòó ïðè zs−i

1 zi
2 â ðàçëîæåíèè áèíàðíîé ôîðìû

(
(x1 + x−1

1 x2x3)z1 + (x−1
1 x3)z2

)s−j((x−1
1 x2)z1 + (x−1

1 )z2

)j

îò z1, z2 ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå k(x1, x2, x3) â ñóììó ìîíîìîâ îò z1, z2.
Íàïðèìåð, åñëè d = 2, òî ι∗(ρ2,2) = 1 + 2x−2

1 x2x3.
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2.11. Àëãîðèòì
Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòà-

òà. Ìû èñïîëüçóåì ââåä¼ííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ è èñêëþ-
÷àåì òðèâèàëüíûé ñëó÷àé G · b = V , ò. å. ñ÷èòàåì, ÷òî

dim G · b < dim V (14)
(ïîñêîëüêó ÷èñëî dim G·b ðàâíî ðàíãó ñèñòåìû âåêòîðîâ {dρ(Yi)·b}i∈I , ãäå
{Yi}i∈I �áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Lie(G), óñëîâèå (14) ìîæåò áûòü
ïðîâåðåíî êîíñòðóêòèâíî, åñëè ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè îïåðàòîðû dρ(Yi)).

Ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ âìåñòå ñ òåîðåìîé 2.12 äàåò êîí-
ñòðóêòèâíûé ñïîñîá ïîëó÷èòü îòâåò íà âîïðîñ (∗):
(1) Íàéä¼ì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a è b â áàçèñå e1, . . . , en:

a = α1e1 + . . . + αnen, b = β1e1 + . . . + βnen,

è, ïîìåíÿâ, åñëè íóæíî, áàçèñ e1, . . . , en, äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òîáû áûëî
âûïîëíåíî óñëîâèå

β1 · · ·βn 6= 0. (15)
(3) Ðàññìîòðèì n �îáùèõ� ïîëèíîìîâ F1, . . . , Fn ñòåïåíè 2d − 2 (ãäå d

îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (11)) îò ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn,
Fp :=

∑

q1,...,qn∈N
q1+···+qn62d−2

cp,q1,...,qnyq1
1 · · · yqn

n , p = 1, . . . , n, (16)

ò. å. òàêèõ, ÷òî, ïîìèìî y1, . . . , yn, âñå cp,q1,...,qn òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïå-
ðåìåííûìè íàä k, è ïîëîæèì

H(y1, . . . , yn) := (y1 − α1)F1 + . . . + (yn − αn)Fn − 1. (17)

(4) Çàìåíèâ â H(y1, . . . , yn) êàæäóþ ïåðåìåííóþ yi íà
∑n

j=1 βjι
∗(ρi,j),

ïîëó÷èì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ìîíîìîâ âèäà (6) ñ êîýôôèöèåíòàìè
â êîëüöå k[. . . , cp,q1,...,qn , . . .] ïîëèíîìîâ îò ïåðåìåííûõ cp,q1,...,qn íàä
ïîëåì k:

H

( n∑

j=1

βjι
∗(ρ1,j), . . . ,

n∑

j=1

βjι
∗(ρn,j)

)

=
∑

(i1,...,ir+s)∈M

`i1,...,ir+sx
i1
1 · · ·xir+s

r+s , (18)

ãäå `i1,...,ir+s ∈ k[. . . , cp,q1,...,qn , . . .], à M �íåêîòîðîå êîíå÷íîå ïîäìíî-
æåñòâî â Zr × Ns. Ââèäó (16) è (17), êàæäûé êîýôôèöèåíò `i1,...,ir+s

â (18) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ïåðåìåííûõ cp,q1,...,qn ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè â ïîëå k.

(5) Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò
ïåðåìåííûõ cp,q1,...,qn ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå k:

`i1,...,ir+s = 0, ãäå (i1, . . . , ir+s) ∈ M . (19)

Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü G · b�íåíóëåâàÿ êîíè÷åñêàÿ îðáèòà (ñì. (10)).
Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:
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(i) çàìûêàíèå îðáèòû G · b â V ñîäåðæèò îðáèòó G · a;
(ii) ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (19) íåñîâìåñòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ðàçîáü¼ì åãî íà íåñêîëüêî øàãîâ.
1. Ïóñòü z1, . . . , zn �äóàëüíûé ê e1, . . . , en áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ∗. Ïóñòü

ti �îãðàíè÷åíèå íà G · b ôóíêöèè zi. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî G · b çàìêíóòî
â V , à k[V ] = k[z1, . . . , zn], ìû èìååì

k[G · b] = k[t1, . . . , tn]. (20)
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ti �íå êîíñòàíòà. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó îð-

áèòà G · b ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêîé, 0 ∈ G · b. Èç îïðåäåëåíèÿ ti ñëåäóåò, ÷òî
ti(0) = 0 è ti(b) = βi. Íî βi 6= 0 ââèäó (15).

Ðàññìîòðèì îðáèòíûé ìîðôèçì
ϕ : G → G · b, ϕ(g) = g · b. (21)

Ïîñêîëüêó ìîðôèçì ι äîìèíàíòåí, îáðàç ìîðôèçìà
ψ := ϕ ◦ ι : Ar,s → G · b (22)

ïëîòåí â G · b, à ïîòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé êîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì
àëãåáð ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé:

ψ∗ : k[G · b] ↪→ k[Ar,s]. (23)
Èç (20) ñëåäóåò, ÷òî

ψ∗(k[G · b]) = k[ψ∗(t1), . . . , ψ∗(tn)], (24)
à èç (21), (22), (4) è îïðåäåëåíèÿ ti, ÷òî

ψ∗(ti) =
n∑

j=1

βjι
∗(ρi,j). (25)

Ôóíêöèè z1−α1, . . . , zn−αn èìåþò íà V òîëüêî îäèí îáùèé íóëü�òî÷êó
a. Ó÷èòûâàÿ G-èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà G · b, ìû ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

(c1) îðáèòà G · a íå ëåæèò â çàìûêàíèè îðáèòû G · b;
(c2) òî÷êà a íå ëåæèò â çàìûêàíèè îðáèòû G · b;
(c3) ôóíêöèè t1−α1, . . . , tn−αn íå èìåþò íà G · b îáùèõ íóëåé.



 (26)

2. Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ýôôåêòèâíîé ôîðìîé òåîðåìû Ãèëüáåðòà î
êîðíÿõ, ïîëó÷åííîé â [J05]. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò, ââå-
ä¼ì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé è îïðåäåëåíèé.

Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ëþáûõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë d1 > · · · > dm è
q ïîëîæèì

N(d1, . . . , dm; q) =





∏m
i=1 di åñëè q > m > 1,(∏q−1
i=1 di

)
dm åñëè m > q > 1,

dm åñëè q = 1,

à òàêæå
N ′(d1, . . . , dm; q) = N(d1, . . . , dm; q), åñëè q > 1, è N ′(d1, . . . , dm; 1) = d1.
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Äàëåå, íàçîâ¼ì ñòåïåíüþ íåíóëåâîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè h íà íåïðè-
âîäèìîì çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå X àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà Al ÷èñëî
deg h, ðàâíîå ìèíèìóìó ñòåïåíåé òàêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà Al,
îãðàíè÷åíèå êîòîðûõ íà X ñîâïàäàåò ñ h. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ íåíóëåâûõ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé f è h íà X èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
deg fh 6 deg f + deg h, ïðè÷¼ì, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàâåíñòâî ìîæåò è íå âû-
ïîëíÿòüñÿ, îäíàêî, åñëè ìíîæåñòâî X �êîíè÷åñêîå, òî îáÿçàòåëüíî

deg fh = deg f + deg h. (27)
Òåîðåìà 2.13 (Z. Jelonek [J05]). Ïóñòü X �íåïðèâîäèìîå íåíóëüìåðíîå
çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â Al. Ïóñòü h1, . . . , hm �íåïîñòîÿííûå ðåãó-
ëÿðíûå ôóíêöèè íà X, çàíóìåðîâàííûå òàê, ÷òî

deg h1 > · · · > deg hm. (28)
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) ôóíêöèè h1, . . . , hm íå èìåþò îáùèõ íóëåé;
(b) ñóùåñòâóþò òàêèå ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè f1, . . . , fm íà X, ÷òî è

1 =
∑m

i=1 fihi è äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

deg fihi 6
{

deg X ·N ′(deg h1, . . . , deg hm; dim X), åñëè m 6 dim X,

2deg X ·N ′(deg h1, . . . ,deg hm; dim X)− 1, åñëè m > dim X.

Âîçüì¼ì òåïåðü â êà÷åñòâå Al è X ñîîòâåòñòâåííî V è G · b. Ïîñêîëüêó
ti �íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ îãðàíè÷åíèåì íà G · b ëèíåéíîé
ôóíêöèè íà V , ìû èìååì

deg (t1 − α1) = . . . = deg (tn − αn) = 1. (29)
Äàëåå, â òåîðåìå 2.13 ïîëîæèì m = n è hi = ti−αi, i = 1, . . . , n (ââèäó (29),
óñëîâèå (28) âûïîëíåíî). Òîãäà èç (26), òåîðåìû 2.13 è (14), (29) âûòåêàåò,
÷òî êàæäîå èç ñâîéñòâ (c1), (c2), (c3) â (26) ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó

(c4) ñóùåñòâóþò òàêèå ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè f1, . . . , fn íà G · b, ÷òî∑m
i=1(ti − αi)fi − 1 = 0 è äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

deg (ti − αi)fi 6 2 deg G · b− 1. (30)
Òàê êàê G · b�êîíè÷åñêîå (íåïðèâîäèìîå) ïîäìíîãîîáðàçèå â V , òî èç

(27) è (29) ñëåäóåò, ÷òî deg (ti − αi)fi = 1 + deg fi, è ïîýòîìó íåðàâåíñòâî
(30) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

deg fi 6 2 deg G · b− 2. (31)
3. Ñòåïåíü ìíîãîîáðàçèÿ G · b ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó. À èìåííî, îðáèòà

G · b ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ìíîãîîáðàçèÿ ρ(G) ⊂ End(V ) ïðè ëèíåéíîì îòîáðà-
æåíèè End(V ) → V , g 7→ g · b. Íî, êàê ëåãêî âèäåòü (ñì., íàïðèìåð, [DK02,
Prop. 4.7.10]), ïðè àôôèííûõ îòîáðàæåíèÿõ ñòåïåíü íå óâåëè÷èâàåòñÿ: åñ-
ëè Y �ëîêàëüíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â Al è ϕ : Al → Am �àôôèííîå
îòîáðàæåíèå, òî deg Y > deg ϕ(Y ). Ïîýòîìó deg G · b íå ïðåâîñõîäèò ñòå-
ïåíè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ρ(G) â End(V ), ò. å. ÷èñëà d. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó
(31), äëÿ ëþáîãî i èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

deg fi 6 2d− 2. (32)
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4. Ïîñêîëüêó êîìîðôèçì ψ∗ (ñì. (23)) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, ìû ïîëó-
÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü

m∑

i=1

(ti − αi)fi − 1 = 0 ⇐⇒
m∑

i=1

(ψ∗(ti)− αi)ψ∗(fi)− 1 = 0. (33)

Èç íåðàâåíñòâà (32) è îïðåäåëåíèé ôóíêöèé ti, ÷èñåë deg fi, �îáùèõ�
ïîëèíîìîâ Fp (ñì. (16)) è ïîëèíîìà H (ñì. (17)) ñëåäóåò, ââèäó (25) è
(33), ÷òî ñâîéñòâî (c4) ýêâèâàëåíòíî òàêîìó:

(c5) äëÿ êàæäîãî êîýôôèöèåíòà cp,q1,...,qn êàæäîãî �îáùåãî� ïîëèíîìà
Fp ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà νp,q1,...,qn ∈ k, ÷òî ïîñëå çàìåíû
cp,q1,...,qn íà νp,q1,...,qn äëÿ âñåõ p, q1, . . . , qn, ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû
(19) ñòàíåò íóëåâûì ýëåìåíòîì ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò
x1, . . . , xr+s ñ êîýôôèöèåíòàìè â k:

∑

(i1,...,ir+s)∈M

`i1,...,ir+s(. . . , νp,q1,...,qn , . . .)xi1
1 · · ·xir+s

r+s = 0. (34)

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó ìîíîìû xi1
1 · · ·xir+s

r+s , ãäå (i1, . . . , ir+s)∈
M , ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä k, ðàâåíñòâî (34) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó íó-
ëþ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ åãî ëåâîé ÷àñòè,

`i1,...,ir+s(. . . , νp,q1,...,qn , . . .) = 0,

ò. å. òîìó, ÷òî cp,q1,...,qn = νp,q1,...,qn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé (19) îò ïåðåìåííûõ cp,q1,...,qn . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû. ¤

Çàìå÷àíèå 2.14. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.12
îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè êîíñòàíòó d â îïðåäåëåíèè �îáùèõ� ïîëèíîìîâ
F1, . . . , Fn çàìåíèòü íà deg G · b = deg G · b. Åñëè èç êàêèõ-òî ñîîáðàæåíèé
÷èñëî deg G · b èçâåñòíî, ýòî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ
è óðàâíåíèé â ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (19). Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
ñòåïåíè îðáèò äåéñòâèòåëüíî áûëè íàéäåíû.

Ïðèìåð 2.15. Ðàññìîòðèì òó æå ñèòóàöèþ, ÷òî è â ïðèìåðàõ (2.6) è
(2.10). Âîçüì¼ì íåíóëåâóþ áèíàðíóþ ôîðìó v ∈ Vs è ðàçëîæèì å¼ â ïðî-
èçâåäåíèå v = vn1

1 · · · vnp
p , ãäå v1, . . . , vp �ïîïàðíî íåïðîïîðöèîíàëüíûå

ôîðìû èç V1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p > 3 è s/ni > 2 äëÿ êàæäîãî i. Òî-
ãäà G-ñòàáèëèçàòîð Gv ôîðìû v êîíå÷åí, ñì. [Po74], è |Gv|deg G · v =
−2(p− 1)s3 − 4

∑p
i=1(s− ni)3 + 3s2

∑p
i=1(s− ni) + 3s

∑p
i=1(s− si)(s− 2ni)

(ñì. äîêàçàòåëüñòâî â [MJ92, Sect. 8]). Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå êîðíè ôîðìû
v îäíîêðàòíû, ò. å. p = s, n1 = . . . = ns = 1, òî

|Gv|deg(G · v) = 2s(s− 1)(s− 2). (35)

Ôîðìóëà (35) ìîæåò áûòü òàêæå âûâåäåíà èç âû÷èñëåíèé Ýíðèêâåñà è
Ôàíî 1897 ãîäà; ýòî áûëî ñäåëàíî Ìóêàè è Óìåìóðîé â 1983 ã. (ñ ïðîáå-
ëîì, èñïðàâëåííûì â [MJ92, Sect. 8, Remark], ãäå äàíû ñîîòâåòñòâóþùèå
ññûëêè).



12 Â. Ë. ÏÎÏÎÂ

3. Çàäàíèå ìíîæåñòâà G · L óðàâíåíèÿìè
3.1. Ïóñòü L�êàêîå-ëèáî ëèíåéíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â V . Òîãäà ñóùåñòâó-
åò ìîðôèçì

τ : Al → V,

îáðàç êîòîðîãî ïëîòåí â L: íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå τ àôôèííîå
âëîæåíèå Al â V , îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ L. Ìû çàôèêñèðóåì êàêîé-
íèáóäü òàêîé ìîðôèçì τ . Êðîìå òîãî, ìû ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî çà-
ôèêñèðîâàí êàêîé-ëèáî äîìèíàíòíûé ìîðôèçì (2).

Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ èç ï. 2.3. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
2.12, ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç z1, . . . , zn äóàëüíûé ê e1, . . . , en áàçèñ ïðîñòðàí-
ñòâà V ∗. Êðîìå òîãî, ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç y1, . . . , yl ñòàíäàðòíûå êîîðäè-
íàòíûå ôóíêöèè íà Al:

yi(a) = δi äëÿ a = (δ1, . . . , δl) ∈ Al.

Òîãäà

τ(v) =
n∑

i=1

τ∗(zi)(v)ei äëÿ ëþáîãî v ∈ Al. (36)

3.2. Ôóíêöèè x1, . . . , xr+s, y1, . . . , yl åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàþòñÿ
äî ôóíêöèé íà Ar,s×Al; èõ ïðîäîëæåíèÿ ìû îáîçíà÷àåì òåìè æå áóêâàìè.
Ðàññìîòðèì ìîðôèçì

µ : Ar,s × Al → V, µ(u, v) = ι(u) · τ(v) (37)
Òîãäà èç (4) è (36) ñëåäóåò, ÷òî

fp := µ∗(zp) =
n∑

q=1

ι∗(ρpq)τ∗(zq) 1 6 p, q 6 n. (38)

Ìû îòîæäåñòâèì Ar,s×Al ñ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â Ar+s+l ñ ïîìî-
ùüþ âëîæåíèÿ
Ar,s × Al ↪→ Ar+s+l, ((ε1 . . . , εr+s), (δ1, . . . , δl)) 7→ (ε1 . . . , εr+s, δ1, . . . , δl)

è ïðîäîëæèì ôóíêöèè x1, . . . , xr+s, y1, . . . , yl åñòåñòâåííûì îáðàçîì äî
ñòàíäàðòíûõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé íà Ar+s+l, ñîõðàíèâ èõ îáîçíà÷åíèÿ.
Êðîìå òîãî, ìû îòîæäåñòâèì V ñ An ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà

V → An,
n∑

i=1

γiei 7→ (γ1, . . . , γn).

Òîãäà ìîðôèçì (37) ñòàíîâèòñÿ ðàöèîíàëüíûì îòîáðàæåíèåì % àôôèííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà Ar+s+l â àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî An:

% : Ar+s+l 99K An, a 7→ (f1(a), . . . , fn(a)).

Ïîñêîëüêó ι(Ar,s) · L = G · L, ìû èìååì ðàâåíñòâî
%(Ar+s+l) = G · L. (39)

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü òåîðèþ èñêëþ÷åíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèé,
âûñåêàþùèõ G · L â V . Àëãîðèòìè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ
ñ ïîìîùüþ áàçèñîâ Ãð¼áíåðà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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3.3. Âõîäíûå äàííûå àëãîðèòìà
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè ñëåäóþùèå äàííûå:
� Ôóíêöèè
ι∗(ρp,q)∈k[x1, . . . , xr+s, x

−1
1 , . . . , x−1

r ] ⊂ k(Ar+s+l), 1 6 p, q 6 n. (40)

� Ôóíêöèè
τ∗(zi) ∈ k[y1, . . . , yl] ⊂ k[Ar+s+l], 1 6 i 6 n. (41)

Ïðèìåð 3.4. Çàôèêñèðóåì òî÷êó v ∈ L è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f1, . . . , fm

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, çàäàþùèå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
L = {v +

∑m
i=1 λifi | λd, . . . , λm ∈ k}. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå τ âëîæåíèå

τ : Am ↪→ An, τ(λ1, . . . , λm) = v +
∑l

i=m λifi. Ïóñòü v =
∑n

j=1 γjej è fi =∑n
j=1 νjiej . Òîãäà

τ∗(zi) =
n∑

i=1

νijyj + γi, 1 6 i 6 n.

Â îòíîøåíèè ôóíêöèé ι∗(ρp,q) ñì. ïðèìåð 2.10.
3.5. Àëãîðèòì

Ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ âìåñòå ñ òåîðåìîé 3.6 äà¼ò êîí-
ñòðóêòèâíûé ñïîñîá ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå G · L â V :
(1) Âû÷èñëèì ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè fp ïî ôîðìóëå (38) è çàïèøåì

êàæäóþ èç íèõ â âèäå ÷àñòíîãî ìíîãî÷ëåíîâ:
fp =

gp

hp
, ãäå gp ∈ k[x1, . . . , xr+s, y1, . . . , yt], hp ∈ k[x1, . . . , xr]

(ñì. (40) è (41)).
(2) Ðàññìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[t, x1, . . . , xr+s, y1, . . . , yt, z1, . . . , zn],

ãäå t�íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, è íàéä¼ì äëÿ åãî èäåàëà, ïîðîæä¼ííîãî
ìíîãî÷ëåíàìè

h1z1 − g1, . . . , hnzn − gn, 1− h1 · · ·hnt.

áàçèñ Ãð¼áíåðà ïî îòíîøåíèþ ê ëåêñèêîãðàôè÷åñêîìó óïîðÿäî÷å-
íèþ ìîíîìîâ, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ t, xi è yj áîëüøå
êàæäîé ïåðåìåííîé zp.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü q1, . . . , qm�âñå ýëåìåíòû ýòîãî áàçèñà Ãð¼áíåðà, ëå-
æàùèå â k[z1, . . . , zn]. Òîãäà

G · L = {v ∈ An | q1(v) = . . . = qm(v) = 0}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì %(Ar+s+l)={v∈An | q1(v)= . . .= qm(v)=0}�
ýòî îáùèé ôàêò, êàñàþùèéñÿ çàìûêàíèè îáðàçà ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ îäíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå, ñì., íàïðèìåð,
[ÊËÎ00, ãë. 3, � 3, òåîðåìà 2]. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ðà-
âåíñòâà (39). ¤
Çàìå÷àíèå 3.7. Õîòÿ èíòåðåñóþùèå íàñ ýëåìåíòû q1, . . . , qm ñîñòàâëÿþò
ëèøü ÷àñòü óêàçàííîãî áàçèñà Ãð¼áíåðà, äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ
îïèñàííîãî àëãîðèòìà ïðèõîäèòñÿ èñêàòü âåñü ýòîò áàçèñ öåëèêîì.
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