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�®â æ¨ï
�â®¡ë ¯®áâà®¨âì à¥§ã«ìâ¨àãîéãî ¬®¤¥«ì ¢ «®£���, ¤®áâ â®ç®

ãáâ ®¢¨âì áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «®£¯¥à¥áâà®¥ª ¨ ¨å ®¡àë¢ ¤«ï ¥ª®â®àëå
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©. �®ª § ®, çâ® ¨§ «®£��� ¢ à §¬¥à®áâ¨
d−1 ¨ ®¡àë¢  â¥à¬¨ «ìëå «®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ d á«¥¤ã¥â
áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ à¥§ã«ìâ¨àãîé¥© ¬®¤¥«¨ «î¡®© «®£¯ àë à §¬¥à®áâ¨
d: áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì®© ¬®¤¥«¨ ¨«¨ áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì®£®
«®£à áá«®¥¨ï �®à¨, ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨
d + 1. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ à¥§ã«ìâ¨àãîé¥© ¬®¤¥«¨
4-¬¥àëå «®£¯ à, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ 5 ¨
�¥®£à ä¨ï «®£¬®¤¥«¥© ¢ à §¬¥à®áâ¨ 4.

�¨á«  ¥ § ¥¬, ¡® ª®ç âì ¥ ¬ ¥¬ ...
�§ ¯¨áì¬  §¯®à®¦áª¨å ª § ª®¢ âãà¥æìª®¬ã áã«â ã.

�â  § ¬¥âª  ¢ ®á®¢®¬ ®¡ ®¡àë¢¥ ¯¥à¥áâà®¥ª1,   ¥ ® ¨å áãé¥áâ¢®¢ ¨¨.
�®ª § ®, çâ® ¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥ëå ¨¤ãªâ¨¢ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå ¨ ®¡àë¢¥
â¥à¬¨ «ìëå ¯¥à¥áâà®¥ª ¤«ï «î¡®© «®£¯ àë ¬®¦® ¯®áâà®¨âì ¥ñ «®£¬¨¨¬ «ìãî
¬®¤¥«ì ¨«¨ «®£à áá«®¥¨¥ �®à¨. �â® à ¢®á¨«ì® �à®£à ¬¬¥ «®£�¨¨¬ «ìëå
�®¤¥«¥© («®£���) ¢ á« ¡®© ä®à¬¥, £¤¥ ®¡àë¢ «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨
«®£¯¥à¥áâà®¥ª § ¬¥¥ ®¡àë¢®¬ ¥ª®â®à®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨. �â  ¨¤¥ï

∗� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ NSF (£à âë DMS-0400832 ¨ DMS-0701465).
1�ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¯®á«¥¤¨å  ®á¨à®¢ ® ¢ Birkar C., Cascini P., Hacon C.,

and J. McKernan, Existence of minimal models for varieties of log general type,
math.AG/0610203. �®¡ ¢«¥®  ¢â®à®¬ ¯à¨ à¥¤ ªâ¨à®¢ ¨¨.
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á®¢¥àè¥áâ¢ã¥â à¥¤ãªæ¨î ª ¤®¯à¥¤¥«ìë¬ ¯¥à¥áâà®©ª ¬ [Sh92, 4.5 ¨ §6]
[Sh00] ¨ â ª¦¥ ¯®ï¢¨« áì ¥¤ ¢® ¢ [AHK] (áà. ®¯à¥¤¥«¥¨¥ 2 ¨¦¥).
�®å®¦¥, çâ® ¢ ¡®«ìè¨áâ¢¥ ¯à¨«®¦¥¨© «®£��� íâ®£® ¤®áâ â®ç®. �¤ãªâ¨¢ë¥
¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï, ¢ª«îç ï ®¡àë¢, ¬®¦® ®¯ãáâ¨âì ¢¯«®âì ¤® à §¬¥à®áâ¨
4. �¥§ã«ìâ âë ¢ à §¬¥à®áâ¨ ≤ 4 ãª §ë¢ îâ   â®, çâ® â¥à¬¨ «ìë©
®¡àë¢ £®à §¤® ¯à®é¥ ¥ â¥à¬¨ «ì®£®,  ¯à¨¬¥à, klt ®¡àë¢ , ¨ ¥ ¤ ¥â
 ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¯®á«¥¤¥£®. �®«¥¥ â®£®, ¤  ï á« ¡ ï ä®à¬  «®£��� ¢
à §¬¥à®áâ¨ ≤ 4 ¥ ¨á¯®«ì§ã¥â ª ª®©-«¨¡® ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ®á®¡¥®áâ¥©.
�¤ ª® § ç¥¨¥ ¤ ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¥ á«¥¤ã¥â ¯à¥ã¢¥«¨ç¨¢ âì. �¨
«¨èì ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¯à®£à¥áá ¢ «®£��� §¨¦¤¥âáï   ®¡àë¢¥.

�®¤ «®£��� ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï ¯à®£à ¬¬  ¢ [Sh96, Section 5]. �¥à¬¨ «ì®áâì
«®£¯¥à¥áâà®©ª¨ ®§ ç ¥â, çâ® ¯¥à¥áâà®©ª  ¨«¨ ¤¨¢¨§®à¨ «ì®¥ á¤ãâ¨¥
â¥à¬¨ «ì®   ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥¬®¬ ¨«¨ á®®â¢¥âáâ¢¥®   ¨áª«îç¨â¥«ì®¬
¬®¦¥áâ¢¥, â® ¥áâì ¬¨¨¬ «ì ï «®£¤¨áªà¥¯ â  (¬.«.¤.) > 1 ¢® ¢á¥å
â®çª å â ª®£® ¬®¦¥áâ¢ . �¥à¬¨ «ìë© ®¡àë¢: «î¡ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
â¥à¬¨ «ìëå «®£¯¥à¥áâà®¥ª ª®¥ç . �¡ëç® íâ®â ®¡àë¢ ¯à¨¬¥ï¥âáï
ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ íªáâà¥¬ «ìëå ¨Q-ä ªâ®à¨ «ìëå á¤ãâ¨© ¯® ªà ©¥©
¬¥à¥ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥¬®£® ¬®¦¥áâ¢  (áà. ¯à¥¤®áâ¥à¥¦¥¨¥ 2
¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 2).

�áî¤ã ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ®á®¢®¥ ¯®«¥ k ¨¬¥¥â å à ªâ¥à¨áâ¨ªã 0;
¨®£¤  ¯®«¥ k  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ § ¬ªãâ® ¨«¨ âà¥¡ã¥âáï ¥¡®«ìè®¥ ¨§¬¥¥¨¥
¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ íªáâà¥¬ «ì®© ªà¨¢®© (á¬. ®¯à¥¤¥«¥¨¥ 1). �ë ¯®«ì§ã¥¬áï
áâ ¤ àâë¬¨ ä ªâ ¬¨ ¨ ®¡®§ ç¥¨ï¬¨ «®£��� ¨§ [ISh] [KMM] [Sh00].
� ç áâ®áâ¨, ¨á¯®«ì§ã¥¬ áâ ¤ àâë¥ ®¡®§ ç¥¨ï: lt ¤«ï «®£â¥à¬¨ «ì®áâ¨;
dlt ¤«ï ¤¨¢¨§®à¨ «ì®© lt; klt ¤«ï lt ¯® � ¢ ¬ â¥; lc ¤«ï «®£ª ®¨ç®áâ¨;
wlc ¤«ï á« ¡®© lc. � ¯®¬¨¬ ¢ªà âæ¥ ¥ª®â®àãî â¥à¬¨®«®£¨î ¨ ®¡®§ ç¥¨ï:
à æ¨® «ì®¥ 1-á¤ãâ¨¥ ¥ à §¤ã¢ ¥â ¤¨¢¨§®à®¢ [Sh00, áâà. 91];DB { «¨¥©®¥
R-¯à®áâà áâ¢® R-¤¨¢¨§®à®¢ �¥©«ï D á ®á¨â¥«¥¬ ¢ Supp B ¨ ¬ ªá¨¬ «ì®©
 ¡á®«îâ®© ¢¥«¨ç¨®© ‖D‖ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®à¬ë [Sh00, áâà. 141]; ¯®¤ ®â®á¨â¥«ìë¬
FT (Fano type) ¬®£®®¡à §¨¥¬ ¯®¨¬ ¥âáï ®â®á¨â¥«ì®¥ ¬®£®®¡à §¨¥
X/Z,   ª®â®à®¬ ¨¬¥¥âáï R-£à ¨æ  B â ª ï, çâ® (X/Z, B) { klt ¯ à 
� ®; ® ª®ãá¥ ªà¨¢ëå, áâï£¨¢ ¨ïå FT ¬®£®®¡à §¨ï X/Z ¨ ¤àã£¨¥
¯®¤à®¡®áâ¨ á¬. ¢ [PSh, Section 2]; K = KX ®¡®§ ç ¥â ª ®¨ç¥áª¨©
¤¨¢¨§®à ¬®£®®¡à §¨ï X; LCS(X,B) { ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥ ¥ klt â®ç¥ª.

�¥®à¥¬  1. �à¥¤¯®«®¦¨¬ «®£��� ¢ à §¬¥à®áâ¨ d−1 ¨ ®¡àë¢ â¥à¬¨ «ìëå
«®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ d. �®£¤  «î¡ ï ¯ à  (X/Z, B) à §¬¥à®áâ¨
d á R-£à ¨æ¥© B ¨¬¥¥â à¥§ã«ìâ¨àãîéãî ¬®¤¥«ì. �®ç¥¥, ¯ à  (X/Z, B)

2



¨¬¥¥â «¨¡® áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ìãî ¬®¤¥«ì, «¨¡® áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì®¥
«®£à áá«®¥¨¥ �®à¨.

� à  (X/Z,B) ¨¬¥¥â «®£¬¨¨¬ «ìãî ¬®¤¥«ì ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬
á«ãç ¥, ª®£¤  ¥ñ ç¨á«¥ ï «®£ª®¤ ¨à®¢  à §¬¥à®áâì ¥ ®âà¨æ â¥«ì 
[Sh96, p. 263] ¨«¨, íª¢¨¢ «¥â®, ¤¨¢¨§®à K+B lc ¯ àë (X, B) ¯á¥¢¤®íää¥ªâ¨¢¥/Z.

�  á ¬®¬ ¤¥«¥ «®£��� ¬®¦® § ¬¥¨âì â¥à¬¨ «ìë¬ ®¡àë¢®¬ ¢
à §¬¥à®áâ¨ ≤ d− 1 (áà. �«¥¤áâ¢¨¥ 3 ¨ ¥£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢®).
�®¯à®á. �¤ ª® ¤«ïQ-£à ¨æë B ¤®áâ â®çë «¨ «®£��� áQ-£à ¨æ ¬¨
¨ â¥à¬¨ «ìë© ®¡àë¢ á Q-£à ¨æ ¬¨?

�®¯®«¥¨¥ 1. �®£¤  ¨áå®¤ ï ¯ à  (X/Z, B) à §¬¥à®áâ¨ d áâà®£®
«®£â¥à¬¨ «ì  ¨«¨ dlt, à¥§ã«ìâ¨àãîé ï ¬®¤¥«ì ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥ 
®¡àë¢ îé¥©áï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî (íªáâà¥¬ «ìëå) «®£¯¥à¥áâà®¥ª.

�®§¬®¦®, ¤«ï ¡®«¥¥ ®¡é¨å ¨áå®¤ëå ¯ à,  ¯à¨¬¥à, ¤«ï lc ¯ à (X/Z,B),
íâ  ç áâì «®£��� ¯à®å®¤¨â: à¥§ã«ìâ¨àãîé¨¥ ¬®¤¥«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ¨ �¥®£à ä¨ï
«®£¬®¤¥«¥© ¢ë¯®«¥  ¢ à §¬¥à®áâ¨ d. � «®£¨ç®, ¯à¨ â¥å ¦¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå
 ¯à ¢«¥ë¥ klt ä«®¯ë ®¡àë¢ îâáï ¢ à §¬¥à®áâ¨ d. �¨¦¥ ¥ª®â®àë¥
¨§ íâ¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ¯à¨¢®¤ïâáï ¤«ï 4-¬¥àëå ¬®£®®¡à §¨© ¡¥§ ¤ ëå
¯à¥¤¯®«®¦¥¨©; ª íâ®¬ã ¬®¦® ¤®¡ ¢¨âì ®¡àë¢  ¯à ¢«¥ëå 4-¬¥àëå
klt ä«®¯®¢.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. � ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå â¥®à¥¬ë 1 ¥ ®âà¨æ â¥«ì®áâì ç¨á«¥®©
à §¬¥à®áâ¨ «®£�®¤ ¨àë ¯® ®â®è¥¨î ª £à ¨æ ¬ § ¬ªãâ® ¨«¨, íª¢¨¢ «¥â®,
¡¨à æ¨® «ì®¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «®£à áá«®¥¨ï �®à¨ ®âªàëâ®.

�â®¡ë ¯®«ãç¨âì ¯®¤®¡ë© à¥§ã«ìâ â ¤«ï ®¡ëç®© «®£ª®¤ ¨à®¢®© à §¬¥à®áâ¨
ã¦  ¯®«ã®¡¨«ì®áâì [Sh96, �¨¯®â¥§  2.6].

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î ç¨á«¥ ï à §¬¥à®áâì ®¯à¥¤¥«¥ 
¤«ï wlc ¬®¤¥«¨ [Sh96, Proposition 2.4] ¨ wlc á¢®©áâ¢® § ¬ªãâ®. �®«¥¥
â®£®, ¤«ï ¯à¥¤¥«ì®© £à ¨æë â ª¨å ¬®£®®¡à §¨© à¥§ã«ìâ¨àãîé ï ¬®¤¥«ì
wlc. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¯® â¥®à¥¬¥ 1 ¨ ¤®¯®«¥¨î 1 ¯®«ãç ¥¬ «®£à áá«®¥¨¥
�®à¨, çâ® ®âªàëâ® ¯® ®â®è¥¨î ª £à ¨æ ¬.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2 (áà. [AHK, Theorem 3.4]). �î¡ ï 4-¬¥à ï ¯ à  (X/Z,B)
á R-£à ¨æ¥© B ¨¬¥¥â à¥§ã«ìâ¨àãîéãî ¬®¤¥«ì. �âªàëâ®¥ ¨ § ¬ªãâ®¥
á¢®©áâ¢  á«¥¤áâ¢¨ï 1 ¢ë¯®«¥ë ¤«ï 4-¬¥àëå ¯ à.
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� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®«ã®¡¨«ì®áâì [Sh96, Conjecture 2.6], á¯¥æ¨ «ìë© ®¡àë¢
[Sh04, ¯à¨¬¥à 8], ª®¥ç®áâì � ¢ ¬ âë-� âáãª¨ [ISh, £¨¯®â¥§  3.16] ¨
[AHK, Theorem 2.15] ¯®§¢®«ïîâ ã«ãçè¨âì ¯®á«¥¤¨© à¥§ã«ìâ â: «î¡ ï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì «®£¯¥à¥áâà®¥ª 4-¬¥à®© lc ¯ àë (X/Z,B) á ¯á¥¢¤®íää¥ªâ¨¢ë¬/Z
¤¨¢¨§®à®¬ K + B ®¡àë¢ ¥âáï (á¬. § ¬¥ç ¨¥ ¯¥à¥¤ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ 2).
� ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ¯®«ã®¡¨«ì®áâì ¬®¦® § ¬¥¨âì íää¥ªâ¨¢®áâìî
¯ àë (X/Z, B) ¯® �¨àª àã. �® á¯¥æ¨ «ì®¬ã ®¡àë¢ã ®£à ¨ç¨¬áï «¨èì
klt ¯ à ¬¨ (X/Z,B). �à¥¤¯®« £ ï ¯á¥¢¤®íää¥ªâ¨¢®áâì K+B, ¯® ¤ ®¬ã
á«¥¤áâ¢¨î ¨ ¯®«ã®¡¨«ì®áâ¨  å®¤¨¬ íää¥ªâ¨¢ë© ¤¨¢¨§®à E ∼R K +
B/Z. � ç¨â ¯ àë (X/Z, B) ¨ (X/Z,B + εE) ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «®¬
¢¥é¥áâ¢¥®¬ ç¨á«¥ ε > 0 ®¡« ¤ îâ «®£¬¨¨¬ «ìë¬¨ ¬®¤¥«ï¬¨ (Y/Z,BY ), (Y/Z, (B+
εE)Y ) á ®¤¨¬¨ ¨ â¥¬¨ ¦¥ ¬®£®®¡à §¨ï¬¨ Y/Z. � £ £àã¯¯ £®¬®«®£¨©
H4(Y/Z,Z) ¢á¥å â ª¨å ¬®£®®¡à §¨© Y/Z ®£à ¨ç¥ ¯® � ¢ ¬ â¥-� âáãª¨.
� ª¨¬ ®¡à §®¬ ¯® [AHK, Theorem 2.15] á ¯ à®© (X/Z,B + εE) «î¡ ï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì «®£¯¥à¥áâà®¥ª ®¡àë¢ ¥âáï: ¯®á«¥ ª®¥ç®£® ç¨á« 
¯¥à¥áâà®¥ª ª ¦¤ ï ¯®á«¥¤ãîé ï á¤ã¢ ¥â «¨èì ªà¨¢ë¥ ¨ à §¤ã¢ ¥â ¯®¢¥àå®áâì,
çâ® ã¢¥«¨ç¨¢ ¥â à £  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å æ¨ª«®¢ à §¬¥à®áâ¨ 2. �® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã
à £ ®£à ¨ç¥, â ª ª ª ¢á¥£¤  ¯à¨¬¥¨¬® ¤®¯®«¥¨¥ 1. � ãá«®¢¨ïå
[AHK, Theorem 3.4] ®¡¥ £¨¯®â¥§ë ¯®«ã®¡¨«ì®áâ¨ ¨ � ¢ ¬ âë-� âáãª¨
¢ë¯®«¥ë ¯® [Sh83, â¥®à¥¬  2.1] (áà. á«¥¤áâ¢¨¥ 10) ¨ �¥®£à ä¨¨ «®£¬®¤¥«¥©
(á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 5 ¨¦¥). � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨Q-ä ªâ®à¨ «ì®áâì ¬®£®®¡à §¨ï
X ¬®¦® ®¯ãáâ¨âì. � ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ [AHK, Theorem 3.14] ¬®¦®
¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® B ≥ A, £¤¥ A { ®¡¨«ìë© íää¥ªâ¨¢ë© R-¤¨¢¨§®à.
�¥®£à ä¨î ¯à¨¬¥ï¥¬ ª ¤¨¢¨§®àã

∑
Di = Supp B ¢¡«¨§¨ B. �®£®®¡à §¨ï

Y/Z «®£¬¨¨¬ «ìëå ¬®¤¥«¥© ¯ àë (X/Z, B) ®â¢¥ç îâ áâà  ¬ ¢¡«¨§¨
B. �à¨ «®ª®¤ ¨à®¢®© à §¬¥à®áâ¨ −∞ «®£®¡àë¢ á«®¦¥¥ ¨ ¯®ª  ¥
¯®«ãç ¥âáï ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯® «®£��� ¤® à §¬¥à®áâ¨ 3 [Sh96,
Theorem 5.2] ¨ â¥à¬¨ «ì®¬ã ®¡àë¢ã ¤® à §¬¥à®áâ¨ 4 [Sh04, ¯à¨¬¥à 9
¨ «¥¬¬  2].

�®¢ ï à¥¤ãªæ¨ï. �§ «®£��� ¢ à §¬¥à®áâ¨ d−1, ®¡àë¢  â¥à¬¨ «ìëå
«®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ d ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤®¯à¥¤¥«ìëå ¯¥à¥áâà®¥ª
à §¬¥à®áâ¨ d+1 ¢ëâ¥ª ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨
d + 1.

� ¯®¬¨¬, çâ® ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥¬®¥ á¤ãâ¨¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï íªáâà¥¬ «ìë¬
¨ ¬ «ë¬,   ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥¬®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ { Q-ä ªâ®à¨ «ìë¬.
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�®¢ ï ¨¤ãªæ¨ï. �§ «®£��� ¢ à §¬¥à®áâ¨ d−1 ¨ ®¡àë¢  â¥à¬¨ «ìëå
«®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ d ¢ëâ¥ª ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¤®¯à¥¤¥«ìëå
¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ d + 1.

�  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¤®áâ â®ç® ¯à¥¤¯®« £ âì ®¡àë¢ ¡¨à æ¨® «ìëå ¯ à
(X/Z, B), â® ¥áâì á® á¤ãâ¨¥¬ X → Z.

�¥¬ á¯®á®¡®¬, ª ª¨¬ íâ® ¡ã¤¥â ãáâ ®¢«¥® ¨¦¥ [Sh00] [HMc], ¤®ª §ë¢ ¥âáï
ª®¥ç®¯®à®¦¤¥®áâì ®£à ¨ç¥¨ï «î¡®© ¤¨¢¨§®à¨ «ì®©  «£¥¡àë  
¯à¨¢¥¤¥ãî ª®¬¯®¥âã ¤®¯à¥¤¥«ì®£® á¤ãâ¨ï à §¬¥à®áâ¨ d+1. � «®£¨ç®
¯à®¢¥àï¥âáï áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¤®¯à¥¤¥«ìëå ¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ n á
ï¤à®¬ à §¬¥à®áâ¨ n−s ≤ d [Sh00, 1.1]. �â ª, ¯®«ãç¥ ¡®«¥¥ â¥à¬¨ «ìë©
¢ à¨ â ®á®¢®© â¥®à¥¬ë áâ âì¨ [HMc].

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �§ «®£��� ¢ à §¬¥à®áâ¨ d−1 ¨ ®¡àë¢  â¥à¬¨ «ìëå
«®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ d ¢ëâ¥ª ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «®£¯¥à¥áâà®¥ª
à §¬¥à®áâ¨ d + 1.

� ª ¨ ¢ �®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥¬®¥ á¤ãâ¨¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï íªáâà¥¬ «ìë¬
¨ ¬ «ë¬,   ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥¬®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ { Q-ä ªâ®à¨ «ìë¬. �«ï d-
¬¥àëå ¯¥à¥áâà®¥ª íâ¨ ãá«®¢¨ï ¬®¦® ®¯ãáâ¨âì.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯® �®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¨ ¨¤ãªæ¨¨.
�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ à §¬¥à®áâ¨ d ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¡®«¥¥ ®¡é¨¥ «®£¯¥à¥áâà®©ª¨

ª ª ¢ ®¡ëç®© à¥¤ãªæ¨¨ [Sh00, Theorem 1.2].

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �®£¯¥à¥áâà®©ª¨ ª ª ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 3 áãé¥áâ¢ãîâ ¢¯«®âì
¤® à §¬¥à®áâ¨ 5.

�àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á¬. ¢ [AHK, Theorem 4.3]. � ¬¥â¨¬, çâ® 4-
¬¥àë¥ «®£¯¥à¥áâà®©ª¨ âà¥¡ãîâ «¨èì â¥à¬¨ «ìë© ®¡àë¢ ¢ à §¬¥à®áâ¨
3 [ISh, �¥®à¥¬  3.5].

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯® «®£��� ¤® à §¬¥à®áâ¨ 3 [Sh96,
Theorem 5.2] ¨ â¥à¬¨ «ì®¬ã ®¡àë¢ã ¤® à §¬¥à®áâ¨ 4 [Sh04, ¯à¨¬¥à 9
¨ «¥¬¬  2].

�àã£¨¥ ¯à¨«®¦¥¨ï â ª®¢ë.

�«¥¤áâ¢¨¥ 5 (á¬. [Sh96, Theorem 6.20] [ISh, £¨¯®â¥§ã 2.10]). �¨¯®â¥§ 
® �¥®£à ä¨¨ ¢ë¯®«¥  ¤«ï ®â®á¨â¥«ìëå 4-¬¥àëå klt ¬®£®®¡à §¨©.
�â® ¤ ¥â ®£à ¨ç¥ë© ®¡àë¢ D-¯¥à¥áâà®¥ª «î¡®£® ®â®á¨â¥«ì®£® 4-
¬¥à®£® FT ¬®£®®¡à §¨ï.
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�®¤®¡®¥ ¬®¦® ãáâ ®¢¨âì ¤«ï «î¡ëå ®â®á¨â¥«ìëå lc ¯ à   ®á®¢ ¨¨
«¥£ª®£® ®¡®¡é¥¨ï ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1, ¥£® ¤®¯®«¥¨© ¨ á«¥¤áâ¢¨© ¤«ï lc
®á®¡¥®áâ¥© ¢¬¥áâ® dlt (á¬. § ¬¥ç ¨¥ ¯®á«¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®£à ä¨ï ¯®«ãç ¥âáï ¯® â¥®à¥¬ ¬ 1 ¨ 2 ¨¦¥ (áà.
¤®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤áâ¢¨ï 3).

� á«ãç ¥ FT ¬®£®®¡à §¨© íâ® ¤ ¥â ã¨¢¥àá «ìãî £à ¨æã ¤«ï D-
¯¥à¥áâà®¥ª.

�®¤à®¡®¥ ¨§«®¦¥¨¥ ¯®ï¢¨âáï ¢ ¤àã£®© à ¡®â¥.

�«¥¤áâ¢¨¥ 6 (á¬. [Sh00, Theorem 3.33]). �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ à §«®¦¥¨ï
� à¨ááª®£®   ®â®á¨â¥«ìëå 4-¬¥àëå FT ¬®£®®¡à §¨ïå. � ç áâ®áâ¨,
¤¨¢¨§®à¨ «ì ï  «£¥¡à  «î¡®£® Q-¤¨¢¨§®à  ª®¥ç® ¯®à®¦¤¥    â ª®¬
¬®£®®¡à §¨¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯® á«¥¤áâ¢¨î 5.

�«¥¤áâ¢¨¥ 7. �á«¨ ¯®«®¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® à §¬¥à®áâ¨
4 «¨èì á klt ®á®¡¥®áâï¬¨ ¥ á®¤¥à¦¨â à æ¨® «ìëå ªà¨¢ëå  ¤
 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ § ¬ëª ¨¥¬ ®á®¢®£® ¯®«ï, â® ®® ¯à®¥ªâ¨¢®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®«ì§ã¥¬ ¬¥â®¤ à ¡®âë [Sh95] ¨ ¤®¯®«¥¨¥ 1.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �¥¯à¨¢®¤¨¬ ï ªà¨¢ ï C   ¬®£®®¡à §¨¨ X/Z  §ë¢ ¥âáï
íªáâà¥¬ «ì®©, ¥á«¨ ®  ¯®à®¦¤ ¥â íªáâà¥¬ «ìë© «ãç R = R+[C]
ª®ãá  �«¥©¬  -�®à¨ NE(X/Z) ¨ ¨¬¥¥â ¬¨¨¬ «ìãî áâ¥¯¥ì áà¥¤¨
ªà¨¢ëå íâ®£® «ãç  (®â®á¨â¥«ì® «î¡®£® ®¡¨«ì®£® ¤¨¢¨§®à ). � ª¦¥
¯à¥¤¯®« £ ¥¬ áâï£¨¢ ¥¬®áâì «ãç  R.

�á«¨ ®á®¢®¥ ¯®«¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ¥ § ¬ªãâ®, â® áâï£¨¢ ¨¥  ¤ ¥£®
 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ § ¬ëª ¨¥¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¥ íªáâà¥¬ «ìë¬ ¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥
íªáâà¥¬ «ì®© ªà¨¢®© ¡¥à¥âáï â ª ï ªà¨¢ ï ¤«ï (ç áâ¨ç®£®) íªáâà¥¬ «ì®£®
¯®¤áâï£¨¢ ¨ï ¨«¨ áã¬¬  á®¯àï¦¥¨¥© â ª®© ªà¨¢®© ¤¥«¥ ï   ç¨á«®
ªà¨¢ëå ®à¡¨âë.

�á«¨ (X/Z,B) { dlt «®£¯ à  á £à ¨æ¥© B â ª ï, çâ® ¤¨¢¨§®à K + B
¨¬¥¥â ¨¤¥ªá m, â® ¤«ï «î¡®© íªáâà¥¬ «ì®© ªà¨¢®© C/Z

(K + B,C) ∈ { n

m
| n ∈ Z ¨ n ≥ −2dm},
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£¤¥ d = dim X. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯®  â¨ª ®¨ç¥áª®© ®£à ¨ç¥®áâ¨
[Sh94, Theorem]. � ç áâ®áâ¨, (K + C, B) ≥ 1/m ¯à¨ (K + B, C) > 0 (áà.
[Sh96, Lemma 6.19]).

�â¨ à¥§ã«ìâ âë ®¡®¡é îâáï   R-£à ¨æë.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �ãáâì (X/Z, B) { lc ¯ à  á R-£à ¨æ¥© B. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
ª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¢¥é¥áâ¢¥ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« ri ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥
æ¥«®¥ ç¨á«® m â ª¨¥, çâ® ¤«ï «î¡®© íªáâà¥¬ «ì®© ªà¨¢®© C/Z, ®ª®«®
®¡é¥© â®çª¨ ª®â®à®© ¯ à  (X, B) ¡ã¤¥â dlt, ¢ë¯®«¥® ¢ª«îç¥¨¥

(K + B, C) ∈ {
∑ rini

m
| ni ∈ Z ¨ ni ≥ −2dm},

£¤¥ d = dim X.

�á«¨ ¯ à  (X, B) dlt ¢áî¤ã, ¬®¦® ¡à âì ¯à®¨§¢®«ìãî íªáâà¥¬ «ìãî
ªà¨¢ãî. �¦¨¤ ¥âáï, çâ® ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ãá«®¢¨¥ dlt ¬®¦® ®á« ¡¨âì
¤® lc ¢ ¤ ®¬ ¯à¥¤«®¦¥¨¨, ¥£® á«¥¤áâ¢¨ïå ¨ ¤®¯®«¥¨ïå: ¤«ï íâ®£®
¤®áâ â®ç  «®£��� ¢ à §¬¥à®áâ¨ d [Sh96, Conjecture and Heuristic
Arguments]. �®ç¥¥, ¤®áâ â®ç® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ìëå
¬®¤¥«¥©  ¤ «î¡®© lc ¯ à®©. �«ï ç¥£® ¤®áâ â®ç® «®£¯¥à¥áâà®¥ª ¨ á¯¥æ¨ «ì®£®
®¡àë¢  ¢ à §¬¥à®áâ¨ d, çâ® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ «®£��� ¢ à §¬¥à®áâ¨ d − 1
¯® á«¥¤áâ¢¨î 3, [HMc] ¨ [Sh00, Theorem 2.3]. � â®¬ã ¦¥ á¢®©áâ¢® lc «ãçè¥
ç¥¬ dlt: ¯¥à¢®¥ § ¬ªãâ® (á¬. ¯à¨¬¥à ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤áâ¢¨ï 9 ¨¦¥).
�¤ ª® ¢  è¨å ¯à¨«®¦¥¨ïå ¯à¥¤¯®« £ âì dlt { ¨¬¥® â®, çâ®  ¬
 ¤®.

�®¯®«¥¨¥ 2. �¨á«  ri ¨ m, d § ¢¨áïâ ®â ¯ àë (X/Z, B), ® £®¤ïâáï
â¥ ¦¥ ç¨á«  ¯®á«¥ (®¡®¡é¥®£®) «®£ä«®¯  ¢¥ LCS(X,B), â® ¥áâì
«¨èì ¢ ªà¨¢ëå C á C ∩ LCS(X, B) = ∅.

�â®¡ë  ©â¨ íâ¨ ç¨á« , ¨á¯®«ì§ã¥¬ á«¥¤ãîé¥¥.

�¥¬¬  1. � ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 áãé¥áâ¢ã¥â à §«®¦¥¨¥
B =

∑
riBi, £¤¥ ri { ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ ç¨á«  ¨ Bi { Q-

£à ¨æë (�¥©«ï) â ª¨¥, çâ®

(1)
∑

ri = 1;

(2) ª ¦¤ë© ®á¨â¥«ì Supp Bi ⊆ Supp B;
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(3) ª ¦¤ë© ¤¨¢¨§®à K+Bi ¡ã¤¥â Q-� àâì¥ á âà¨¢¨ «ìë¬ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥¬
(K + Bi, C) = 0 ¤«ï «î¡®© ªà¨¢®© C/Z á (K + B, C) = 0;

(4)
K + B =

∑
ri(K + Bi);

(5) ª ¦¤ ï ¯ à  (X,Bi) ¡ã¤¥â lc, LCS(X,Bi) ⊆ LCS(X,B) ¨ (X, Bi)
dlt ¢ â®¬ ¦¥ ¬®¦¥áâ¢¥, £¤¥ íâ®¬ã ãá«®¢¨î ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯ à 
(X, B).

�®á«¥¤¥¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¨¬¥¥â á¬ëá«, ¯®áª®«ìªã ¨¬¥¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì®¥
dlt ¬®¦¥áâ¢® ¢ X ¨ ®® ®âªàëâ®: ¤®¯®«¥¨¥ ª § ¬ëª ¨î «®£ª ®¨ç¥áª¨å
æ¥âà®¢, ª®â®àë¥ ¥ dlt.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á®¢ ï ¯à®¡«¥¬  ªà®¥âáï ¢ ¢®§¬®¦® ¢¥é¥áâ¢¥ëå
ªà â®áâïå £à ¨æë B. �¢®©áâ¢® (4) á«¥¤ã¥â ¯àï¬® ¨§ (1). �«ï ¢ë¯®«¥¨ï
ãá«®¢¨© (2-3) à áá¬®âà¨¬  ä¨®¥ R-¯à®áâà áâ¢® R-¤¨¢¨§®à®¢

D0
B = {D | Supp D ⊆ Supp B ¨ ¤¨¢¨§®à K+D ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ ¢ (3)}.

�®á«¥¤¥¥ ®§ ç ¥â, çâ® K + D R-� àâì¥ ¨ (K + D,C) = 0 ¤«ï «î¡®©
ªà¨¢®© C/Z á (K+B, C) = 0. �â® ¯à®áâà áâ¢®,   á ¬®¬ ¤¥«¥, ª®¥ç®¬¥à®
¨ ®¯à¥¤¥«¥®  ¤Q. �®ç¥¥, ®® ï¢«ï¥âáï ª®¥ç®¬¥àë¬ R-¯à®áâà áâ¢®¬/Q
¢ ª®¥ç®¬¥à®¬ R-¯à®áâà áâ¢¥DB ¢á¥å R-¤¨¢¨§®à®¢ �¥©«ï á ®á¨â¥«¥¬
¢ Supp B. �â¬¥â¨¬ ¤«ï íâ®£®, çâ® R-� àâì¥ ãá«®¢¨¥ § ¤ ¥â «¨¥©®¥
¯®¤¯à®áâà áâ¢®  ¤ Q,   «î¡®© ª ®¨ç¥áª¨© ¤¨¢¨§®à K æ¥«. � ç¨â
ãá«®¢¨¥   ¤¨¢¨§®à K+D ¡ëâì R-� àâì¥ § ¤ ¥â ª®¥ç®¬¥à®¥  ä¨®¥
¯à®áâà áâ¢®  ¤ Q. � ¦¤®¥ ãá«®¢¨¥ (K +D, C) = 0 â ª¦¥ à æ¨® «ì®
«¨¥©®, ¯®â®¬ã çâ® ª ¦¤®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ (K + Bi, C) = mi à æ¨® «ì®.
� ª®¥æ, «î¡®© ¤¨¢¨§®à D ∈ D0

B ¥áâì  ä¨ ï (¢§¢¥è¥ ï) «¨¥© ï
ª®¬¡¨ æ¨ïQ-� àâì¥ ¤¨¢¨§®à®¢ K+Bi á ¤¨¢¨§®à ¬¨ Bi (¯®ª  ¥ ®¡ï§ â¥«ì®
£à ¨æ ¬¨), á®áà¥¤®â®ç¥ë¬¨ ¢ Supp B. �â¬¥â¨¬, çâ® B ∈ D0

B.
� ¤àã£®© áâ®à®ë, R-£à ¨æë D ∈ D0

B á lc ¯ à ¬¨ (X,D) ®¡à §ãîâ
¢ë¯ãª«ë© § ¬ªãâë© à æ¨® «ìë© ¬®£®£à ¨ª [Sh92, 1.3.2] ¨ £à ¨æ 
B ¯à¨ ¤«¥¦¨â íâ®¬ã ¬®£®£à ¨ªã. � ¦¤®¥ ¬ «®¥ ¢®§¬ãé¥¨¥ ¢ãâà¨
¬®£®£à ¨ª  á®åà ï¥â á¢®©áâ¢® klt ¢¥ LCS(X, B) ¨ á¢®©áâ¢® dlt ¢ (5).
�«¥¤®¢ â¥«ì® ¤¨¢¨§®à K + B ®¡« ¤ ¥â âà¥¡ã¥¬ë¬ à §«®¦¥¨¥¬ (áà.
è £ 1 ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ á«¥¤áâ¢¨ï 9 ¨¦¥).
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�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1. �¨á«  ri ®¯à¥¤¥«¥ë ¯® «¥¬¬¥ 1. �®«®¦¨â¥«ì®¥
ç¨á«® m ¥áâì ¨¤¥ªá ¢á¥å ¤¨¢¨§®à®¢ K + Bi, â® ¥áâì ª ¦¤ë© ¤¨¢¨§®à
m(K+Bi) ï¢«ï¥âáï ¤¨¢¨§®à®¬ � àâì¥. �® á¢®©áâ¢ã (5) «¥¬¬ë 1 ¨  â¨ª ®¨ç¥áª®©
®£à ¨ç¥®áâ¨ [Sh94, Theorem] ª ¦¤®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ (K + Bi, C) ≥ −2d.
�¥¬ á ¬ë¬

(K + B, C) =
∑

ri(K + Bi, C) =
∑

ri
ni

m
,

£¤¥ ni ∈ Z ¨ ni ≥ −2dm.
� ª®¥æ, ¤®ª ¦¥¬ ¤®¯®«¥¨¥. �«ï ¯à®áâ®âë à áá¬®âà¨¬ «¨èì ®¡ëçë¥

«®£ä«®¯ë (¥ª®â®àë¥ § ¬¥ç ¨ï ® ¡®«¥¥ ®¡é¨å ä«®¯ å á¬. ¨¦¥). �®¤
â ª®¢ë¬¨ ¯®¨¬ ¥¬ à æ¨® «ìë¥ 1-á¤ãâ¨ï X 99K X ′/Z, ª®â®àë¥ ¨
¨å ®¡à é¥¨ï ¥ ®¯à¥¤¥«¥ë «¨èì ¢ ªà¨¢ëå C/Z á (K + B, C) = 0.
�â¬¥â¨¬, çâ® à §«®¦¥¨¥ B =

∑
riBi ¨ ¢á¥ ¥£® á¢®©áâ¢® á®åà ïîâáï

¯à¨ «®£ä«®¯ å ¢ â ª¨å ªà¨¢ëå [ISh, ®¯à¥¤¥«¥¨¥ 3.2]. �® ¦¥ á ¬®¥ ¢ë¯®«¥®
¤«ï à §¬¥à®áâ¨ d ¨ ¨¤¥ªá  m [Sh83, 2.9.1]. �à®áâà áâ¢®D0

B ¨ ¬®£®£à ¨ª
£à ¨æ â ª¦¥ á®åà ïîâáï (¯à¨ ¬ «ëå ä«®¯ å) ¨«¨ áîàê¥ªâ¨¢ë  
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à®áâà áâ¢®, ¬®£®£à ¨ª ¯à¨ «î¡®¬ «®£ä«®¯¥. �«ï
á¢®©áâ¢  (5) ¤®áâ â®ç® â®£®, çâ® «®£ä«®¯ ¢¥ LCS(X, B).

�¡®¡é¥ë© «®£ä«®¯ ¥áâì ªà¥¯ â ï ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï, ª®â®à ï ¬®¦¥â
à §¤ã¢ âì ¥ª®â®àë¥ ¨áª«îç¨â¥«ìë¥ ¤¨¢¨§®àë á «®£¤¨áªà¥¯ â ¬¨≤ 1
¨ > 0 ¢¥ LCS(X, B), â® ¥áâì á æ¥âà ¬¨ ¥ ¢ LCS(X, B). � ª £®¢®à¨â
� ¢ ¬ â , â ª ï ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï «®£¯ à ï¢«ï¥âáï «®£K+B-íª¢¨¢ «¥â®áâìî,
  á ¬¨ ¯ àë «®£K+B-íª¢¨¢ «¥âë. � ¯à¨¬¥à, íâ® ¬®¦¥â ¡ëâì ªà¥¯ â®¥
à §¤ãâ¨¥ ¨«¨ ¥£® ª®¬¯®§¨æ¨ï á ¯®á«¥¤ãîé¨¬¨ «®£ä«®¯ ¬¨. �à¨ ®¯à¥¤¥«¥ëå
¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå (á¬. «¥¬¬ã 3 ¨¦¥) â ª®¥ à §¤ãâ¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯® ª®¥ç®áâ¨
¬®¦¥áâ¢  ¨áª«îç¨â¥«ìëå ¤¨¢¨§®à®¢ á «®£¤¨áªà¥¯ â ¬¨≤ 1 ¢¥ LCS(X, B).
�®£¤ Q-� àâì¥ á¢®©áâ¢® ¤¨¢¨§®à  K+Bi ¤®áâ â®ç®   à §¤ãâ¨¨ ¨ ¤ ¦¥
  «®£à §à¥è¥¨¨. � ®¥ ãá«®¢¨¥ á®åà ï¥âáï ¯à¨ «®£ä«®¯ å ¤ ¦¥
®¡®¡é¥ëå, ¯®â®¬ã çâ® ¨¤¥ªáë ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ëç¨á«¥ë
  «î¡®¬ ®¡é¥¬ à §à¥è¥¨¨ ¯® ä®à¬ã«¥ ¯à®¥ªæ¨¨.

�«¥¤áâ¢¨¥ 8 (®¡ ¯à®¬¥¦ãâª¥; áà. [Sh96, Lemma 6.19]). �ãáâì
(X/Z, B) lc ¯ à  á R-£à ¨æ¥© B. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«®
~ > 0 â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®© íªáâà¥¬ «ì®© ªà¨¢®© C, ¤«ï ª®â®à®©
(X, B) { dlt ¯ à  ¢¡«¨§¨ ®¡é¥© â®çª¨ ªà¨¢®© C,

(K + B,C) ≥ ~, «¨¡®
(K + B,C) ≤ 0.
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�® ¥áâì â ª¨¥ ¨¤¥ªáë ¯¥à¥á¥ç¥¨ï (K+B, C) ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ â ¯à®¬¥¦ãâªã
(0, ~).

�®¯®«¥¨¥ 3. �¨á«® ~ § ¢¨á¨â ®â ¯ àë (X/Z, B), ® â® ¦¥ ç¨á«®
£®¤¨âáï ¯®á«¥ (®¡®¡é¥®£®) «®£ä«®¯  ¢¥ LCS(X, B).

�â¬¥â¨¬, çâ® ä«®¯ë ¥ ¢á¥£¤  á®åà ïîâ íªáâà¥¬ «ìë¥ ªà¨¢ë¥!

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ ãá«®¢¨© ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 ¨¤¥ªáë ¯¥à¥á¥ç¥¨ï
(K+B, C) =

∑
rini/m á íªáâà¥¬ «ìë¬¨ ªà¨¢ë¬¨ C/Z ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢®¬

®.ã.æ. ¯® íâ®¬ã ¯à¥¤«®¦¥¨î. �®«¥¥ â®£®, ¤«ï «î¡®£® ¢¥é¥áâ¢¥®£®
ç¨á«  A ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å â ª¨å ç¨á¥« ≤ A ª®¥ç®. � ç¨â ç¨á«®

~ = min{
∑ rini

m
> 0 | ni ∈ Z ¨ ni ≥ −2dm}

¨ ¡ã¤¥â âà¥¡ã¥¬ë¬ ¯®«®¦¨â¥«ìë¬.
�® ¤®¯®«¥¨î 2 â® ¦¥ á ¬®¥ ç¨á«® ~ £®¤¨âáï ¯®á«¥ «î¡®£® «®£ä«®¯ 

¢¥ LCS(X, B).

�à¨¬¥à. �ãáâì Li, i = 1, 2, 3, { 3 à §«¨çë¥ ¯àï¬ë¥ ¢ ¯«®áª®áâ¨ P2,
¯à®å®¤ïé¨¥ ç¥à¥§ â®çªã P . �®£¤  ¬®¦¥áâ¢®

P = {D ∈ DF | (P2, D) { lc ¯ à  á R-£à ¨æ¥© D}

ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ § ¬ªãâë¬ à æ¨® «ìë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬, £¤¥ F =
L1 + L2 + L3. �à ì, á®áâ®ïé ï ¨§ £à ¨æ D =

∑
biLi á

∑
bi = 2, ¤ ¥â ¥

dlt ¯ àë (P2, D) ªà®¬¥ 3-å ¨áª«îç¥¨©: (P2, F − Li), i = 1, 2, 3. �®íâ®¬ã
á¢®©áâ¢® dlt ¥ § ¬ªãâ® ¨ ¥ ¢ë¯ãª«®. �¤ ª® á¢®©áâ¢® dlt ¢ë¯®«¥®
¢ â®ç®áâ¨   (P2 \ P, D) ¤«ï «î¡®© ¢ãâà¥¥© â®çª¨ D íâ®© £à ¨.

�«¥¤áâ¢¨¥ 9 (áâ ¡¨«ì®áâì íªáâà¥¬ «ìëå «ãç¥©). �ãáâì (X/Z, B)
{ lc ¯ à  á R-£à ¨æ¥© B ¨ F { ¯à¨¢¥¤¥ë© ¤¨¢¨§®à   X. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® ε > 0 â ª®¥, çâ® ¥á«¨ ¥ª®â®à ï ¤àã£ ï R-£à ¨æ 
B′ ∈ DF ¨ íªáâà¥¬ «ìë© áâï£¨¢ ¥¬ë© «ãç R ⊂ NE(X/Z) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ
âà¥¡®¢ ¨ï¬

(1) ‖B′ −B‖ < ε;

(2) K + B′ R-� àâì¥ ¨ (K + B′, R) < 0;
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(3) ¤«ï ¥ª®â®à®© íªáâà¥¬ «ì®© ªà¨¢®© C ¢ R ¯ à  (X, B) dlt ¢¡«¨§¨
®¡é¥© â®çª¨ ªà¨¢®© C ¨ â® ¦¥ á ¬®¥ ¢ë¯®«¥® ¤«ï ¯ àë (X, B′)
¢®§¬®¦® á ¤àã£®© íªáâà¥¬ «ì®© ªà¨¢®©;

â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯®«ã®âà¨æ â¥«ì®áâì (K + B, R) ≤ 0.
�á«¨ (X, B+E) { dlt ¯ à  á íää¥ªâ¨¢ë¬ R-¤¨¢¨§®à®¬ E ¨ Supp(B+

E) = F , â® ãá«®¢¨¥ (3) ¬®¦® ®¯ãáâ¨âì.

�®¯®«¥¨¥ 4. �à¨ ä¨ªá¨à®¢ ®© £à ¨æ¥ B′ «®£ä«®¯ ¯ àë (X/Z, B)
¢¥ LCS(X,B) ¢ «î¡®¬ «ãç¥ R ª ª ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ á®åà ï¥â ε ¢  ¯à ¢«¥¨¨
B′, â® ¥áâì áâ ¡¨«ì®áâì á®¢  ¢ë¯®«¥  ¤«ï «î¡®£® ¤¨¢¨§®à  D ®âà¥§ª 
[BY , B′

Y ]   ä«®¯¥ (Y/Z,BY ), £¤¥ BY ¨ B′
Y ®¡®§ ç îâ ¡¨à æ¨® «ìë¥

¯à¥®¡à §®¢ ¨ï   Y á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £à ¨æ B ¨ B′ á X. �®ç¥¥,
D ∈ DFY

{ R-£à ¨æ , «®£ä«®¯ ¯à®¥ªâ¨àã¥â DF   DFY
(¥ª®â®àë¥

ª®¬¯®¥âë ¤¨¢¨§®à  F á¤ã¢ îâáï), £¤¥ FY ®¡®§ ç ¥â ¡¨à æ¨® «ì®¥
¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¤¨¢¨§®à  F   Y ;

(1) ‖BY −D‖ < ε.

(2) �«ï «î¡®£® íªáâà¥¬ «ì®£® áâï£¨¢ ¥¬®£® «ãç  R ⊂ NE(Y/Z) â ª®£®,
çâ® (KY + D, R) < 0 ¨

(3) ¤«ï ¥ª®â®à®© íªáâà¥¬ «ì®© ªà¨¢®© C ¢ R ¯ à  (Y, BY ) dlt ¢¡«¨§¨
®¡é¥© â®çª¨ ªà¨¢®© C ¨ â® ¦¥ á ¬®¥ ¢ë¯®«¥® ¤«ï ¯ àë (Y,B′

Y )
¢®§¬®¦® á ¤àã£®© íªáâà¥¬ «ì®© ªà¨¢®©;

¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® (KY + D, R) ≤ 0.

�à¥¤®áâ¥à¥¦¥¨¥ 1. �®£ä«®¯ ¬®¦¥â ¨á¯®àâ¨âì ®á®¡¥®áâ¨ ¯ àë (Y, D)
¢ ¤àã£®¬  ¯à ¢«¥¨¨.

�®¯®«¥¨¥ 5. �® ¦¥ á ¬®¥ ¯à¨«®¦¨¬® ª «î¡®¬ã «®£ä«®¯ã, ï¢«ïîé¥¬ãáï
ª®¬¯®§¨æ¨¥© «®£ä«®¯®¢ ¤®¯®«¥¨ï 4 ¨ «®£ä«®¯®¢ á ¡®«¥¥ á« ¡ë¬ ãá«®¢¨¥¬:

(2)' (K + B, R) = (K + B′, R) = 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á®¢ ï ¨¤¥ï § ª«îç ¥âáï ¢ ª®¨ç®áâ¨ á¢®©áâ¢ 
dlt.
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� £ 1: �ë¡®à ç¨á«  δ. �®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® B ∈ DF . �ãé¥áâ¢ã¥â
¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® δ > 0 â ª®¥, çâ®
(3)' ¤«ï «î¡®© R-£à ¨æë B′ ∈ DF á R-� àâì¥ ¤¨¢¨§®à®¬ K + B′ ¨

«î¡®£® ¤¨¢¨§®à  D ¢ ®âªàëâ®¬ «ãç¥ −−→BB′ á ‖D − B‖ ≤ δ: D {
R-£à ¨æ , ¯ à  (X,D) { dlt (¢ â®ç®áâ¨) â ¬, £¤¥ íâ® ¢ë¯®«¥®
¤«ï ¯ àë (X, B′); ¢ ç áâ®áâ¨, ¯ à  (X,D) ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ (3)
¤«ï â®© ¦¥ íªáâà¥¬ «ì®© ªà¨¢®© çâ® ¨ (X,B′).

�® [Sh92, 1.3.2] ¬®¦¥áâ¢®
PB = {D ∈ DF | (X,D) { lc ¯ à  á R-£à ¨æ¥© D}

{ ¢ë¯ãª«ë© § ¬ªãâë© (à æ¨® «ìë©) ¬®£®£à ë© ª®ãá ¢ ¥ª®â®à®©
δ-®ªà¥áâ®áâ¨ ¢¥àè¨ë B. � á®¦ «¥¨î, ¯®¤®¡®¥ ¬®¦¥áâ¢® á® á¢®©áâ¢®¬
dlt ¢¬¥áâ® lc ¥ ¢á¥£¤  § ¬ªãâ® (á¬ ¯à¨¬¥à ¢ëè¥). �¤ ª® á¢®©áâ¢® dlt
¯ à (X,D) ¢ë¯®«¥® ¢ ¥ª®â®à®¬ ¬ ªá¨¬ «ì®¬ ®âªàëâ®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥
¢ X ¤«ï ¢á¥å £à ¨æ D ¢ãâà¨ ª ¦¤®© £à ¨ ¬®£®£à ¨ª  PB. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¯® «¨¥©®áâ¨ ¤¨áªà¥¯ â ®â®á¨â¥«ì® D ¢á¥ ¢ãâà¥¨¥ ¤¨¢¨§®àë D
¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ë¥ ®á¨â¥«ì   X ¨ ®¤¨ ª®¢ë¥ «®£ª ®¨ç¥áª¨¥ æ¥âàë
  X. � ç¨â dlt à §à¥è¥¨¥ ¯ àë (X, D)  ¤ ¬ ªá¨¬ «ìë¬ dlt ®âªàëâë¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ ¢ X ¤ ¥â â® ¦¥ á ¬®¥ ¤«ï «î¡®£® ¤àã£®£® ¢ãâà¥¥£®
¤¨¢¨§®à . �âªã¤  ¯®«ãç ¥¬ (3)' ¯® á¢®©áâ¢ã dlt ¢ãâà¥®áâ¨ (¬¨¨¬ «ì®©)
£à ¨ ¬®£®£à ¨ª  PB, á®¤¥à¦ é¥© D = B′ ∈ PB.

�® ¬®®â®®áâ¨ ¨ áâ ¡¨«ì®áâ¨ [Sh92, 1.3.3{4] ¯à¨ ¯®á«¥¤¥¬ ãá«®¢¨¨
á«¥¤áâ¢¨ï á¢®©áâ¢® dlt ®âªàëâ® ¨ § ¬ªãâ® ¢ PB ¢¡«¨§¨ B. �®«¥¥ â®£®, ¢
®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¬®£®£à ¨ª  PB á¢®©áâ¢® lc ¬®¦® § ¬¥¨âì   R-� àâì¥
á¢®©áâ¢® ¢¡«¨§¨ B. �®£¤  á¢®©áâ¢® (3) ¥ ã¦®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ª ¦¤ ï
¯à®áâ ï ª®¬¯®¥â  ¤¨¢¨§®à  E ¥ ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ «®£ª ®¨ç¥áª¨¥ æ¥âàë
¯ àë (X, B).

� £ 2: �à¥¡ã¥¬®¥ ç¨á«®

ε =
δ

N + 1
,

£¤¥ N { «î¡®¥ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ ç¨á«® ≥ 2d/~ ¨ d = dim X.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì B′ { R-£à ¨æ  ¨ C { íªáâà¥¬ «ì ï ªà¨¢ ï

«ãç  R ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå (1-3) á«¥¤áâ¢¨ï, ® (K + B, C) > 0. �®£¤  ¯®
á«¥¤áâ¢¨î 8 (K + B, C) ≥ ~ ¨

(B −B′, C) = (K + B, C)− (K + B′, C) > ~.
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� ç¨â

(K + B′ + N(B′ −B), C) = (K + B′, C) + N(B′ −B, C) < −N~ ≤ −2d,

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â  â¨ª ®¨ç¥áª®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ [Sh94, Theorem].
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®  è¥¬ã ¢ë¡®àã ç¨á«  ε ¨ (3)', D = B′ + N(B′−B) =
B + (N + 1)(B′ − B) ¡ã¤¥â R-£à ¨æ¥©, ‖B − D‖ = (N + 1)‖B′ − B‖ <
(N + 1)ε ≤ δ, ¨ D ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¢®©áâ¢ã (3)'. �â ª, (K + B, R) ≤ 0.

� £ 3: �®¯®«¥¨ï. �¡  ¤®¯®«¥¨ï à áá¬ âà¨¢ îâ «®£ä«®¯ ¢ R, â®
¥áâì (K + B, R) = 0. �à¨ íâ®¬ £à ¨æ  B′ § ¬¥ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì®©
B′ ¢  ¯à ¢«¥¨¨ B′, â® ¥áâì   (¢®§¬®¦®) ®¢ãî £à ¨æã B′   «ãç¥−−→
BB′ â ªãî, çâ® ¢¥«¨ç¨  ‖B′ − B‖ = ε ¨«¨ ¡¥áª®¥ç® ¡«¨§ª  ª ε; ¢
¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ε á«¥£ª  ã¬¥ìè ¥¬. (� ª ª ª ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì ï
 ¡á®«îâ ï ¢¥«¨ç¨ ,   á ¬®¬ ¤¥«¥ ¢ ¡®«ìè¨áâ¢¥  ¯à ¢«¥¨¥ ¬®¦®
¢§ïâì £à ¨æã B′ á ¡®«ìè¨¬ í¢ª«¨¤®¢ë¬ à ááâ®ï¨¥¬.) �®£¤  B′ ¨ «î¡®©
¤¨¢¨§®à D′ ∈ (B, B′] ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢ ¬¨ (1-3) á«¥¤áâ¢¨ï ¨ á¢®©áâ¢®¬
(3)' ¤®ª § â¥«ìáâ¢ . � ç áâ®áâ¨, á¢®©áâ¢® (2) ¢ë¯®«¥®, ¯®áª®«ìªã
(K + B, R) = 0. �® ¦¥ á ¬®¥ ¯à¨«®¦¨¬® ª (2)' ¢ ¤®¯®«¥¨¨ 5.

�¢®©áâ¢® (1) ¤¨¢¨§®à  D ¢ ¯¥à¢®¬ ¤®¯®«¥¨¥ á«¥¤ã¥â ¢ ®á®¢®¬ ¯®
®¯à¥¤¥«¥¨î. � ááâ®ï¨¥ ¢ (1) < ε ¨ ¬¥ìè¥, ç¥¬ ¤«¨  ®âà¥§ª  [BY , B′

Y ],
ª®â®à ï ¬®¦¥â ¡ëâì ª®à®ç¥ ¨ ¤ ¦¥ 0 ¯à¨ B′

Y = BY . �á«¨ à æ¨® «ì®¥ 1-
á¤ãâ¨¥ X 99K Y á¤ã¢ ¥â ¤¨¢¨§®àë, FY ¬¥ìè¥, ç¥¬ F , ¨ ε ¬¥ï¥¬   εY =
‖B′

Y ‖, çâ® ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì®©  ¡á®«îâ®© ¢¥«¨ç¨®© ®â®á¨â¥«ì®
(¥ á¤ãâëå) ¯à®áâëå ª®¬¯®¥â ¤¨¢¨§®à  FY . (� ª ª ª F ¨¬¥¥â ª®¥ç®¥
ç¨á«® ª®¬¯®¥â, ç¨á«® εY áâ ¡¨«¨§¨àã¥âáï ¯®á«¥ ª®¥ç®£® ç¨á«  «®£ä«®¯®¢.)
�¢®©áâ¢® (3)'   Y ¢  ¯à ¢«¥¨¨ D′

Y á δY = (N + 1)εY ¯®«ãç ¥âáï ¨§
â®£® ä ªâ , çâ® «®£¯¥à¥áâà®©ª¨ ¨ «®£ä«®¯ë á®åà ïîâ ¨«¨ ã«ãçè îâ
«®£®á®¡¥®áâ¨. �â¬¥â¨¬, çâ® «®£ä«®¯ ¢¥ LCS(X, B) á®åà ï¥â klt, dlt
®á®¡¥®áâ¨ ¨ á ¬® ¬®¦¥áâ¢® LCS(X, B). �®£ä«®¯ë ¤®¯®«¥¨ï 4 ¡ã¤ãâ
«®£¯¥à¥áâà®©ª ¬¨ ®â®á¨â¥«ì® K+D′ ¯à¨ D′ 6= B. � ª ï «®£¯¥à¥áâà®©ª 
®â®á¨â¥«ì® K + D′ ã«ãçè ¥â ®á®¡¥®áâ¨ ¯ àë (X,D′),   á ¬®¬ ¤¥«¥
(3)' ¢ë¯®«¥® ¤«ï «î¡®£® ¤¨¢¨§®à  D ®âà¥§ª  [BY , (N + 1)B′

Y ]; D′ →
D′

Y = D { áîàì¥ªâ¨¢ ï ¯à®¥ªæ¨ï. �® ¤®¯®«¥¨î 2 ª®áâ âë ~, N, ¨
d { â¥ ¦¥, εY , δY { ª ª ¢ëè¥ ¨ ¯à¨ ãá«®¢¨ïå (2-3) ¤®¯®«¥¨ï âà¥¡ã¥¬ ï
¯®«ã®âà¨æ â¥«ì®áâì ¢ë¯®«¥ . �â® ¤ ¥â â¥ ¦¥ ª®áâ âë ¤«ï «®£ä«®¯®¢
á (K + D′, R) = 0.

�â®à®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ¯®«ãç ¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ª®¬¯®§¨æ¨¨.
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�«¥¤áâ¢¨¥ 10 (áà. [Sh96, Corollary 6.18]). �ãáâì (X/Z, B) { klt wlc
¬®¤¥«ì á ®¡ê¥¬ë¬ ¤¨¢¨§®à®¬ K + B/Z. �®£¤  ®  ¨¬¥¥â lc ¬®¤¥«ì, â®
¥áâì ¤¨¢¨§®à K + B ¯®«ã®¡¨«¥.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§¢¥áâ® ¤«ï Q-¤¨¢¨§®à  B [Sh83, â¥®à¥¬  2.1] [KMM,
Theorem 3-1-1 and Remark 3-1-2]. �® «¥¬¬¥ 1 ¨¬¥¥¬ à §«®¦¥¨¥ B =∑

riBi á® á¢®©áâ¢ ¬¨ (1-5) «¥¬¬ë. �®«¥¥ â®£®, ¤«ï ¤®áâ â®ç® ¬ «®£®
¢¥é¥áâ¢¥®£® ç¨á«  ε > 0, ¯à¨ ‖Bi − B‖ < ε ¬®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ®
(X/Z, Bi) { klt ¯ à  á ®¡ê¥¬ë¬ ¤¨¢¨§®à®¬ K + Bi/Z ¨ ¯® á«¥¤áâ¢¨î 9
K + Bi ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢¥/Z. �® ª®áâàãªæ¨¨ à §«®¦¥¨ï £à ¨æë
Bi ¢á¥£¤  ¬®¦®  ©â¨ ¢ ε-®ªà¥áâ®áâ¨ ®â B. �«¥¤®¢ â¥«ì® ª ¦¤ë©
¤¨¢¨§®à K + Bi ¯®«ã®¡¨«¥/Z ¨ íâ® ¦¥ ¢¥à® ¤«ï K + B. �®«¥¥ â®£®,
¯ à  (X/Z, B′ =

∑
r′iBi) ¯à¨ «î¡ëå 0 < r′i ∈ Q,

∑
r′i = 1, ¡ã¤¥â klt

¬¨¨¬ «ì®© ¬®¤¥«ìî á ®¡ê¥¬ë¬ ¤¨¢¨§®à®¬ K + B′ ¨ á â®© ¦¥ lc
¬®¤¥«ì, çâ® ¨ ¤«ï (X/Z, B); ¢á¥ â ª¨¥ ¬®¤¥«¨ íª¢¨¢ «¥âë ¢ á¬ëá«¥
[Sh96, De�nition 6.1].

�«¥¤áâ¢¨¥ 11 (áâ ¡¨«ì®áâì wlc ¬®¤¥«¥©). �ãáâì (X/Z, B) { dlt
wlc ¬®¤¥«ì á R-£à ¨æ¥© B ¨ F { ¯à¨¢¥¤¥ë© ¤¨¢¨§®à â ª¨¥, çâ®
Supp(B) ⊆ F ¨ ¢¡«¨§¨ B ¯à¨ «î¡®¬ B′ ∈ PB ¯ à  (X, B′) dlt. �®£¤ 
áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® ε > 0 â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®© ¤àã£®© R-
£à ¨æë B′ ∈ DF á ‖B′ −B‖ < ε á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï à ¢®á¨«ìë:

(1) à §®áâì H = B′−B ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢    «î¡®© (¥¯à¨¢®¤¨¬®©)
ªà¨¢®© C/Z á (K + B,C) = 0;

(2) ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¢¥é¥áâ¢¥®£® ç¨á«  0 < δ < ε/‖H‖ ¯ à  (X/Z, B +
δH) ¡ã¤¥â dlt wlc ¬®¤¥«ìî; ¨

(3) ¤«ï «î¡®£® ¢¥é¥áâ¢¥®£® ç¨á«  0 < δ < ε/‖H‖ ¯ à  (X/Z,B + δH)
¡ã¤¥â dlt wlc ¬®¤¥«ìî.

�¢®©áâ¢® dlt ¢¡«¨§¨ B ¢ë¯®«¥®, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â íää¥ªâ¨¢ë©
R-¤¨¢¨§®à E â ª®©, çâ® ¯ à  (X, B + E) dlt ¨ Supp(B + E) = F .

�®¯®«¥¨¥ 6. �®¤¥«¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (3) íª¢¨¢ «¥âë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¨à ¥¬ â® ¦¥ ç¨á«® ε, çâ® ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ á«¥¤áâ¢¨ï 9.
�®  è¨¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï¬ á¢®©áâ¢® dlt ¢¡«¨§¨ B á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®©áâ¢®¬
lc: ¥á«¨ ¢ è £¥ 1 ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤áâ¢¨ï 9 § ¬¥¨âì ãá«®¢¨¥ lc   dlt ¨
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¤ ¦¥   R-� àâì¥ ãá«®¢¨¥, â® ¯®«ãç¨¬ â®â ¦¥ ª®ãá PB ¢ ε-®ªà¥áâ®áâ¨
¢¥àè¨ë B.

(1)⇒(3): �¨á«¥ ï íää¥ªâ¨¢®áâì ¢ (1) ¢ª«îç ¥â á¢®©áâ¢® R-� àâì¥
¤¨¢¨§®à  H. �®  è¥¬ã ¢ë¡®àã ç¨á¥« ε, δ ¨ £à ¨æë B′ ¤¨¢¨§®à D =
B + δH ∈ PB ¨ D { R-£à ¨æ . � ç¨â ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¬®£®£à ¨ª 
PB ¯ à  (X/Z, D) dlt. �á«¨ ®  ¥ wlc, â® ¤¨¢¨§®à K + D ç¨á«¥® ¥
íää¥ªâ¨¢¥/Z ¨ ¯® [Am, Theorem 2] ¨¬¥¥âáï íªáâà¥¬ «ìë© áâï£¨¢ ¥¬ë©
«ãç R ⊂ NE(X/Z), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬ (2-3) á«¥¤áâ¢¨ï 9 á B′ =
D. � ç¨â ¯® á«¥¤áâ¢¨î (K +B, R) ≤ 0 ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, (K +B, R) = 0
¯® á¢®©áâ¢ã wlc ¯ àë (X/Z, B). �® (H,R) < 0, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â (1).

(3)⇒(2): ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï¬.
(2)⇒(1): �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® (H, C) < 0 ¤«ï ¥ª®â®à®© (¥¯à¨¢®¤¨¬®©)

ªà¨¢®© C/Z á (K + B,C) = 0. �®£¤  (K + B + δH, C) = δ(H, C) < 0, çâ®
¯à®â¨¢®à¥ç¨â á¢®©áâ¢ã wlc ¢ (2).

�ª¢¨¢ «¥â®áâì ¤®¯®«¥¨ï á«¥¤ã¥â ¯® «¨¥©®áâ¨ ä®à¬ë ¯¥à¥á¥ç¥¨ï.
�á«¨ (K+B+δH,C) = 0 ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ ç¨á«¥ δ ¢ (3), â® (K+B+δH, C) =
0 ¯à¨ «î¡®¬ δ ¢ (3). � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ (K + B + δH,C) < 0 ¤«ï
¥ª®â®à®£® δ ¢ (3). � «®£¨ç®, ¥á«¨ (K +B + δH, C) > 0 ¯à¨ ¥ª®â®à®¬
δ ¢ (3), â® (K + B + δH, C) > 0 ¯à¨ «î¡®¬ δ ¢ (3).

�¥¬¬  2 (¢ë¯ãª«®áâì íª¢¨¢ «¥â®áâ¨). �á«¨ ¤¢¥ wlc ¬®¤¥«¨ íª¢¨¢ «¥âë,
â® ¢ ¯à®¬¥¦ãâª¥ ¬¥¦¤ã ¨¬¨ ¢á¥ à¥§ã«ìâ¨àãîé¨¥ ¬®¤¥«¨ áãé¥áâ¢ãîâ
¨ ï¢«ïîâáï wlc ¬®¤¥«ï¬¨ íª¢¨¢ «¥âë¬¨ ª ¦¤®© ¨§ ¤¢ãå.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® wlc ¬®¤¥«¨ (X/Z, B) ¨ (X/Z,B′)
íª¢¨¢ «¥âë; ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¬®¦® áç¨â âì çâ® ®¨ ¨¬¥îâ ®¤® ¨ â®
¦¥ ¬®£®®¡à §¨¥ X/Z. �à®¢¥à¨¬, çâ® «î¡ ï ¬®¤¥«ì (X/Z, B′′) ¬¥¦¤ã
¨¬¨, â® ¥áâì ¯à¨ «î¡®¬ B′′ ∈ [B,B′], ¡ã¤¥â wlc ¬®¤¥«ìî íª¢¨¢ «¥â®©
ª ¦¤®© ¨§ à áá¬®âà¥ëå ¢ëè¥; á®¢  ¡¥à¥¬ â® ¦¥ ¬®£®®¡à §¨¥ X/Z.
�â® â ª¦¥ ¤ ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ à¥§ã«ìâ¨àãîé¥© ¬®¤¥«¨ ¯ àë (X/Z, B′′).

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï ¥ª®â®àëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥« α, β ≥ 0, α +
β = 1, B′′ = αB + βB′. �ãáâì C/Z { ªà¨¢ ï á (K + B,C) = 0. �®£¤ 
(K + B′, C) = 0, ¯®â®¬ã çâ® ¬®¤¥«¨ (X/Z, B) ¨ (X/Z, B′) íª¢¨¢ «¥âë.
� ç¨â ¯® «¨¥©®áâ¨ ¨¤¥ªá  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï

(K + B′′, C) = α(K + B,C) + β(K + B′, C) = 0.

� «®£¨ç®, ¥á«¨ (K+B, C) > 0, â® (K+B′, C) ¨ (K+B′′, C) > 0. � ç¨â
(X/Z, B′′) { wlc ¬®¤¥«ì íª¢¨¢ «¥â ï ¬®¤¥«ï¬ (X/Z, B) ¨ (X/Z,B′).
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�â¬¥â¨¬, çâ® (X, B′′) lc (áà. [Sh92, 1.3.2]) ¨ ª ¦¤ ï «®£¤¨áªà¥¯ â  a(E,X,B′′) =
αa(E, X,B) + βa(E, X, B′).

�«¥¤ãîé¥¥ ¯®ïâ¨¥ ä®à¬ «¨§ã¥â ¨§¢¥áâë© ¬¥â®¤ ¨§ [Sh92, 4.5] à¥¤ãªæ¨¨
«®£¯¥à¥áâà®¥ª ª ¤®¯à¥¤¥«ìë¬ ¯¥à¥áâà®©ª ¬ ¨ ®® çà¥§¢ëç ©® ¢ ¦®
¢  è¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å. �® ¦¥ ¯®ïâ¨¥ ¯®¤ ¨¬¥¥¬ \ ¯à ¢«¥ë¥
¯¥à¥áâà®©ª¨" ¯®ï¢¨«®áì ¢ [AHK]. �¤ ª® ®® ¨§«¨è¥ â ¬: ¢ [AHK, The-
orem 3.4 and Corollaries 3.5-6] «î¡ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì «®£¯¥à¥áâà®¥ª
®¡àë¢ ¥âáï (á¬. ®¡êïá¥¨¥ ª á«¥¤áâ¢¨î 2).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2 (H-®¡àë¢). �ãáâì (X/Z,B) { lc ¯ à  ¨ H { R-¤¨¢¨§®à.
�®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì «®£¯¥à¥áâà®¥ª (¥ ®¡ï§ â¥«ì® íªáâà¥¬ «ìëå)

(X1 = X/Z,B1 = B) 99K (X2 = X+
1 /Z, B2 = B+

1 ) 99K . . .

 §ë¢ ¥âáï H-ã¯®àï¤®ç¥®©, ¥á«¨ ª ¦¤®© ¯¥à¥áâà®©ª¥ Xi 99K Xi+1/Z
¬®¦® á®¯®áâ ¢¨âì ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® λi > 0 â ª, çâ®

(1) íâ¨ ç¨á«  ã¡ë¢ îâ: λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ;

(2) ª ¦¤ ï ¯¥à¥áâà®©ª  Xi 99K Xi+1/Z ¥áâì «®£ä«®¯ ®â®á¨â¥«ì® KXi
+

Bi + λiHi, £¤¥ Hi { ¡¨à æ¨® «ìë© ®¡à § ¤¨¢¨§®à  H   Xi; ¨

(3) ª ¦¤ ï ¯ à  (Xi/Z,Bi + λiHi) ¥áâì wlc ¬®¤¥«ì.

�®¢®à¨¬, çâ® ¯¥à¥áâà®©ª  Xi 99K Xi+1/Z ¨¬¥¥â ãà®¢¥ì λi ®â®á¨â¥«ì®
H. �â ª, H-®¡àë¢ ¤ ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ H-ã¯®àï¤®ç¥ëå «®£¯¥à¥áâà®¥ª
®§ ç ¥â ¥ñ ®¡àë¢, â® ¥áâì ª®¥ç®áâì.

�ç¥¢¨¤®, ®¡àë¢ «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¥ âà¨¢¨ «ìëå «®£¯¥à¥áâà®¥ª
¢«¥ç¥â H-®¡àë¢ «î¡®£® ¥ñ H-ã¯®àï¤®ç¨¢ ¨ï. � ¤àã£®© áâ®à®ë, H-
®¡àë¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ «®£¯¥à¥áâà®¥ª ¤®áâ â®ç¥ ¤«ï ¥ñ ®¡àë¢  ¨
¯®§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì à¥§ã«ìâ¨àãîéãî ¬®¤¥«ì.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �«ï «î¡®© ¨áå®¤®© klt wlc ¬®¤¥«¨ (X/Z,B+λ1H) ¨§
H-®¡àë¢  á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ à¥§ã«ìâ¨àãîé¥© ¬®¤¥«¨ ¯ àë (X/Z,B),
¢ ç áâ®áâ¨, ®¡àë¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å «®£¯¥à¥áâà®¥ª ¯ àë (X/Z,B).

�®«¥ â®£®, ¤«ï ¤ ®© ¨áå®¤®© ¬®¤¥«¨ áãé¥áâ¢ã¥â H-ã¯®àï¤®ç¥ ï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì «®£¯¥à¥áâà®¥ª ¯à¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ «®£¯¥à¥áâà®¥ª
à §¬¥à®áâ¨ d = dim X.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì Xn 99K Xn+1/Z { ¯®á«¥¤ïï ¯¥à¥áâà®©ª  ãà®¢ï
λn. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î (Xn+1/Z, Bn+1 + λnHn+1) { wlc ¬®¤¥«ì ¨ λ = λn > 0.
�á«¨ ¤¨¢¨§®à KXn+1+Bn+1 ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢¥  ¤/Z, â® (Xn+1/Z, Bn+1)
{ wlc ¬®¤¥«ì, à¥§ã«ìâ¨âãîé ï ¬®¤¥«ì ¯ àë (X/Z,B).

� ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¤¨¢¨§®à KXn+1+Bn+1 ç¨á«¥® ¥ íää¥ªâ¨¢¥/Z.
�® ¨¤ãªæ¨¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® (Xn+1/Z,Bn+1 + λnHn+1) { klt ¯ à  (á¬.
¨¦¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® áãé¥áâ¢®¢ ¨ï H-ã¯®àï¤®ç¥ëå ¯¥à¥áâà®¥ª). �®£¤ 
¯® á«¥¤áâ¢¨î 9 á (X,B) = (Xn+1, Bn+1 +λnHn+1) «¨¡® ª®ãá NE(Xn+1/Z)
¨¬¥¥â íªáâà¥¬ «ìë© «ãç R â ª®©, çâ® (KXn+1 + Bn+1 + λnHn+1, R) = 0,
(Hn+1, R) > 0 ¨ (KXn+1 + Bn+1, R) < 0, «¨¡® ¯® á«¥¤áâ¢¨î 11 áãé¥áâ¢ã¥â
ç¨á«® 0 < λn+1 < λn â ª®¥, çâ® (Xn+1/Z,Bn+1 + λn+1Hn+1) { wlc ¬®¤¥«ì.
� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¯®  è¨¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï¬ «ãç R ¤ ¥â «®£à áá«®¥¨¥
�®à¨ Xn+1 → Y/Z, à¥§ã«ìâ¨àãîéãî ¬®¤¥«ì á £à ¨æ¥© Bn+1 ¯ àë
(X/Z, B), ¯®â®¬ã çâ® ¤¨¢¨§®à Hn+1 ç¨á«¥® ®¡¨«¥/Y ¨ λn > 0. �®
¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¯®áâã¯ ¥¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì ç¨á«®
λn+1 ¬¨¨¬ «ìë¬ ¢  è¥© ª®áâàãªæ¨¨, â® ¥áâì ¯à¥¤¯®« £ ï ç¨á«¥ãî
íää¥ªâ¨¢®áâì ¤¨¢¨§®à  KXn+1+Bn+1+λn+1Hn+1/Z; á¢®©áâ¢® klt á®åà ï¥âáï
¯® ¬®®â®®áâ¨ [Sh92, 1.3.3]. � â¥¬ ¯®«ãç ¥¬ «®£à áá«®¥¨¥ �®à¨ ª ª
¨ ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥.

�¥¯¥àì ®¡êïá¨¬ ª ª ¯à®¤®«¦¨âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì «®£¯¥à¥áâà®¥ª,
ª®£¤  ¯à¥áâà®©ª  Xn 99K Xn+1 { ¥ ¯®á«¥¤ïï. �á«¨ áâï£¨¢ ¨¥ ¢ëè¥
«ãç  R ¡¨à æ¨® «ì®, â® ®® ¨¬¥¥â «®£¯¥à¥áâà®©ªã Xn+1 99K Xn+2 =
X+

n+1/Z (¢®§¬®¦® ¤¨¢¨§®à¨ «ì®¥ á¤ãâ¨¥). �  ¡ã¤¥â ä«®¯®¬ wlc ¬®¤¥«¨
(Xn+1/Z, Bn+1+λnHn+1) ¨ ¯®íâ®¬ã ã¤®¢«¥â¢®àï¥â âà¥¡®¢ ¨ï¬ (1-3) ®¯à¥¤¥«¥¨ï 2
á λn+1 = λn. �â¬¥â¨¬, çâ® ® á®åà ï¥â klt á¢®©áâ¢® ¯ àë. � ¯à®â¨¢®¬
á«ãç ¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯®¤®¡ ï ª®áâàãªæ¨ï ¤«ï ¬¨¬ «ì®£® ç¨á« 
λn+1 < λn ª ª ¢ëè¥. �®¢  ®  ¯à®¤®«¦ ¥â H-ã¯®àï¤®ç¥ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì,
ª®£¤  «ãç R ®â¢¥ç ¥â á¤ãâ¨î. �®áª®«ìªã (Xn+1, Bn+1) { lc ¯ à , (Xn+1, Bn+1+
λnHn+1) { klt ¨ 0 < λn+1 < λn, ¯® ¬®®â®®áâ¨ [Sh92, 1.3.3] (Xn+1, Bn+1+
λn+1Hn+1) { klt ¯ à . �î¡®© ä«®¯ á®åà ï¥â á¢®©áâ¢® klt. � ç¨â ¯ à 
(Xn+2, Bn+2 + λn+1Hn+2) â®¦¥ klt, çâ® § ¢¥àè ¥â ¨¤ãªæ¨î.

�¡ëç® ¬ë ¢ª«îç ¥¬ ¤¨¢¨§®à¨ «ìë¥ á¤ãâ¨ï ¢ «®£¯¥à¥áâà®©ª¨. � ª¨¬
®¡à §®¬, ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¥ â®«ìª® ¬ «ë¥ ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¯à¨ ä«®¯ å,
«¨¡® ¨á¯®«ì§ã¥¬ â®â ä ªâ, çâ® ¯®á«¥ ª®¥ç®£® ç¨á«® «®£¯¥à¥áâà®¥ª ¢á¥
¯®á«¥¤ãîé¨¥ ¬ «ë ¨ â®¬ã ¦¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ä«®¯ë.

�¥£ª® ãª § âì ¯à¨¬¥à ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ «®£¯¥à¥áâà®¥ª, ª®â®à ï ¥
H-ã¯®àï¤®ç¥  ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¤¨¢¨§®à  H. �®§ì¬¨â¥
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¤¢  ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï á¤ãâ¨ï, ®¤® ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ ¨ ®¤® ®âà¨æ â¥«ì®¥
®â®á¨â¥«ì® H.

�¨¦¥ ¢á¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë ¬®¤¥«¥©,  ¯à¨¬¥à, «®ª «ìë¥, ¨¤ãæ¨à®¢ ë
¨å ¡¨à æ¨® «ìë¬¨ ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¨.

�¥®à¥¬  2. �à¥¤¯®«®¦¨¬ «®£��� ¢ à §¬¥à®áâ¨ d−1 ¨ ®¡àë¢ â¥à¬¨ «ìëå
«®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ d. �ãáâì (Xi/Z, Bi) { ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
d-¬¥àëå dlt wlc ¬®¤¥«¥©, áå®¤ïé ïáï ª dlt ¯ à¥ (X/Z, B) ¢ á«¥¤ãîé¥¬
á¬ëá«¥:

(1) ª ¦¤ ï ¬®¤¥«ì Xi ¨§®¬®àä  ¬®£®®¡à §¨î X (¨ ¬®¤¥«¨ ¬¥¦¤ã
á®¡®©) ¢ ª®à §¬¥à®áâ¨ 1; ¢á¥ ¤¨¢¨§®àë Bi ¨ B á ª®¥çë¬ ®á¨â¥«¥¬,
â® ¥áâì áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¨¢¥¤¥ë© ¤¨¢¨§®à F â ª®©, çâ® B ¨
ª ¦¤ë© ¤¨¢¨§®à Bi ∈ DF ;

(2) ª ¦¤ ï ¬®¤¥«ì Xi ¨§®¬®àä  ¬®£®®¡à §¨î X ¢¡«¨§¨ LCS(X,B) =
S = bBc ¨ LCS(Xi, Bi) = LCS(X, B): áãé¥áâ¢ãîâ ®ªà¥áâ®áâ¨
Ui ¬®¦¥áâ¢  LCS(Xi, Bi) ¨ Vi ¬®¦¥áâ¢  LCS(X, B), ª®â®àë¥
¨§®¬®àäë ¨ ®â®¦¤¥áâ¢«ïîâáï á®£« á® ¡¨à æ¨® «ì®¬ã ¨§®¬®àä¨§¬ã
ãá«®¢¨ï (1);

(3) ¨¬¥¥âáï ª®¥ç®¥ ç¨á«® ¯à®áâëå b-¤¨¢¨§®à®¢ (¨áª«îç¨â¥«ìëå ¨
¥ ¨áª«îç¨â¥«ìëå) Dj ¢¥ (¢®§¬®¦® ¯¥à¥á¥ª îé¨å) LCS(X, B),
â® ¥áâì centerX Dj 6⊆ LCS(X,B), ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â ¢á¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥
ª®¤¨áªà¥¯ âë b(Dj, Xi, Bi) = 1 − a(Dj, Xi, Bi) ¢¥ LCS(X, B),
â® ¥áâì, ¥á«¨ centerXi

Dj 6⊆ LCS(X, B) ¨ b(Dj, Xi, Bi) > 0 ¯à¨
¥ª®â®à®¬ § ç¥¨¨ i, â® Dj { ®¤¨ ¨§ íâ¨å b-¤¨¢¨§®à®¢;

(4) áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥« b-R-¤¨¢¨§®à®¢ Bi = S +
∑

b(Dj, Xi, Bi)Dj:

Blim = S +
∑

bjDj = S +
∑

lim
i→∞

b(Dj, Xi, Bi)Dj;

(5) B = Blim = S+
∑

bjDj, £¤¥ áã¬¬¨à®¢ ¨¥ ¢¥¤¥âáï «¨èì ¯® ¤¨¢¨§®à ¬
Dj ¥ ¨áª«îç¨â¥«ìë¬   X, ¨ B ≥ Blim, £¤¥ B = S+

∑
b(Dj, X,B)Dj

{ ªà¥¯ â ï b-áã¡£à ¨æ  ¯ àë (X, B), ¯à®¤®«¦¥ ï   b-¤¨¢¨§®à å
Dj.

�®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª®¥ç  ¢ ¬®¤¥«ì®¬ á¬ëá«¥, â® ¥áâì ¬®¦¥áâ¢®
ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¬®¤¥«¥© (Xi/Z,Bi) ª®¥ç®.
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� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ãá«®¢¨¥ (3) ¢«¥ç¥â ª®¥ç®áâì ®á¨â¥«ï
¢ (1).

�«¥¤áâ¢¨¥ 12. �à¥¤¯®«®¦¨¬ «®£��� ¢ à §¬¥à®áâ¨ d − 1 ¨ ®¡àë¢
â¥à¬¨ «ìëå «®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ d. �ãáâì (Xi/Z, Bi) { ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
d-¬¥àëå dlt «®£¯ à â ª¨å, çâ®

(1) ª ¦¤ ï ¯ à  (Xi/Z,Bi) ï¢«ï¥âáï wlc ¬®¤¥«ìî;

(2) ¢á¥ ¬®¤¥«¨ ¨§®¬®àäë ¢ ª®à §¬¥à®áâ¨ 1; ¨ ¨§®¬®àäë ¢¡«¨§¨
LCS(Xi, Bi);

(3) ¤«ï ¥ª®â®àëå R-£à ¨æ B ¨ B′, ª ¦¤ ï £à ¨æ  Bi ∈ [B,B′] ¨
¬®¤¥«¨ ã¯®àï¤®ç¥ë ¢ ®âà¥§ª¥: Bi = B + λiH, H = B′ − B, λ1 ≥
λ2 ≥ . . . , λi ∈ (0, 1]; ¨

(4) ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ § ç¥¨¨ i «®£¯ àë (Xi/Z,B) and (Xi/Z,B′) ¡ã¤ãâ
dlt á LCS(Xi, B) = LCS(Xi, B

′) = LCS(Xi, Bi).

�®£¤  ¬®¤¥«¨ áâ ¡¨«¨§¨àãîâáï: ¢á¥ ¬®¤¥«¨ íª¢¨¢ «¥âë ¯à¨ i À 0.

�â¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ (3) ¨¬¥¥â á¬ëá«, ¯®â®¬ã çâ® ¤¨¢¨§®àë �¥©«ï
ª ¦¤®© ¬®¤¥«¨ â¥ ¦¥ á ¬ë¥ ¯® ¯¥à¢®¬ã ãâ¢¥à¦¤¥¨î ¢ (2).

�®ª § â¥«ìáâ¢®.

� £ 1: �¥ íª¢¨¢ «¥â®áâì ¬®¤¥«¥©. �® «¥¬¬¥ 2 ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ®
ç¨á«  λi ®¡à §ãîâ ¡¥áª®¥çãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, λ0 = limi→∞ λi ¨
¬®¤¥«¨ (Xi, Bi) ¯®¯ à® ¥ íª¢¨¢ «¥âë. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¢ë¯®«¥ 
áâ ¡¨«¨§ æ¨ï.

� £ 2: �á«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 2 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯®¤å®¤ïé ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì.
�®¦® áç¨â âì i = 1 ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨ (4). � áá¬®âà¨¬ ¯ àã (X =
X1/Z, B := Blim), £¤¥ B := Blim = limi→∞ Bi = B + λ0H, ¨«¨ λ0 = 0 ¤«ï
®¢®© £à ¨æë B. �á«®¢¨ï (1-2) â¥®à¥¬ë 2 ¢ë¯®«¥ë ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï¬
(2-4). �á«®¢¨¥ (3) â¥®à¥¬ë 2 ã¤®¢«¥â¢®àï¥âáï   ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ b-¤¨¢¨§®à®¢
Dj á b(Dj, X, B) ≥ 0 ¨ centerX Dj 6⊆ LCS(X, B) ¨«¨, íª¢¨¢ «¥â®, centerX Dj ∈
X\LCS(X,B); ¥á«¨ ª â®¬ã ¦¥ ¤¨¢¨§®à Dj ¥ ¨áª«îç¨â¥«¥, â® ¯à¥¤¯®« £ ¥¬
¤¨¢¨§®à Dj «¥¦ é¨¬ ¢ Supp B ¨«¨ ¢ Supp B′. �®¦¥áâ¢® ¤¨¢¨§®à®¢
Dj ª®¥ç® ¯® [Sh96, Corollary 1.7]. �®£¤  âà¥¡ã¥¬®¥ ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«¥®

19



¤«ï ¯ à (X, Bi) á «î¡ë¬¨ £à ¨æ ¬¨ Bi ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª¨¬¨ ª B ¯®
¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï¬ (2) ¨ (4), áâ ¡¨«ì®áâìî á¢®©áâ¢  klt ¨ ¥¯à¥àë¢®áâ¨
«®£¤¨áªà¥¯ â ®â®á¨â¥«ì® ªà â®áâ¥© ¢ Dj, £¤¥ £à ¨æ  Bi   X ï¢«ï¥âáï
¥ñ ¡¨à æ¨® «ìë¬ ®¡à §®¬ á Xi. � ç¨â ¨§ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï (1) ¨ ¬®®â®®áâ¨
[ISh, «¥¬¬ë 2.4] á«¥¤ã¥â ãá«®¢¨¥ (3) â¥®à¥¬ë 2 ¯à¨ ¢á¥å i À 0.

� â®ç®áâìî ¤® áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ ãá«®¢¨¨ (4) â¥®à¥¬ë 2, ¢á¥ ãá«®¢¨ï ¢ (5)
á«¥¤ãîâ ¨§ ª®áâàãªæ¨¨ ¨ ¬®®â®®áâ¨ [ISh, «¥¬¬ë 2.4]. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
B = Blim ¯® ª®áâàãªæ¨¨, b(Dj, X, Bi) ≥ b(Dj, Xi, Bi) ¯® ¬®®â®®áâ¨ ¨
á¢®©áâ¢ã wlc ¯ à (Xi/Z, Bi). �®íâ®¬ã

b(Dj, X,B) = b(Dj, X, Blim) = lim
i→∞

b(Dj, X, Bi) ≥ lim
i→∞

b(Dj, Xi, Bi) = bj,

¨ B ≥ Blim, çâ® ¤ ¥â ãá«®¢¨¥ (5) â¥®à¥¬ë 2.
�á«¨ ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ ¤¨¢¨§®à¥ Dj ¤¨áªà¥¯ âë b(Dj, Xi, Bi) ¥

®£à ¨ç¥ë á¨§ã, â® ¬®¦® ®¯ãáâ¨âì â ª®© ¤¨¢¨§®à Dj ¨ ¢§ïâì ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
á limi→∞ b(Dj, Xi, Bi) = −∞. � ®£à ¨ç¥®¬ á«ãç ¥ ¯®«ãç ¥¬ ¢ ª®æ¥
ª®æ®¢ áå®¤ïéãîáï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ãá«®¢¨ï (4).

�¥¯¥àì áâ ¡¨«¨§ æ¨ï ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ª®¥ç®áâ¨ â¥®à¥¬ë 2, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â
è £ã 1.

�¥¬¬  3 (� ®¨ç¥áª®¥ à §¤ãâ¨¥). �à¥¤¯®«®¦¨¬ «®£��� ¢ à §¬¥à®áâ¨
d−1 ¨ ®¡àë¢ â¥à¬¨ «ìëå «®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ d. �ãáâì (X, B)
{ klt «®£¯ à  à §¬¥à®áâ¨ d ¨ Z ⊂ X { § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥
ª®à §¬¥à®áâ¨ ≥ 2. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â (¥¤¨áâ¢¥®¥ ¯à¨  «£®à¨â¬¥
¤®ª § â¥«ìáâ¢ ) ªà¥¯ â®¥ à §¤ãâ¨¥ Y → X â ª®¥, çâ®

(1) ¬®£®®¡à §¨¥ Y ¨§®¬®àä® X  ¤ X \ Z;

(2) (Y, BY ) { cn ¯ à  ¢ ª®à §¬¥à®áâ¨ ≥ 2  ¤ Z;

(3) ¥á«¨ ª â®¬ã ¦¥ ¤¨¢¨§®à KY +B á ¡¨à æ¨® «ìë¬ ®¡à §®¬ £à ¨æë
B   Y ®¡¨«¥, â® à §¤ãâ¨¥ ¥¤¨áâ¢¥®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®-ª®áâàãªæ¨ï.

� £ 1: � áá¬®âà¨¬ «®£à §à¥è¥¨¥ á £à ¨æ¥© B+ =
∑

b+
j Dj, á®áâ ¢«¥®©

¨§ ª®¤¨áªà¥¯ â: b+
j = max{b(Dj, X, B), 0}. �®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì ¯à®áâë¥

ª®¬¯®¥âë ¤¨¢¨§®à  Supp B+ ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áï ¨, çâ® ¨¬¥¥âáï «¨èì
ª®¥ç®¥ ç¨á«® ¨áª«îç¨â¥«ìëå ¯à®áâëå b-¤¨¢¨§®à®¢ E/X á b(E, X, B) ≥
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0 ¨«¨, íª¢¨¢ «¥â®, á a(E, X, B) ≤ 1 ¯® á¢®©áâ¢ã klt [Sh96, Corollary 1.7].
�®«¥¥ â®£®, ¢á¥ b+

j < 1 ¨ ¯ à  (Y,B+) â¥à¬¨ «ì  ¢ ª®à §¬¥à®áâ¨ ≥ 2.
�ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¥áª®«ìª® ¤àã£ãî £à ¨æã BZ ≤ B+   X: 0   ¢á¥å
¨áª«îç¨â¥«ìëå ¤¨¢¨§®à å/Z ¨ B+ ¢ ®áâ «ì®¬.

� £ 2: �à¨¬¥¨¬ «®£��� ª ¯ à¥ (Y/X, BZ). �®£¯¥à¥áâà®©ª¨ áãé¥áâ¢ãîâ
¯® [HMc, Theorem 1.1] ¨«¨ ¯® ¨¤ãªæ¨¨ á«¥¤áâ¢¨ï 3. � ¦¤ ï ¯¥à¥áâà®©ª 
â¥à¬¨ «ì , ¯®â®¬ã çâ® ¥ã«¥¢ë¥ ª®¬¯®¥âë E £à ¨æë BZ ¥ á¤ã¢ îâáï.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, íâ® ¢ë¯®«¥®  ¤ Z ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î, ¯®â®¬ã çâ®
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ªà â®áâ¨ £à ¨æë ã«¥¢ë¥. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥¬
ª®¬¯®¥âã E á P = centerX E 6⊂ Z ¨ ¯ à  (X/X, B) ¢¡«¨§¨ P ¡ã¤¥â lc
¬®¤¥«ìî ¯ àë (Y/X,BZ) ¤ ¦¥ ¯®á«¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¤¨¢¨§®à¨ «ì®£®
á¤ãâ¨ï. �¤ãâ¨¥ ã¬¥ìè ¥â ª®¤¨áªà¥¯ âã ¨ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥â ¤¨áªà¥¯ âã ¢
E, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â [ISh, «¥¬¬¥ 2.4]. � ç¨â ®¡àë¢ ¢ë¯®«¥ ¯®  è¨¬
¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï¬. �®áª®«ìªã à¥§ã«ìâ¨àãîé ï ¬®¤¥«ì (Y/X,BZ) ¡¨à æ¨® «ì /X,
®  â¥à¬¨ «ì  ¢ ª®à §¬¥à®áâ¨ ≥ 2 ¨ áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì .

� £ 3: �á¯®«ì§ãï ¯®«ã®¡¨«ì®áâì ¢ ®¡ê¥¬®¬ klt á«ãç ¥ ¯®«ãç ¥¬
lc ¬®¤¥«ì (Y/X,BZ); ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé ï ¬®¤¥«ì Y è £  2 ¨ íâ  ¬®¤¥«ì
Y ¡ã¤ãâ FT/X (¯® è £ã 4 ¨¦¥). �®á«¥¤ïï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬
(1) ¨ (3). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, (1) á«¥¤ã¥â ¨§ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ lc ¬®¤¥«¨. �®
ª®áâàãªæ¨¨ £à ¨æ  BZ   Y ï¢«ï¥âáï ¡¨à æ¨® «ìë¬ ®¡à §®¬ £à ¨æë
B ¨ ¤¨¢¨§®à KY + B ®¡¨«¥,   â ª ï ¬®¤¥«ì â®¦¥ ¥¤¨áâ¢¥ .

� £ 4: �® ®âà¨æ â¥«ì®áâ¨ [Sh92, 1.1] ã ªà¥¯ â®© ¬®¤¥«¨ (Y,BY )
¯ àë (X, B) áã¡£à ¨æ  BY ¡ã¤¥â £à ¨æ¥©. �¥ ª ®¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥®áâ¨
¢ ª®à §¬¥à®áâ¨≥ 2 ¢¯®«¥ ¢®§¬®¦ë ¤«ï BY . �®£¤  ¯à¨¬¥ï¥¬ è £¨ 1{
2 ª (Y,BY ) á ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬ ZY , ï¢«ïîé¨¬áï ®¡ê¥¤¨¥¨¥¬ ¥ª ®¨ç¥áª¨å
æ¥âà®¢  ¤/Z ¯ àë (Y, BY ). �â®â ¯à®æ¥áá ®¡àë¢ ¥âáï ¨ ¢ ª®æ¥ ª®æ®¢
¬ë ¯®«ãç ¥¬ ªà¥¯ âãî ¬®¤¥«ì (Y/X,BY ). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ª ¦¤ë© à §
ª®áâàãªæ¨ï à §¤ã¢ ¥â ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®¤¨ ¨áª«îç¨â¥«ìë© ¤¨¢¨§®à
E á a(E, X, B) > 0  ¤ ¥ª ®¨ç¥áª¨¬ æ¥âà®¬ ¨ ¨¬¥¥âáï «¨èì ª®¥ç®¥
ç¨á«® â ª¨å ¤¨¢¨§®à®¢. �¤ ª® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¤¨¢¨§®à KY +B ¥ ®¡¨«¥
 ¤ X. �à¥¤«®¦¥ë©  «£®à¨â¬ ¤ ¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à §¤ãâ¨¥ ¯® ãá«®¢¨î
(3).

�¥¬¬  4 (D-¯¥à¥áâà®©ª ). �à¥¤¯®«®¦¨¬ «®£��� ¢ à §¬¥à®áâ¨ d−
1 ¨ ®¡àë¢ â¥à¬¨ «ìëå «®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ d. �ãáâì (X,B)
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{ klt ¯ à  à §¬¥à®áâ¨ d ¨ D { ¯à®áâ®© ¤¨¢¨§®à   X â ª®©, çâ® ¯ à 
(X, B) â¥à¬¨ «ì  ¢ ª®à §¬¥à®áâ¨ ≥ 2   D, â® ¥áâì ¥á«¨ E {
¨áª«îç¨â¥«ìë© ¯à®áâ®© ¤¨¢¨§®à á a(E,X, B) ≤ 1, â® centerX E 6⊆ D.
�®£¤  D-¯¥à¥áâà®©ª  ¬®àä¨§¬  X/X áãé¥áâ¢ã¥â.

�®ª § â¥«ìáâ¢®-ª®áâàãªæ¨ï. �®áâàãªæ¨ï ¤®áâ â®ç® áâ ¤ àâ  (áà.
â¥à¬¨ «¨§ æ¨î [ISh, â¥®à¥¬ë 6.5] ¨Q-ä ªâ®à¨ «¨§ æ¨î [ISh, «¥¬¬ë 7.8]).
�® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ D-¯¥à¥áâà®¥ª ¨å ¬®¦® áâà®¨âì «®ª «ì®/X [Sh00,
Corollary 3.6].

� £ 1: � ª ¢ è £ å 1{2 ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë 3 á Z = ∅, â® ¥áâì á
¨áå®¤®© £à ¨æ¥© BZ = B+, ¯®«ãç ¥¬ ªà¥¯ â®¥ à §¤ãâ¨¥ (Y/X, BY ),
ª®â®à®¥ â¥à¬¨ «ì® ¢ ª®à §¬¥à®áâ¨ ≥ 2 ¨ áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì®/X.
�®  è¨¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï¬ ¨áª«îç¨â¥«ìëå ¤¨¢¨§®à®¢/D ¥â.

� £ 2: �ãáâì ¤¨¢¨§®à D { ¥£® ¡¨à æ¨® «ìë© ®¡à §   Y . �à¨¬¥¨¬
â¥¯¥àì D-���, çâ®¡ë ¯®áâà®¨âì ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢ë© ¤¨¢¨§®à D/X.
�à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «®¬ ¢¥é¥áâ¢¥®¬ ç¨á«¥ ε > 0 ¯ à  (Y/X,BY + εD)
â¥à¬¨ «ì  ¢ ª®à §¬¥à®áâ¨ ≥ 2 ¨ D-��� ï¢«ï¥âáï «®£���. �®¢ 
«®£¯¥à¥áâà®©ª¨ áãé¥áâ¢ãîâ. �¡àë¢ â¥à¬¨ «¥ ¨ ¢ë¯®«¥: D-¯¥à¥áâà®©ª¨
¥ á¤ã¢ îâ ¤¨¢¨§®à®¢. �®íâ®¬ã ¬®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì ç¨á«¥ãî íää¥ªâ¨¢®áâì
D  ¤ X.

� £ 3: �¤ãâ¨¥, § ¤ ®¥ ¤¨¢¨§®à®¬ D ¨«¨ KY +BY +εD, ¡ã¤¥â âà¥¡ã¥¬®î
¬®¤¥«ìî ¤«ï D, D-¯¥à¥áâà®©ª®©. �¤ãâ¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ª ª ¢ è £¥ 3 ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
«¥¬¬ë 3, ¯®â®¬ã çâ® ¬®£®®¡à §¨¥ Y ï¢«ï¥âáï FT/X. �â¬¥â¨¬, çâ®
¤  ï ¬®¤¥«ì ¬ «   ¤ D, ¯®â®¬ã çâ®   Y ¥â ¨ª«îç¨â¥«ìëå ¤¨¢¨§®à®¢/D.
�  ¤àã£¨å á«®ïå/X ¤¨¢¨§®à D âà¨¢¨ «¥ ¨ ¬®£®®¡à §¨¥ Y ¨§®¬®àä®
X  ¤ X \D.

�á®¢ ï «¥¬¬ . �ãáâì (X/Z, B) { dlt ¯ à , (X ′/Z, BX′) { ¥ñ wlc ¬®¤¥«ì,
¨§®¬®àä ï (X, B) ¢¡«¨§¨ LCS(X,B) = LCS(X ′, BX′) ¨ X → Y/Z {
(íªáâà¥¬ «ì®¥) áâï£¨¢ ¨¥ ®âà¨æ â¥«ì®¥ ®â®á¨â¥«ì® K+B. �®£¤ 
®® ¡ã¤¥â á¤ãâ¨¥¬ á ¨áª«îç¨â¥«ìë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨¬
LCS(X,B), ¨ á¤ã¢ ¥â «¨èì b-¤¨¢¨§®àë D á b(D, X, B) > b(D,X ′, BX′).

�¤ã¢ ¥¬ë© b-¤¨¢¨§®à D ¨¬¥¥â centerX D ¢ ¨áª«îç¨â¥«ì®¬ ¬®¦¥áâ¢¥.

22



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®  è¨¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï¬ Blog
X′ = BX′ , â® ¥áâì X 99K

X ′ { à æ¨® «ì®¥ 1-á¤ãâ¨¥. � ç¨â ¯® [ISh, ¯à¥¤«®¦¥¨î 2.5, (ii)] (áà.
[Sh96, Proposition 2.4.1]) áâï£¨¢ ¨¥ X → Y/Z ¥ à áá«®¥®. � â®¬ã ¦¥
(K + B, C) ≥ (KX′ + BX′ , C ′) ≥ 0 ¤«ï «î¡®© ¥¯à¨¢®¤¨¬®© ªà¨¢®© C/Z,
¯¥à¥á¥ª îé¥© LCS(X, B), £¤¥ C ′ { ¡¨à æ¨® «ìë© ®¡à § ªà¨¢®© C  
X ′; ¯®á«¥¤¨© ®¯à¥¤¥«¥ ¯®  è¨¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
«®£¤¨áªà¥¯ âë ¯à®áâëå b-¤¨¢¨§®à®¢ á æ¥âà ¬¨ ¢¡«¨§¨ LCS(X,B), ¢
ç áâ®áâ¨, á æ¥âà ¬¨, ¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨ LCS(X, B), ®¤¨ ª®¢ë ¤«ï (X ′, BX′)
¨ (X, B), ¨ ¯® ¬®®â®®áâ¨ [ISh, «¥¬¬ë 2.4] b(Di, X, B) ≥ b(Di, X

′, BX′)
¤«ï ¢á¥å ¤àã£¨å b-¤¨¢¨§®à®¢ Di. �® íâ®¬ã ¨ ä®à¬ã«¥ ¯à®¥ªæ¨¨   ®¡é¥¬
à §à¥è¥¨¨ ¬®£®®¡à §¨© X ¨ X ′ ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¥à ¢¥áâ¢® (áà.
¤®ª § â¥«ìáâ¢® [ISh, ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.5, (i)]). � ç áâ®áâ¨, ¨áª«îç¨â¥«ì®¥
¬®¦¥áâ¢® á¤ãâ¨ï X/Y ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â LCS(X, B).

�¥¯¥àì ¤«ï ¯à®áâ®âë ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â «®£¯¥à¥áâà®©ª 
(X+/Y/Z,B+) á¤ãâ¨ï X/Y : ¢  è¨å ¯à¨«®¦¥¨ïå íâ® ¢á¥£¤  ¢ë¯®«¥®.
(� ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¬®¦® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯®á«¥¤¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬
[ISh, «¥¬¬ë 2.4].) �®£¤  ¯ à  (X ′/Z,BX′) â ª¦¥ ¡ã¤¥â wlc ¬®¤¥«ìî íâ®£®
¤¨¢¨§®à¨ «ì®£® á¤ãâ¨ï ¨«¨ ¯¥à¥áâà®©ª¨ { ®á®¢®© ä ªâ «®£���.
� ç¨â b(D, X,B) > b(D, X+, B+) ≥ b(D, X ′, BX′) ¨«¨, íª¢¨¢ «¥â®,
a(D,X, B) < a(D,X+, B+) ≤ a(D, X ′, BX′) ¯® ¬®®â®®áâ¨ [ISh, «¥¬¬ 3.4
¨ 2.4].

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2. �¥àï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, ¯à¥¤¯®« £ ¥¬,
çâ® ¬®¤¥«¨ (Xi/Z,Bi) ¯®¯ à® ¥ íª¢¨¢ «¥âë. �®£¤   ¤® ¯à®¢¥à¨âì
ª®¥ç®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨.

� á ¨â¥à¥áãîâ ¬®¤¥«¨ ¢¥ LCS(X, B). �® ãá«®¢¨î (2) ¢á¥ ¬®¤¥«¨
dlt ¢¡«¨§¨ LCS(X, B) ¨ ¬ë á®åà ï¥¬ íâ®: ¯à¥¤¯®« £ ï ¬¨¨¬ «ì®áâì
¤¨¢¨§®à  F ¢ (1),

(6) ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¨¦¥ ¢á¥ ¬®¤¥«¨ (Y/Z, D) á R-£à ¨æ¥© D ¨§®¬®àäë
¬®£®®¡à §¨î X ¢¡«¨§¨ LCS(Y,D) = LCS(X,B), D ∈ DF ¢¡«¨§¨
LCS(X, B) ¨ ¯®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® ε > 0 â ª®¥,
çâ® ¯ à  (Y,D) dlt ¢¡«¨§¨ LCS(X,B), ¥á«¨ ª â®¬ã ¦¥ KY + D {
R-� àâì¥ ¤¨¢¨§®à ¨ ‖D −B′‖ < ε.

� ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¢  è¥© ª®áâàãªæ¨¨ ¨¦¥ £à ¨æë B,Bi ¨ ¯®¤®¡ë¥
R-£à ¨æë D ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ë¥ ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ç áâ¨: LCS(Y, D) = bDc =
LCS(X,B) = S.
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� £ 1: �¥à¬¨ «ìë© ¯à¥¤¥«. �âà®¨¬ dlt ¬®¤¥«ì (X/Z,BX) â ªãî,
çâ®

(7) ¬®¤¥«¨ X, X ¨ ª ¦¤ ï ¬®¤¥«ì Xi ¨§®¬®àäë ¢¡«¨§¨ LCS(X, B) =
LCS(X, BX);

(8) ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ X 99K X ¨ ª ¦¤®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ X 99K Xi ï¢«ïîâáï
1-á¤ãâ¨ï¬¨;   X à §¤ãâë ¢á¥ ¤¨¢¨§®àë Dj ãá«®¢¨ï (3) á bj ≥ 0 ¨
á centerX Dj ∩ LCS(X, B) = ∅;

(9) ª ¦¤ë© R-¤¨¢¨§®à D   X, ï¢«ïîé¨©áï R-� àâì¥ ¢¡«¨§¨ LCS(X, B),
¡ã¤¥â R-� àâì¥ ¢áî¤ã   X; ¢ ç áâ®áâ¨, ª ¦¤ë© ¤¨¢¨§®à D   X
á Supp D ∩ LCS(X,B) = ∅ ¡ã¤¥â Q-� àâì¥;

(10) BX ≥ Blim ª ª b-¤¨¢¨§®àë, ® ¤¨¢¨§®àë   X (â® ¥áâì ¢ ¯à®áâëå
¤¨¢¨§®à å   X); ¢ ç áâ®áâ¨, ¢ Dj á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ªà â®áâï¬¨
bj ¨ á centerX Dj ∩ LCS(X, B) = ∅ (á¬. (8)); ¨

(11) ¯ à  (X, BX) dlt ¨ â¥à¬¨ «ì  ¯®«®áâìî ¢¥ LCS(X, B) ¢ á«¥¤ãîé¥¬
á¬ëá«¥: a(E, X, BX) > 1, ¨«¨ íª¢¨¢ «¥â® b(E, X, BX) < 0, ¢
ª ¦¤®¬ ¨áª«îç¨â¥«ì®¬ ¯à®áâ®¬ ¤¨¢¨§®à¥ E á centerX E∩LCS(X, B) =
∅.

�® «¥¬¬¥ 3 áâà®¨¬ çãâì ¡®«¥¥ á« ¡ãî ¢¥àá¨î á® á¢®©áâ¢ ¬¨ (7), (8) á
bj > 0 ¯® (5), ¯®â®¬ã çâ® b(Dj, X,B) ≥ bj > 0, ¨ (10). �¥¬¬ã ¯à¨¬¥ï¥¬ ª
¯ à¥ (X, B) á § ¬ªãâë¬ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬, ï¢«ïîé¨¬áï ®¡ê¥¤¨¥¨¥¬
æ¥âà®¢ centerX E ¨áª«îç¨â¥«ìëå ¤¨¢¨§®à®¢ E á a(E, X,B) < 1, ¨«¨
íª¢¨¢ «¥â® b(E, X, B) > 0, ¨ á centerX E ∩LCS(X, B) = ∅, ¢ ç áâ®áâ¨,
¢á¥å centerX Dj ¢ (8) á bj > 0.

�®áª®«ìªã ¬®£®®¡à §¨¥ X ¢®§¬®¦® ¥ Q-ä ªâ®à¨ «ì®, ¥áª®«ìª®
¬®¤¨ä¨æ¨àã¥¬ X, çâ®¡ë ®® áâ «® ¤®áâ â®ç®Q-ä ªâ®à¨ «ìë¬ ¨ â¥à¬¨ «ìë¬.
�«ï ¯®«®£® à §¤ãâ¨ï ª ®¨ç¥áª¨å æ¥âà®¢ ¢¥ ¨«¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨å
LCS(X,B) ¨á¯®«ì§ã¥¬ ã¢¥«¨ç¥ë© ¤¨¢¨§®à (£à ¨æ  ¢¥ LCS(X,B))
BX + εH, £¤¥ H { ®¡é¨© ®¡¨«ìë© ¤¨¢¨§®à � àâì¥, ¯à®å®¤ïé¨© ç¥à¥§
â ª¨¥ æ¥âàë. �à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «®¬ ¢¥é¥áâ¢¥®¬ ε > 0 ¥ ª ®¨ç¥áª¨¥
æ¥âàë ¯ àë (X, BX+εH) ¡ã¤ãâ «¨èì ª ®¨ç¥áª¨¬¨ æ¥âà ¬¨ centerX E
á a(E, X, BX) = 0 ¨ centerX E ∩ LCS(X,B) = ∅ (áà. [Sh92, 1.3.4]). �â®
¯à¨¢®¤¨â ª ¢ë¯®«¥¨î ãá«®¢¨© (8) á bj = 0 ¯® (5), (11) ¨ á®åà ï¥â (7),
(10). �â®¡ë ã¤®¢«¥â¢®à¨âì âà¥¡®¢ ¨î (9), ¤®áâ â®ç® íâ® ¢ë¯®«¨âì
¤«ï ®¤®£® ¤¨¢¨§®à  D, ¤®áâ â®ç® ®¡é¥£® ¢¡«¨§¨ LCS(X, B). �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
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¯® à æ¨® «ì®áâ¨ klt ®á®¡¥®áâ¥© R-¤¨¢¨§®àë �¥©«ï á â®ç®áâìî ¤®
∼R /X \ LCS(X, B) ª®¥ç® ¯®à®¦¤¥ë. �®áª®«ìªã R-� àâì¥ á¢®©áâ¢®
®¯à¥¤¥«ï¥â «¨¥©®¥ R-¯à®áâà áâ¢®  ¤ Q ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ R-¤¨¢¨§®à®¢,
¬®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì ¥£® ®¡à §ãîé¨¥ D ¤¨¢¨§®à ¬¨ � àâì¥ ¢¡«¨§¨ LCS(X, B)
¨ æ¥«ë¬¨. �®¡ ¢«ïï ®¡¨«ìë¥ ¤¨¢¨§®àë, ¬®¦¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì ¨å ¯à®áâë¬¨
¨ á¢®¡®¤ë¬¨ ¢¡«¨§¨ LCS(X, B) ¨ § ç¨â ¯® ãá«®¢¨î (11) ¥ ¯à®å®¤ïé¨¬¨
ç¥à¥§ ª ®¨ç¥áª¨¥ (â® ¥áâì ¥ â¥à¬¨ «ìë¥) æ¥âàë ¢¥ LCS(X,B)
(¤ ¦¥ ¢áî¤ã). � ¦¤ãî ®¡à §ãîéãî D ®¤ã §  ¤àã£®© ¬®¦® ¯à¥¢à â¨âì
¢ Q-� àâì¥. �® «¥¬¬¥ 4 ¨¬¥¥âáï ¬ « ï ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï  ¤ X,   ª®â®à®©
(D-¯¥à¥áâà®©ª¥) D ¡ã¤¥â Q-¤¨¢¨§®à®¬. �â® ¤ ¥â ãá«®¢¨¥ (9) ¨ § ¢¥àè ¥â
 áâ®ïé¨© è £. �¢®©áâ¢® dlt ¢ (11) ¢¡«¨§¨ LCS(X, BX) ¯® (6-7).

� £ 2: �à¥¤¥« £à ¨æ. �à¨ ª ¦¤®¬ § ç¥¨¨ i ¯ãáâì B+
i { R-£à ¨æ 

  X á ªà â®áâï¬¨ max{b(D, Xi, Bi), 0} ¢ ¯à®áâëå ¤¨¢¨§®à å D   X.
� ¬¥¨¬ á¢®©áâ¢® (10) ¡®«¥¥ â®çë¬:

(10)' BX = B
+

lim = S+
∑

b+
j Dj, b

+
j = max{bj, 0}, ª ª b-£à ¨æë, ¢ª«îç îé¨¥

¨áª«îç¨â¥«ìë¥   X ¤¨¢¨§®àë Dj á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ªà â®áâï¬¨
bj = b+

j ¨ á centerX Dj ∩ LCS(X, B) = ∅ (áà. (3), (8) ¨ (10) ¢ëè¥), ¨
0 = b+

j ¤«ï ¢á¥å ¤àã£¨å Dj á centerX Dj ∩LCS(X, B) = ∅ (¨ á bj < 0;
  â ª¨¥ Dj ¢®§¬®¦ë); ¨«¨ íª¢¨¢ «¥â®,

BX = lim
i→∞

B+
i .

�® ¬®®â®®áâ¨ [Sh92, 1.3.3] á¢®©áâ¢® (11) á®åà ¨âáï; â® ¦¥ á (6) ¨
¤àã£¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ¯ àë (X/Z, BX). �® (9) R-� àâì¥ á¢®©áâ¢® ¢ë¯®«¥®
¤«ï ¢á¥å ¯à¨á®¥¤¨¥ëå ¤¨¢¨§®à®¢ KX +B+

i ¨ KX +BX ; BX = B = Blim

¢¡«¨§¨ LCS(X,B).
� â®¬ã ¦¥ ¯® (6-7), (9) ¨ (11):

(11)' ª ¦¤ ï ¯ à  (X, B+
i ) dlt, â¥à¬¨ «ì  ¢ á¬ëá«¥ (11); LCS(X, B+

i ) =
LCS(X, BX) = LCS(X, B); ¨ B+

i = Bi ¢¡«¨§¨ LCS(X, B).

�â® ¢¥à® ¯® áâ ¡¨«ì®áâ¨ â¥à¬¨ «ìëå ¨ klt ®á®¡¥®áâ¨ (áà. [Sh92,
1.3.4]) ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥© ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¬®¤¥«¥© (Xi/Z,Bi) ¯à¨
¢á¥å i À 0. �®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ (11)' ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ì§®¢ âìáï ¤«ï
£à ¨æ B+

i á¢®©áâ¢ ¬¨ £à ¨æ Bi ¢¡«¨§¨ LCS(X, B),  ¯à¨¬¥à (2).
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� £ 3: Wlc â¥à¬¨ «ìë© ¯à¥¤¥«. �®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® (X/Z, BX)
{ wlc ¬®¤¥«ì â¥à¬¨ «ì ï ¢ á¬ëá«¥ (11). � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¯® (11)
áãé¥áâ¢ã¥â íªáâà¥¬ «ì®¥ áâï£¨¢ ¨¥ X → Y/Z ®âà¨æ â¥«ì®¥ ®â®á¨â¥«ì®
KX +BX [Am, Theorem 2]. �â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® áâï£¨¢ ¨¥ ¡¨à æ¨® «ì®,
¥ á¤ã¢ ¥â ª®¬¯®¥â D ¤¨¢¨§®à  BX á ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ ªà â®áâï¬¨
¨ ¥ § âà £¨¢ ¥â LCS(X, B), â® ¥áâì ¡ã¤¥â ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨
¯®¤¬®£®®¡à §¨ï LCS(X, B). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, â ª®¥ áâï£¨¢ ¨¥ áâ ¡¨«ì®
¯à¨ ¬ «®¬ ¢®§¬ãé¥¨¨ ¤¨¢¨§®à  BX : ¯à¨ «î¡®© R-£à ¨æ¥ B′ ∈ DF+

P
Dj

¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª®© ª BX ¨ á R-� àâì¥ ¤¨¢¨§®à®¬ KX + B′ áâï£¨¢ ¨¥
®âà¨æ â¥«ì® ®â®á¨â¥«ì® KX+B′. �® (10-11)' áâï£¨¢ ¨¥ ®âà¨æ â¥«ì®
®â®á¨â¥«ì® KX + B+

i ¯à¨ ¢á¥å i À 0. �® ª®áâàãªæ¨¨ ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨î
¯ à  (Xi/Z, Bi) ï¢«ï¥âáï wlc ¬®¤¥«ìî ¤«ï (X/Z, B+

i ). �â¬¥â¨¬, çâ® Bi =
(B+

i )log
Xi

, ¯®â®¬ã çâ® X 99K Xi { à æ¨® «ì®¥ 1-á¤ãâ¨¥ (1) ¨ (8). �«¥¤®¢ â¥«ì®
áâï£¨¢ ¨¥ ¥ à áá«®¥® ¯® �á®¢®© «¥¬¬¥, ¨«¨ íª¢¨¢ «¥â®, ¡¨à æ¨® «ì®.
� ®¥ á¤ãâ¨¥ ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â LCS(X, B) ¯® (6-7) ¨ â®© ¦¥ «¥¬¬¥. � ª®¥æ,
®® ¥ á¤ã¢ ¥â ¯à®áâëå ¤¨¢¨§®à®¢ D á ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ ªà â®áâï¬¨ ¢
BX , â ª ª ª ¯® (10)' ®¨ ¯®«®¦¨â¥«ìë ¢ B+

i á i À 0 ¨ D = Dj á bj > 0.
�®¢  íâ® ¥ ¢®§¬®¦® ¯® �á®¢®© «¥¬¬¥: b(Dj, X, B+

i ) = b(Dj, Xi, Bi).
�®«¥¥ â®£®, á¤ãâ¨¥ ¥ á¤ã¢ ¥â ¤¨¢¨§®à®¢ Dj á bj = 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¯®á«¥ â ª®£® á¤ãâ¨ï a + 1 = a(Dj, Y, BY ) > a(Dj, X,BX) = 1, a > 0, ¨
¯®áª®«ìªã £à ¨æë B+

Y i ¯à¨ ¢á¥å i À 0 ¡ã¤ãâ ¡ã¤ãâ ¬ «ë¬¨ ¢®§¬ãé¥¨ï¬¨
BY , â® a(Dj, Y, B+

Y i) ≥ 1+a/2 ¯à¨ ¢á¥å i À 0, £¤¥ BY , B+
Y i { ®¡à §ë £à ¨æ

BX , B+
i á®®â¢¥âáâ¢¥®   Y . � ¦¤ ï ¯ à  (Xi/Z, Bi) â ª¦¥ ¡ã¤¥â wlc

¬®¤¥«ìî ¯ àë (Y/Z, B+
Y i) ¨ a(Dj, Xi, Bi) ≥ a(Dj, Y, B+

Y i) ≥ 1 + a/2 ¯®
[ISh, «¥¬¬¥ 2.4], ¨«¨ íª¢¨¢ «¥â®, b(Dj, Xi, Bi) ≤ −a/2 ¨

0 = bj = lim
i→∞

b(Dj, Xi, Bi) ≤ −a/2 < 0,

¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
�«¥¤®¢ â¥«ì® á¤ãâ¨¥ X/Y , ¥á«¨ ®® ¤¨¢¨§®à¨ «ì®, «¨¡® ¯¥à¥áâà®©ª 

¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥, á®åà ï¥â á¢®©áâ¢  (7-11) ¨ (10-11)' á ®¡à § ¬¨
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £à ¨æ. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯® (9) ¤¨¢¨§®à¨ «ì®¥ íªáâà¥¬ «ì®¥
á¤ãâ¨¥ á¤ã¢ ¥âQ-� àâì¥ ¤¨¢¨§®à ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨© LCS(X,B) ¨, ¢ ç áâ®áâ¨,
á®åà ï¥â (9). �®£¯¥à¥áâà®©ª  áãé¥áâ¢ã¥â ¯® [HMc, Theorem 1.1] ¨«¨ ¯®
¨¤ãªæ¨¨ á«¥¤áâ¢¨ï 3. �  á®åà ï¥â á¢®©áâ¢® (9) ¯® íªáâà¥¬ «ì®áâ¨
(áà. [Sh83, 2.13.5]). �®¥ç®, ¤«ï ¢ë¯®«¥¨ï á¢®©áâ¢  (11)' ¡¥à¥¬ ¢á¥
¬®¤¥«¨ á i À 0.

� ª ª ª ¯® ª®áâàãªæ¨¨ ª ¦¤ ï «®£¯¥à¥áâ®©ª  íªáâà¥¬ «ì  ¨ ¯®
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(11) â¥à¬¨ «ì , â® ¯¥à¥áâà®©ª¨ ®¡àë¢ îâáï ¨ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ wlc ¬®¤¥«ì
(X/Z,BX) á âà¥¡ã¥¬ë¬ â¥à¬¨ «ìë¬ á¢®©áâ¢®¬.
�à¥¤®áâ¥à¥¦¥¨¥ 2. �®§¬®¦ë ¥ Q-ä ªâ®à¨ «ìë¥ «®£¯¥à¥áà®©ª¨, â®
¥áâì ¬®£®®¡à §¨¥ X ¢®§¬®¦® ¥ Q-ä ªâ®à¨ «ì®. �¤ ª® á®£« á®
®¡ëç®© à¥¤ãªæ¨¨ [Sh00, Theorem 1.2] â ª ï «®£¯¥à¥áâà®©ª  áãé¥áâ¢ã¥â
(áà. â ª¦¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤áâ¢¨ï 3 ¢ëè¥).

�¡àë¢ â®¦¥ ¢®§¬®¦® ¥Q-ä ªâ®à¨ «¥. � á¢®¤¨âáï ª ®¡ëç®¬ãQ-
ä ªâ®à¨ «ì®¬ã â¥à¬¨ «ì®¬ã ®¡àë¢ã ª ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ á¯¥æ¨ «ì®£®
®¡àë¢  [ISh, �¥®à¥¬  4.8]   áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì®¬ à §¤ãâ¨¨ ¯ àë
(X, BX); â ª áâà®¨âáï ¨ Q-ä ªâ®à¨ «¨§ æ¨ï dlt ¯ àë. �«ï ¯®áâà®¥¨ï
â ª®© ¬®¤¥«¨ «î¡®© lc ¯ àë ¢ à §¬¥à®áâ¨ d, ¤®áâ â®ç® áãé¥áâ¢®¢ ¨ï
Q-ä ªâ®à¨ «ìëå «®£¯¥à¥áâà®¥ª ¨ á¯¥æ¨ «ì®£® ®¡àë¢  ¢ íâ®© à §¬¥à®áâ¨.
�ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â¥à¬¨ «ìëå ¥Q-ä ªâ®à¨ «ìëå «®£¯¥à¥áâà®¥ª á«¥¤ã¥â
¨§ â®© ¦¥ ª®áâàãªæ¨¨ ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 10 (áà. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë 4).

� £ 4: �à®¬¥¦ãâª¨ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. �â¨ ¯à®¬¥¦ãâª¨ «¥¦ â ¢
 ä¨®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ B R-¤¨¢¨§®à®¢   X, ¯®à®¦¤¥ëå ¤¨¢¨§®à ¬¨
BX ¨ B+

i . �® (1), (10{11)' ¨ (6{8) íâ® { ª®¥ç®¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢®
¢ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ R-¤¨¢¨§®à®¢ á ®á¨â¥«¥¬ ¢ ¤¨¢¨§®à å Dj ¨
¡¨à æ¨® «ì®¬ ®¡à §¥ ¤¨¢¨§®à  F . � íâ®¬  ä¨®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ BX =
limi→∞ B+

i . �®£« á® �¥®£à ä¨¨ «®£¬®¤¥«¥© [Sh96, Section 6] [ISh, 2.9]
¢¡«¨§¨ BX , â® ¥áâì ¤«ï £à ¨æ ¢ B ¡«¨§ª¨å ª BX , ®¦¨¤ ¥âáï ª®¥ç®áâì
ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ wlc ¬®¤¥«¥© á® á¢®©áâ¢®¬ (6). �ë ¤®ª ¦¥¬ íâ®
ç áâ¨ç®: áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® ε > 0 â ª®¥, çâ® ¢ ª ¦¤®¬
 ¯à ¢«¥¨¨ B+

i wlc ¬®¤¥«¨ íª¢¨¢ «¥âë ¢ ¯à®¬¥¦ãâª¥ ¤«¨ë ε. �®¥ç®,
¯à¥¤¯®« £ ¥¬ ª ¦¤ãî £à ¨æã B+

i 6= BX : ¨ ç¥ ¬®¤¥«ì (Xi/Z, Bi) íª¢¨¢ «¥â 
(X/Z,BX) (áà. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨¦¥). � ç¨â ª ¦¤®¥  ¯à ¢«¥¨¥ ®¯à¥¤¥«¥®.
�®ç¥¥, ¨¬¥¥âáï R-£à ¨æ  B′

i ∈ B â ª ï, çâ®

(12) ‖B′
i −BX‖ = ε;

(13) B+
i ∈ (BX , B′

i); ¨

(14) ¢á¥ wlc ¬®¤¥«¨ ¯à®¬¥¦ãâª  (BX , B′
i) íª¢¨¢ «¥âë: «î¡®© ¤¨¢¨§®à

D ∈ (BX , B′
i) ¡ã¤¥â R-£à ¨æ¥© ¨ D ∈ B, bDc = S, ¯ à  (Xi/Z, DXi

)
{ dlt wlc ¬®¤¥«ì íª¢¨¢ «¥â ï ¬®¤¥«¨ (Xi/Z,Bi), ¨ ¨¬¥îé ï ¥®âà¨æ â¥«ìë¥
ª®¤¨áªà¥¯ âë b(Dj, Xi, DXi

) ≥ 0 «¨èì ¢ ®¯à¥¤¥«¥ëå ¢ëè¥ ®¡à §ãîé¨å
Dj «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  R-¤¨¢¨§®à®¢ (á¬.  ç «®  áâ®ïé¥£®
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è £ ), £¤¥ DXi
®¡à § ¤¨¢¨§®à  D   Xi; D ª ª ¨ B+

i â ª¦¥ ®¡« ¤ ¥â
á¢®©áâ¢®¬ (6); DXi

ª ª ¨ Bi ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ (2-3) ¨ (6).

�à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® R-£à ¨æë D ∈ B ®¡à §ãîâ ª®ãá á ¢¥àè¨®© BX ¢
¤ ®© ε-®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ BX (áà. [Sh92, 1.3.2]). �â®¡ë ãáâ ®¢¨âì (14)
¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ç¨á«®¬ ε á«¥¤áâ¢¨© 9, 11, ¯à¥¤¯®« £ ï ¤®¯®«¨â¥«ì®

(11)" ¤«ï ª ¦¤®© R-£à ¨æë D ∈ B á ‖D − BX‖ ≤ ε, á R-� àâì¥
¤¨¢¨§®à®¬ KX + D ¨ á bDc = S ¯ à  (X, D) ¡ã¤¥â dlt, ®¡« ¤ îé¥©
á¢®©áâ¢®¬ (6) ¨ â¥à¬¨ «ì®áâìî ª ª ¢ (11).

�â® á«¥¤ã¥â ¨§ áâ ¡¨«ì®áâ¨ â¥à¬¨ «ì®£® ¨ klt á¢®©áâ¢ ¯à¨ ¬ «ëå
¢®§¬ãé¥¨ïå R-£à ¨æ [Sh92, 1.3.4].

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, à áá¬®âà¨¬ ¤¨¢¨§®à D = B′
i á® á¢®©áâ¢ ¬¨ (12-13),  

¯®â®¬ã ¨ á (11)". �®£¤  íâ® { R-£à ¨æ  ¨ ¯® (10)' á¢®©áâ¢® (13) ¢ë¯®«¥®
¯à¨ ¢á¥å i À 0. �à¨¬¥¨¬ â¥¯¥àì ª ¯ à¥ (X/Z, B+

i ) «®£���. �®¢  ¯®
(6) ª ª ¨ ¢ è £¥ 3 ¢ëè¥, ¥á«¨ ¤¨¢¨§®à KX +B+

i ¥ ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢¥,
â® ¨¬¥¥âáï íªáâà¥¬ «ì®¥ áâï£¨¢ ¨¥ ®âà¨æ â¥«ì®¥ ®â®á¨â¥«ì® KX +
B+

i [Am, Theorem 2]. �£® ¯¥à¥áâà®©ª  áãé¥áâ¢ã¥â ¯® [HMc, Theorem 1.1]
¨«¨ ¨¤ãªæ¨¨ á«¥¤áâ¢¨ï 3. �¡àë¢ ¢ë¯®«¥ ª ª ¨ ¢ è £¥ 3. (�¬. â ª¦¥
¯à¥¤®áâ¥à¥¦¥¨¥ 2 ¢ëè¥.) � ª ¨ ¢ íâ®¬ è £¥ ¢á¥ íªáâà¥¬ «ìë¥ áâï£¨¢ ¨ï
¡¨à æ¨® «ìë, ¥ ¯¥à¥á¥ª îâ LCS(X,B), â¥à¬¨ «ìë, ¥ á¤ã¢ îâ ¨ª ª¨å
¯à®áâëå ª®¬¯®¥â Dj, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨å LCS(X,B) á ª®¤¨áªà¥¯ â®©
b(Dj, Xi, Bi) ≥ 0, à ¢®© ªà â®áâ¨ ¤¨¢¨§®à  B+

i ¢ Dj; ¤àã£¨¥ ¤¨¢¨§®àë
(¤ ¦¥ Dj) á ªà â®áâìî 0 ¢ B+

i ¬®£ãâ á¤ã¢ âìáï. �® â¥à¬¨ «ì®¬ã
®¡àë¢ã ¯®«ãç ¥¬ dlt wlc ¬®¤¥«ì (X i/Z, B+

i ), ¯à¨ íâ®¬ (Xi/Z,Bi) { ¥ñ
wlc ¬®¤¥«ì. �¨ íª¢¨¢ «¥âë; ¢ ç áâ®áâ¨, ¯ à  (X i/Z, B+

i ) ªà¥¯ â 
(Xi/Z, Bi) ¨ B+

i = Bi   ¢á¥å ¤¨¢¨§®à å ¬®¤¥«¨ X i, ¢ ç áâ®áâ¨,  
¤¨¢¨§®à å Dj à §¤ã¢ ¥¬ëå   X i. �® á«¥¤áâ¢¨î 11 ¨ ¥£® ¤®¯®«¥¨î 6 â®
¦¥ á ¬®¥ ¢¥à® ¤«ï «î¡®£® ¤¨¢¨§®à  D ¯à®¬¥¦ãâª  (BX , B′

i) á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©
¬®¤¥«ìî (Xi/Z,DXi

). �¢®©áâ¢® dlt ¢ë¯®«¥® ¢¡«¨§¨ BX ¯® (11)", ª®£¤  ¢
ª ç¥áâ¢¥ F ¡¥à¥âáï ¬¨¨¬ «ìë© ¯à¨¢¥¤¥ë© ¤¨¢¨§®à   X ¥áãé¨© B.
�ª § ë¥ ¬®¤¥«¨ íª¢¨¢ «¥âë ¤àã£ ¤àã£ã ¯® ¤®¯®«¥¨î 6. � ¬¥â¨¬
â ª¦¥, çâ® ¯® á«¥¤áâ¢¨î 9 ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨¥ «®£¯¥à¥áâà®©ª¨ ï¢«ïîâáï
«®£ä«®¯ ¬¨ ®â®á¨â¥«ì® KX +BX . � ç¨â ¯® ¤®¯®«¥¨ï¬ 4-5 ç¨á«® ε
á®åà ï¥âáï ¢ «î¡®¬  ¯à ¢«¥¨¨. �® á¢®©áâ¢ ¬ (1) ¨ (7{8) ¢á¥ ®á¨â¥«¨
Supp B+

i ¬®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì ®¤¨ ª®¢ë¬¨. �â ª, ¢® ¢á¥å ¤®¯®«¥¨ïå
ç¨á«  ε ¨ δ á®åà ïâáï ¯à¨ «®£ä«®¯ å ®â®á¨â¥«ì® KX+BX : ª®¬¯®¥âë
Supp B+

i ¥ á¤ã¢ îâáï (á¬. è £ 3 ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤áâ¢¨ï 9).
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�«ï ¢ë¯®«¥¨ï ¯®á«¥¤¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¢ (14)  ¤® ¥ª®â®àë¥ b-
¤¨¢¨§®àë Dj ¤®¡ ¢¨âì ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¡à §ãîé¨å «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ 
R-¤¨¢¨§®à®¢,   ¨¬¥®, ¢á¥ Dj á bj ≥ 0 ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, â ª¨¥ ¤¨¢¨§®àë
Dj ¯¥à¥á¥ª îé¨¥ LCS(X, B).

� £ 5: 1-¬¥àë© á«ãç ©. �á«¨ ¢¥é¥áâ¢¥®¥  ä¨®¥ ¯à®áâà áâ¢® B
à §¬¥à®áâ¨ 1, â® ¨¬¥¥âáï ¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå ¯à®¬¥¦ãâª®¢ (BX ,±B′

i) ¨ ¥
¡®«¥¥ ¤¢ãå â¨¯®¢ ¬®¤¥«¥©. � ¢ëáè¨å à §¬¥à®áâïå ¨á¯®«ì§ã¥¬

� £ 6: �¤ãªæ¨ï ¨«¨ ¯à¥¤¥« ¯à®¬¥¦ãâª®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. �à®¬¥¦ãâª¨
[BX , B′

i] ¤ îâ áå®¤ïéãîáï ¯®¤ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì liml→∞ B′
il

= B′ ∈ B.
� ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ç¨á«® ¯à®¬¥¦ãâª®¢ ¨ ¬®¤¥«¥© ª®¥ç® ª ª ¢ è £¥ 5.
�à¥¤¥« B′ â®¦¥ ¡ã¤¥â R-£à ¨æ¥©   X ¨ ¯® ª®áâàãªæ¨¨ ®¡« ¤ ¥â
á¢®©áâ¢®¬ (11)". �¥¯¥àì à áá¥çñ¬ ¯à¥¤¥«  ä¨®© à æ¨® «ì®© £¨¯¥à¯«®áª®áâìî:
¨¬¥¥âáï  ä¨ ï à æ¨® «ì ï £¨¯¥à¯«®áª®áâì B′ ⊂ B â ª ï, çâ® ® 
¯¥à¥á¥ª ¥â (BX , B′) ¢ â®çª¥ Bs ¨ ¯à®¬¥¦ãâª¨ (BX , B′

il
) ¢ B+

sl . �®¢ë¥
£à ¨æë Bs, B

+
sl   X, ®¡à §ë Bsl ¯®á«¥¤¨å   Xil ¢¬¥áâ® BX , B+

il
¨ Bil

á®®â¢¥âáâ¢¥® ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ (1{11) ¨ (10{11)' ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥©
¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨. � ç¨â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯à®áâà áâ¢ã B ¯à®áâà áâ¢®
¤¨¢¨§®à®¢ «¥¦¨â ¢ B′. (� ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ¯ à  (X/Z,B) ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥
á¢®©áâ¢  ¥ ã¦ë; ¤®áâ â®ç  ¯ à  (X, BX := Bs).) �¢®©áâ¢  (1{2), (6{
7), (9), (11), ¨ ¤ ¦¥ (11)' ¯®«ãç ¥¬ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯® ª®áâàãªæ¨¨.
� (3) ¬®¦® á®åà ¨âì â¥ ¦¥ ¤¨¢¨§®àë Dj ¯® (14). �á«¨ ¬®¦¥áâ¢®
ª®¤¨áªà¥¯ â b(Dj, Xil , Bsl) ¥ ®£à ¨ç¥® á¨§ã ¢ ¥ª®â®à®¬ ¤¨¢¨§®à¥
Dj, â® ¡¥à¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨ ®â¡à áë¢ ¥¬
Dj. �«¥¤®¢ â¥«ì® ¬®¦¥¬  ©â¨ ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî
(4). �®£¤  (5), ¤ ¦¥ (10), (10)' ¨ (8) ¢ë¯®«¥ë ¯® ª®áâàãªæ¨¨. �«ï
(10)' § ¬¥â¨¬, çâ® B+

sl = Bsl ¯à¨ ¢á¥å ¤¨¢¨§®à å Dj á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨
ªà â®áâï¬¨ ¢ Bsl ¯® è £ã 4 ¨ (14); ¯à®¤®«¦ ¥¬ ¤¨¢¨§®à Bsl ªà â®áâìî
0 ¢ ¤àã£¨å ª®¬¯®¥â å ¨áª«îç¨â¥«ìëå   Xil (áà. è £ 2).

�¤ ª® ¯ à  (X/Z, Bs) ¥ ®¡ï§ â¥«ì® wlc ¬®¤¥«ì. �®£¤  á®¢  ¯à¨¬¥ï¥¬
è £ 3 ¨ â.¯. �â® § ¢¥àè ¥â ¨¤ãªæ¨î ¯® à §¬¥à®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢  B.

�®ª § â¥«ìáâ¢®-ª®áâàãªæ¨ï â¥®à¥¬ë 1. �®áâà®¨¬ áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ìë¥
à¥§ã«ìâ¨àãîé¨¥ ¬®¤¥«¨ (X/Z, Bλ), Bλ = Blog+λH, ¤«ï ¥ª®â®à®£® íää¥ªâ¨¢®£®
R-¤¨¢¨§®à  H ¨ ¢á¥å ç¨á¥« λ ∈ [0, 1] ¨  ©¤¥¬ ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® λ0 ∈
[0, 1) â ª®¥, çâ® ¬®¤¥«¨ (X/Z,Bλ) ¬¨¨¬ «ìë ¯à¨ λ ≥ λ0 ¨ «®£à áá«®¥¨ï
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�®à¨ ¯à¨ λ < λ0. � ç¨â ¬ë ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬ãî ¬¨¨¬ «ìãî ¬®¤¥«ì
¯à¨ λ0 = 0 ¨ «®£à áá«®¥¨¥ �®à¨ ¢ ®áâ «ìëå á«ãç ïå.

� £ 1: �á¯®«ì§ãï à §à¥è¥¨¥ �¨à® ª¨, ¯ àã (X/Z, Blog) ¯à¥¤¯®« £ ¥¬
áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì®©.

� £ 2: �®£¤  ¯® á¯¥æ¨ «ì®¬ã ®¡àë¢ã [Sh00, Theorem 2.3] [Sh04, �«¥¤áâ¢¨ï 4]
¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® «î¡ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì «®£¯¥à¥áâà®¥ª ¯ àë (X/Z, Blog)
(H- ã¯®àï¤®ç¥ ï ¨«¨ ¥â) á®áâ®¨â «¨èì ¨§ ¥ á¯¥æ¨ «ìëå ¯¥à¥áâà®¥ª,
â® ¥áâì ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨å LCS(X, Blog). (�à¨ λ0 = 0 íâ® ®§ ç ¥â, çâ®
¤¨¢¨§®à K + Blog ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢¥   LCS(X, Blog)/Z; á¬. è £ 4
¨¦¥.)

� £ 3: �®¦® ¤®¡ ¢¨âì ¤®áâ â®ç® ®¡¨«ìãî R-£à ¨æã H =
∑

hiHi, hi 6=
0, á ¯à®áâë¬¨ ¤¨¢¨§®à ¬¨ Hi â ªãî, çâ®
(1) bHc = 0 ¨ Supp H ∩ Supp Blog = ∅ ¢ ª®à §¬¥à®áâ¨ 1;

(2) (X/Z,B1 = Blog + H) { áâà®£® «®£¬¨ «ì ï ¬®¤¥«ì;

(3) ¯à®áâë¥ ª®¬¯®¥âë Hi ®á¨â¥«ï Supp H ¯®à®¦¤ îâ ª« ááë ç¨á«¥®©
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¢á¥å ¤¨¢¨§®à®¢/Z; ¨

(4) ªà â®áâ¨ hi ¤¨¢¨§®à  H ¥§ ¢¨á¨¬ë  ¤ Q(B):
∑

aihi = a ¨ ¢á¥ ai, a ∈ Q(B) =⇒ ¢á¥ ai = 0, a = 0,

£¤¥ Q(B) = Q(Blog) ⊂ R { ¯®«¥, ¯®à®¦¤¥®¥/Q ªà â®áâï¬¨
£à ¨æë B, á®®â¢¥áâ¢¥® Blog.

� ª ª ª ¯®«¥ Q(B) áç¥â® (¬ «®), «¥£ª®  ©â¨ âà¥¡ã¥¬ë¥ ªà â®áâ¨ hi

ª ª ¬ «ë¥ ¢®§¬ãé¥¨¥ ªà â®áâ¥© ¤¨¢¨§®à  H á ®¡¨«ìë¬ ¯à¨á®¥¤¨¥¨¥¬
K + Blog + H.

� £ 4: �á«¨ ¤¨¢¨§®à K + B0 ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢¥, â® λ0 = 0 ¨
¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®ª®ç¥®: (X/Z,B0 = Blog) { áâà®£® «®£¬¨ «ì ï ¬®¤¥«ì.

� ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥âáï ç¨á«®

0 < λ1 = min{λ | K + Bλ ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢¥/Z}.
� à  (X/Z, Bλ1) â®¦¥ ¡ã¤¥â áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì®© ¬®¤¥«ìî.
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� £ 5: H-ã¯®àï¤®ç¥ë¥ «®£¯¥à¥áâà®©ª¨. � ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2
ª®áâàãªæ¨ï ®¡àë¢ ¥âáï   ãà®¢¥ λ1 «®£à áá«®¥¨¥¬ �®à¨ ¨«¨ ¬®¦®
 ©â¨ «®£¯¥à¥áâà®©ªã (¢®§¬®¦® ¤¨¢¨§®à¨ «ì®¥ á¤ãâ¨¥) X1 99K X2/Z
®â®á¨â¥«ì® K+B0 ãà®¢ï λ1. �à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï «®£à áá«®¥¨ï
�®à¨ ¨«¨ ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥¬®£® á¤ãâ¨ï ¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤áâ¢¨¥¬ 9. �¥à¥áâà®©ª 
áãé¥áâ¢ã¥â ¯® [HMc, Theorem 1.1] ¨«¨ ¨¤ãªæ¨¨ á«¥¤áâ¢¨ï 3. �® è £ã 2
«®£ä«®¯ X1 99K X2/Z ®â®á¨â¥«ì® K + Bλ1 ¥ § ¤¥¢ ¥â LCS(X, Bλ1) =
LCS(X,B0) (á¬. á¢®©áâ¢® (1) è £  3). � ç¨â áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì®áâì
¬®¤¥«¨ (X/Z,Bλ1) á®åà ï¥âáï, â® ¥áâì ¬®¤¥«ì (X+/Z, Bλ1) â®¦¥ áâà®£®
«®£¬¨¨¬ «ì . �® á«¥¤áâ¢¨ï¬ 9, 11 ¨ ¤®¯®«¥¨ï¬ 4-5 ª ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥
¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 ¯®«ãç ¥¬ H-ã¯®àï¤®ç¥ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì íªáâà¥¬ «ìëå
«®£¯¥à¥áâà®¥ª Xi 99K Xi+1/Z, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨å LCS(Xi, Bλi

) = LCS(X, B0).

� £ 6: �¡àë¢ «®£ä«®¯®¢. �®£¯¥à¥áâà®©ª¨ ª ¦¤®£® ãà®¢ï λ > 0 ï¢«ïîâáï
«®£ä«®¯ ¬¨ ®â®á¨â¥«ì® K + Bλ. �â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¨¬¥¥âáï ¥ ¡®«¥¥
®¤®£® â ª®£® ä«®¯ , ¨«¨ íª¢¨¢ «¥â®, íªáâà¥¬ «ì®£® áâï£¨¢ ¥¬®£®
«ãç  R á (K + Bλ, R) = 0.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì C { ªà¨¢ ï/Z ¢ R. �®íâ®¬ã (K+Blog+λH, C) =
0. �ãáâì C ′ { ¤àã£ ï ªà¨¢ ï/Z á (K + Blog + λH, C ′) = 0. �à®¢¥à¨¬,
çâ® ªà¨¢ ï C ′ â ª¦¥ «¥¦¨â ¢ R. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¯®«ï Q(B) ¨¬¥¥¬ ¤¢ 
á®®â®è¥¨ï:

λ(H, C) = a ¨ λ(H, C ′) = a′,

á ¢¥é¥áâ¢¥ë¬¨ ç¨á« ¬¨ a, a′ ∈ Q(B). �®«¥¥ â®£®, a ¨ a′ 6= 0 ¯® by (3-
4). � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ a = 0, ¢á¥ (Hi, C) = 0 ¨ C ≡ 0/Z; â® ¦¥ á ¬®¥
¢ë¯®«¥® ¤«ï a′ ¨ C ′. �«¥¤®¢ â¥«ì®

(H,C) =
a

λ
, (H, C ′) =

a′

λ

¨
(H, a′C − aC ′) =

a′a
λ
− aa′

λ
= 0.

�®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¢á¥ (Hi, a
′C − aC ′) = 0, â® ¯® (3) C ′ ≡ a′C/a/Z ¨ C ′ ¢ R;

a′/a > 0 ¯® ¯à®¥ªâ¨¢®áâ¨ X/Z. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ 1-æ¨ª« a′C − aC ′

¤ ¥â ¥ âà¨¢¨ «ì®¥ á®®â®è¥¨¥/Q(B), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â (4).

� £ 7: �â ¡¨«¨§ æ¨ï ¬®¤¥«¥©. �à®¢¨ áâ ¡¨«¨§¨àãîâáï ¯® á«¥¤áâ¢¨î 12
á (Xi/Z, Bi) = (X/Z, Bλi

), â® ¥áâì ¨¬¥¥âáï «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«® ãà®¢¥©:
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λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn > 0. �®¥ç®, ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¡¨à æ¨® «ì® ¬¥ïîéãîáï
¬®¤¥«ì X. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ X § ¢¨á¨â ®â λ. �®á«¥
ª®¥ç®£® ç¨á«  «®£¯¥à¥áâà®¥ª ¬®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì ãá«®¢¨¥ (2) á«¥¤áâ¢¨ï 12.
�â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ (2) ¢ë¯®«¥® ¯® è £ã 2. �àã£¨¥ ãá«®¢¨ï (1) ¨ (3-
4) á«¥¤áâ¢¨ï 12 ¯®«ãç ¥¬ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯® ª®áâàãªæ¨¨ ¯à¨ B = Bλ1

¨ B′ = B0 ¢ (3), ¨ ¤«ï ¬®£®®¡à §¨ï Xi = X1 = X ¢ (4) ¬¨¨¬ «ì®©
¬®¤¥«¨ (X/Z, Bλ1). � ¬¥â¨¬, çâ® ¬®¤¥«¨ à §®£® ãà®¢ï ¥ íª¢¨¢ «¥âë
¯® «¥¬¬¥ 2. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯® ª®áâàãªæ¨¨ ç¨á«  λi+1 > 0 ¨ è £ã 5 (á¬.
â ª¦¥ á«¥¤áâ¢¨¥ 11 ¨ ¥£® ¤®¯®«¥¨¥ 6) ¬®¤¥«ì (X/Z,Bλi+1

) ®¡« ¤ ¥â
íªáâà¥¬ «ìë¬ «ãç®¬ R á (K +Bλi+1

, R) = 0, ¢ ª®â®à®¬ ®  ç¨á«¥® ¥
íª¢¨¢ «¥â  (X/Z,Bλi

): (K + Bλi
, R) > 0, ¨ ¯®íâ®¬ã ¤  ï ¬®¤¥«ì ¥

íª¢¨¢ «¥â  ¬®¤¥«ï¬ (X/Z, Bλj
) á j ≤ i.

� ª®¥æ, ¯®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â ¨§ ¤¢ãå ä ªâ®¢:
ç¨á«¥ ï à §¬¥à®áâì «®£�®¤ ¨àë ª ¦¤®© ¬¨¨¬ «ì®© ¬®¤¥«¨ (X/Z, B)
¡ã¤¥â ≥ 0, çâ® íª¢¨¢ «¥â® ¯á¥¢¤®íää¥ªâ¨¢®áâ¨ ¤¨¢¨§®à  K + B (áà.
á«¥¤áâ¢¨¥ 1).

�®ª § â¥«ìáâ¢® �®¢®© à¥¤ãªæ¨¨. �á®¢ ï ¨¤¥ï à¥¤ãªæ¨¨  ©â¨ ã¯®àï¤®ç¥ãî
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¤®¯à¥¤¥«ìëå ¯¥à¥áâà®¥ª, ª®â®à ï   ª ¦¤®¬ ãà®¢¥
¨¬¥¥â ¥ ¡®«¥¥ ®¤®© ¥ á¯¥æ¨ «ì®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ íâ®£® ãà®¢ï   ª ¦¤®©
¯à¨¢¥¤¥®© ª®¬¯®¥â¥ £à ¨æë. �«¥¤®¢ â¥«ì® ®¡àë¢ â ª¨å ¯¥à¥áâà®¥ª
à ¢®á¨«¥ á¯¥æ¨ «ì®¬ã ®¡àë¢ã ¨ áâ ¡¨«¨§ æ¨¨ ¬®¤¥«¥©. �¥£® ¤®¡¨¢ ¥¬áï
¢®§¬ãé¥¨¥¬ ¨ ¢ëç¨â ¨¥¬ ¤¨¢¨§®à  H.

�®á¯®«ì§ã¥¬áï ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬-ª®áâàãªæ¨¥© ¨ ®¡®§ ç¥¨ï¬¨ ¯ à £à ä 
[ISh, §4]. �®áâàãªæ¨ï áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì®© ¬®¤¥«¨ (V /Y, Blog

V
+ HV )

¨á¯®«ì§ã¥â «¨èì ¤®¯à¥¤¥«ìë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¨ á¯¥æ¨ «ìë© ®¡àë¢  
«®£ª ®¨ç¥áª¨å æ¥âà å ª®à §¬¥à®áâ¨≥ 2, ¤«ï ç¥£® ¤®áâ â®ç® «®£®¡àë¢ 
¢ à §¬¥à®áâ¨ d− 1.

�á¯®«ì§ã¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¤¨¢¨§®à  H, íää¥ªâ¨¢®£® ¯à¨¢¥¤¥®£®
(«¨èì á ªà â®áâï¬¨ 1) ¤¨¢¨§®à  � àâì¥   ¡ §¥ Y :

(1) ¤«ï «î¡®£® á¤ãâ¨ï τ : Y ′ → Y ®à¬ «ì®£®Q-ä ªâ®à¨ «ì®£® ¬®£®®¡à §¨ï
Y ′ â ª®£®, çâ® ª®¬¯®¥âë ¯à®®¡à §  τ ∗H áãâì ¢á¥ ¨áª«îç¨â¥«ìë¥
¯à®áâë¥ ¤¨¢¨§®àë Ei   Y ′/Y ¨ ¢á¥ ª®¬¯®¥âë á®¡áâ¢¥®£® ¯à®®¡à § 
HY ′ ¤¨¢¨§®à  H, ª®¬¯®¥âë τ ∗H ¯®§¢®«ïîâ ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ¦¤ë©
ª« áá ç¨á«¥®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¤¨¢¨§®à®¢/Y [ISh, b) áâà. 65]; ¯à¨
íâ®¬ ¤«ï â ª®£® á¤ãâ¨ï

(2) ¨¬¥¥âáï «¨¥©®¥ ç¨á«¥®¥ á®®â®è¥¨¥ ¬¥¦¤ã ª®¬¯®¥â ¬¨ ¯à®®¡à § 
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τ ∗H:
τ ∗H = HY ′ +

∑
aiEi =

∑
Hi +

∑
aiEi ≡ 0/Y

á ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ æ¥«ë¬¨ ç¨á« ¬¨ ai; ¨

(3) ®á¨â¥«ì ¯à®®¡à §  τ ∗H ¥áâì ¯à¨¢¥¤¥ ï ç áâì ¤¨¢¨§®à  Blog
Y ′ +HY ′

[ISh, a) áâà. 65].

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®¡®¨å ¯à®ï¢«¥¨ïå ¢ (2-3), â® ¥áâì ¢ á®®â®è¥¨¨ ¨ ¢
£à ¨æ¥, ¤¨¢¨§®à HY ′ ¯à¨¢¥¤¥. �á¥ ¬®¤¥«¨  è¨å ª®áâàãªæ¨© ã¤®¢«¥â¢®àïîâ
âà¥¡®¢ ¨î (1),   ¯®â®¬ã (1-3). (�®«¥¥ â®£®, ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ á¤ãâ¨¥ τ
ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬  ¤ Y \ Supp H.)

�«¥¤ãîé ï ç áâì ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á ¢ëç¨â ¨¥¬ HV ¥áª®«ìª® ®â«¨ç ¥âáï.
�  ¨§¬¥ï¥âáï â ª, çâ®¡ë ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì «¨èì á¯¥æ¨ «ìë© ®¡àë¢
¨ â¥à¬¨ «ìë© ®¡àë¢ ¢ à §¬¥à®áâ¨ d. � ª ®¡ëç® (¤«ï ¯¥à¥áâà®¥ª)
¯à¥¤¯®« £ ¥¬ B ¨ Blog

V
Q-£à ¨æ ¬¨ (¨«¨ ¢® ¢á¥å æ¥«ëå ¥§ ¢¨á¨¬®áâïå

¨¦¥ ªà â®áâ¨ £à ¨æë B â®¦¥ á«¥¤ã¥â ¢ª«îç âì; áà. è £ 3, (4) ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
â¥®à¥¬ë 1).

� £ 1: �®§¬ãé¥¨¥ ¤¨¢¨§®à  H. �ãé¥áâ¢ãîâ «®£ä«®¯ (¢®§¬®¦® ¥
í«¥¬¥â àë©) (V /Y,Blog

V
+ HV ) ¨ £à ¨æ  ΓHV =

∑
γiHi â ª¨¥, çâ®

(4) (V /Y, Blog

V
+ ΓHV ) { áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì ï ¬®¤¥«ì; ¨

(5) ªà â®áâ¨ γi æ¥«®ç¨á«¥® (¨«¨ à æ¨® «ì®) ¥§ ¢¨á¨¬ë:
∑

niγi = n ¨ ¢á¥ ni, n ∈ Z =⇒ ¢á¥ ni = 0, n = 0;

¢ ç áâ®áâ¨, ª ¦¤ ï ªà â®áâì 0 < γi < 1. �®«¥¥ â®£®,  ¬ ¥®¡å®¤¨¬ë
ªà â®áâ¨ γi áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨¥ ª 1: 0 ¿ γi < 1. �ª¢¨¢ «¥â®,
áãé¥áâ¢ã¥â íää¥ªâ¨¢ë© ¤¨¢¨§®à ∆ =

∑
δiHi á 0 < δi ¿ 1 â ª®©, çâ®

(4)' (V /Y, Blog

V
+ HV −∆) { áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì ï ¬®¤¥«ì; ¨

(5)' ªà â®áâ¨ δi æ¥«®ç¨á«¥® ¥§ ¢¨á¨¬ë.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, â®£¤  ¡¥à¥¬ γi = 1−δi. �  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¤®áâ â®ç® ¯®áâà®¨âì
â ªãî ¬®¤¥«ì/W :

(4)" (V /W,Blog

V
+ HV −∆) { áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì ï ¬®¤¥«ì,
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£¤¥ W/Y { lc ¬®¤¥«ì ¯ àë (V /Y, Blog

V
+HV ), â® ¥áâì á¤ãâ¨¥ V → W § ¤ ®

¤¨¢¨§®à®¬ KV + Blog

V
+ HV . �â  ¨ ¤àã£¨¥ ¯®¤®¡ë¥ ¬®¤¥«¨ áãé¥áâ¢ãîâ

á®£« á® LSEPD âàîªã [Sh92, 4.5.2 ¨ 10.5 ¯¥à¥¢®¤ ] ¨ á«¥¤áâ¢¨î 10. �®
ª®áâàãªæ¨¨ ¤¨¢¨§®à KV +Blog

V
+HV ®¡¨«¥   W/Y , ≡ 0/W ,   ¤¨¢¨§®à

−∆ ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢¥ ¨   á ¬®¬ ¤¥«¥ ¯®«ã®¡¨«¥   V /W . �®íâ®¬ã
¯à¨ «î¡®¬ 0 < δ ¿ 1 ¤¨¢¨§®à KV +Blog

V
+HV −δ∆ { ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢¥

  V /Y . �â® ¤ ¥â ¬®¤¥«ì ¢ (4)' á ∆ := δ∆. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, KV + Blog

V
+

HV −δ∆ ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢¥/Y ¯® ª®áâàãªæ¨¨. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯®
ª®áâàãªæ¨¨ ¯ à  (V , Blog

V
+HV ) lc,   ¯® (4)" ¨ ¬®®â®®áâ¨ [Sh92, 1.3.3]

¯ à  (V , Blog

V
) áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì . �®áª®«ìªã Supp ∆ = Supp HV ,

á®¢  ¯® ¬®®â®®áâ¨ [Sh92, 1.3.3] ¯ à  (V , Blog

V
+ HV − δ∆) áâà®£®

«®£â¥à¬¨ «ì . �à â®áâ¨ ¤¨¢¨§®à  δ∆ áãâì δδi. �¨ æ¥«®ç¨á«¥®
¥§ ¢¨á¨¬ë ¯à¨ δ ∈ Q. �«¥¤®¢ â¥«ì® ãá«®¢¨¥ (5)' ¡ã¤¥â ¢ë¯®«¥®.

�à¨ ª®áâàãªæ¨¨ ¬®¤¥«¨ ¢ (4)" ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã
¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ª®¬¯®¥â ¤¨¢¨§®à  HV . �á«¨ íâ® ã«ì, ¢á¥ ¤®ª § ® (á¬.
è £ 5 ¨¦¥). � ç¥¬ á ¢ëç¨â ¨ï ¯¥à¢®© ª®¬¯®¥âë D = H1 ¤¨¢¨§®à 
HV . �â® ¯à¨¢¥¤¥â ª ®¢®© áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ìì®© ¬®¤¥«¨ (V /W,Blog

V
+

HV − D). �®áª®«ìªã KV + Blog

V
+ HV ≡ 0/W , à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª®

«®£¯¥à¥áâà®©ª¨ íªáâà¥¬ «ìëå «ãç¥© R ª®ãá  NE(V /W ) á (D,R) >
0, ¨«¨ íª¢¨¢ «¥â®, áâà®¨âáï «®£¬¨¨¬ «ì ï ¬®¤¥«ì ¯ àë (V ,Blog

V
+

HV − D). � ª ¨ ¢ ®¡ëç®© à¥¤ãªæ¨¨ ¢á¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¤®¯à¥¤¥«ìë ¢
à §¬¥à®áâ¨ d + 1,   ¯®â®¬ã áãé¥áâ¢ãîâ ¢ á¨«ã  è¨å ¯à¥¤¯®«®¦¥¨©.
�à®¡«¥¬  «¨èì á ®¡àë¢®¬. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥ ¥¢®§¬®¦®áâì «®£à áá«®¥¨©
�®à¨ ¢ á¨âã æ¨¨ ¡¨à æ¨® «ì®©/Y . �® á¯¥æ¨ «ì®¬ã ®¡àë¢ã ¨ «®£®¡àë¢ã
¢ à §¬¥à®áâ¨ d − 1, ®áâ ñâáï ¯à®¡«¥¬  á ®¡àë¢®¬ ¢ à §¬¥à®áâ¨ d.
�®ç¥¥, ¤®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì ¤®¯®«¨â¥«ì® á«ãç © «®£¯¥à¥áâà®¥ª  
¯à¨¢¥¤¥®© ª®¬¯®¥â¥ F 6= D £à ¨æë Blog

V
+HV−D á (F, R) < 0. � ª ï

ª®¬¯®¥â  áãé¥áâ¢ã¥â ¯® á¢®©áâ¢ ¬ (2-3). �®£« á® á¯¥æ¨ «ì®¬ã ®¡àë¢ã
à áá¬ âà¨¢ ¥¬ «¨èì ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¢¥ ¯à¨¢¥¤¥ëå ª®¬¯®¥â ¯à¨á®¥¤¨¥®©
£à ¨æë BF ¤«ï Blog

V
+ HV − D   F , ª®â®à ï á®áâ®¨â ¨§ ¯¥à¥á¥ç¥¨©

á ª®¬¯®¥â ¬¨ ¤¨¢¨§®à  HV − D − F +
∑

Ei (á¬. «®£¯à¨á®¥¤¨¥¨¥
[Sh92, 3.2.3]), £¤¥

∑
Ei { ¯à¨¢¥¤¥ ï ç áâì £à ¨æë Blog

V
. �ãáâì C {

¯¥à¥áâà®¥ ï ªà¨¢ ï ®¤®© ¨§ â ª¨å «®£¯¥à¥áâà®¥ª, â® ¥áâì C∩Supp(HV−
D−F +

∑
Ei) = ∅ ¨ (D, C) < 0. �ãáâì C ′ { á«¥¤ãîé ï ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥¬ ï

ªà¨¢ ï. �®£¤  (D,C ′) > 0. �® ª®áâàãªæ¨¨ ®á¨â¥«ì ¤¨¢¨§®à  HV ¨
¨áª«îç¨â¥«ìë¥ ¤¨¢¨§®àë/Y ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ «î¡®© ç¨á«¥ë© ª« áá ¤¨¢¨§®à®¢/Y
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(á¬. (1) ¨ (3) ¢ëè¥), ¢ ç áâ®áâ¨, íâ® ¢¥à® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«¥® ®¡¨«ì®£®
¤¨¢¨§®à /Y . � ç¨â ¨¬¥¥âáï ®¡¨«ì ï   ªà¨¢ëå C ¨ C ′ «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï
aF+bD á ¢¥é¥áâ¢¥ë¬¨ ª®íä¨¨æ¨¥â ¬¨ a, b. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¨¬¥¥âáï
¥ âà¨¢¨ «ì®¥ (¢á¥ ª®íää¨æ¨¥âë ¯®«®¦¨â¥«ìë) «¨¥©®¥ á®®â®è¥¨¥
¬¥¦¤ã ®á¨â¥«¥¬ HV ¨ ¨áª«îç¨â¥«ìë¬¨ ¤¨¢¨§®à ¬¨ Ei/Y (á¬. (2-
3) ¢ëè¥). �®íâ®¬ã ¢¡«¨§¨ C ¨ C ′ ®¡¨«ìë© ¤¨¢¨§®à ¨¬¥¥â ¢¨¤ cD á
¢¥é¥áâ¢¥ë¬ ç¨á«®¬ c, çâ® ¥ ¢®§¬®¦® ¯® ¥à ¢¥áâ¢ ¬ (D, C) <
0 ¨ (D,C ′) > 0. �«¥¤®¢ â¥«ì® ¤¢¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¥
¬®£ãâ (á®)áãé¥áâ¢®¢ âì ¨ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ®¡àë¢. �â ª, ¯®áâà®¥  «®£¯ à 
(V /W,Blog

V
+ HV − D), áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì ï  ¤ W , ¨ ¯ãáâì W1/W

®¡®§ ç ¥â ¥ñ lc ¬®¤¥«ì. �â¬¥â¨¬, çâ® ª ¦¤ ï ¬®¤¥«ì (V , Blog

V
+ HV −

D) ª®áâàãªæ¨¨ áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì , ¯®â®¬ã çâ® ¨áå®¤ ï ¬®¤¥«ì
(V , Blog

V
+HV−D) áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì® ¨ íâ® á®åà ïîâ «®£¯¥à¥áâà®©ª¨.

�¥¯¥àì ¯® ¨¤ãªæ¨¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì ï ¬®¤¥«ì
(V /W1, B

log

V
+ HV − D − ∆′) ¯®áâà®¥ , £¤¥ ∆′ =

∑
i6=1 δ′iHi ¨ ªà â®áâ¨

0 < δ′i ¿ 1 æ¥«®ç¨á«¥® ¥§ ¢¨á¨¬ë. �®áª®«ìªã KV + Blog

V
+ HV −

D ≡ 0/W1 ¨ KV + Blog

V
+ HV ≡ 0/W , â® ¯® ª®áâàãªæ¨¨ D = H1 ≡

0/W1. � ç¨â á¢®©áâ¢  (1-3) ¢ë¯®«¥ë   ¢á¥å ¬®¤¥«ïå Y ′/W1 ¡¥§ H1,
¯®«ãç¥ëå ¨§ V /W1 «®£ä«®¯ ¬¨ ®â®á¨â¥«ì® KV + Blog

V
+ HV −D ≡

0/W1, ¯®â®¬ã çâ®   ¨å â ª¦¥ H1 ≡ 0/W1 ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î KV +
Blog

V
+ HV ≡ 0/W . �â® § ç¨â, çâ® ¢á¥ ç¨á«¥ë¥ ª« ááë ¨ á®®â®è¥¨ï

à áá¬ âà¨¢ îâáï  ¤ W1. � á¢®©áâ¢¥ (3) ¯à®®¡à § τ ∗H ¬¥ï¥¬   τ ∗H−
H1, ¯à¨ íâ®¬ ¨áå®¤ ï ¬®¤¥«ì (V , Blog

V
+HV −D) áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì .

�«¥¤®¢ â¥«ì® âà¥¡ã¥¬ ï ¬®¤¥«ì V /W1 áãé¥áâ¢ã¥â. �® ª®áâàãªæ¨¨ ¤¨¢¨§®à
−D ®¡¨«¥   W1/W ,   −D −∆′ ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢¥ ¨   á ¬®¬ ¤¥«¥
¯®«ã®¡¨«¥   V /W1. � ç¨â ¯à¨ «î¡®¬ 0 < δ′ ¿ δ ¿ 1 ¤¨¢¨§®à
−∆ = −δD − δ′(D + ∆′) ç¨á«¥® íää¥ªâ¨¢¥   V /W . �â® ¯à¨¢®¤¨â
ª ¬®¤¥«¨ ¢ (4)". �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤¨¢¨§®à KV + Blog

V
+ HV −∆ ç¨á«¥®

íää¥ªâ¨¢¥/W , ¯®â®¬ã çâ® KV + Blog

V
+ HV ≡ 0/W . � ¤àã£®© áâ®à®ë,

¯® ª®áâàãªæ¨¨ ¯ à  (V , Blog

V
+ HV ) lc ¨ ¯® ¬®®â®®áâ¨ [Sh92, 1.3.3]

(V , Blog

V
) áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì . �®áª®«ìªã Supp ∆ = Supp HV , â® á®¢ 

¯® ¬®®â®®áâ¨ [Sh92, 1.3.3] ¯ à  (V , Blog

V
+HV−∆) áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì .

�à â®áâ¨ ¤¨¢¨§®à  ∆ áãâì δ1 = δ + δ′ ¨ δi = δ′δ′i, i 6= 1. �®§ì¬¥¬
æ¥«®ç¨á«¥® ¥§ ¢¨á¨¬ë¥ ç¨á«  δ, δ′i, i 6= 1 ¨ ç¨á«® δ′ ∈ Q. �®£¤  á¢®©áâ¢®
(5)' ¡ã¤¥â ¢ë¯®«¥®: δi æ¥«®ç¨á«¥® ¥§ ¢¨á¨¬ë.
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� £ 2: H-ã¯®àï¤®ç¥ë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨. �®«®¦¨¬ B′ = Blog

V
+ ΓHV −

λmaxHV , £¤¥ λmax { ¬ ªá¨¬ «ì®¥ ç¨á«® λ â ª®¥, çâ® Blog

V
+ ΓHV −λHV {

£à ¨æ . �¥£ª® ãáâ ®¢¨âì, çâ® λmax = min{γi} ¨, ¥á«¨ áª ¦¥¬ λmax = γ1,
â® B′ = Blog

V
+

∑
i6=1(γi − γ1)Hi. �® ª®áâàãªæ¨¨ ¨ ¬®®â®®áâ¨ [Sh92,

1.3.3] ¯ àë (V , B′) ¨ (V , Blog

V
+ΓHV = B′+λmaxHV ) áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ìë

á ¨áª«îç¨â¥«ìë¬¨/Y ¯à¨¢¥¤¥ë¬¨ ª®¬¯®¥â ¬¨ Ei ¨ ¢â®à ï ï¢«ï¥âáï
«®£¬¨¨¬ «ì®© ¬®¤¥«ìî. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¯® (5)
(5)" ªà â®áâ¨ γi−γ1, i 6= 1, æ¥«®ç¨á«¥® ¥§ ¢¨á¨¬ë ¨ 0 < γi−γ1 ¿ 1.

�â®¡ë ¯®áâà®¨âì «®£¯¥à¥áâà®©ªã ¤ ®© â¥®à¥¬ë,  ©¤¥¬ áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ìãî
¬®¤¥«ì ¯ àë (V /Y,B′), ¢ëç¨â ï ¤¨¢¨§®à HV ¨§ B′+λmaxHV ª ª ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 2.
�ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ HV -ã¯®àï¤®ç¥ëå «®£¯¥à¥áâà®¥ª ¢ íâ®© á¨âã æ¨¨ ¡®«¥¥
¥¯®áà¥¤áâ¢¥®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,   ª ¦¤®¬ ãà®¢¥ λ ≤ λmax ¬®¦®
¢®á¯®«ì§®¢ âìáï «®£ä«®¯ ¬¨ lc ¬®¤¥«¨ W/Y ¯ àë (V /Y,B′ + λHV ) ¨
â¥¬ ä ªâ®¬, çâ® ¬®£®®¡à §¨¥ V /Y ¡ã¤¥â FT/W . �®á«¥ ª®áâàãªæ¨¨
«®£¬¨¨¬ «ì®© ¬®¤¥«¨/W ¯à¥¢à é ¥¬ ¥ñ ¢ «®£¬¨¨¬ «ìãî ¬®¤¥«ì/Y
ª ª ¨ ¢ è £¥ 1 ¨«¨ ¨á¯®«ì§ã¥¬ á«¥¤áâ¢¨¥ 11 ¢¬¥áâ¥ á LSEPD âàîª®¬.
�â¬¥â¨¬ ¥¢®§¬®¦®áâì «®£à áá«®¥¨ï �®à¨.

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ª ¦¤ ï ¯¥à¥áâà®©ª  ¤®¯à¥¤¥«ì  ª ª ¢ ®¡ëç®©
à¥¤ãªæ¨¨. �á«¨ íâ® «®£¯¥à¥áâà®©ª  ¢ íªáâà¥¬ «ì®¬ «ãç¥ R, â® ¯® ª®áâàãªæ¨¨
(KV + B′ + λHV , R) = 0 ¨ (HV , R) > 0. � ç¨â ¯® á¢®©áâ¢ã (2) ¨¬¥¥âáï
¤¨¢¨§®à Ei á (Ei, R) < 0 ¨ Ei { ¯à¨¢¥¤¥ ï ª®¬¯®¥â  KV +B′. �®áª®«ìªã
λ > 0, ¯ à  (V , B′) áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì .

� £ 3: �¡àë¢ «®£¯¥à¥áâà®¥ª. �  ª ¦¤®¬ ãà®¢¥ λ > 0 «®£¯¥à¥áâà®©ª¨
íâ®£® ãà®¢ï ¡ã¤ãâ «®£ä«®¯ ¬¨ ®â®á¨â¥«ì® KV +B′+λHV . �® á¯¥æ¨ «ì®¬ã
®¡àë¢ã ¯®á«¥ ª®¥ç®£® ç¨á«  ¨å ¯à¨«®¦¥¨© ¬®¦® áç¨â âì, çâ® ¢á¥
¯®á«¥¤ãîé¨¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¥ á¯¥æ¨ «ìë   ∪Ej, â® ¥áâì «®£¯¥à¥áâà®©ª¨
íªáâà¥¬ «ìëå «ãç¥© R â ª®¢ë, çâ® «î¡ ï ªà¨¢ ï C/Y «ãç  R ¯¥à¥á¥ª ¥â
«¨èì ®¤ã ¯à¨¢¥¤¥ãî ª®¬¯®¥âã, áª ¦¥¬ E1. �  á ¬®¬ ¤¥«¥ C ⊂ E1 ¨
(KV +B′+λHV , C) = 0. �â¢¥à¦¤ ¥âáï áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «¨èì ®¤®£® â ª®£®
íªáâà¥¬ «ì®£® «ãç    E1. � ç¨â â ª¨¥ «®£¯¥à¥áâà®©ª¨ ®¡àë¢ îâáï.

�ãáâì C ′ ⊂ E1 { ªà¨¢ ï/Y á (KV +B′+λHV , C ′) = 0 ¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª îé ï
ª®¬¯®¥âë Ei á i 6= 1. �®áª®«ìªã KV +Blog

V
{Q-¤¨¢¨§®à, ®¡  á®®â®è¥¨ï

¯à¥¢à é îâáï ¢ á®®â®è¥¨ï ¤«ï ç¨á«  λ ¨ ªà â®áâ¥© ¤¨¢¨§®à  B′:

λ(HV , C) +
∑

i 6=1

(γi − γ1)(Hi, C) = r
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¨
λ(HV , C ′) +

∑

i6=1

(γi − γ1)(Hi, C
′) = r′,

£¤¥ r, r′ ∈ Q. �â¬¥â¨¬, çâ® (HV , C) ¨ (HV , C ′) 6= 0, ¯®â®¬ã çâ® ¢ ¯à®â¨¢®¬
á«ãç ¥ ¯®«ãç ¥¬ à æ¨® «ì®¥ á®®â®è¥¨¥, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â (5)". �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¥á«¨ (HV , C) = 0, â® ¢á¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï (Hi, C) = 0, i 6= 1, ¨ (H1, C) = 0
â ª¦¥, ¯®áª®«ìªã HV =

∑
Hi. �â® ¥ ¢®§¬®¦® ¯® á¢®©áâ¢ ¬ (1) ¨ (3),

¯®â®¬ã çâ® ¯® ª®áâàãªæ¨¨ (Ei, C) = 0, i 6= 1, ¨ ¯® (2) (E1, C) = 0. �®
¦¥ á ¬®¥ ¢¥à® ¤«ï ªà¨¢®© C ′. � «®£¨ç® ¯à®¢¥àï¥¬, çâ® C ≡ cC ′/Y á
c = (HV , C)/(HV , C ′) 6= 0, â® ¥áâì ¯à¨ íâ®¬ (HV , C) = c(HV , C ′).

�«ï íâ®£® ã¤ «ï¥¬ λ ¨ ¯®«ãç ¥¬ á®®â®è¥¨¥

(HV , C ′)(
∑

i 6=1

(γi − γ1)(Hi, C))− (HV , C)(
∑

i 6=1

(γi − γ1)(Hi, C
′)) = r′′

á r′′ ∈ Q. �® (5)" íâ® ¢®§¬®¦® «¨èì, ª®£¤ 

(HV , C ′)(γi − γ1)(Hi, C) = (HV , C)(γi − γ1)(Hi, C
′).

�®¢  ¯® (5)" ª ¦¤®¥ ç¨á«® γi − γ1 6= 0 ¯à¨ i 6= 1. �®íâ®¬ã (Hi, C) =
c(Hi, C

′) ¯à¨ i 6= 1. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ®âáî¤  ¯®«ãç ¥¬, çâ® (H1, C) =
c(H1, C

′), â ª ª ª HV =
∑

Hi. � â¥¬ ¯à®¢¥àï¥¬, çâ® (Ei, C) = c(Ei, C
′)

¤«ï ¢á¥å Ei. �«¥¤®¢ â¥«ì® ¯® á¢®©áâ¢ã (1) C ≡ cC ′/Y ¨ ¨¬¥¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ ï
¢®§¬®¦®áâì   E1 ¤«ï ¥ á¯¥æ¨ «ì®© «®£¯¥à¥áâà®©ª¨ ãà®¢ï λ.

� £ 4: �â ¡¨«¨§ æ¨ï ¬®¤¥«¥©. �â® ®§ ç ¥â áâ ¡¨«¨§ æ¨î ãà®¢¥©
λmax ≥ λ1 ≥ · · · > 0. �®«ãç ¥¬ ¯® á«¥¤áâ¢¨î 12. �® á¯¥æ¨ «ì®¬ã ¨
¤¨¢¨§®à¨ «ì®¬ã ®¡àë¢ ¬ ¯®á«¥ ª®¥ç®£® ç¨á«  «®£¯¥à¥áâà®¥ª ¯à¥¤¯®« £ ¥¬
®áâ «ìë¥ «®£¯¥à¥áâà®©ª¨ ¥ á¯¥æ¨ «ìë¬¨ ¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® «®£¯¥à¥áâà®©ª ¬¨
  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯à¨¢¥¤¥ëå ª®¬¯®¥â å F = Ej. �®íâ®¬ã ãá«®¢¨ï
(1{2) á«¥¤áâ¢¨ï 12 ¢ë¯®«¥ë ¤«ï (Xi/Z, Bi) = (F/Y,BF ), £¤¥ BF {
¯à¨á®¥¤¨¥ ï £à ¨æ  B′ + λiHV   F = Ej. �à¨ ä¨ªá¨à®¢ ®©
ª®¬¯®¥â¥ F = Ej à áá¬ âà¨¢ ¥¬ «¨èì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ãà®¢¨ λi

(¯à®à¥¦¨¢ ¨¥) ¨ ¬®¤¥«¨ (Xi/Z, Bi). �®£¤  ãá«®¢¨¥ (3) á«¥¤áâ¢¨ï 12
¢ë¯®«¥® ¤«ï ¯à¨á®¥¤¨¥®© £à ¨æë B   Xi = F ¯ àë (V ,B′) ¨
á®®â¢¥âáâ¢¥® ¤«ï ¯à¨á®¥¤¨¥®© £à ¨æë B′ ¯ àë (V , B′+λ1HV ). �®
è £ã 2 ª ¦¤ ï ¬®¤¥«ì (V /Y, B′+λiHV ) áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì . �®íâ®¬ã
ª®áâàãªæ¨ï ¨ ¯à¨á®¥¤¨¥¨¥ ¤ îâ ãá«®¢¨¥ (4) á«¥¤áâ¢¨ï 12 á Xi ãà®¢ï
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λ1. � ë¥ ¬®¤¥«¨   F/Y ¥ íª¢¨¢ «¥âë, çâ® ¯à¨¢®¤¨â ª áâ ¡¨«¨§ æ¨¨:
¨¬¥¥âáï «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«® ãà®¢¥© λi. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¬®¤¥«¨ à §ëå
ãà®¢¥© ¥ íª¢¨¢ «¥âë ¯® «¥¬¬¥ 2. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î ç¨á«  λi+1 > 0 ¨
è £ã 2 (á¬. â ª¦¥ á«¥¤áâ¢¨¥ 11 ¨ ¥£® ¤®¯®«¥¨¥ 6) ¬®¤¥«ì (V /Y, B′ +
λi+1HV ) ®¡« ¤ ¥â íªáâà¥¬ «ìë¬ «ãç®¬ R á (KV + B′ + λi+1HV , R) = 0,
¢ ª®â®à®¬ ®  ç¨á«¥® ¥ íª¢¨¢ «¥â  (V /Y,B′ + λiHV ): (KV + B′ +
λiHV , R) > 0, ¨ ¤ ë© «ãç á®áà¥¤®â®ç¥   F = Ej. � ç¨â ¬®¤¥«ì
(Xi+1/Z, Bi+1) ¥ íª¢¨¢ «¥â  ¬®¤¥«¨ (Xi/Z, Bi).

� £ 5: �¥à¥áâà®©ª . �â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® lc ¬®¤¥«ì (X+/Y, B+) ¯ àë
(V /Y, B′ + λHV ) á 0 < λ ¿ 1 ¨ ¡ã¤¥â âà¥¡ã¥¬®© «®£¯¥à¥áâà®©ª®©. �®¢ 
¯® LSEPD âàîªã ¨ á«¥¤áâ¢¨î 10 á¤ãâ¨¥   â ªãî lc ¬®¤¥«ì áãé¥áâ¢ã¥â.
� ª ª ª ªà â®áâ¨ γi − γ1 £à ¨æë B′ + λHV = Blog

V
+ λH1 +

∑
i 6=1(λ +

γi − γ1)Hi ¬ «ë ¨ ¬®£®®¡à §¨¥ X Q-ä ªâ®à¨ «ì®, £à ¨æ  B + λH1 +∑
i6=1(λ + γi − γ1)Hi   X klt ¨ ¯à¨á®¥¤¨¥¨¥ K + B + λH1 +

∑
i6=1(λ +

γi−γ1)Hi ç¨á«¥® ®âà¨æ â¥«ì®   X/Y . � ¬¥â¨¬, çâ® ¯ à  (V /Y,B′+
λHV ) ï¢«ï¥âáï áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì®© ¬®¤¥«ìî ¯ àë (X/Y, B + λH1 +∑

i6=1(λ + γi − γ1)Hi). � ç¨â ¯® ¬®®â®®áâ¨ [ISh, «¥¬¬ë 2.4] £à ¨æ 
B′ + λHV ¥ ¨¬¥¥â ¯à¨¢¥¤¥ëå ª®¬¯®¥â ¨ ¯® á¢®©áâ¢ã (3) á¤ãâ¨¥
V → Y ¬ «®. �®íâ®¬ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï lc ¬®¤¥«ì ¡ã¤¥â «®£¯¥à¥áâà®©ª®©
¯ àë (X/Y, B + λH1 +

∑
i6=1(λ + γi − γ1)Hi). � ª ª ª á¤ãâ¨¥ X → Y

íªáâà¥¬ «ì®, ¥£® ¯¥à¥áâà®©ª  ¥¤¨áâ¢¥  [Sh00, Corollary 3.6] ¨ ¯ à 
(X+/Y, B+) ï¢«ï¥âáï âà¥¡ã¥¬®© «®£¯¥à¥áâà®©ª®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢® �®¢®© ¨¤ãªæ¨¨. �®£« á® ¬¥â®¤ ¬ à ¡®â [Sh00] [HMc]
¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì [HMc, Theorem 7.2] ¢ à §¬¥à®áâ¨ d. �â® ¯®«ãç ¥âáï
  ®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ 1 ¨ 2: ¯¥à¢ ï ¤ ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬®¤¥«¥© Wi,  
¢â®à ï { ¨å ª®¥ç®áâì. �®«¥¥ â®£®, ¬®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì ¯ àã (X/Z, ∆)
áâà®£® «®£â¥à¬¨ «ì®© á® á¤ãâ¨¥¬ X/Z. �®íâ®¬ã ®¡¥ â¥®à¥¬ë ã¦ë
«¨èì ¢ ¡¨à æ¨® «ì®© á¨âã æ¨¨,   â ª¦¥ â¥à¬¨ «ìë© ®¡àë¢ âà¥¡ã¥âáï
«¨èì ¤«ï ¡¨à æ¨® «ìëå ¯ à. � ¬¥â¨¬, çâ® Q-ä ªâ®à¨ «¨§ æ¨ï klt
¯ à ¯® â¥®à¥¬¥ 1 ¯®«ãç ¥âáï ª ª áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì ï ¬®¤¥«ì á ªà â®áâï¬¨
£à ¨æë 1 ¢ ¨áª«îç¨â¥«ìëå ¤¨¢¨§®à å;   á ¬®¬ ¤¥«¥ ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç®
áãé¥áâ¢®¢ ¨ï «®£¯¥à¥áâà®¥ª à §¬¥à®áâ¨ d ¨ á¯¥æ¨ «ì®£® ®¡àë¢ . �®£¯¥à¥áâà®©ª¨
áãé¥áâ¢ãîâ ¯® [HMc, Theorem 1.1] ¨«¨ ¨¤ãªæ¨¨ á«¥¤áâ¢¨ï 3.

�á¯®«ì§ãï LSEPD âàîª, £à ¨æã ∆ ¬®¦® ¥áª®«ìª® ã¢¥«¨ç¨âì ¨
¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ∆ ∈ V ⊆ DF á F = Supp ∆; ¨ ¤¨¢¨§®à F á®¤¥à¦¨â
¢á¥ ¨áª«îç¨â¥«ìë¥ ¤¨¢¨§®àë ¬®£®®¡à §¨ï X/Z. �î¡®© ¤¨¢¨§®à Θ ∈
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DF ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª¨© ª ∆ ¡ã¤¥â R-£à ¨æ¥©. � ç¨â ¯ à  (X/Z, Θ)
¨¬¥¥â áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ìãî ¬®¤¥«ì (Wi/Z, ψi∗Θ), £¤¥ ψi : X 99K Wi {
à æ¨® «ì®¥ 1-á¤ãâ¨¥. �â® ®â®¡à ¦¥¨¥ ¡ã¤¥â 1-á¤ãâ¨¥¬ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î
¨ ¬®®â®®áâ¨ [ISh, «¥¬¬ë 2.4]. �® ¡¨à æ¨® «ì®áâ¨ X/Z «®£à áá«®¥¨ï
�®à¨ ¥ ¢®§¬®¦ë. (�®£« á® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 1 ¯®á«¥ è £  3,
á¤ãâ¨¥ ψi à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ª®¬¯®§¨æ¨î «®£¯¥à¥áâà®¥ª, çâ® ¤ ¥â á¢®©áâ¢®
(1) ¢ [HMc, Theorem 7.2]; áà. â ª¦¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �¤ ª® íâ® ¥ ¢ ¦®
¤«ï ª®áâàãªæ¨¨ ¤®¯à¥¤¥«ìëå ¯¥à¥áâà®¥ª, ¢ ç áâ®áâ¨, ¤«ï [HMc, Corol-
lary 7.3].) �® ª®áâàãªæ¨¨ ¢ë¯®«¥ë á¢®©áâ¢  (2{3) ¢ [HMc, Theorem 7.2],
  (4) { á¬. ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë [HMc, Theorem 7.2].

�â ª, ®áâ ñâáï ãáâ ®¢¨âì ª®¥ç®áâì ¬®¤¥«¥© á â®ç®áâìî ¤® íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.
�á«¨ íâ® ¢¥à®, ¨¬¥¥âáï áå®¤ïé ïáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì R-£à ¨æ Θi ∈
DF : limi→∞ Θi = ∆, á ¯®¯ à® ¥ íª¢¨¢ «¥âë¬¨ wlc ¬®¤¥«ï¬¨ (Xi/Z, Bi) =
(Wi/Z, ψi∗Θi). �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â¥®à¥¬¥ 2 (áà. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤áâ¢¨ï 12).
�® ª®áâàãªæ¨¨ ¨ ¡¨à æ¨® «ì®áâ¨ X/Z ãá«®¢¨¥ (1) â¥®à¥¬ë 2 ¢ë¯®«¥®
¤«ï ¥ª®â®à®© ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¬®¤¥«¥© (¢á¥ ¥é¥  ¤® ¯®áâà®¨âì
¯ àã (X/Z, B) ¨ ¯à®¢¥à¨âì (1) ¤«ï ¥ñ). �®áâà®¨¬ ¯®¤å®¤ïéãî ¬®¤¥«ì
(X/Z, B) ª ª ¬®¤¨ä¨ª æ¨î áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì®© ¬®¤¥«¨ (W/Z, ∆).
�®á«¥¤ïï ¬®¤¥«ì ¡¨à æ¨® «ì® ¢ëè¥ ç¥¬ Xi ¤«ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨
á i À 0: W 99K Xi { à æ¨® «ì®¥ 1-á¤ãâ¨¥. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ®  áâà®¨âáï
¯® ¬®£®®¡à §¨î X ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî ã¯®àï¤®ç¥ëå «®£¯¥à¥áâà®¥ª
¯ àë (X/Z, ∆) (á¬. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1). �® áâ ¡¨«ì®áâ¨ ®âà¨æ â¥«ìëå
á¤ãâ¨© ¨ �á®¢®© «¥¬¬¥ ¨ª®£¤  ¥ á¤ã¢ ¥âáï ª®¬¯®¥â  ¤¨¢¨§®à  ∆,
¥ á¤ã¢ ¥¬ ï   ¬®¤¥«ïå Xi ¯à¨ ¢á¥å i À 0 (cà. è £ 3 ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
â¥®à¥¬ë 2). � ª ª ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì «®£¯¥à¥áâà®¥ª ª®¥ç , ¯®«ãç ¥¬
âà¥¡ã¥¬ãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¬®¤¥«¥© (Xi/Z,Bi). �®íâ®¬ã ¬®¤¥«ì
(W/Z, ∆)  å®¤¨âáï ¬¥¦¤ã ¬®¤¥«ï¬¨ (X/Z, B) ¨ (X/Z, BX) ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
â¥®à¥¬ë 2, ¨ ¬®¦® ¯®áâà®¨âì ¯ àã (X/Z, BX) ª ª ¢ ¤ ®¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥.
� ç¥ à áá¬®âà¨¬ lc ¬®¤¥«ì (W/Z, ∆), áãé¥áâ¢ãîéãî ¯® á«¥¤áâ¢¨î 10.
�  á¤ã¢ ¥â ¢á¥ ¯à®áâë¥ ¤¨¢¨§®àë D   X, ¨áª«îç¨â¥«ìë¥   ¢á¥å
¬®£®®¡à §¨ïå Xi á i À 0. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¤¨¢¨§®à K + ∆ ®¡ê¥¬¥
  D/Z ¨ â® ¦¥ ¢¥à® ¤«ï K+Θi á i À 0, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ª®áâàãªæ¨¨:
ª ¦¤ ï «®£¯¥à¥áâà®©ª  ¨«¨ ¤¨¢¨§®à¨ «ì®¥ á¤ãâ¨¥ ¯ àë (X/Z, Θi) á®åà ïîâ
íâ® á¢®©áâ¢® [Sh00, Proposition 3.20]. �®íâ®¬ã ¬®¤¥«ì (X/Z, B) áâà®¨âáï
ª ª ªà¥¯ â®¥ à §¤ãâ¨¥ ¬®¤¥«¨ (W/Z, ∆) á â¥¬¨ ¦¥ à §¤ãâë¬¨ ¤¨¢¨§®à ¬¨
D, çâ® ¨ ¬®¤¥«¨ Xi/Z. �â  ¬®¤¥«ì â ª¦¥ áâà®¨âáï ª ª áâà®£® «®£¬¨¨¬ «ì ï
¬®¤¥«ì á ªà â®áâï¬¨ 1 ¢ ¤àã£¨å ¨áª«îç¨â¥«ìëå ¤¨¢¨§®à å/W ¨áå®¤®©
¬®¤¥«¨. � à  (X/Z,B) ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ (1).
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�á«®¢¨¥ (2) ¯ãáâ®, ¯®â®¬ã çâ® ¯ àë (X, B) ¨ (X,Bi) klt.
� (3) ¡¥à¥¬ ¢á¥ ª®¬¯®¥âë £à ¨æë B ¨ ¨áª«îç¨â¥«ìë¥ ¤¨¢¨§®àë

E á b(E,X,B) ≥ 0. �®£¤  ãá«®¢¨ï (4-5) ¢ë¯®«¥ë   ¯®¤å®¤ïé¥© ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨
ª ª ¨ ¢ è £¥ 2 ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤áâ¢¨ï 12.
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