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1. Ââåäåíèå
Êàê îáû÷íî, ÷åðåç Z,Q,C îáîçíà÷àþòñÿ êîëüöî öåëûõ ÷èñåë, ïîëå ðàöèî-

íàëüíûõ ÷èñåë è ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî. Âûáåðåì ïðèìèòèâ-
íûé êóáè÷åñêèé êîðåíü èç åäèíèöû ζ3 = −1+

√−3
2 ∈ C. Ïóñòü Q(ζ3) = Q(

√−3) -
òðåòüå êðóãîâîå ïîëå è Z[ζ3] = Z+Z ·ζ3 - êîëüöî âñåõ åãî öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë. Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç λ (ãëàâíûé) ìàêñèìàëüíûé èäåàë (1 − ζ3) · Z[ζ3]
êîëüöà Z[ζ3].

Èçâåñòíî [11, Òåîðåìà 5 íà ñ. 176] (ñì. òàêæå [5]), ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë m, îòëè÷íûõ îò äâîéêè, ñóùåñòâóåò m-ìåðíîå êîìïëåêñíîå àáåëåâî
ìíîãîîáðàçèå ñ êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ Z[ζ3]. Äîêàçàòåëüñòâî Øèìóðû ÿâëÿ-
åòñÿ ÷èñòî êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèì: ãðóáî ãîâîðÿ, îí ðàáîòàåò ñ òî÷êàìè
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé, íå ïðèíàäëåæàùèìè ñ÷åòíîìó îáú-
åäèíåíèþ ïîäìíîãîîáðàçèé ïîëîæèòåëüíîé êîðàçìåðíîñòè. Â ýòîé ðàáîòå ìû
îáñóæäàåì ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ÿâíîìó ïîñòðîåíèþ ïîäîáíûõ àáåëåâûõ
ìíîãîîáðàçèé, èñïîëüçóþùèé ÿêîáèàíû, ïðèìèàíû è òåîðèþ Ãàëóà.

×òîáû îáúÿñíèòü íàø ïîäõîä, íà÷íåì ñî ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé. Ïóñòü
f(x) ∈ C[x] - ìíîãî÷ëåí áåç êðàòíûõ êîðíåé è ñòåïåíè n ≥ 4. Ïóñòü Cf,3 -
ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ìîäåëü ãëàäêîé àôôèííîé êðèâîé y3 = f(x). Õîðîøî
èçâåñòíî ([2], ñ. 401-402, [15], Ïðåäëîæåíèå. 1 íà ñ. 3359, [7], ñ. 148), ÷òî ðîä
g(Cf,3) êðèâîé Cf,3 ðàâåí n− 1 åñëè 3 íå äåëèò n è n− 2 åñëè äåëèò. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ðîä g(Cf,3) ≥ 3 íå ñðàâíèì ñ 2 ïî ìîäóëþ 3.

Îòîáðàæåíèå (x, y) 7→ (x, ζ3y) çàäàåò íåòðèâèàëüíûé áèðàöèîíàëüíûé àâ-
òîìîðôèçì δ3 : Cf,3 → Cf,3 ïåðèîäà 3. Ïî ôóíêòîðèàëüíîñòè, δ3 èíäóöèðóåò
ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî ðîäà

δ∗3 : Ω1(Cf,3) → Ω1(Cf,3).

Ñïåêòð ýòîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ζ−1
3 è ζ3; åñëè 3 íå äåëèò

n, òî èõ êðàòíîñòè ðàâíû [n/3] è [2n/3] ñîîòâåòñòâåííî [17].
Ïóñòü J(Cf,3) - ÿêîáèàí êðèâîé Cf,3; ýòî àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíî-

ñòè g(Cf,3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç End(J(Cf,3)) êîëüöî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ àáå-
ëåâà ìíîãîîáðàçèÿ J(Cf,3). Ïî ôóíêòîðèàëüíîñòè Àëüáàíåçå, δ3 èíäóöèðóåò
àâòîìîðôèçì ÿêîáèàíà J(Cf,3), êîòîðûé ìû ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåì ÷åðåç
δ3; èçâåñòíî ([11], ñ. 149, [14], ñ. 448) ÷òî δ2

3 + δ3 +1 = 0 â End(J(Cf,3). Ýòî äàåò
íàì âëîæåíèå êîëåö

Z[ζ3] ∼= Z[δ3] ⊂ End(J(Cf,3)), ζ3 7→ δ3

([7, ñ. 149], [14], [9, ñ. 448]).
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Åñëè f(x) íå÷åòíûé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè n òî íà êðèâîé Cf,3 èìååòñÿ
èíâîëþöèÿ

δ2 : Cf,3 → Cf,3, (x, y) 7→ (−x,−y),

êîììóòèðóþùàÿ ñ δ3. (Ó ýòîé èíâîëþöèè ðîâíî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè åñëè
n íå äåëèòñÿ íà 3.) Ïî ôóíêòîðèàëüíîñòè Àëüáàíåçå, δ2 èíäóöèðóåò àâòîìîð-
ôèçì ÿêîáèàíà J(Cf,3), êîòîðûé ìû ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåì ÷åðåç δ2 è êîòî-
ðûé (ïî-ïðåæíåìó) êîììóòèðóåò ñ àâòîìîðôèçìîì δ3 ÿêîáèàíà J(Cf,3). Èìååì
δ2
2 = 1 â End(J(Cf,3)).
Ïóñòü K - ïîäïîëå ïîëÿ C, ñîäåðæàùåå

√−3 è âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëå-
íà f(x), ò.å.,

f(x) ⊂ K[x] ⊂ C[x].

Ïóñòü Rf ⊂ C - ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) è K(Rf ) - ïîëå ðàç-
ëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä ïîëåì K. ßñíî, ÷òî ïîëå K(Rf ) - êîíå÷íîå
ðàñøèðåíèå Ãàëóà ïîëÿ K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gal(f) (êîíå÷íóþ) ãðóïïó Ãàëóà
Gal(K(Rf )/K). Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü Gal(f) êàê îïðåäåëåííóþ ïîäãðóïïó ïå-
ðåñòàíîâîê â ãðóïïå Perm(Rf ) âñåõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà Rf . Åñëè ìû (âû-
áåðåì ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå Rf , ò.å.,) îáîçíà÷èì êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) ÷åðåç
{α1, . . . , αn}, òî ìû ïîëó÷èì èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïîé Perm(Rf ) è ïîëíîé
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé group Sn, à Gal(f) îêàæåòñÿ îïðåäåëåííîé ïîäãðóï-
ïîé â Sn.

Â ðàáîòàõ [16, 19] äîêàçàíî, ÷òî åñëè Gal(f) = Sn òî
End(J(Cf,3)) = Z[δ3] ∼= Z[ζ3].

Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò íàì ÿâíî ïîñòðîèòü g-ìåðíûå ãëàâíîïîëÿðèçîâàíûå
àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ Z[ζ3] äëÿ âñåõ g ≥ 3, äëÿ
êîòîðûõ 3 íå äåëèò divide g−2. Íàïðèìåð, åñëè f(x) = xg+1−x−1 òî J(Cf,3) -
g-ìåðíîå ãëàâíîïîëÿðèçîâàíîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå, òî End(J(Cf,3)) = Z[ζ3].
(Èçâåñòíî [10, ñ. 42], ÷òî ãðóïïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà xn − x− 1 íàä Q ñîâïàäàåò
ñ Sn äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.)

Öåëü ýòîé ðàáîòû - äàòü ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ m-ìåðíûõ ãëàâíîïîëÿðèçîâà-
íûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êîëüöîì ýíäìîðôèçìîâ Z[ζ3] äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ
m ≥ 5, ñðàâíèìûõ ñ 2 ïî ìîäóëþ 3. Ìû ïîñòðîèì èõ (èñïîëüçóÿ íå÷åòíûå f(x)
ñòåïåíè n = 2m + 1) êàê àíòèèíâàðèàíòíóþ ÷àñòü (ìíîãîáðàçèå Ïðèìà) ÿêî-
áèàíà J(Cf,3) îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè δ2, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Gal(f) ñîâïàäàåò
ñ ãðóïïîé Âåéëÿ W(Dm) ñèñòåìû êîðíåé Dm â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïîñêîëüêó
f(x) íå÷åòåí è áåç êðàòíûõ êîðíåé, íàéäóòñÿ m ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ êîðíÿ
{β1, . . . , βm} ìíîãî÷ëåíà f(x), òàêèå, ÷òî (βi 6= ±βj åñëè i 6= j è) Rf ñîâïàäàåò
ñ {0} ∪ {±β1, . . . ,±βm} ⊂ K̄. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü W(Dm) êàê ãðóïïó âñåõ
ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà Rf , èìåþùèõ âèä

0 7→ 0, βi 7→ εiβs(i), −βi 7→ −εiβs(i)

ãäå s ∈ Sm - ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà, à çíàêè εi = ±1 óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ

∏m
i=1 εi = 1. Ðàññìîòðèì m-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F3 âñåõ

íå÷åòíûõôóíêöèé
V −

f := {φ : Rf → F3 | φ(−α) = −φ(α) ∀α ∈ Rf},
ñíàáæåííîå åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ìîäóëÿ Ãàëóà.

Íàøèì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü k - íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, m = 6k + 5 ≥ 5, n =
2m+1 = 12k+11. Ïóñòü f(x) - íå÷åòíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n è áåç êðàòíûõ
êîðíåé. Òîãäà:

(i) (1) (A) Îáðàç P (Cf,3) := (1 − δ2)J(Cf,3) ÿâëÿåòñÿ m-ìåðíûì δ3-
èíâàðèàíòíûì àáåëåâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â J(Cf,3). Â ÷àñò-
íîñòè, âëîæåíèå Z[δ3] ⊂ End(J(Cf,3)) èíäóöèðóåò âëîæå-
íèå

Z[ζ3] ∼= Z[δ3] ↪→ End(P (Cf,3)).

(B) Åñëè îãðàíè÷èòü êàíîíè÷åñêóþ ãëàâíóþ ïîëÿðèçàöèþ ÿêî-
áèàíà J(Cf,3) íà åãî àáåëåâî ïîäìíîãîîáðàçèå P (Cf,3), òî èí-
äóöèðîâàííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ïîëÿðèçàöèåé
íà P (Cf,3), óìíîæåííîé íà äâà, è ýòà ãëàâíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ δ3-èíâàðèàíòíîé.

(C) Ãëàâíîïîëÿðèçîâàííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå P (Cf,3) íå èçî-
ìîðôíî êàíîíè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîìó ÿêîáèàíó êàêîé-ëèáî
ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé.

(2) Ïî ôóíêòîðèàëüíîñòè, δ3 èíäóöèðóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð
δ∗3,P : Ω1(P (Cf,3)) → Ω1(P (Cf,3))

â ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî ðîäà íà P (Cf,3). Åãî ñïåêòð
ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ζ−1

3 êðàòíîñòè 2k + 1 è ζ3 êðàò-
íîñòè 4k + 4 ñîîòâåòñòâåííî.

(ii) Ïóñòü K - ïîäïîëå â C, ñîäåðæàùåå
√−3 è âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî-

÷ëåíà a f(x). Òîãäà:
(a) Àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå P (Cf,3) è åãî àâòîìîðôèçì δ3 îïðåäåëåíû

íàä K. Âäîáàâîê, ïîäìîäóëü Ãàëóà P (Cf,3)δ3 âñåõ δ3-èíâàðèàíòîâ
â P (Cf,3)(K̄) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôåí ìîäóëþ Ãàëóà V −

f .
(b) Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ãðóïïà Gal(f) ñîâïàäàåò ñW(Dm).

Òîãäà:
(b1) End(P (Cf,3)) = Z[ζ3]. Â ÷àñòíîñòè, P (Cf,3) - àáñîëþòíî

ïðîñòîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå.
(b2) Êîìïëåêñíîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå P (Cf,3) íå èçîìîðôíî íè

ÿêîáèàíó êàêîé-ëèáî ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé íè ïðîèç-
âåäåíèþ ÿêîáèàíîâ ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ (äàæå åñëè
íå ó÷èòûâàòü ïîëÿðèçàöèè).

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü m = 5 è f(x) := x(x10−x2−1). Ìîæíî ïðîâåðèòü (ñì. Ïðè-
ìåð 2.3 below), ÷òî ãðóïïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä K = Q(

√−3) ñîâïàäàåò
ñ W(D5). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

End(P (Cf,3)) = Z[ζ3].

Çàìå÷àíèå 1.3. Ïðè m = 5 ïÿòèìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà P (Cf,3) ðåàëè-
çóþòñÿ êàê ïðîìåæóòî÷íûå ÿêîáèàíû íåêîòîðûõ òðåõìåðíûõ êóáèê [3]. (Ñì.
òàêæå [20].)
Çàìå÷àíèå 1.4. Ïîëíûé ñïèñîê (îáîáùåííûõ) ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà, êîòî-
ðûå èçîìîðôíû (êàê ãëàâíîïîëÿðèçîâàííûå àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ) ÿêîáèàíàì
ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ èëè èõ ïðîèçâåäåíèÿì áûë ïîëó÷åí Â.Â. Øîêó-
ðîâûì [13, 14]. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1.1(b2) ìû èñïîëüçóåì äðóãîé
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ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èçó÷åíèè äåéñòâèÿ àâòîìîðôèçìà ïåðèîäà 3 íà äèôôå-
ðåíöèàëû ïåðâîãî ðîäà [20].

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïàðàãðàôå 2 ìû îáñóæäàåì
ïåðìóòàöèîííûå ìîäóëè, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïàìè Ãàëóà íå÷åòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Â ïàðàãðàôå 3 ìû èçó÷àåì òðèãîíàëüíûå ÿêîáèàíû è ïðèìèàíû è äîêàçûâàåì
îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

ß ïðèçíàòåëåí Â.Â. Øîêóðîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Ìîÿ îñîáàÿ áëà-
ãîäàðíîñòü - äîêòîðó Àðñåíó Åëêèíó, âûïîëíèâøåìó âû÷èñëåíèÿ ñ ñèñòåìîé
MAGMA, ñâÿçàííûå ñ Ïðèìåðîì 2.3.

2. Ãðóïïû Ãàëóà íå÷åòíûõ ïîëèíîìîâ ì ïåðìóòàöèîííûå ìîäóëè
Ïóñòü K - ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè , K̄ - åãî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêà-

íèå è Gal(K) = Aut(K̄/K) - åãî àáñîëþòíàÿ ãðóïïà Ãàëóà. Ïóñòü γ ∈ K -
ïðèìèòèâíûé êóáè÷åñêèé êîðåíü èç åäèíèöû.
2.1. Ãðóïïû Ãàëóà íå÷åòíûõ ïîëèíîìîâ. Ïóñòü n = 12k+11 - íàòóðàëüíîå
÷èñëî, ñðàâíèìîå ñ 11 ïî ìîäóëþ 12, f(x) ∈ K[x] - íå÷åòíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
n áåç êðàòíûõ êîðíåé è ñ íåíóëåâûì ïîñòîÿííûì ÷ëåíîì. Ïîëîæèì m = 6k +
5. Òîãäà íàéäóòñÿ m ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ êîðíåé {β1, . . . , βm} ìíîãî÷ëåíà
f(x), òàêèå, ÷òî the n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî Rf âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x)
ñîâïàäàåò ñ {0}∪ {±β1, . . . ,±βm} ⊂ K̄ of all roots of f(x). ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî
Rf ïåðåâîäèòñÿ â ñåáÿ àâòîìîðôèçìàìè Ãàëóà. ×åðåç Perm(Rf ) îáîçíà÷àåòñÿ
ãðóïïà âñåõ ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà Rf . Ïóñòü Gal(f) - îáðàç
ãðóïïû Gal(K) â Perm(Rf ) îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ãàëóà
íà êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x). Åñëè K(Rf ) - ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x),
ïîëó÷àåìîå ïðèñîåäèíåíèåì ê K âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Rf , òî K(Rf )/K
- êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà è ãðóïïà Gal(f) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíà ãðóïïå
Ãàëóà Gal(K(Rf )/K). Ïóñòü Perm0(Rf ) - ïîäãðóïïà ãðóïïû Perm(Rf ), êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç âñåõ ïåðåñòàíîâîê âèäà

0 7→ 0, βi 7→ εiβs(i), −βi 7→ −εiβs(i)

ãäå s ∈ Sm - ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà, à εi = ±1. ßñíî, ÷òî
Gal(f) ⊂ Perm0(Rf ) ⊂ Perm(Rf ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W(Dm) ïîäãðóïïó èíäåêñà 2 ãðóïïû Perm0(Rf ), ýëåìåíòû
êîòîðîé õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì

∏m
i=1 εi = 1. Èìååì

W(Dm) ⊂ Perm0(Rf ) ⊂ Perm(Rf ).

Ïîñêîëüêó 0 - ïðîñòîé êîðåíü äëÿ f(x), òî ìû èìååì f(x) = x · h(x) ãäå
h(x) - ÷åòíûé ìíîãî÷ëåí ÷åòíîé ñòåïåíè 2m, à ìíîæåñòâî âñåõ åãî êîðíåé Rh

ñîâïàäàåò ñ {±β1, . . . ,±βm}; â ÷àñòíîñòè, h(0) 6= 0.
Çàìå÷àíèå 2.2. ßñíî, ÷òî (

∏m
i=1 βi)2 = −h(0) (íàïîìíèì, ÷òî m íå÷åòíî).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Gal(f) = Gal(h) ⊂ W(Dm) åñëè è òîëüêî åñëè −h(0)
êâàäðàò â K.
Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü

m = 5, h(x) = x10 − x2 − 1 ∈ Q[x], f(x) = x · h(x) = x(x10 − x2 − 1).

Ïîñêîëüêó 1 = −h(0) êâàäðàò â Q, ãðóïïà Ãàëóà Gal(h/Q) ìíîãî÷ëåíà h(x)
íàä Q ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â W(D5). Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó Magma [1], ìîæíî
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ïîëó÷èòü, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû Gal(h/Q) ðàâåí 24 ·5!. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ãðóï-
ïû W(D5) òàêæå ðàâåí 24 · 5!, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî Gal(h/Q) = W(D5). Ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî êîììóòàíò G1 := (W(D5),W(D5)) - ñîâåðøåííàÿ (íîðìàëüíàÿ)
ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 â W (D5). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïîëå ðàçëîæåíèÿ Q(Rh)
äëÿ h(x) íàä Q ñîäåðæèò ðîâíî îäíî êâàäðàòè÷íîå ïîäïîëå. ×òîáû îïðåäåëèòü
ýòî ïîäïîëå, çàìåòèì, ÷òî åñëè {±β1, . . . ,±β5} - ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíà h(x) = x10− x2− 1 òî {β2

1 , . . . β2
5} - ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

x5 − x− 1. Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó Magma [1], ïîëó÷àåì, ÷òî äèñêðèìèíàíò ìíîãî-
÷ëåíà x5−x−1 ðàâåí 19×151 è ñëåäîâàòåëüíî, Q(Rh) ñîäåðæèò Q(

√
19× 151).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Q(Rh) íå ñîäåðæèò K = Q(
√−3) è ñëåäîâàòåëüíî, Q(Rh)

è K ëèíåéíî ðàçäåëåíû íàä Q. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà
h(x) íàä K òàêæå ñîâïàäàåò ñW(D5) è ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Ãàëóà ìíîãî÷ëå-
íà f(x) íàä K òàêæå ñîâïàäàåò ñ W(D5).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü Perm(Rh) - ãðóïïà âñåõ ïåðåñòàíîâîê 2m-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà Rh. Ïóñòü G - ïîäãðóïïà ïåðåñòàíîâîê â Sm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
2m · G ⊂ Perm(Rh) ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ïåðåñòàíîâîê âèäà

(s; ε1, . . . , εm) : βi 7→ εiβs(i), −βi 7→ −εiβs(i)

ãäå
s ∈ G, εi = ±1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 2m−1 ·G ïîäãðóïïó èíäåêñà 2 ãðóïïû 2m ·G, ýëåìåíòû êîòîðîé
õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì

∏m
i=1 εi = 1.

Ïðèìåð 2.5.
(i) Ãðóïïà 2m · {1} ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé âñåõ ïåðåñòàíîâîê âèäà

βi 7→ εiβi, −βi 7→ −εiβi

ãäå εi = ±1, â òî âðåìÿ êàê 2m−1·{1} îòâå÷àåò åå ïîäãðóïïå èíäåêñà 2, ýëåìåíòû
êîòîðîé õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì

∏m
i=1 εi = 1. Ãðóïïû 2m · {1} è 2m−1 · {1}

êîììóòàòèâíû è èìåþò ýêñïîíåíòó 2, èõ ïîðÿäêè - 2m è 2m−1 ñîîòâåòñòâåííî.
(ii) Îòîæäåñòâèì Perm(Rh) ñî ñòàáèëèçàòîðîì (êîðíÿ) 0 â Perm(Rf ). Òîãäà
ãðóïïà 2m · Sm ñîâïàäàåò ñ Perm0(Rf ), à (ïîä)ãðóïïà 2m−1 · Sm ñîâïàäàåò ñ
W(Dm).

Çàìå÷àíèå 2.6. ßñíî, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå (s; ε1, . . . , εm) 7→ s çàäàåò
ñþðúåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû ãðóïï

κ0
h : 2m · G ³ G, κh : 2m−1 · G ³ G,

w ÿäðà êîòîðûõ ñóòü ãðóïïû 2m · {1} è 2m−1 · {1} ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèÿ 2.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê G ⊂ Sm,
òàêàÿ, ÷òî Gal(h) = 2m−1 · G. Òîãäà:

(i) ßäðî ñþðúåêòèâíîãî ãîìîìîðôèçìà κh : Gal(h) = 2m−1 · G ³ G - êîì-
ìóòàòèâíàÿ (íîðìàëüíàÿ) ïîäãðóïïà 2m−1 · {1} ýêñïîíåíòû 2.

(ii) Ïóñòü G1 íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Gal(h) íå÷åòíîãî èíäåêñà r.
Òîãäà G1 ñîäåðæèò 2m−1 · {1} è ñþðúåêòèâíîñòü ãîìîìîðôèçìà κh âëå-
÷åò çà ñîáîé òî, ÷òî

κh(G1) ∼= G1/(2m−1 · {1})
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- íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà r â G. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè ãðóï-
ïà G íå ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó íå÷åòíîãî èíäåêñà (çà èñ-
êëþ÷åíèåì ñàìîé G) òî ãðóïïà Gal(h) òàêæå íå ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ
ïîäãðóïïó íå÷åòíîãî èíäåêñà (çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé Gal(h)).

(iii) (1) Åñëè G òðàíçèòèâíàÿ ïîäãðóïïà â Sm òî 2m−1 · G òðàíçèòèâíàÿ
ïîäãðóïïà â Perm(Rh). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Gal(h) - òðàíçèòèâíàÿ
ïîäãðóïïà â Perm(Rh), ò.å., ìíîãî÷ëåí h(x) íåïðèâîäèì íàä K.

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G äâàæäû òðàíçèòèâíàÿ ïîäãðóïïà â Sm è ïóñòü
G1 - ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà 1 â G. Òîãäà ó G1 èìååòñÿ ðîâíî äâå îð-
áèòû â in {1, . . . , m}: à èìåííî, {1} è âñå îñòàëüíîå. Ïóñòü Gal(h)1
- ñòàáèëèçàòîð êîðíÿ β1 â Gal(h). Òîãäà ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
ó ãðóïïû Gal(h)1 ðîâíî òðè îðáèòû â Rh: à èìåííî, {β1}, {−β1} è
âñå îñòàëüíîå.

2.8. Ïåðìóòàöèîííûå ìîäóëè. Ïóñòü Vf - 2m-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä F3 âñåõ ôóíêöèé φ : Rf → F3, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∑
α∈Rf

φ(α) =
0. Ïðîñòðàíñòâî Vf ñíàáæåíî åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ìîäóëÿ Ãàëóà, èíäóöè-
ðîâàííîå äåéñòâèåì ãðóïïû Ãàëóà íà ìíîæåñòâî Rf .

Ïóñòü FRh
3 - 2m-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F3 âñåõ ôóíêöèé φ :

Rh → F3. Ïðîñòðàíñòâî FRh
3 ñíàáæåíî åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ìîäóëÿ Ãàëóà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1Rh
ïîñòîÿííóþ (Ãàëóà-èíâàðèàíòíóþ) ôóíêöèþ 1.

Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ëþáîé F3-çíà÷íîé ôóíêöèè íà Rf åå îãðàíè-
÷åíèå íà Rh çàäàåò èçîìîðôèçì ìîäóëåé Ãàëóà Vf → FRh

3 . (Ìîæíî ïðîäîëæèòü
ëþáóþ ôóíêöèþ φ íà Rh äî ôóíêöèè íà Rf = {0} ∪Rh, ïîëàãàÿ

φ(0) := −
∑

α∈Rh

φ(α).)

Ìîäóëü Ãàëóà Vf ðàñùåïëÿåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ìîäóëåé Ãàëóà ÷åòíûõ è íå÷åò-
íûõ ôóíêöèé

Vf = V −
f ⊕ V +

f

ãäå
V +

f = {φ : Rf → F3,
∑

α∈Rf

φ(α) = 0, φ(α) = φ(−α) ∀α},

V −
f = {φ : Rf → F3, φ(α) = −φ(α) ∀α}.

(Ñóììà âñåõ çíà÷åíèé íå÷åòíîé ôóíêöèè âñåãäà ðàâíà íóëþ.) ßñíî, ÷òî φ(0) =
0 äëÿ âñåõ φ ∈ V −

f . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

dimF3(V
−
f ) = m.

Ëåììà 2.9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâàæäû òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà
ïåðåñòàíîâîê G ⊂ Sm, òàêàÿ, ÷òî Gal(h) = 2m−1 · G. Òîãäà EndGal(K)(V −

f ) =
F3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Çàìå÷àíèþ 2.7(iii)(1), ãðóïïà Gal(h) òðàíçèòèâíî
äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâî Rh.

Ïóñòü W+
h and W−

h - ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà FRh
3 , ñîñòîÿùèå èç âñåõ

÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî îáà ïîäïðîñòðàíñòâà
ÿâëÿþòñÿ ïîäìîäóëÿìè Ãàëóà â FRh

3 , à òàêæå
W−

h ⊕W+
h = FRh

3 .
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Òàêæå ÿñíî, ÷òî ìîäóëè Ãàëóà W−
h è V −

f èçîìîðôíû. Ïîýòîìó, íàì äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî

EndGal(K)(W−
h ) = F3.

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî #(Rh) = 2m = n − 1 = 12k + 10
íå äåëèòñÿ íà 3. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïîäìîäóëü F3 · 1Rh

ïîñòîÿííûõ ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â W+

h , à ìîäóëü Ãàëóà FRh
3 ðàñùåïëÿåòñÿ â

ïðÿìóþ ñóììó ìîäóëåé Ãàëóà
FRh

3 = W−
h ⊕W+

h = W−
h ⊕ F3 · 1Rh

⊕W+,0
h

ãäå W+,0
h - (ïîä)ìîäóëü Ãàëóà âñåõ ÷åòíûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ñóììà âñåõ

çíà÷åíèé ðàâíà íóëþ. ßñíî, ÷òî
dimF3EndGal(K)(FRh

3 ) ≥
dimF3EndGal(K)(W−

h ) + dimF3EndGal(K)(F3 · 1Rh
) + dimF3EndGal(K)(W

+,0
h ) ≥

dimF3EndGal(K)(W−
h ) + 1 + 1.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî dimF3EndGal(K)(FRh
3 ) = 3 òî äîêàçàòåëü-

ñòâî áóäåò çàâåðøåíî. Ïîñêîëüêó îáðàç ãðóïïû Gal(K) â AutF3(F
Rh
3 ) ñîâïàäàåò

ñ
Gal(h) ⊂ Perm(Rh) ⊂ AutF3(F

Rh
3 ),

ìû èìååì ðàâåíñòâî.
EndGal(K)(FRh

3 ) = EndGal(h)(FRh
3 ).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàøåé Ëåììû äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì,
÷òî

dimF3(EndGal(h)(FRh
3 )) = 3.

Ñîãëàñíî Ëåììå 7.1 êíèãè [6], ðàçìåðíîñòü dimF3(EndGal(h)(FRh
3 )) ñîâïàäàåò ñ

÷èñëîì îðáèò â ìíîæåñòâå Rh îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñòàáèëèçàòîðà ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà h(x) â Gal(h). Íî ýòî ÷èñëî îðáèò ðàâíî
òðîéêå (ñì. Çàìå÷àíèå 2.7(iii)). Äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî. ¤

3. Öèêëè÷åñêèå íàêðûòèÿ, ÿêîáèàíû è ïðèìèàíû
Åñëè X - àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå íàä K̄ òî ÷åðåç End(X) îáîçíà÷àåòñÿ êîëü-

öî âñåõ åãî K̄-ýíäîìîðôèçìîâ, à ÷åðåç End0(X) - ñîîòâåòñòâóþùàÿ Q-àëãåáðà
End(X)⊗Q. Åñëè X îïðåäåëåíà íàä K òî ÷åðåç EndK(X) îáîçíà÷àåòñÿ êîëüöî
âñåõ åãî K-ýíäîìîðôèçìîâ.

Êàê è âûøå f(x) = x · h(x) ∈ K[x] - íå÷åòíûé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè
n = 2m + 1 = 12k + 11 è áåç êðàòíûõ êîðíåé. Ìû ñîõðàíÿåì âñå îáîçíà÷åíèÿ
ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.
3.1. Òðèãîíàëüíûå êðèâûå. Çäåñü è äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëå K
ñîäåðæèò

√−3. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ Cf,3, ÿâëÿþùóþñÿ
ìîäåëüþ àôôèííîé òðèãîíàëüíîé êðèâîé

y3 = f(x);

åå ðîä ðàâåí n − 1 = 12k + 10. Íà êðèâîé Cf,3 äåéñòâóþò êîììóòèðóþùèå
ïåðèîäè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû

δ2 : (x, y) 7→ (−x,−y)
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è
δ3 : (x, y) 7→ (x, γy, )

èìåþùèå ïåðèîä 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî.
Ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå êðèâûõ

π : Cf,3 → P1, (x, y) 7→ x

èìååò ñòåïåíü 3 è ðàçâåòâëåíî â òî÷íîñòè â 0, 2m-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {α |
α ∈ Rf} è ∞. (Îòìåòèì, ÷òî 3 íå äåëèò 2m + 1.) ßñíî, ÷òî âñå òî÷êè âåòâ-
ëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ π â Cf,3 ÿâëÿþòñÿ δ3-èíâàðèàíòíûìè. Ìû ïîçâîëèì ñåáå
îáîçíà÷èòü π−1(∞) ÷åðåç ∞. Ïîëîæèì

B = π−1(Rf ) = {(α, 0) | α ∈ Rf} ⊂ C(K̄).

ßñíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ÿâëÿþòñÿ δ3-èíâàðèàíòíûìè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè P = (α, 0) ∈ B òî δ2(P ) = (−α, 0) ∈ B.

Ó àâòîìîðôèçìà δ2 : Cf,3 → Cf,3 ðîâíî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè, à èìåííî,
π−1(0) è π−1(∞). Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôàêòîð C̃f,3 = Cf,3/(1, δ2) - ãëàäêàÿ
(íåïðèâîäèìàÿ) ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ (ñðàâíèòå ñ Ëåììîé 1.2, åå äîêàçàòåëü-
ñòâîì è Ñëåäñòâèåì 1.3 â ðàáîòå [20]) è åñòåñòâåííîå ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå
Cf,3 → C̃f,3 ÿâëÿåòñÿ äâîéíûì íàêðûòèåì, ðàçâåòâëåííûì ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ,
à èìåííî â îáðàçàõ òî÷åê π−1(0) and π−1(∞). Èç ôîðìóëû Ãóðâèöà âûòåêàåò,
÷òî ðîä êðèâîé C̃f,3 ðàâåí m.

Ïîñêîëüêó
[n/3] = 4k + 3, [2n/3] = 8k + 7,

èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [16] è [17, Çàìå÷àíèÿ 3.5 and 3.7] âûòåêàåò, ÷òî (n −
1)-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Ω1(Cf,3) (íàä K̄) äèôôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî
ðîäà íà Cf,3 äîïóñêàåò â êà÷åñòâå áàçèñà ìíîæåñòâî

{
xi dx

y
, 0 ≤ i ≤ 4k + 2; xj dx

y2
, 0 ≤ j ≤ 8k + 6

}
.

Åñëè
δ∗2 : Ω1(Cf,3) → Ω1(Cf,3), δ∗3 : Ω1(Cf,3) → Ω1(Cf,3)

- àâòîìîðôèçìû, èíäóöèðîâàííûå δ2 è δ3 ñîîòâåòñòâåííî, òî

δ∗3(xi dx

y
) = γ−1xi dx

y
, δ∗3(xj dx

y2
) = γ−2xj dx

y2
= γxj dx

y2
,

δ∗2(xi dx

y
) = (−1)ixi dx

y
, δ∗2(xj dx

y2
) = (−1)j+1xj dx

y2
;

â ÷àñòíîñòè, ýòîò áàçèñ ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ δ∗2 and δ∗3 . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Ω1(Cf,3)− âñåõ δ2-
àíòèèíâàðèàíòîâ èìååò ðàçìåðíîñòü m è äîïóñêàåò â êà÷åñòâå áàçèñà ìíîæå-
ñòâî {

x2i+1 dx

y
, 0 ≤ i ≤ 2k; x2j dx

y2
0 ≤ j ≤ 4k + 3

}
.

3.2. Òðèãîíàëüíûå ÿêîáèàíû. Ïóñòü J(Cf,3) - ÿêîáèàí êðèâîé Cf,3: ýòî (n−
1)-ìåðíîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëåííîå íàä K. Ïî ôóíêòîðèàëüíîñòè
Àëüáàíåçå, δ2 è δ3 èíäóöèðóþò K-àâòîìîðôèçìû ÿêîáèàíà J(Cf,3), êîòîðûå
ìû ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåì ÷åðåç δ2 è δ3 ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì

δ2
2 = 1, δ2

3 + δ3 + 1 = 0
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ãäå âñå ðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî â êîëüöå End(J(Cf,3)). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âëîæåíèå

Z[ζ3] ↪→ EndK(J(Cf,3)), ζ3 7→ δ3

êðóãîâîãî êîëüöà Z[µ3] â êîëüöî âñåõ K-ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ
J(Cf,3).

Ïóñòü j : Cf,3 ↪→ J(Cf,3) - êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå êðèâîé Cf,3 â åå ÿêîáèàí,
íîðìàëèçîâàííîå óñëîâèåì j(∞) = 0, ò.å., j ïåðåâîäèò òî÷êó P ∈ Cf,3(K̄) â
êëàññ ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçîðà (P ) − (∞). ßñíî, ÷òî j ÿâëÿåòñÿ
δ3-ýêâèâàðèàíòíûì è δ2-ýêâèâàðèàíòíûì.

Íàïîìíèì îïèñàíèå (ïîä)ìîäóëÿ Ãàëóà J(Cf,3)δ3 âñåõ δ3-èíâàðèàíòîâ â J(Cf,3)(K̄).
Ìîäóëè Ãàëóà Vf è J(Cf,3)δ3 êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû [9] (ñì. òàêæå [18]). À
èìåííî, ïóñòü

Z0
B = {

∑

P∈B

aP (P ) | aP ∈ Z,
∑

P∈B

aP = 0}

- ãðóïïà âñåõ äèâèçîðîâ íóëåâîé ñòåïåíè íà êðèâîé Cf,3 ñ íîñèòåëåì â B. Ñâî-
áîäíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà Z0

B îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ìîäóëÿ
Ãàëóà. ßñíî, ÷òî ìîäóëü Ãàëóà Z0

B/3Z0
B êàíîíè÷åñêè èçîìîðôåí ìîäóëþ Vf :

äèâèçîð
∑

P∈B aP (P ) çàäàåò ôóíêöèþ α 7→ aP mod 3 ãäå P = (α, 0). Ïîñêîëü-
êó ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ δ2-èíâàðèàíòíûì, îòîáðàæåíèå

D2 :
∑

P∈B

aP (P ) 7→
∑

P∈B

aP (δ2P )

- àâòîìîðôèçì ìîäóëÿ Ãàëóà Z0
B , èíäóöèðóþùèé àâòîìîðôèçì ìîäóëÿ Ãàëóà

Z0
B/3Z0

B = Vf , êîòîðûé ïåðåâîäèò ôóíêöèþ α → φ(α) â ôóíêöèþ α → φ(−α).
(Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèå D2 äëÿ ýòîãî àâòîìîðôèçìà ìîäóëÿ Ãàëóà Vf .)
Çàìåòèì, ÷òî

V −
f = (1−D2)Vf , V +

f = (1 + D2)Vf

(íàïîìíèì, ÷òî Vf - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F3.) Äðóãèìè ñëîâàìè, V +
f

è V −
f - ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà D2, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì 1 è −1 ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

cl : Z0
B → J(Cf,3)(K̄, )

êîòîðîå ïåðåâîäèò ëþáîé äèâèçîð âèäà
∑

P∈B aP (P ) â (åãî êëàññ ëèíåéíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å., â)

∑

P∈B

aP j(P ) ∈ J(Cf,3)(K̄).

Îêàçûâàåòñÿ, cl(Z0
B) = J(Cf,3)δ3 è ÿäðî ãîìîìîðôèçìà cl ñîâïàäàåò ñ 3 · Z0

B .
Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ìîäóëåé Ãàëóà Z0

B/3Z0
B

è J(Cf,3)δ3 è ìû ïîëó÷àåì åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ìîäóëåé Ãàëóà

cl : Vf = Z0
B/3Z0

B
∼= J(Cf,3)δ3 .

Ïîñêîëüêó δ2 êîììóòèðóåò ñ δ3, ïîäìîäóëü Ãàëóà J(Cf,3)δ3 ÿâëÿåòñÿ δ2-èíâàðèàíòíûì.
Èç ÿâíîãî îïèñàíèÿ ãîìîìîðôèçìîâ cl è D2 âûòåêàåò, ÷òî åñëè c̄l(φ) = P ∈
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J(Cf,3)δ3 òî δ2P - îáðàç (ïðè îòîáðàæåíèè cl) ôóíêöèè α → φ(−α). Äðóãèìè
ñëîâàìè,

cl(D2φ) = δ2cl(φ) ∀φ ∈ Vf .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå ãîìîìîðôèçìà cl íà ïîäìîäóëü V −
f äàåò

íàì èçîìîðôèçì ìîäóëåé Ãàëóà
cl : V −

f
∼= {P ∈ J(Cf,3)δ3 | δ2P = −P}.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
{P ∈ J(Cf,3)δ3 | δ2P = −P} = cl(V −

f ) = cl((1−D2)Vf ) = (1− δ2)J(Cf,3)δ3 .

3.3. Òðèãîíàëüíûå ïðèìèàíû. Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà
P (Cf,3) = (1− δ2)J(Cf,3) ⊂ J(Cf,3).

Åñëè îãðàíè÷èòü êàíîíè÷åñêóþ ãëàâíóþ ïîëÿðèçàöèþ ÿêîáèàíà J(Cf,3) íà åãî
àáåëåâî ïîäìíîãîîáðàçèå P (Cf,3), òî èíäóöèðîâàííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíîé ïîëÿðèçàöèåé íà P (Cf,3), óìíîæåííîé íà äâà [4, Ïàðàãðàô 3, Ñëåä-
ñòâèå 2]. ßñíî, ÷òî "èíäóöèðîâàííàÿ"ãëàâíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ íà P (Cf,3) ÿâëÿåòñÿ
δ3-èíâàðèàíòíîé. Òàêæå ÿñíî [4, Ïàðàãðàô 3, Ñëåäñòâèå 2], ÷òî P (Cf,3) ñîâïà-
äàåò ñî ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé åäèíèöû åñòåñòâåííîãî ñþðúåêòèâíîãî ãîìîìîð-
ôèçìà ÿêîáèàíîâ J(Cf,3) → J(C̃f,3); â ÷àñòíîñòè, P (Cf,3) - m-ìåðíîå àáåëåâî
ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëåííîå íàä K. ßñíî, ÷òî àáåëåâî ïîäìíîãîîáðàçèå P (Cf,3)
is δ3-èíâàðèàíòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì è áóäåì ðàññìàòðèâàòü δ3 êàê K-
àâòîìîðôèçì àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ P (Cf,3). Ïî-ïðåæíåìó, δ2

3 + δ3 + 1 = 0 â
End(P (Cf,3)). Êàê è âûøå, ýòî ðàâåíñòâî çàäàåò âëîæåíèå êîëåö

Z[ζ3] ↪→ End(P (Cf,3)), ζ3 7→ δ3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 1 + δ2 kills P (Cf,3), ïîòîìó ÷òî
0 = 1− δ2

2 = (1 + δ2)(1− δ2) ∈ End(J(Cf,3))

è P (Cf,3)(K̄) = (1− δ2)(J(Cf,3)). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
δ2P = −P ∀P ∈ P (Cf,3)(K̄).

Ðàññìîòðèì (ïîä)ìîäóëü Ãàëóà P (Cf,3)δ3 âñåõ δ3-èíâàðèàíòîâ â P (Cf,3)(K̄).
ßñíî, ÷òî

P (Cf,3)δ3 ⊂ {P ∈ J(Cf,3)δ3 | δ2P = −P}.
Ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà ñîâïàäàåò ñ (1− δ2)J(Cf,3)δ3 , ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

P (Cf,3)δ3 = {P ∈ J(Cf,3)δ3 | δ2P = −P}.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìîäóëè Ãàëóà P (Cf,3)δ3 and V −

f êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû.
Ïîëîæèì

O = Z[µ3], λ = (1− γ)O, E = O ⊗Q = Q(ζ3) = Q(
√−3).

Òîãäà ïîëå âû÷åòîâ
O/λ = F3.

Íàïîìíèì, ÷òî èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì
O = Z[µ3] ↪→ EndK(P (Cf,3)), ζ3 7→ δ3.

Ýòî äàåò íàì ðàâåíñòâî
P (Cf,3)δ3 = P (Cf,3)λ
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëè Ãàëóà P (Cf,3)λ è V −
f êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû. Â

÷àñòíîñòè,
dimF3P (Cf,3)λ = m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õîðîøî èçâåñòíî [12, 8, 19], ÷òî P (Cf,3)λ - ñâîáîäíûé O/λ-
ìîäóëü ðàíãà 2dim(P (Cf,3))/[E : Q]. Ïîñêîëüêó O/λ = F3 and [E : Q] = 2, ìû
ïîëó÷àåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà dim(P (Cf,3)) = m. Çàìåòèì, ÷òî

dim(P (Cf,3)) = m = dimF3(Ω
1(Cf,3)−).

Çàìå÷àíèå 3.4. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî dim(P (Cf,3)) = m è ïðèìåíÿÿ
Òåîðåìó 3.10 ðàáîòû [18] ê

Y = J(Cf,3), Z = P (Cf,3), δ = δ2, P (t) = 1− t,

ìû íàõîäèì, ÷òî ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé 1 − δ2 : J(Cf,3) ³
P (Cf,3) ⊂ J(Cf,3) èíäóöèðóåò (íà äèôôåðåíöèàëàõ ïåðâîãî ðîäà) èçîìîðôèçì
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

(1− δ2)∗ : Ω1(P (Cf,3)) ∼= Ω1(Cf,3)− ⊂ Ω1(J(Cf,3)),

è èçîìîðôèçì ýòîò δ3-ýêâèâàðèàíòåí. Îòñþäà ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî δ3 èíäóöè-
ðóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Ω1(P (Cf,3)), ñïåêòð êîòîðîãî ñîñòîèò
èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë γ−1 êðàòíîñòè 2k + 1 è γ = γ−2 êðàòíîñòè 4k + 4. ßñíî,
÷òî ÷èñëà 2k + 1 and 4k + 4 âçàèìíî ïðîñòû.
Òåîðåìà 3.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâàæäû òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà
ïåðåñòàíîâîê G ⊂ Sm, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) Ãðóïïà G íå ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó ñ èíäåêñîì, äåëÿùèì m
(çà èñêëþ÷åíèåì ñåáÿ ñàìîé).

(ii) Ãðóïïà Gal(h) ñîäåðæèò 2m−1 · G.
Òîãäà End(P (Cf,3)) = Z[ζ3]. Â ÷àñòíîñòè, P (Cf,3) - àáñîëþòíî ïðîñòîå àáå-
ëåâî ìíîãîîáðàçèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïîëå K íà åãî ðàñøèðåíèå,
ìû ìîæåì è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Gal(h) = 2m−1 · G. Îòîæäåñòâëÿÿ ãðóïïó
Perm(Rh) ñî ñòàáèëèçàòîðîì êîðíÿ 0 â Perm(Rf ), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

Gal(f) = Gal(h) = 2m−1 · G.

Ïîñêîëüêó ìîäóëè Ãàëóà P (Cf,3)λ è V −
f èçîìîðôíû, èç Ëåììû 2.9 âûòåêà-

åò, ÷òî EndGal(K)(P (Cf,3)λ)δ3) = F3. Òåïåðü Òåîðåìà 3.5 âûòåêàåò èç Çàìå÷à-
íèÿ 3.4 è Òåîðåìû 3.12(ii)(2) ðàáîòû [19], ïðèìåíåííûõ ê X = P (Cf,3), E =
Q(
√−3),O = Z[µ3], λ = (1− γ)O. ¤

Ïðèìåð 3.6. Ïóñòü m = 6k + 5 - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñðàâíèìîå ñ 5 ïî ìîäó-
ëþ 6. Ïóñòü L - ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé C(t1, . . . , tm) îò m íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ t1, . . . , tm over C. Ìîæíî ðåàëèçîâàòü ãðóïïó 2m · Sm êàê ãðóïïó
âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëÿ L âèäà

(s; ε1, . . . , εm) : ti 7→ εits(i), i = 1, . . . m

ãäå
s ∈ Sm, εi = ±1.

Ïóñòü K - ïîäïîëå âñåõ 2m · Sm-èíâàðèàíòîâ â L. ßñíî, ÷òî L/K - êîíå÷íîå
ðàñøèðåíèå Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà 2m ·Sm. Â ÷àñòíîñòè, L̄ = K̄. Ïîñêîëüêó m ≥
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5, ñïèñîê íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï â Sm èñ÷åðïûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé {1} ÷åòíîãî
èíäåêñà m!, çíàêîïåðåìåííîé ïîäãðóïïîé Am èíäåêñà 2 è ñàìîé ãðóïïîé Sm.

Ìíîãî÷ëåí

h(x) =
m∏

i=1

(x2 − t2i ) =
m∏

i=1

(x− ti)
m∏

i=1

(x + ti)

÷åòíîé ñòåïåíè 2m ëåæèò â K[x], à åãî ïîëå ðàçëîæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ L. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî Gal(h) = 2m · Sm. Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 3.5 ê ìíîãî÷ëåíó

f(x) := x · h(x) = x ·
m∏

i=1

(x2 − t2i )

íå÷åòíîé ñòåïåíè (2m+1), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ (íàä L̄)
m-ìåðíîãî ïðèìèàíà P (Cf,3) ñîâïàäàåò ñ Z[ζ3].

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.1. Âñå óòâåðæäåíèÿ (i) è(ii)(a) çà èñêëþ÷åíèåì (i)(1)(C)
óæå äîêàçàíû â ðàçäåëàõ 3.3 è Çàìå÷àíèè 3.4. Ïîñêîëüêó Sm - äâàæäû òðàí-
çèòèâíàÿ ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê, íå èìåþùàÿ íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé íå÷åòíîãî
èíäåêñà (çà èñêëþ÷åíèåì ñåáÿ ñàìîé) è W(Dm) = 2m−1 · Sm, òî óòâåðæäåíèå
(ii)(b1) âûòåêàåò èç Òåîðåìû 3.5, ïðèìåíåííîé ê G = Sm.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (i)(1)(C), çàìåòèì, ÷òî
3· | (2k + 1)− (4k + 4) |= 6k + 9 > (6K + 5) + 2 = m + 2 = dim(P (Cf,3)) + 2.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå (i)(1)(C)) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ (i)(2), áëàãîäàðÿ Òåî-
ðåìå 1.1 ðàáîòû [20].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (ii)(b2), çàìåòèì, ÷òî ìû óæå çíàåì (áëà-
ãîäàðÿ óæå äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ (ii)(b1) ), ÷òî End(P (Cf,3)) = Z[δ3] ∼=
Z[ζ3]. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî P (Cf,3) àáñîëþòíî ïðîñòî è èìååò ðîâíî îäíó ãëàâ-
íóþ ïîëÿðèçàöèþ, êîòîðàÿ δ3-èíâàðèàíòíà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè P (Cf,3) èçî-
ìîðôíî ÿêîáèàíó ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, òî ýòîò èçîìîðôèçì ïåðåâîäèò
äðóã â äðóãà ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûå ïîëÿðèçàöèè.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå (ii)(b2) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ (i)(1)(C).
¤
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