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Ââåäåíèå.

Ñ ëþáûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì X ìîæíî ñâÿçàòü àáåëåâó êàòåãîðèþ coh(X) êî-
ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íåì. Ìîðôèçìû ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè èíäóöèðóþò ôóíêòîðû îáðàòíîãî
îáðàçà ìåæäó àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòûõ ïó÷êîâ. Åñëè, êðîìå òîãî, ìîðôèçì ñîáñòâåí-
íûé, òî ìîæíî îïðåäåëèòü è ôóíêòîð ïðÿìîãî îáðàçà. Ýòè ôóíêòîðû íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè è
èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ëåâûå è ïðàâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷èòûâàòü âñå
ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò àáåëåâûõ êàòåãîðèé ê ïðîèçâîäíûì êàòåãîðèÿì
îò íèõ. Íàïðèìåð ñ ëþáûì ãëàäêèì ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì ìû ìîæåì ñâÿçàòü òàê íàçûâàå-
ìóþ îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(X) , à ñ ëþáûì ìîðôèçìîì
ìåæäó òàêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè ìîæíî ñâÿçàòü ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî îá-
ðàçà ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Âîïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè ïåðåõîäå îò ìíîãîîáðàçèé ê ïðîèçâîäíûì êàòåãîðèÿì êîãå-
ðåíòíûõ ïó÷êîâ, - ýòî êàê ìíîãî èíôîðìàöèè ìû òåðÿåì. Íà ñàìîì äåëå, êàê âûÿñíÿåòñÿ, ýòîò
ïåðåõîä ñîõðàíÿåò ïî÷òè âñþ èíôîðìàöèþ. Íàïðèìåð â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìû ìîæåì âîñòàíî-
âèòü ìíîãîîáðàçèå ïî ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè (ñì [2], èëè Òåîðåìó 1.2 ýòîé ñòàòüè). Òåì íå ìåíåå
äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ìíîãîîáðàçèé íàõîäÿòñÿ ïðèìåðû, êîãäà äâà ðàçíûõ ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò
ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé.
Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå è Â � äâîéñòâåííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå. Â ðàáîòå [9]

áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(Â) ýêâèâàëåíòíû,
è ýêâèâàëåíòíîñòü, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ìóêàè, ìîæåò áûòü çàäàíà ñ
ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ Ïóàíêàðå PA íà ïðîèçâåäåíèè A× Â ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

F 7→ R·p2∗(PA ⊗ p∗1(F )).

Ýòà êîíñòðóêöèÿ Ìóêàè áûëà îáîáùåíà â ñòàòüå [13] ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ A è B , è èçîìîðôèçì f ìåæäó àáåëåâûìè ìíî-

ãîîáðàçèÿìè A× Â è B × B̂ . Çàïèøåì f â ìàòðè÷íîì âèäå
(

x y

z w

)
,

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà RFFI 99-01-01144, ãðàíòà ïîääåðæêè Âåäóùèõ Íàó÷íûõ
Øêîë ¹ 00-15-96085 è ãðàíòà INTAS-OPEN-2000-269. Èññëåäîâàíèÿ, îïèñàííûå â äàííîé ïóáëèêàöèè ñòàëè âîçìîæ-
íû ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà ¹ RM1-2089 Àìåðèêàíñêîãî Ôîíäà Ãðàæäàíñêèõ Èññëåäîâàíèé è Ðàçâèòèÿ
äëÿ ñòðàí ÑÍÃ. .
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ãäå x � ãîìîìîðôèçì èç A â B , y � èç Â â B , è òàê äàëåå. Ìû íàçîâåì åãî èçîìåòðè÷íûì,
åñëè îáðàòíûé ê f èìååò ñëåäóþùèé âèä:

f−1 =

(
ŵ −ŷ

−ẑ x̂

)

Â ñòàòüå [13] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè äëÿ äâóõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïîëåì A è B ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì ìåæäó A × Â è B × B̂ , òî
ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(B) ýêâèâàëåíòíû.

Â ýòîé ñòàòüå ìû äîêàçûâàåì ðàâíîñèëüíîñòü ýòèõ óñëîâèé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïî-
ëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 , òî åñòü, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè Db(A) è Db(B) ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì èç A×Â â B×B̂ . Íà ñàìîì äåëå, â
îäíó ñòîðîíó ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì (Òåîðåìà 2.19). Êàê ñëåäñòâèå ýòîé
òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðà-
çèé, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû Db(A) äëÿ çàäàííîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ
A (Ñëåäñòâèå 2.20). Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà óòâåðæäåíèå èç [12], êîòîðîå ãîâî-
ðèò, ÷òî ëþáàÿ òî÷íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè.

Ïðåäñòàâëÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòè îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè, ìû ñòðîèì îòîáðàæåíèå èç ìíîæå-
ñòâà âñåõ òî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ìåæäó Db(A) è Db(B) â ìíîæåñòâî èçîìåòðè÷íûõ èçî-
ìîðôèçìîâ èç A × Â â B × B̂ . Äàëåå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ôóíêòîðèàëüíî
(Ïðåäëîæåíèå 2.15). Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíî-
ñòåé êàòåãîðèè Db(A) â ãðóïïó U(A×Â) èçîìåòðè÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ A×Â .

Â ïàðàãðàôå 3 ìû îïèñûâàåì ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ èçîìîðôíî ïðÿ-
ìîé ñóììå Z è ãðóïïû k -òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ A × Â (Ïðåäëîæåíèå 3.3). Òåõíè÷åñêè ýòî
îïèñàíèå îïèðàåòñÿ íà òîò ôàêò, ÷òî îáúåêò íà ïðîèçâåäåíèè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, çàäàþùèé
ýêâèâàëåíòíîñòü, íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè
(Ïðåäëîæåíèå 3.2). Ýòî óòâåðæäåíèå íè â êîåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ îáùèì ôàêòîì. Îíî, ê ïðè-
ìåðó, íå âåðíî äëÿ Ê3 ïîâåðõíîñòåé, íî â ñëó÷àå àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé äàåò êëþ÷ ê îïèñàíèþ
ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Â ïàðàãðàôå 4, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îñíîâíîå ïîëå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è char(k) = 0 ,
ìû ïðèâîäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ èç [13], îñíîâàííîå íà ôàêòàõ èç ñòàòüè [10],
â êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ ïîëóîäíîðîäíûå ðàññëîåíèÿ íà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ÷àñòíîñòè,
ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

0 −→ Z⊕ (A× Â)k −→ AuteqDb(A) −→ U(A× Â) −→ 1.

Â çàêëþ÷åíèè, ìû îïèñûâàåì öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå U(A×Â) ñ ïîìîùüþ Z è äàåì ôîðìóëó
äëÿ 2-êîöèêëà, êîòîðûé çàäàåò ýòî ðàñøèðåíèå.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí Èíñòèòóòó Ìàòåìàòèêè èìåíè Ìàêñà Ïëàíêà çà ãîñòåïðèèìñòâî è ñòèìó-
ëèðóþùóþ àòìîñôåðó.

Ýòà ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà RFFI 99-01-01144 è ãðàíòà ïîääåðæêè
Âåäóùèõ Íàó÷íûõ Øêîë ¹ 00-15-96085. Èññëåäîâàíèÿ, îïèñàííûå â äàííîé ïóáëèêàöèè ñòàëè
âîçìîæíû ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà ¹ RM1-2089 Àìåðèêàíñêîãî Ôîíäà Ãðàæäàíñêèõ
Èññëåäîâàíèé è Ðàçâèòèÿ äëÿ ñòðàí ÑÍÃ.
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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì k ñî ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì OX . Ñ êàæ-
äûì ìíîãîîáðàçèåì ñâÿçàíà àáåëåâà êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íåì � coh(X) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Db(X) îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ îò àáåëåâîé êàòåãîðèè
coh(X) . Â äâóõ ñëîâàõ, Db(X) ïîëó÷àåòñÿ èç êàòåãîðèè îãðàíè÷åííûõ êîìïëåêñîâ êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ îáðàùåíèåì âñåõ êâàçè-èçîìîðôèçìîâ, òî åñòü òàêèõ îòîáðàæåíèé ìåæäó êîìïëåêñàìè,
êîòîðûå èíäóöèðóþò èçîìîðôèçìû íà êîãîìîëîãèÿõ (ñì. íàïðèìåð [3]).

Âñÿêàÿ ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ èìååò ñòðóêòóðó òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè. Ýòî çíà÷èò,
÷òî â àääèòèâíîé êàòåãîðèè D çàôèêñèðîâàíû:

a) àääèòèâíîé ôóíêòîð ñäâèãà [1] : D −→ D , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòüþ;
b) íåêîòîðûé êëàññ âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1],

êîòîðûé äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííîìó íàáîðó àêñèîì (ñì. [15]).
Àääèòèâíûé ôóíêòîð F : D −→ D′ ìåæäó äâóìÿ òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè íàçû-

âàåòñÿ òî÷íûì, åñëè îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ôóíêòîðàìè ñäâèãà è ïåðåâîäèò âñÿêèé âûäåëåííûé
òðåóãîëüíèê èç D â âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê êàòåãîðèè D′ .

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû îãðàíè÷èìñÿ êëàññîì ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ëþáîé ìîð-
ôèçì f : X → Y ìåæäó ãëàäêèìè ïðîåêòèâíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè èíäóöèðóåò äâà òî÷íûõ
ôóíêòîðà: ôóíêòîð ïðÿìîãî îáðàçà R

q
f∗ : Db(X) −→ Db(Y ) è ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà

L·f∗ : Db(Y ) −→ Db(X). Êðîìå òîãî, êàæäûé îáúåêò F ∈ Db(X) çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð
òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ

L⊗ F : Db(X) −→ Db(X) . Èñïîëüçóÿ ýòè ôóíêòîðû, ìû ìîæåì ââåñòè
áîëüøîé êëàññ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó êàòåãîðèÿìè Db(X) è Db(Y ) .

Ïóñòü X è Y � äâà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k . Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå X × Y è îáîçíà÷èì ÷åðåç p è q ïðîåêöèè X × Y íà X è ñîîòâåòñòâåííî íà
Y

X
p←− X × Y

q−→ Y.

Êàæäûé îáúåêò E ∈ Db(X × Y ) çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð ΦE èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(X)
â ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ Db(Y ) , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(1) ΦE(·) := R·q∗(E
L⊗ p∗(·)).

Êðîìå òîãî, ñ òåì æå ñàìûì îáúåêòîì E ∈ Db(X × Y ) ìîæíî ñâÿçàòü åùå è äðóãîé ôóíêòîð ΨE
èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(Y ) â ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ Db(X) , îïðåäåëåííûé ïî ïðàâèëó
àíàëîãè÷íîìó (1):

ΨE(·) := R·p∗(E
L⊗ q∗(·)).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêòîð ΦE èìååò êàê ëåâûé, òàê è ïðàâûé ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû Φ∗E
è Φ!

E ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå çàäàþòñÿ òàê:

(2) Φ∗E ∼= ΨE∨⊗q∗ωY [dimY ],

Φ!
E ∼= ΨE∨⊗p∗ωX [dimX].

Çäåñü ωX è ωY êàíîíè÷åñêèå ïó÷êè íà X è Y , è E∨ � óäîáíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ
R·Hom(E ,OX×Y ).
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Ïóñòü òåïåðü X, Y, Z � òðè ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ, è E ,F ,G � îáúåêòû ïðîèç-
âîäíûõ êàòåãîðèé Db(X × Y ) , Db(Y × Z) è Db(X × Z) ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùóþ äèàãðàììó ïðîåêöèé:

?

? ?

¡
¡

¡ª

@
@

@R

p12 p13 p23

¡
¡

¡ª

@
@

@R

¡
¡

¡ª

@
@

@R

Y

X × Y × Z

X × Z

X Z

X × Y Y × Z

π1
12

π2
12 π1

13 π3
13 π2

23 π3
23

Îáúåêòû E ,F ,G çàäàþò òðè ôóíêòîðà:

ΦE : Db(X) −→ Db(Y ),
ΦF : Db(Y ) −→ Db(Z),
ΦG : Db(X) −→ Db(Z),

îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (1), ò.å.

ΦE := R·π2
12∗(E

L⊗ π1
12
∗(·)),

ΦF := R·π3
23∗(F

L⊗ π2
23
∗(·)),

ΦG := R·π3
13∗(G

L⊗ π1
13
∗(·)).

Ðàññìîòðèì îáúåêò p12
∗E ⊗ p23

∗F ∈ Db(X × Y × Z), êîòîðûé äàëåå ìû âñåãäà áóäåì îáîçíà-
÷àòü E £

Y
F . Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èç [9] äàåò ïðàâèëî äëÿ êîìïîçèöèè òåõ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ

ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Êîìïîçèöèÿ ôóíêòîðîâ ΦF ◦ΦE èçîìîðôíà ôóíêòîðó ΦG , ïðåäñòàâëåí-
íîìó îáúåêòîì

(3) G = R·p13∗(E £
Y
F).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ãëàäêîìó ïðîåêòèâíîìó ìíîãîîáðàçèþ ìû ñîïîñòàâèëè ïðîèçâîäíóþ
êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íåì, à ñ êàæäûì îáúåêòîì E ∈ Db(X × Y ) íà ïðîèçâåäåíèè
äâóõ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ìû ñâÿçàëè òî÷íûé ôóíêòîð ΦE èç òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè
Db(X) â òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ Db(Y ) ñ çàêîíîì êîìïîçèöèè, îïèñàííûì âûøå.

Ñëåäóþùèå äâà âîïðîñà ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ äàííîãî ñîîòâåòñòâèÿ:
• Êîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ ðàçíûõ ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãî-
îáðàçèé ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè?
• Êàêîâà ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äëÿ
äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ?

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè óæå èçâåñòíû. Ê ïðèìåðó, ìû ìîæåì äàòü èñ÷åð-
ïûâàþùèé îòâåò íà äàííûå âîïðîñû â ñëó÷àå, êîãäà êàíîíè÷åñêèé èëè àíòèêàíîíè÷åñêèé ïó÷îê
ìíîãîîáðàçèÿ îáèëåí.
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Òåîðåìà 1.2. [2] Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, êàíîíè÷åñêèé (èëè àíòèêà-
íîíè÷åñêèé) ïó÷îê êîòîðîãî îáèëåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàòåãîðèÿ Db(X) ýêâèâàëåíòíà êàê
òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(X ′) äëÿ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî àëãåá-
ðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ′. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå X ′ èçîìîðôíî X .

Òåîðåìà 1.3. [2] Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, êàíîíè÷åñêèé (èëè àíòè-
êàíîíè÷åñêèé) ïó÷îê êîòîðîãî îáèëåí. Òîãäà ãðóïïà êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ òî÷íûõ àâòîýêâè-
âàëåíòíîñòåé êàòåãîðèè Db(X) ïîðîæäåíà àâòîìîðôèçìàìè ìíîãîîáðàçèÿ, ïîäêðóòêàìè íà
ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ è ñäâèãàìè â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè.

Â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî îïèñàòü è ãðóïïó òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé. Äëÿ ëþáîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ X ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé AuteqDb(X) âñåãäà ñîäåðæèò ïîäãðóïïó
G(X), êîòîðàÿ åñòü ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû G1 = Pic(X) ⊕ Z è
ïîäãðóïïû G2 = AutX, äåéñòâóþùåé åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà G1. Ïðè ýòîì âêëþ÷åíèè
G(X) ⊂ AuteqDb(X) îáðàçóþùàÿ Z ïåðåõîäèò â ôóíêòîð ñäâèãà [1] , ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
L ∈ Pic(X) � â ôóíêòîð ⊗L, à àâòîìîðôèçì f : X → X èíäóöèðóåò àâòîýêâèâàëåíòíîñòü
R·f∗ .

Òåïåðü ìû ìîæåì äîáàâèòü, ÷òî ïðè óñëîâèè, îïèñàííîì â òåîðåìå 1.3, ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýê-
âèâàëåíòíîñòåé AuteqDb(X) ñîâïàäàåò ñ G(X), ò.å. â ýòîì ñëó÷àå:

AuteqDb(X) ∼= AutX n (Pic(X)⊕ Z).

×òîáû èññëåäîâàòü âîïðîñ, êîãäà äâà ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êà-
òåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, è îïèñûâàòü èõ ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé, æåëàòåëüíî èìåòü
ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ. Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî âñå îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ
îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè, ò.å. èìåþò âèä (1). Ýòà ãèïîòåçà äîêàçàíà â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ
ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Òåîðåìà 1.4. [12] Ïóñòü X è Y � äâà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî òî÷íûé ôóíêòîð F : Db(X) ∼−→ Db(Y ) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òðèàíãóëèðî-
âàííûõ êàòåãîðèé. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà îáúåêò
E ∈ Db(X × Y ) òàêîé, ÷òî ôóíêòîð F èçîìîðôåí ôóíêòîðó ΦE .

×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêòîð F ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îí
è åãî ïðàâûé (èëè ëåâûé) ñîïðÿæåííûé âïîëíå ñòðîãèå. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêòîð F íàçûâàåòñÿ
âïîëíå ñòðîãèì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ A è B åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

Hom(A,B) −→ Hom(F (A), F (B))

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ íåêîòîðûé ìåòîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, êîãäà ôóíêòîð ΦE :

Db(X) −→ Db(Y ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîâåðèòü ýòî äîâîëüíî òðóäíî,
îäíàêî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ñëåäóþùèé êðèòåðèé áûâàåò âåñüìà ïîëåçåí.

Òåîðåìà 1.5. [1] Ïóñòü M è X � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0, è ïóñòü E ∈ Db(M ×X) . Òîãäà ôóíêòîð ΦE ÿâëÿåòñÿ
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âïîëíå ñòðîãèì, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè:

1) Homi
X(ΦE(Ot1) , ΦE(Ot2)) = 0 äëÿ âñåõ i è t1 6= t2.

2) Hom0
X(ΦE(Ot) , ΦE(Ot)) = k,

Homi
X(ΦE(Ot) , ΦE(Ot)) = 0, äëÿ i /∈ [0, dimM ].

Çäåñü t , t1 , t2 � òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ M è Oti � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïó÷êè íåáîñêðåáîâ.

Ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ ÷åòûðå ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ X1, X2, Y1, Y2 . Ðàññìîòðèì
äâà îáúåêòà E1 è E2, ïðèíàäëåæàùèå êàòåãîðèÿì Db(X1 × Y1) è Db(X2 × Y2) ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü îáúåêò

E1 £ E2 ∈ Db((X1 ×X2)× (Y1 × Y2)),

êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ åñòü p∗13(E1)⊗ p∗24(E2). Êàê è ðàíüøå (ñì. (1)), îáúåêòû E1, E2, E1 £ E2

çàäàþò ôóíêòîðû:
ΦE1 : Db(X1) −→ Db(Y1),
ΦE2 : Db(X2) −→ Db(Y2),
ΦE1� E2 : Db(X1 ×X2) −→ Db(Y1 × Y2).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé îáúåêò G ∈ Db(X1 ×X2) è îáîçíà÷èì ÷åðåç H îáúåêò ΦE1�E2(G) ∈
Db(Y1 × Y2) . Ñ êàæäûì èç ýòèõ äâóõ îáúåêòîâ ìîæíî ñâÿçàòü ïî ïðàâèëó (1) ôóíêòîðû

ΦG : Db(X1) −→ Db(X2), ΦH : Db(Y1) −→ Db(Y2).

Ëåììà 1.6. Â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ âûøå, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ ΦH ∼= ΦE2 ◦
ΦG ◦ΨE1 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 1.1. 2

Åñëè òåïåðü Z1, Z2 åùå äâà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ è F1,F2 îáúåêòû ñîîòâåò-
ñòâåííî êàòåãîðèé Db(Y1 × Z1) è Db(Y2 × Z2), òî èìåþòñÿ òàêæå ôóíêòîðû ΦF1 , ΦF2 ,ΦF1�F2

.

Ïî ïðàâèëó (3) ìû ìîæåì íàéòè îáúåêòû G1 è G2 , ïðèíàäëåæàùèå êàòåãîðèÿì Db(X1 × Z1)
è Db(X2 × Z2), òàêèå ÷òî:

ΦG1
∼= ΦF1 ◦ ΦE1 , ΦG2

∼= ΦF2 ◦ ΦE2 .

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå ñîîòíîøåíèå

(4) ΦF1�F2
◦ ΦE1�E2 ∼= ΦG1�G2

Èñïîëüçóÿ åãî, ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.7. Â óñëîâèÿõ, îïèñàííûõ âûøå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêòîðû ΦE1 è ΦE2
ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðîãèìè (ýêâèâàëåíòíîñòÿìè). Òîãäà ôóíêòîð

ΦE1�E2 : Db(X1 ×X2) −→ Db(Y1 × Y2)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì (ýêâèâàëåíòíîñòüþ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêòîð F èìååò ñîïðÿæåííûé, ñêàæåì, ñëåâà F ∗, òî îí âïîëíå ñòðî-
ãèé òîãäà è òîëêî òîãäà, êîãäà êîìïîçèöèÿ F ∗F èçîìîðôíà òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó. Ôóíê-
òîðû ΦEi èìåþò ëåâûå ñîïðÿæåííûå ΦEi

∗ , îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå (2). Èç òîãî, ÷òî îíè
âïîëíå ñòðîãèå ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèè ΦEi

∗ΦEi èçîìîðôíû òîæäåñòâåííûì ôóíêòîðàì, êî-
òîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè ïó÷êàìè äèàãîíàëåé ∆i ∈ Xi × Xi. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî ïó÷îê O∆1 £ O∆2 èçîìîðôåí ñòðóêòóðíîìó ïó÷êó äèàãîíàëè O∆ , ãäå ∆ � äèàãîíàëü â
(X1×X2)× (X1×X2). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (4), ïîëó÷àåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ ΦE1�E2

∗ΦE1�E2 ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì äèàãîíàëè ∆ è, çíà÷èò, èçîìîðôíà òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó.
Òàêèì îáðàçîì, ΦE1�E2 âïîëíå ñòðîãèé. Óòâåðæäåíèå ïðî ýêâèâàëåíòíîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî. 2

Ïðåäïîëîæèì ñåé÷àñ, ÷òî ôóíêòîð ΦE : Db(X) −→ Db(Y ) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, è
îáúåêò F ∈ Db(X × Y ) òàêîé, ÷òî ΨF ∼= Φ−1

E . Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêòîð

(5) ΦF�E : Db(X ×X) −→ Db(Y × Y )

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê AdE . Ôóíêòîð AdE òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïî Óòâåðæäå-
íèþ 1.7. Êðîìå òîãî, ïî Ëåììå 1.6 äëÿ ëþáîãî îáúåêòà G ∈ Db(X ×X) ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
ôóíêòîðîâ:

(6) ΦAdE(G)
∼= ΦE ◦ ΦG ◦ Φ−1

E .

2. Ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà àáåëåâûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n íà ïîëåì k. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç m :
A×A → A ìîðôèçì êîìïîçèöèè, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííûì íàä ïîëåì k, è ÷åðåç e �
k �òî÷êó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Â äâîéñòâåííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ìî-
äóëåé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà A , ïðèíàäëåæàùèõ Pic0(A) . Áîëåå òîãî, Â ÿâëÿåòñÿ òîíêèì
ìíîãîîáðàçèåì ìîäóëåé. Ïîýòîìó íà ïðîèçâåäåíèè A × Â ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ëèíåéíîå
ðàññëîåíèå P, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Ïóàíêàðå. Ýòî ðàññëîåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-
çíà÷íî òåì, ÷òî äëÿ ëþáîé k �òî÷êè α ∈ Â îãðàíè÷åíèå P íà A×{α} èçîìîðôíî ëèíåéíîìó
ðàññëîåíèþ èç Pic0(A) , ñîîòâåòñòâóþùåìó α, è â äîïîëíåíèè îãðàíè÷åíèå P

∣∣∣
{e}× bA

äîëæíî
áûòü òðèâèàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà A , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò k -òî÷êå α ∈ Â,

áóäåì îáîçíà÷àòü äàëåå Pα.

Áîëåå òîãî, åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé A1, ..., Am è k -òî÷êà
(α1, ..., αm) ∈ Â1 × · · · × Âm , òîãäà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P(α1,...,αk) ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
Pα1 £ · · ·£ Pαk

íà ïðîèçâåäåíèè A1 × · · · ×Ak .

Äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé f : A → B îïðåäåëåí äâîéñòâåííûé ãî-
ìîìîðôèçì f̂ : B̂ → Â. Ïîòî÷å÷íî îí óñòðîåí òàê, ÷òî òî÷êó β ∈ B̂ ïåðåâîäèò â òî÷êó α ∈ Â

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå f∗Pβ ñîâïàäàåò ñ ðàññëîåíèåì Pα íà A .
Äâàæäû äâîéñòâåííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ̂̂

A ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâ-
ëåíî ñ A ïðè ïîìîùè ðàññëîåíèé Ïóàíêàðå íà A × Â è íà Â × ̂̂

A . Äðóãèìè ñëîâàìè, ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì κA : A

∼→ ̂̂
A òàêîé, ÷òî ïîäíÿòèå ðàññëîåíèÿ Ïóàíêàðå
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P bA ïðè èçîìîðôèçìå 1 × κA : Â × A
∼−→ Â × ̂̂

A ñîâïàäàåò ñ ðàññëîåíèåì Ïóàíêàðå PA , ò.å.
(1× κA)∗P bA

∼= P
A
.

Òàêèì îáðàçîì, ̂ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé íà êàòåãîðèè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ò.å. êîíòðîâà-
ðèàíòíûì ôóíêòîðîì, ÷åé êâàäðàò èçîìîðôåí òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó κ : Id

∼→ ̂̂ .

Çàìå÷àíèå 2.2. ( k = C ) Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå íàä C . Âûáåðåì áàçèñ l1, ..., l2n â
H1(A,Z) è äâîéñòâåííûé áàçèñ l∗1, ..., l

∗
2n â H1(Â,Z) ∼= H1(A,Z)∗ . Ïóñòü òåïåðü l∗∗1 , ..., l∗∗2n � ýòî áàçèñ â

H1(
̂̂
A,Z), äâîéñòâåííûé ê l∗1, ..., l

∗
2n . Èçîìîðôèçì κA : A

∼−→ ̂̂
A èíäóöèðóåò îòîæäåñòâëåíèå H1(A,Z)

ñ H1(
̂̂
A,Z), ïðè êîòîðîì ýëåìåíòû li ïåðåõîäÿò â −l∗∗i (!). Çíàê ìèíóñ ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî

ôîðìû c1(PA) è c1(P bA) êîñîñèììåòðè÷íû.

Çàìå÷àíèå 2.3. ( k = C ) Ïóñòü f : A → B � íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì êîìïëåêñíûõ àáåëåâûõ
ìíîãîîáðàçèé, è f̂ : Â → B̂ � äâîéñòâåííûé ê íåìó. Çàôèêñèðóåì áàçèñû â ãîìîëîãèÿõ H1(A,Z) è
H1(B,Z) , è äâîéñòâåííûå ê íèì áàçèñû â ïåðâûõ ãîìîëîãèÿõ Â è B̂. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F è F̂

ìàòðèöû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó ïåðâûìè ãîìîëîãèÿìè, èíäóöèðóåìûå f è f̂ . Òîãäà ìàòðèöà
F̂ òðàíñïîíèðîâàíà ê F .

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : A → Â . Åñëè òåïåðü, èñïîëüçóÿ κ , ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f̂ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç A â Â, òî ìàòðèöû F è F̂ áóäóò êîñîòðàíñïîíèðîâàíû äðóã äðóãó, ò.å.
F̂ = −F t .

Ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå P ïðåäîñòàâëÿåò íàì ïðèìåð òî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ïðîèçâîä-
íûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ, â îáùåì ñëó÷àå íåèçîìîðôíûõ, ìíîãîîáðàçèé A

è Â . Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè
A

p←− A× Â
q−→ Â

è ôóíêòîð ΦP : Db(A) −→ Db(Â) , îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (1): ΦP (·) = Rq∗(P ⊗ p∗(·)) .
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî â ([9]).

Ïðåäëîæåíèå 2.4. ([9]) Ïóñòü P � ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå íà A × Â . Òîãäà ôóíêòîð ΦP :
Db(A) −→ Db(Â) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, è ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ

ΨP ◦ ΦP
∼= (−1A)∗[n],

ãäå (−1A) � îòîáðàæåíèå âçÿòèÿ îáðàòíîãî.

Çàìå÷àíèå 2.5. Â ñòàòüå ([9]) ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé íàä àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì. Îäíàêî îíî âåðíî è íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì, ò.ê. äâîéñòâåííîå
ìíîãîîáðàçèå è ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå îïðåäåëåíî âñåãäà íàä òåì æå ñàìûì ïîëåì (ñì. íàïðèìåð
[11]). À óòâåðæäåíèå ïðî ýêâèâàëåíòíîñòü áóäåò ñëåäîâàòü èç Ëåììû 2.12.

Äëÿ ëþáîé k -òî÷êè a ∈ A ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ñäâèãà m(·, a) : A → A, êîòîðûé ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü Ta , è äëÿ k -òî÷êè α ∈ Â îáîçíà÷èì ÷åðåç Pα ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå
ðàññëîåíèå íà A .

Ðàññìîòðèì òåïåðü k -òî÷êó (a, α) ∈ A× Â. Ñ êàæäîé òàêîé òî÷êîé ìîæíî ñâÿçàòü ôóíêòîð
èç Db(A) â ñåáÿ ïî ïðàâèëó:

(7) Φ(a,α)(·) := Ta∗(·)⊗ Pα = T ∗−a(·)⊗ Pα.

Ôóíêòîð Φ(a,α) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïó÷êîì

(8) S(a,α) = OΓa ⊗ p∗2(Pα)
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íà ïðîèçâåäåíèè A×A , ãäå Γa � ýòî ãðàôèê àâòîìîðôèçìà ñäâèãà Ta . Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêòîð
Φ(a,α) ÿâëÿåòñÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Ìíîæåñòâî ôóíêòîðîâ Φ(a,α) , ïàðàìåòðèçîâàííûõ A× Â , ìîæíî ñîåäèíèòü â îäèí ôóíêòîð
èç Db(A× Â) â Db(A×A), êîòîðûé áóäåò ïåðåâîäèòü ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(a,α) â
S(a,α) . (Çàìåòèì, ÷òî ýòèì óñëîâèåì ôóíêòîð íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, à òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ
äî óìíîæåíèÿ íà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, ïîäíÿòîå ñ A× Â .)

Ìû îïðåäåëèì ýòîò ôóíêòîð ΦSA
: Db(A× Â) −→ Db(A×A) êàê êîìïîçèöèþ äâóõ äðóãèõ.

Ðàññìîòðèì îáúåêò PA = p∗14O∆ ⊗ p∗23P ∈ Db((A× Â)× (A×A)) è îáîçíà÷èì ÷åðåç µA :
A×A −→ A×A ìîðôèçì, êîòîðûé ïåðåâîäèò òî÷êó (a1, a2) â (a1,m(a1, a2)) . Ó íàñ ïîÿâëÿþòñÿ
äâà ôóíêòîðà:

ΦPA
: Db(A× Â) −→ Db(A×A), RµA∗ : Db(A×A) −→ Db(A×A).

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ôóíêòîð ΦSA
åñòü êîìïîçèöèÿ RµA∗ ◦ ΦPA

.

Ìû ìîæåì ÿâíî îïèñàòü îáúåêò SA íà ïðîèçâåäåíèè (A × Â) × (A × A) , ïðåäñòàâëÿþùèé
ôóíêòîð ΦSA

. Íî òàê êàê ÿâíàÿ ôîðìóëà íàì â äàëüíåéøåì íå ïîíàäîáèòñÿ, òî ìû ïðèâåäåì
åå áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 2.7. Îáúåêò SA íà ïðîèçâåäåíèè (A× Â)× (A×A) , ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð ΦSA
,

çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

SA = (m · p13, p4)∗O∆ ⊗ p∗23PA.

Ãäå (m · p13, p4) � ýòî ìîðôèçì íà A × A, ïåðåâîäÿùèé òî÷êó (a1, α, a3, a4) â òî÷êó
(m(a1, a3), a4) .

Óòâåðæäåíèå 2.8. Ôóíêòîð ΦSA
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ è äëÿ êàæäîé k -òî÷êè

(a, α) ∈ A× Â

a) ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(a,α) ïåðåâîäèò â ïó÷îê S(a,α), îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé
(8);

b) ëèíåéíîå ðàññëîåíèå P(α,a) íà A× Â ïåðåâîäèò â îáúåêò O{−a}×A ⊗ p2∗Pα[n] .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêòîð ΦSA

åñòü ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîçèöèÿ ôóíêòîðîâ RµA∗ è ΦPA
,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòÿìè: ïåðâûé ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì, à äëÿ âòîðîãî ýòî
ñëåäóåò èç Óòâåðæäåíèÿ 1.7 è Ïðåäëîæåíèÿ 2.4.

Ôóíêòîð ΦPA
ïåðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(a,α) â ïó÷îê OA×{a} ⊗ p∗1Pα . Äàëåå

ôóíêòîð RµA∗ ïîñûëàåò ïó÷îê OA×{a} ⊗ p∗1Pα â ïó÷îê OΓa ⊗ p∗1(Pα) .
Òàêèì æå îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ Ïðåäëîæåíèå 2.4, íàõîäèì, ÷òî ôóíêòîð ΦPA

ïåðåâîäèò ëè-
íåéíîå ðàññëîåíèå P(α,a) â îáúåêò O{−a}×A ⊗ p∗2Pα[n] , à ôóíêòîð RµA∗ ïîñûëàåò îáúåêò
O{−a}×A ⊗ p∗2Pα[n] â ñåáÿ. 2

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíò-
íûõ ïó÷êîâ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïî Òåîðåìå 1.4
îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ îáúåêò E ∈ Db(A×B)
è ýêâèâàëåíòíîñòü ΦE : Db(A) ∼−→ Db(B) .

Ðàññìîòðèì ôóíêòîð
AdE : Db(A×A) ∼−→ Db(B ×B),
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êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5) è ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ
ôóíêòîðîâ Φ−1

SB
◦AdE ◦ ΦSA

.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J (E) îáúåêò, ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð

Φ−1
SB
◦AdE ◦ ΦSA

.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

(9)
Db(A× Â)

ΦSA−→ Db(A×A)
ΦJ (E)

y yAdE

Db(B × B̂)
ΦSB−→ Db(B ×B)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïèñàòü îáúåêò J (E) è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè îïèñàíèè àáåëå-
âûõ ìíîãîîáðàçèé, îáëàäàþùèõ ýêâèâàëåíòíûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷-
êîâ.

Òåîðåìà 2.10. Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé fE : A× Â −→ B× B̂, ÿâëÿ-
þùèéñÿ èçîìîðôèçìîì, è ëèíåéíîå ðàññëîåíèå LE íà A × Â òàêîå, ÷òî îáúåêò J (E) èçî-
ìîðôåí i∗(LE) , ãäå i � ýòî âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ A× Â â (A× Â)× (B × B̂) â êà÷åñòâå
ãðàôèêà èçîìîðôèçìà fE .

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, ìû ñôîðìóëèðóåì äâå ëåììû, êîòîðûå ïîç-
âîëÿò íàì ñ÷èòàòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k̄ àëãåáðàè÷åñêîå çà-
ìûêàíèå k . Ïîëîæèì X̄ := X ×Spec(k) Spec(k̄) è îáîçíà÷èì ÷åðåç F̄ îáðàòíûé îáðàç F
îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà X̄ −→ X .

Ëåììà 2.11. Ïóñòü F êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóþò çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå j : Z ↪→ X̄ è îáðàòèìûé ïó÷îê L íà Z òàêîé,
÷òî F̄ ∼= j∗L . Òîãäà ñóùåñòâóþò çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå i : Y ↪→ X è îáðàòèìûé ïó÷îê
M íà Y òàêîé, ÷òî F ∼= i∗M è j = ī .
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîïðîñ ëîêàëüíûé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ àôôèííîå ìíî-
ãîîáðàçèå X = Spec(A) è A -ìîäóëü M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ⊂ A àííóëÿòîð ìîäóëÿ M , à
÷åðåç J ′ ⊂ Ā = A⊗k k̄ àííóëÿòîð ìîäóëÿ M̄ = M ⊗k k̄ . Ïóñòü {ei} � áàçèñ ïîëÿ k̄ íàä k ,
òîãäà M̄ = ⊕Mei êàê ìîäóëü íàä A . Î÷åâèäíî, ÷òî J ⊗k k̄ ⊆ J ′ . Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè
åëåìåíò

∑
ai ⊗ ei ∈ Ā ïðèíàäëåæèò J ′ , òî

∑
aim ⊗ ei = 0 äëÿ ëþáîãî m ∈ M . È çíà÷èò,

êàæäûé ai ïðèíàäëåæèò J . Òàêèì îáðàçîì J ⊗k k̄ = J ′ .
Èç óñëîâèÿ ìû çíàåì, ÷òî M̄ ïðîåêòèâíûì ìîäóëåì ðàíãà 1 íàä àëãåáðîé B̄ := Ā/J ′ =

B ⊗k k̄ , ãäå B = A/J , è M̄ = M ⊗B B̄ . Òåïåðü, òàê êàê B̄ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïëîñêîé B -
àëãåáðîé, òî M êàê B -ìîäóëü òàêæå ïðîåêòèâíûé ðàíãà 1. (ñì. íàïðèìåð [4] (3.1.4)). 2

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãîâîðèò íàì, ÷òî ñâîéñòâî ôóíêòîðà áûòü âïîëíå ñòðîãèì (ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ) ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé.

Ëåììà 2.12. Ïóñòü X è Y � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k , è ïóñòü E
- îáúåêò ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(X × Y ) . Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå ïîëåé F/k è ìíîãîîá-
ðàçèÿ

X ′ = X ×
Spec(k)

Spec(F ), Y ′ = Y ×
Spec(k)

Spec(F ).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′ ïîäíÿòèå îáúåêòà E â êàòåãîðèþ Db(X ′ × Y ′) . Òîãäà ôóíêòîð ΦE :
Db(X) −→ Db(Y ) âïîëíå ñòðîãèé (ýêâèâàëåíòíîñòü), åñëè è òîëüêî åñëè ôóíêòîð ΦE ′ :
Db(X ′) −→ Db(Y ′) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì (ýêâèâàëåíòíîñòüþ).
Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Êàê è ðàíüøå îáîçíà÷èì ÷åðåç ΦE∗ ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê ôóíêòîðó
ΦE . Åñëè ôóíêòîð ΦE ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì, òîãäà êîìïîçèöèÿ ΦE ◦ΦE∗ åñòü òîæäåñòâåí-
íûé ôóíêòîð idDb(X) , êîòîðûé, êàê ìû çíàåì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì äèàãîíàëè
O∆ â ïðîèçâåäåíèè X × X . Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæåíèå 1.1 è òåîðåìó î ïëîñêîé
çàìåíå áàçû, íàõîäèì, ÷òî êîìïîçèöèÿ ΦE ′ ◦ ΦE ′∗ òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì
äèàãîíàëè O∆′ , ãäå ∆′ � ýòî äèàãîíàëü â X ′ × X ′ . È çíà÷èò, ôóíêòîð ΦĒ òàêæå âïîëíå
ñòðîãèé.

⇐ Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ΦE ◦ΦE∗ . Îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îáúåêòîì J íà X×
X . Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì φ : J −→ O∆ . Òàê êàê ôóíêòîð ΦĒ âïîëíå ñòðîãèé
ïî ïðåäïîëîæåíèþ, òî ìîðôèçì φ′ : J ′ −→ O∆′ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Îòñþäà íåìåäëåííî
ñëåäóåò, ÷òî è ñàì φ åñòü èçîìîðôèçì. À çíà÷èò, ôóíêòîð ΦE âïîëíå ñòðîãèé.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ è ïðî ýêâèâàëåíòíîñòü, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç ñòðîãîñòè
è ïîëíîòû ñîïðÿæåííîãî ôóíêòîðà. 2

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.10. Ïîëüçóÿñü Ëåììàìè 2.11 è 2.12, ìû ìîæåì ïåðåéòè ê àëãåá-
ðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ ïîëÿ k .

Øàã 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e è e′ çàìêíóòûå òî÷êè ìíîãîîáðàçèé A × Â è ñîîòâåòñòâåííî
B × B̂, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åäèíèöàìè ãðóïïîâûõ ñòðóêòóð. Ðàññìîòðèì ïó÷îê íåáîñêðåáîâ Oe

è âû÷èñëèì åãî îáðàç îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà ΦJ (E). Ïî îïðåäåëåíèþ, ìû çíàåì, ÷òî

ΦJ (E) = Φ−1
SB
◦AdE ◦ ΦSA

.

Ïî Óòâåðæäåíèþ 2.8 ôóíêòîð ΦSA
ïåðåâîäèò ïó÷îê Oe â ñòðóêòóðíûé ïó÷îê äèàãîíàëè O∆(A)

íà A×A . Òàê êàê ñòðóêòóðíûé ïó÷îê äèàãîíàëè ïðåäñòàâëÿåò òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð, òî èç
ôîðìóëû (6) ñëåäóåò, ÷òî AdE(O∆(A)) åñòü ñòðóêòóðíûé ïó÷îê äèàãîíàëè O∆(B) íà ìíîãîîáðà-
çèè B×B. À îí â ñâîþ î÷åðåäü ïåðåõîäèò â ñòðóêòóðíûé ïó÷îê Oe′ ïîä äåéñòâèåì ôóíêòîðà
Φ−1

SB
ïî òîìó æå Óòâåðæäåíèþ 2.8.

Øàã 2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî

J (E)
L⊗ O{e}×(B× bB)

∼= O{e}×{e′}.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ îêðåñòíîñòü U = Spec(R) òî÷êè e â òîïîëîãèè
Çàðèñêîãî òàêàÿ, ÷òî îáúåêò J ′ := J (E) |

U×(B× bB)
åñòü êîãåðåíòíûé ïó÷îê ñ íîñèòåëåì, êîòîðûé

ïåðåñåêàåò ñëîé {e}× (B× B̂) â òî÷êå {e}×{e′} . Íàïîìíèì, ÷òî íîñèòåëü ëþáîãî êîãåðåíòíîãî
ïó÷êà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðóþ àôôèííóþ îêðåñòíîñòü V = Spec(S) òî÷êè e′ â B × B̂ .
Ïåðåñå÷åíèå íîñèòåëÿ ïó÷êà J ′ ñ äîïîëíåíèåì B×B̂\V ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì,
ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà A× Â - çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå òî÷êó e .

Òàêèì îáðàçîì, óìåíüøàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, U , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ÷òî îíî âñå åùå àôôèííî,
à íîñèòåëü ïó÷êà J ′ ñîäåðæèòñÿ â U × V . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîãåðåíòíûé ïó÷îê F
íà U×V òàêîé, ÷òî j∗(F) = J ′ , ãäå j - ýòî âëîæåíèå U×V â U×(B×B̂) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
M êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R ⊗ S -ìîäóëü, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïó÷êó F , òî åñòü F = M̃ .
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Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûì R ìîäóëåì, òàê êàê ïðÿìîé îáðàç
ïðè ïðîåêöèè êîãåðåíòíîãî ïó÷êà J ′ = j∗F ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíûì ïó÷êîì.

Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â R , ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå e . Ìû çíàåì, ÷òî

M ⊗R R/m ∼= R/m.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì R -ìîäóëåé φ : R −→ M , êîòîðûé ïîñëå òåíçîðíîãî óìíîæå-
íèÿ íà R/m ñòàíîâèòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, íîñèòåëè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Kerφ è
Cokerφ íå ñîäåðæàò òî÷êó e . Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ U íà ìåíüøóþ àôôèííóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè
e , êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íîñèòåëÿìè ïó÷êîâ Kerφ è Cokerφ , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî φ åñòü
èçîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ïîäñõåìà X(U) ⊂ U × (B × B̂) òàêàÿ, ÷òî ïðîåêöèÿ
X(U) −→ U ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì è

J ′ = J (E) |
U×(B× bB)

∼= OX(U).

Øàã 3. Ìû ïîëó÷èëè òåì ñàìûì, ÷òî äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé òî÷êè (a, α) ∈ U

ΦJ (E)(O(a,α)) ∼= O(b,β)

äëÿ íåêîòîðîé çàìêíóòîé òî÷êè (b, β) ∈ B × B̂ . Åñëè ìû òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íóþ çàìêíóòóþ òî÷êó (a, α) ∈ A × Â , òî åå âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó (a, a′) =
(a1, α1) + (a2, α2), ãäå òî÷êè (a1, α1), (a2, α2) ïðèíàäëåæàò U . Îáîçíà÷èì ÷åðåç (b1, β1) è
(b2, β2) îáðàçû ýòèõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà ΦJ (E) . Ôóíêòîð ΦSA

, êàê ìû çíàåì, ïå-
ðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó÷îê O(a,α) â ïó÷îê S(a,α) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç G îáúåêò AdE(S(a,α)) .
×òîáû âû÷èñëèòü åãî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (6). Ìû èìååì

ΦG ∼= ΦE ◦ Φ(a,α) ◦ Φ−1
E .

Íî ôóíêòîð Φ(a,α), êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ (7) åñòü T ∗a (·)⊗Pα, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîì-
ïîçèöèþ Φ(a1,α1)Φ(a2,α2). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîìîðôèçìîâ

ΦG ∼= ΦE ◦ Φ(a,α) ◦ Φ−1
E ∼= ΦE ◦ Φ(a1,α1) ◦ Φ−1

E ∼= ΦE ◦ Φ(a2,α2) ◦ Φ−1
E ∼= Φ(b1,β1) ◦ Φ(b2,β2)

∼= Φ(b,β)

ãäå (b, β) = (b1, β1) + (b2, β2) . È çíà÷èò, îáúåêò G èçîìîðôåí S(b,β) . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì,
÷òî

ΦJ (E)(O(a,α)) ∼= O(b,β)

äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé òî÷êè (a, α) ∈ A× Â .
Òåïåðü, ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó Øàãà 2, ìû ìîæåì äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé òî÷êè (a, a′) íàéòè

íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü W è ïîäñõåìó X(W ) ⊂ W×(B×B̂) òàêóþ, ÷òî ïðîåêöèÿ X(W ) −→ W

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, è J |
W×(B× bB)

∼= OX(W ) .
Ñêëåèâàÿ âñå ýòè îêðåñòíîñòè, ìû íàõîäèì ïîäìíîãîîáðàçèå i : X ↪→ (A × Â) × (B × B̂)

òàêîå, ÷òî ïðîåêöèÿ X −→ A × Â åñòü èçîìîðôèçì, à ïó÷îê J (E) èçîìîðôåí ïó÷êó i∗L ,
ãäå L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X . Ïîäìíîãîîáðàçèå X çàäàåò ãîìîìîðôèçì èç A × Â

â B × B̂ , êîòîðûé èíäóöèðóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò
ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. 2

Â ÷àñòíîñòè, èç Òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ A è B èìåþò ýê-
âèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, òî ìíîãîîáðàçèÿ A × Â è B × B̂

èçîìîðôíû. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòîò èçîìîðôèçì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðîìó äîïîë-
íèòåëüíîìó óñëîâèþ (ñì. Ïðåäëîæåíèå 2.18).
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Ñëåäñòâèå 2.13. Èçîìîðôèçì fE ïåðåâîäèò k -òî÷êó (a, α) ∈ A× Â â òî÷êó (b, β) ∈ B× B̂

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýêâèâàëåíòíîñòè

Φ(a,α) : Db(A) ∼−→ Db(A), Φ(b,β) : Db(B) ∼−→ Db(B),

îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå (7), ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Φ(b,β) ◦ ΦE ∼= ΦE ◦ Φ(a,α),

èëè â òåðìèíàõ îáúåêòîâ ýòî çíà÷èò, ÷òî

Tb∗E ⊗ Pβ
∼= T−a∗E ⊗ Pα = T ∗a E ⊗ Pα

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Òåîðåìå 2.10 ôóíêòîð ΦJ (E) ïåðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(a,α)

â ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(b,β) , ãäå (b, β) = fE(a, α) . Èç Óòâåðæäåíèÿ 2.8 ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêòîð ΦSA

ïîñûëàåò ïó÷îê O(a,α) â S(a,α) . À ïó÷îê S(a,α), â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåò
ôóíêòîð

Φ(a,α) = Ta∗(·)⊗ Pα.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ äèàãðàììó (9), ìû âèäèì, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè fE òî÷êà (a, α) ïåðåõîäèò â
òî÷êó (b, β) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S(b,β)

∼= AdE(S(a,α)). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (6), íàõîäèì,
÷òî Φ(b,β)

∼= ΦE ◦ Φ(a,α) ◦ Φ−1
E . 2

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ îáúåêòà J (E) â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà
A = B è ýêâèâàëåíòíîñòü ΦE åñòü Φ(a,α), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (7).

Ïðåäëîæåíèå 2.14. Ïóñòü A = B . Ðàññìîòðèì îáúåêò S(a,α) íà A × A , êîòîðûé ïðåä-
ñòàâëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòü Φ(a,α), îïðåäåëåííóþ ôîðìóëîé (7). Òîãäà ïó÷îê J (S(a,α)) åñòü
∆∗P(α,−a) , ãäå ∆ ýòî äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå A× Â â (A× Â)× (A× Â) è P(α,a) ëèíåéíîå
ðàññëîåíèå íà A× Â îïðåäåëåííîå â 2.1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû çíàåì èç Óòâåðæäåíèÿ 2.8, ôóíêòîð ΦSA

ïîñûëàåò ñòðóêòóðíûé
ïó÷îê O(a′,α′) â ïó÷îê S(a′,α′) íà A × A (ôîðìóëà (8)). Äàëåå ôóíêòîð AdS(a,α)

ïåðåâîäèò
ïó÷îê S(a′,α′) â ñåáÿ, òàê êàê ïî ôîðìóëå (6) ìû çíàåì, ÷òî îáúåêò AdS(a,α)

(S(a′,α′)) ïðåäñòàâëÿåò
ôóíêòîð

Φ(a,α) ◦ Φ(a′,α′) ◦ Φ−1
(a,α).

Êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, èçîìîðôåí Φ(a′,α′) , òàê êàê âñå òàêèå ôóíêòîðû êîììóòèðóþò äðóã
ñ äðóãîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêòîð, çàäàâàåìûé ïó÷êîì J (S(a,α)) ïåðåâîäèò
ñòðóêòóðíûé ïó÷îê ëþáîé òî÷êè â ñåáÿ, è çíà÷èò, ýòî åñòü íåêîòîðîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L,

ñîñðåäîòî÷åííîå íà äèàãîíàëè.
×òîáû íàéòè òåïåðü ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L , ìû ïîñìîòðèì, êóäà ýòîò ôóíêòîð ïåðåâîäèò

ðàññëîåíèå P(α′,a′) . Ñíîâà ïðèìåíÿÿ Óòâåðæäåíèå 2.8, âèäèì, ÷òî ôóíêòîð ΦSA
ïåðåâîäèò

ðàññëîåíèå P(α′,a′) â îáúåêò O{−a′}×A⊗ p∗2(Pα′)[n] . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàëåå ýòîò îáúåêò
ïîä äåéñòâèåì ôóíêòîðà AdS(a,α)

ïåðåõîäèò â îáúåêò O{−a′+a}×A ⊗ p∗2(Pα′+α)[n] . È ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàññëîåíèå P(α′,a′) ïîä äåéñòâèåì ôóíêòîðà, çàäàâàåìîãî ïó÷êîì J (S(a,α)), ïåðåõîäèò
â ðàññëîåíèå P(α′+α,a′−a) . Òî åñòü ðàññëîåíèå L èçîìîðôíî P(α,−a) . 2

Äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé A è B îáîçíà÷èì ÷åðåç Eq(A,B) ìíîæåñòâî âñåõ òî÷íûõ
ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà èç êàòåãîðèè Db(A) â êàòåãîðèþ Db(B) .

Äàâàéòå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà ãðóïïîèäà A è D (ò.å. êàòåãîðèè â êîòîðûõ âñå ìîðôèç-
ìû îáðàòèìû). Îáúåêòû îáîèõ � ýòî àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ. Ìîðôèçìû â ãðóïïîèäå A áóäóò
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èçîìîðôèçìû ìåæäó íèìè êàê àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè. Ìîðôèçìû â B � ýòî òî÷íûå ýê-
âèâàëåíòíîñòè ìåæäó êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, òî åñòü

morA(A, B) := Iso(A, B),
morD(A, B) := Eq(A, B).

Ïî Òåîðåìå 2.10 èìååòñÿ îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà Eq(A, B) â ìíîæåñòâî Iso(A×Â, B×B̂) ,
êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòè ΦE èçîìîðôèçì fE . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F èç
D â A, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò àáåëåâó ìíîãîîáðàçèþ A ìíîãîîáðàçèå A× Â è íà ìîðôèçìàõ
äåéñòâóåò îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.

Ïðåäëîæåíèå 2.15. Îòîáðàæåíèå F : D −→ A ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî F óâàæàåò êîì-
ïîçèöèþ ìîðôèçìîâ. Ðàññìîòðèì òðè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ A,B, C . È ïóñòü E è F �
îáúåêòû êàòåãîðèé Db(A×B) è Db(B × C) ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî ôóíêòîðû

ΦE : Db(A) −→ Db(B),
ΦF : Db(B) −→ Db(C)

ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G îáúåêò â Db(A× C) , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
êîìïîçèöèþ ýòèõ ôóíêòîðîâ.

Ñîîòíîøåíèå (4) äàåò íàì èçîìîðôèçì AdG ∼= AdF ◦AdE . È, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî

ΦJ (F) ◦ ΦJ (E)
∼= (Φ−1

SA
◦AdF ◦ ΦSA

) ◦ (Φ−1
SA
◦AdE ◦ ΦSA

) ∼= Φ−1
SA
◦AdG ◦ ΦSA

∼= ΦJ (G)

Ïî Òåîðåìå 2.10 âñå îáúåêòû J (E),J (F),J (G) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ðàññëîåíèÿìè, ñîñðå-
äîòî÷åííûìè íà ãðàôèêàõ èçîìîðôèçìîâ fE , fF , fG . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî
fG = fF · fE . 2

Ñëåäñòâèå 2.16. Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå è ΦE � àâòîýêâèâàëåíòíîñòü ïðîèçâîä-
íîé êàòåãîðèè Db(A) . Òîãäà ñîîòâåòñòâèå ΦE 7→ fE çàäàåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï

γA : AutoeqDb(A) −→ Aut(A× Â).

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ôóíêòîð F : D −→ A . Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü � îïèñàòü åãî. Äëÿ
ýòîãî ìû äîëæíû âûÿñíèòü, êàêèå ýëåìåíòû èç Iso(A× Â, B× B̂) ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê
fE äëÿ íåêîòîðîãî E , à òàêæå îòâåòèòü íà âîïðîñ, êîãäà äëÿ äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé E1 è E2

èìååòñÿ ðàâåíñòâî fE1 = fE2 .
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîðôèçì f : A×Â −→ B×B̂ . Óäîáíî çàïèñàòü åãî â âèäå ìàòðèöû

(
α β

γ δ

)
,

ãäå α � ýòî ìîðôèçì èç A â B , β � èç Â â B, γ � èç A â B̂, è δ � èç Â â B̂.

Êàæäûé ìîðôèçì f îïðåäåëÿåò äâà äðóãèõ f̂ è f̃ èç B× B̂ â A× Â, èìåþùèå ñëåäóþùèå
ìàòðè÷íûå ôîðìû:

f̂ =

(
δ̂ β̂

γ̂ α̂

)
; f̃ =

(
δ̂ −β̂

−γ̂ α̂

)
.
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Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî U(A× Â, B × B̂) êàê ïîäìíîæåñòâî â Iso(A× Â, B × B̂) , ñîñòîÿùåå
èç òàêèõ f, ÷òî f̃ ñîâïàäàåò ñ îáðàòíûì ê f , ò.å.

U(A× Â, B × B̂) :=
{

f ∈ Iso(A× Â, B × B̂)
∣∣∣ f̃ = f−1

}
.

Åñëè B = A , òî ýòî ìíîæåñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü U(A× Â) . Îòìåòèì, ÷òî U(A× Â) ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé â Aut(A× Â) .

Îïðåäåëåíèå 2.17. Íàçîâåì èçîìîðôèçì f : A× Â
∼−→ B× B̂ èçîìåòðè÷íûì, åñëè îí ïðèíàä-

ëåæèò U(A× Â, B × B̂) .

Ïðåäëîæåíèå 2.18. Äëÿ âñÿêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ΦE : Db(A) ∼−→ Db(B) èçîìîðôèçì fE
ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ìû ìîæåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Äëÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà f̃E = f−1

E äîñòà-
òî÷íî óñòàíîâèòü ñîâïàäåíèå ýòèõ ìîðôèçìîâ íà çàìêíóòûõ òî÷êàõ. Ïóñòü fE ïåðåâîäèò òî÷êó
(a, α) ∈ A× Â â òî÷êó (b, β) ∈ B × B̂ . Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî f̃E(b, β) = (a, α) èëè, ÷òî òî
æå ñàìîå, ïîêàçàòü, ÷òî f̂(−b, β) = (−a, α) .

Èçîìîðôèçì fE çàäàåòñÿ àáåëåâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì X ↪→ A× Â×B× B̂ . Ñëåäîâàòåëüíî,
ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî P(0,0,β,−b)⊗OX

∼= P(α,−a,0,0)⊗OX . Èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ïîêàçàòü,
÷òî ïó÷îê

J ′ := P(−α,a,β,−b) ⊗ J (E)

èçîìîðôåí ïó÷êó J (E) .
Ïî Ïðåäëîæåíèþ 2.14 ôóíêòîð, çàäàâàåìûé ïó÷êîì J ′ , ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ôóíêòîðîâ,

ïðåäñòàâëåííûõ îáúåêòàìè J (S(−a,−α)) , J (E) è J (S(b,β)) . Òàêèì îáðàçîì, J ′ ñîâïàäàåò ñ
J (E ′) , ãäå E ′ îáúåêò èç Db(A×B) , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîð

Φ(b,β) ◦ ΦE ◦ Φ(−a,−α).

À ýòà êîìïîçèöèÿ ïî Ñëåäñòâèþ 2.13 èçîìîðôíà ôóíêòîðó ΦE . Òî åñòü îáúåêò E ′ èçîìîðôåí
E , è çíà÷èò J ′ = J (E ′) ∼= J (E) . 2

Êàê ñëåäñòâèå Òåîðåìû 2.10 è Ïðåäëîæåíèÿ 2.18 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 2.19. Ïóñòü A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k . Åñëè ïðîèçâîä-
íûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(B) ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå
êàòåãîðèè, òîãäà ìåæäó A× Â è B × B̂ ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 è äîêàçàíî â [13]. Â ïàðàãðàôå 4 ìû äàäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
ôàêòà.

Ñëåäñòâèå 2.20. Äëÿ ëþáîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ A ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ êîòîðûõ ýê-
âèâàëåíòíû êàòåãîðèè Db(A) (êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñòàòüå [6] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ Z ñóùåñòâóåò
ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ âëî-
æåíèå â Z â êà÷åñòâå àáåëåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèìåíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå ê Z = A × Â è
èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 2.19, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. 2
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Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïàðàãðàôà õîòåëîñü áû ïîÿñíèòü, ïî÷åìó ýëåìåíòû ìíîæåñòâà U(A ×
Â, B×B̂) ìû íàçâàëè èçîìåòðè÷íûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå k åñòü ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΓA è ΓB ðåøåòêè ïåðâûõ ãîìîëîãèé H1(A, Z) è H1(B, Z) ñîîòâåòñòâåííî.

Ëþáàÿ ðåøåòêà âèäà Γ ⊕ Γ ∗ èìååò êàíîíè÷åñêóþ ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó

Q((x, l), (y,m)) = l(y) + m(x)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç QA è QB ñîîòâåòñòâóþùèå ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôîðìû íà ΛA :=
H1(A× Â, Z) è ΛB := H1(B × B̂, Z) .

Ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ èç A× Â â B × B̂ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì â HomZ(ΛA, ΛB) .
È â ýòèõ òåðìèíàõ ìû ìîæåì îïèñàòü ýëåìåíòû èç U(A× Â, B × B̂) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 2.21. Èçîìîðôèçì f : A × Â −→ B × B̂ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U(A ×
Â; B× B̂) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí çàäàåò èçîìåòðèþ ðåøåòîê (ΛA, QA) è (ΛB, QB) ,
òî åñòü

F tQBF = QA,

ãäå F : ΛA −→ ΛB � îòîáðàæåíèå íà ïåðâûõ ãîìîëîãèÿõ, èíäóöèðîâàííîå f.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî Ïðåäëîæåíèÿ åñòü ïðÿìîå ìàòðè÷íîå âû÷èñëåíèå ñ ó÷åòîì Çàìå÷àíèÿ
2.3.

3. Îáúåêòû, ïðåäñòàâëÿþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè, è ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Èç Ïðåäëîæåíèé 2.15 è 2.18 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ãîìîìîðôèçìà èç ãðóïïû òî÷íûõ àâòîýêâè-
âàëåíòíîñòåé AuteqDb(A) â ãðóïïó èçîìåòðè÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ U(A× Â) . Â ýòîì ïàðàãðôå
ìû îïèøåì ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. Íàì óæå èçâåñòíî èç Ïðåäëîæåíèÿ 2.14, ÷òî âñå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè Φ(a,α)[n] (ñì. (7)) ïðèíàäëåæàò ÿäðó. Ìû ïîêàæåì, ÷òî îíè â òî÷íîñòè è ñîñòàâëÿþò
ýòî ÿäðî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íàì ïîíàäîáèòñÿ óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ñàìî ïî ñåáå
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, åñëè ôóíêòîð ΦE ÿâ-
ëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, òî îáúåêò E íà ñàìîì äåëå åñòü ïó÷îê íà ïðîèçâåäåíèè, ñ òî÷íîñòüþ
äî ñäâèãà â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè. Ýòîò óòâåðæäåíèå, ñïåöèôè÷åñêîå äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðà-
çèé, íàðóøàåòñÿ â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð äëÿ Ê3 ïîâåðõíîñòåé.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü E � îáúåêò íà ïðîèçâåäåíèè A × B , êîòîðûé çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü
ΦE : Db(A) −→ Db(B) . Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ q : (A × Â) × (B × B̂) −→ A × B è îáîçíà÷èì
÷åðåç K ïðÿìîé îáðàç R·q∗J (E) , ãäå J (E) � îáúåêò îïðåäåëåííûé â 2.9. Òîãäà K èçîìîðôåí
îáúåêòó E ⊗ (E∨|(0,0)) , ãäå E∨|(0,0) � îáîçíà÷åíèå äëÿ êîìïëåêñà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, êî-
òîðûé åñòü îáðàòíûé îáðàç îáúåêòà R·Hom(E ,OA×B) ïðè âëîæåíèè òî÷êè (0, 0) â àáåëåâî
ìíîãîîáðàçèå A×B .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå

Z = (A× Â)× (A×A)× (B ×B)× (B × B̂)

è îáúåêò
H = p∗1234SA ⊗ p∗35E∨[n]⊗ p∗46E ⊗ p∗5678S

∨
B[2n]
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Èç Ïðåäëîæåíèÿ 1.1 î êîìïîçèöèè ôóíêòîðîâ è äèàãðàììû (9) ìû çíàåì, ÷òî J (E) ∼= p1278∗H , è
çíà÷èò îáúåêò K åñòü p17∗H . ×òîáû âû÷èñëèòü ïîñëåäíèé, ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ
Z íà

V = A× (A×A)× (B ×B)×B

è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç v . Òåïeðü, ÷òîáû âû÷ìñëèòü v∗H , ìû âñïîìíèì, ÷òî ôóíêòîð ΦSA
�

ýòî êîìïîçèöèÿ ΦPA
è RµA∗ , ãäå

PA = p∗14O∆ ⊗ p∗23P ∈ Db((A× Â)× (A×A)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî p134∗PA
∼= OTA

[−n] , ãäå T ⊂ A×A×A ïîäìíîãîîáðàçèå, èçîìîðôíîå A è
ñîñòîÿùåå èç òî÷åê (a, 0, a) . Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî µA(a1, a2) = (a1,m(a1, a2)), ìû íàõîäèì, ÷òî
p134∗SA òàêæå èçîìîðôåí OTA

[−n]. Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî p134∗S∨B[2n] = OTB
.

Òàêèì îáðàçîì èìååì, ÷òî

v∗H ∼= p∗123OTA
⊗ p∗24E∨ ⊗ p∗35E ⊗ p∗456OTB

íà V . Ðàññìîòðèì âëîæåíèå

j : A×A×B ×B −→ V, (a1, a2, b1, b2) 7→ (a1, 0, a2, 0, b1, b2).

Îáúåêò v∗H èçîìîðôåí j∗M , ãäå

M = (E∨|(0,0))⊗ p∗12O∆A
⊗ p∗23E ⊗ p∗34O∆B

.

È îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

K ∼= p14∗M ∼= (E∨|(0,0))⊗ E .

2

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü A è B � àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ, è E � îáúåêò êàòåãîðèè
Db(A×B) òàêîé, ÷òî ôóíêòîð ΦE : Db(A) ∼−→ Db(B) åñòü òî÷íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Òî-
ãäà E èìååò òîëüêî îäíó íåòðèâèàëüíóþ êîãîìîëîãèþ, ò.å. îí èçîìîðôåí îáúåêòó F [n] , ãäå
F ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì íà A×B .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ

q : (A× Â)× (B × B̂) −→ A×B

è îáîçíà÷èì ÷åðåç q′ åå îãðàíè÷åíèå íà àáåëåâî ïîäìíîãîîáðàçèå X , êîòîðîå åñòü íîñèòåëü
ïó÷êà J (E) è ãðàôèê èçîìîðôèçìà fE . Ïî Òåîðåìå 2.10 ïó÷îê J (E) åñòü i∗(L) , ãäå L

ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K îáúåêò R·q∗J (E) = R·q′∗L . Ìîðôèçì q′ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì

àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü d � ýòî ðàçìåðíîñòü Ker(q′) . Òîãäà dim Im(q′) = 2n − d , è
çíà÷èò, ïó÷êè êîãîìîëîãèé Hj(K) òðèâèàëüíû äëÿ j 6∈ [0, d] .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî Ëåììå 3.1 îáúåêò K èçîìîðôåí E ⊗ (E∨ |(0,0)) .
Ñäâèãàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, îáúåêò E â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ñàìàÿ ïðàâàÿ íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ E åñòü H0(E) . Ïóñòü H−i(E), i ≥ 0, � ýòî êðàéíÿÿ
ñëåâà íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ E , à Hk(E∨) � ñòàðøàÿ íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ îáúåêòà E∨ .
Çàìåíÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî, E íà T ∗(a,b)E , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà (0, 0) ïðèíàäëåæèò
íîñèòåëþ ïó÷êà Hk(E∨) . Òàê êàê íîñèòåëü E ñîâïàäàåò ñ íîñèòåëåì K , òî íîñèòåëè âñåõ
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ïó÷êîâ êîãîìîëîãèé E ïðèíàäëåæàò Im(q′) . Â ÷àñòíîñòè, ìû èìååì codim SuppH−i(E) ≥ d .
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîãîìîëîãèè îáúåêòà (H−i(E))∨[−i] ñòåïåíè ìåíüøåé i + d òðèâèàëüíû.

Êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì H−i(E)[i] −→ E èíäóöèðóåò íåòðèâèàëüíûé ìîðôèçì

E∨ −→ (H−i(E))∨[−i].

Òàê êàê íîìåðà íåòðèâèàëüíûõ êîãîìîëîãèé âòîðîãî îáúåêòà ïðèíàäëåæàò ëó÷ó [i + d,∞) , ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî k ≥ i + d , ãäå Hk(E∨), êàê è ðàíüøå, � ñòàðøàÿ íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ E∨ .
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî îáúåêò

(10) K = E∨ |(0,0) ⊗E

èìååò íåòðèâèàëüíóþ êîãîìîëîãèþ ñ òåì æå ñàìûì íîìåðîì k ≥ i + d . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ìû óæå çíàåì, ÷òî âñå ïó÷êè êîãîìîëîãèé Hj(K) òðèâèàëüíû äëÿ j 6∈ [0, d] . Ýòî âîçìîæíî
òîëüêî ïðè óñëîâèè i = 0 . È çíà÷èò, îáúåêò E èìååò òîëüêî îäíó íåòðèâèàëüíóþ êîãîìîëîãèþ
ñ íîìåðîì 0 , ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôåí ïó÷êó. 2

Ðàññìîòðèì ñåé÷àñ ñëó÷àé B ∼= A . Ïóñòü E � ïó÷îê íà A × A òàêîé, ÷òî ΦE ÿâëÿåòñÿ
àâòîýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ìû õîòèì îïèñàòü âñå òàêèå E , äëÿ êîòîðûõ fE òîæäåñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå, ò.å. åãî ãðàôèê X ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ â (A × Â) × (A × Â) . Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî îáúåêò

K = E∨ |(0,0) ⊗E = R·q∗J (E)

èìååò âèä ∆∗(M) , ãäå M � îáúåêò íà A , à ∆ : A −→ A×A � äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå.
Â íà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà (0, 0) ïðèíàäëåæèò íîñèòåëþ ïó÷êà E . Ñëåäîâàòåëü-

íî, E∨ |(0,0) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì êîìïëåêñîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà óñëîâèå
K = ∆∗(M) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïó÷êà E íà A òàêîãî, ÷òî E ∼= ∆∗(E) . Ñëåäîâàòåëüíî
ΦE(·) ∼= E ⊗ (·) . Òàê êàê ΦE � àâòîýêâèâàëåíòíîñòü, òî E ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå fE = id ìîæåò âûïîëíÿòñÿ òîëüêî åñëè E ∈ Pic0(A) .

Åñëè òî÷êà (0, 0) íå ïðèíàäëåæèò Supp E , ìû ìîæåì çàìåíèòü E íà ïó÷îê E ′ := T(a1,a2)∗E
òàê ÷òî åãî íîñèòåëü óæå ñîäåðæèò (0, 0) . Èç Ïðåäëîæåíèÿ 2.14 ñëåäóåò, ÷òî fE ′ = fE . Êàê
áûëî ïîêàçàíî âûøå, èìååòñÿ èçîìîðôèçì E ′ ∼= ∆∗(E′) , ãäå E′ ∈ Pic0(A) . Ñëåäîâàòåëüíî,
E ∼= T(a1−a2,0)∗∆∗(E′) . Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ÿäðî ãîìîìîðôèçìà

γA : AuteqDb(A) −→ U(A× Â)

ñîñòîèò èç àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé âèäà Φ(a,α)[i] = Ta∗(·)⊗ Pα[i] è, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôíî
ãðóïïå Z⊕ (A× Â)k , ãäå (A× Â)k � ãðóïïà k -òî÷åê àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ A× Â .

Ñëåäñòâèå 3.4. Ïóñòü A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ, à E1 è E2 � îáúåêòû íà
ïðîèçâåäåíèè A × B , êîòîðûå çàäàþò ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè
êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Òîãäà, åñëè fE1 = fE2 , òî

E2
∼= Ta∗E1 ⊗ Pα[i]

äëÿ íåêîòîðîé k -òî÷êè (a, α) ∈ A× Â .
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4. Ïîëóîäíîðîäíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ.

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ΦE èç Db(A) â Db(B) èí-
äóöèðóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé A × Â è B × B̂. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è char(k) = 0 . È â ýòèõ ïðåäïîëîæåíè-
ÿõ, èñïîëüçóÿ òåõíèêó ñòàòüè [10] è ðåçóëüòàòû èç [1], ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé èçîìåòðè÷íûé
èçîìîðôèçì f : A × Â −→ B × B̂ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí òàêèì îáðàçîì. Òîò ôàêò, ÷òî ñó-
ùåñòâîâàíèå èçîìåòðè÷íîãî èçîìîðôèçìà ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè A × Â è B × B̂ âëå÷åò ýê-
âèâàëåíòíîñòü ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé Db(A) è Db(B) , áûë äîêàçàí â ñòàòüå [13]. Ìû, òàêèì
îáðàçîì, äàåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà.

Â íà÷àëå íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D äàåò
îòîáðàæåíèå φL èç D â D̂ , êîòîðîå ïîñûëàåò òî÷êó d â òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàññëîåíèþ
T ∗d L ⊗ L−1 ∈ Pic0(D) . Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäàåò âëîæåíèå NS(D) â Hom(D, D̂) . Áîëåå òîãî,
èçâåñòíî, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : D −→ D̂ ïðèíàäëåæèò îáðàçó NS(D) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà φ̂ = φ .

Ïîëóîäíîðîäíûå ðàññëîåíèÿ íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè ïîçâîëÿþò îáîáùèòü îïèñàíûé âûøå
ôåíîìåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ êàæäûì ýëåìåíòîì èç NS(D) ⊗ Q ìîæíî ñâÿçàòü íåêîòîðîå
ñîîòâåòñòâèå íà D× D̂, è ëþáîå òàêîå ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëóîäíîðîäíîãî ðàññëîåíèÿ
(ñì. Ïðåäëîæåíèå 4.6 è Ëåììó 2.13 íèæå).

Â íà÷àëå íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíûõ è ïîëóîäíîðîäíûõ ðàññëîåíèé íà àáåëåâûõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ è íåêîòîðûå ôàêòû ïðî íèõ.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D íàçûâàåòñÿ îäíî-
ðîäíûì, åñëè T ∗d (E) ∼= E äëÿ êàæäîé òî÷êè d ∈ D .

Îïðåäåëåíèå 4.2. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå F íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D íàçûâàåòñÿ óíèïî-
òåíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ôèëüòðàöèÿ

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F

òàêàÿ, ÷òî Fi/Fi−1
∼= OD äëÿ âñåõ i = 1, ..., n .

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò õàðàêòåðèçàöèþ îäíîðîäíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. [8], [10] Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D .
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) E � îäíîðîäíîå,
(ii) ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ Pi ∈ Pic0(D) è óíèïîòåíòíûå ðàññëîåíèÿ Fi òàêèå,

÷òî E ∼= ⊕
i
(Fi ⊗ Pi) .

Îïðåäåëåíèå 4.4. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D íàçûâàåòñÿ ïîëó-
îäíîðîäíûì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè d ∈ D ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà D òàêîå,
÷òî T ∗d (E) ∼= E ⊗ L . ( Îòìåòèì, ÷òî L â ýòîì ñëó÷àå ïðèíàäëåæèò Pic0(D) ).

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè åãî àëãåáðà
ýíäîìîðôèçìîâ ñîâïàäàåò ñ ïîëåì k .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [10].
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Ïðåäëîæåíèå 4.5. ( [10], Th.5.8.) Ïóñòü E � ïðîñòîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà àáåëåâîì ìíî-
ãîîáðàçèè D . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) dimHj(D, End(E)) =
(
n
j

)
äëÿ ëþáîãî j = 0, ..., n,

(2) E � ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå,
(3) End(E) � îäíîðîäíîå ðàññëîåíèå,
(4) ñóùåñòâóþò èçîãåíèÿ π : Y −→ D è ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà Y òàêèå,

÷òî E ∼= π∗(L).

Ïóñòü E áóäåò âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D . Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ(E)
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè det(E)

r(E) â NS(D)⊗Z Q .
Ñ ëþáûì åëåìåíòîì µ = [L]

l ∈ NS(D) ⊗Z Q , è çíà÷èò, ñ ëþáûì ðàññëîåíèåì E , ìû ìîæåì
ñâÿçàòü íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå Φµ ⊂ D × D̂ , çàäàííîå ïî ïðàâèëó Φµ = Im

[
D

(l,φL)−→ D × D̂
]
.

Ãäå φL � õîðîøî èçâåñòíîå îòîáðàæåíèå èç D â D̂ , êîòîðîå ïîñûëàåò òî÷êó d â òî÷êó,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàññëîåíèþ T ∗d L⊗ L−1 ∈ Pic0(D) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç q1 è q2 ïðîåêöèè Φµ

íà D è D̂ ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì
L , ìû ïîëó÷àåì ãðàôèê ñàìîãî îòîáðàæåíèÿ φL : D −→ D̂ .

Â ðàáîòå [10] äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ ïðîñòûõ ïîëóîäíîðîäíûõ ðàññëîåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 4.6. ([10], Th.7.10.) Ïóñòü µ = [L]
l , ãäå [L] � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

ðàññëîåíèÿ L â NS(D) è l íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà

(1) Ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E

ñ íàêëîíîì µ(E) = µ.
(2) Âñÿêîå ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E′ ñ íàêëîíîì

µ(E′) = µ èìååò âèä E ⊗M äëÿ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ
M ∈ Pic0(D).

(3) Âûïîëíåíû ðàâåíñòâà r(E)2 = deg(q1), è χ(E)2 = deg(q2).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îõàðàêòåðèçîâàòü âñå ïîëóîäíîðîäíûå âåêòîðíûå ðàññëî-
åíèÿ â òåðìèíàõ ïðîñòûõ ðàññëîåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 4.7. ( [10], Pr.6.15, 6.16) Âñÿêîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå F ñ íà-
êëîíîì µ èìååò ôèëüòðàöèþ

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F

òàêóþ, ÷òî Ei = Fi/Fi−1 ïðîñòûå ïîëóîäíîðîäíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ñ òåì æå ñàìûì
íàêëîíîì µ . È âñÿêîå ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå ñòàáèëüíî.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ïðî ïîëóîäíîðîäíûå ðàññëîåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâè-
ÿìè ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé, áóäóò ïîëåçíû íàì â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 4.8. Äâà ïðîñòûõ ïîëóîäíîðîäíûõ ðàññëîåíèÿ E1 è E2 ñ îäíèì è òåì æå íàêëîíîì
µ ëèáî èçîìîðôíû, ëèáî îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, ò.å. ëèáî E1 = E2 , ëèáî

Exti(E1, E2) = 0, Exti(E2, E1) = 0

äëÿ âñåõ i .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Ïðåäëîæåíèÿ 4.6 ñëåäóåò, ÷òî E2
∼= E1 ⊗ M , è, ñëåäîâàòåëüíî,

Hom(E1, E2) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ðàññëîåíèåì. Âñÿêîå îäíîðîäíîå ðàññëîåíèå ïî Ïðåäëîæå-
íèþ 4.3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû óíèïîòåíòíûõ ðàññëîåíèé, ïîäêðó÷åííûõ íà ëèíåéíûå èç
Pic0(D) . Ïîýòîìó, ëèáî âñå êîãîìîëîãèè Hom(E1, E2) ðàâíû íóëþ, è çíà÷èò, ðàññëîåíèÿ E1

è E2 îðòîãîíàëüíû, ëèáî ó Hom(E1, E2) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ñå÷åíèå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì èç E1 â E2 . Íî ýòè äâà ðàññëîåíèÿ ñòàáèëüíû è èìåþò îäè-
íàêîâûé íàêëîí. Çíà÷èò, ëþáîé íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
2

Ëåììà 4.9. Ïóñòü E � ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà àáåëåâîì ìíîãîîáðà-
çèè D . Òîãäà T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ , åñëè è òîëüêî åñëè (d, δ) ∈ Φµ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äàâàéòå â íà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè (d, δ) ∈ Φµ èìååòñÿ èçî-
ìîðôèçì T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ . Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì l = r(E) è L = det(E) . Ìû çíàåì, ÷òî
ïî îïðåäåëåíèþ Φµ ìîæíî çàïèñàòü (d, δ) = (lx, φL(x)) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ D . Òàê êàê
E ïîëóîäíîðîäíî, íàéäåòñÿ ëèíåéíîå ðàññëîåíèå M ∈ Pic0(D) òàêîå, ÷òî

(11) T ∗x (E) ∼= E ⊗M.

Ñðàâíèâàÿ äåòåðìèíàíòû, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî T ∗x (L) ∼= L⊗M⊗l . Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ
φL , ýòî çíà÷èò, ÷òî PφL(x) = M⊗l . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èòåðèðóÿ ðàâåíñòâî (11) l -ðàç, ïîëó÷àåì

T ∗lx(E) ∼= E ⊗M⊗l = E ⊗ PφL(x).

È ñëåäîâàòåëüíî T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ , òàê êàê (d, δ) = (lx, φL(x)) .
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Äàâàéòå ââåäåì ïîäãðóïïó Σ0(E) ⊂ D̂, çàäàííóþ óñëîâèåì

(12) Σ0(E) := {δ ∈ D̂ | E ⊗ Pδ
∼= E}.

Òàê êàê E ïîëóîäíîðîäíî, òî ðàññëîåíèå End(E) îäíîðîäíî ïî Ïðåäëîæåíèþ 4.5. Òàêèì îá-
ðàçîì, End(E) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ⊕

i
(Fi ⊗ Pi) , ãäå âñå Fi óíèïîòåíòíû. Ñëåäîâà-

òåëüíî, H0(End(E)⊗ P ) 6= 0 íå áîëåå ÷åì äëÿ r2 ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé P ∈ Pic0(D) . Òî åñòü
ïîðÿäîê ãðóïïû Σ0(E) íå áîëüøå r2 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû çíàåì, ÷òî q2(Ker(q1)) ⊂ Σ0(E) .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî ordΣ0(E) = r2 è q2(Ker(q1)) = Σ0(E) .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî T ∗d (E) ∼= E⊗Pδ äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (d, δ) ∈ D× D̂ . Ðàññìîòðèì
íåêîòîðóþ òî÷êó δ′ ∈ D̂ òàêóþ, ÷òî (d, δ′) ∈ Φµ . Êàê ìû óæå ïîêàçàëè, â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ
èçîìîðôèçì T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ′ . Ñëåäîâàòåëüíî, E ⊗ P(δ−δ′)

∼= E , è çíà÷èò (δ − δ′) ∈ Σ0(E) .
Íî òàê êàê Σ0(E) = q2(Ker(q1)) , òî òî÷êà (0, δ− δ′) ïðèíàäëåæèò Φµ . È çíà÷èò, òî÷êà (d, δ)
òàêæå ïðèíàäëåæèò Φµ . 2

Òåïåðü ìû ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, êàê ïî èçîìåòðè÷íîìó èçîìîðôèçìó f

ìîæíî ïîñòðîèòü îáúåêò E íà ïðîèçâåäåíèè òàêîé, ÷òî îí çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîèçâîäíûõ
êàòåãîðèé, è äëÿ êîòîðîãî fE ñîâïàäàåò ñ f .

Êîíñòðóêöèÿ 4.10. Äàâàéòå çàôèêñèðóåì èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì f : A × Â −→ B × B̂ .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ åãî ãðàôèê. Èçîìîðôèçì f, êàê è ðàíüøå, áóäåì çàïèñûâàòü â ìàòðè÷íîé
ôîðìå

f =

(
x y

z w

)
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Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî y : Â −→ B ÿâëÿåòñÿ èçîãåíèåé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü
îòîáðàæåíèþ f ýëåìåíò g ∈ Hom(A×B, Â× B̂)⊗Z Q , êîòîðûé èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

g =

(
y−1x −y−1

−ŷ−1 wy−1

)
.

Ýëåìåíò g çàäàåò íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå íà (A×B)× (Â× B̂) . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èçîìåò-
ðè÷íîñòü f âëå÷åò ðàâåíñòâî ĝ = g . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýëåìåíò g íà ñàìîì äåëå ïðèíàäëåæèò
îáðàçó NS(A×B)⊗ZQ ïðè êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè â Hom(A×B, Â× B̂)⊗ZQ (ñì. íàïðèìåð
[11]). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò µ = [L]

l ∈ NS(A × B) òàêîå, ÷òî Φµ ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì
ñîîòâåòñòâèÿ g . Ïðåäëîæåíèå 4.6 ãîâîðèò íàì, ÷òî ïî êàæäîìó µ ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîñòîå
ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå E íà A×B ñ íàêëîíîì µ(E) = µ .

×óòü íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ôóíêòîð ΦE èç Db(A) â Db(B) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ è
fE = f . Íî ñíà÷àëà äàâàéòå ñðàâíèì ãðàôèêè Γ è Φµ . Åñëè òî÷êà (a, α, b, β) ïðèíàäëåæèò
Γ , òî

b = x(a) + y(α),
β = z(a) + w(α),

è ñëåäîâàòåëüíî α = −y−1x(a) + y−1(b),
β = (z − wy−1x)(a) + wy−1(b).

Èçîìåòðè÷íîñòü f âëå÷åò ðàâåíñòâî (z−wy−1x) = −ŷ−1 . È çíà÷èò, òî÷êà (a, α, b, β) ïðèíàä-
ëåæèò ãðàôèêó Γ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a,−α, b, β) ïðèíàäëåæèò Φµ . Òàêèì îáðàçîì,
ìû íàõîäèì, ÷òî

Φµ = (1A,−1 bA, 1B, 1 bB)Γ.

Â ÷àñòíîñòè, èç-çà òîãî, ÷òî f èçîìîðôèçì, ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèè Φµ íà A× Â è B× B̂

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.

Ïðåäëîæåíèå 4.11. Ïóñòü E � ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå íà A × B , ïîñòðîåííîå ïî èçî-
ìåòðè÷íîìó èçîìîðôèçìó f , îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Òîãäà ôóíêòîð ΦE : Db(A) −→ Db(B)
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ea îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ E íà ñëîé {a} ×B . Ïî Òåî-
ðåìå 1.5 äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ΦE âïîëíå ñòðîãèé, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ðàñ-
ñëîåíèÿ Ea ïðîñòûå è îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó äëÿ ðàçíûõ òî÷åê.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ðàíã ðàññëîåíèÿ E ðàâåí ïî Ïðåäëîæåíèþ 4.6 êâàäðàòíîìó êîðíþ
èç ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ Φµ −→ A×B , ò.å. åñòü

√
deg(β) .

Èç ïîëóîäíîðîäíîñòè E íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî âñå ðàññëîåíèÿ Ea òàêæå ïîëóîäíîðîäíû.
Êðîìå òîãî, íàêëîí îãðàíè÷åíèÿ µ(Ea) ðàâåí δβ−1 ∈ NS(B)⊗Q ⊂ Hom(B, B̂)⊗Q . Îáîçíà÷èì
δβ−1 äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç ν , ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê ýëåìåíò NS(B) ⊗ Q . Ïðåäëîæåíèå 4.6
óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîãî ïîëóîäíîðîäíîãî ðàññëîåíèÿ F íà B ñ äàííûì íàêëîíîì
µ(F ) = ν . Î÷åâèäíî, ÷òî Φν â ýòîì ñëó÷àå åñòü Im

[
Â

(β,δ)−→ B×B̂
]
. Òàê êàê f èçîìîðôèçì, òî

îòîáðàæåíèå Â
(β,δ)−→ B × B̂ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, îïÿòü ïðèìåíÿÿ Ïðåäëîæåíèå

4.6 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî r(F ) =
√

deg(β) = r(Ea) . Òàêèì îáðàçîì, äâà ðàññëîåíèÿ F è Ea

ïîëóîäíîðîäíû è èìåþò îäèíàêîâûå íàêëîí è ðàíã. Êðîìå òîãî, ðàññëîåíèå F ïðîñòîå. Èç
Ïðåäëîæåíèé 4.7 è 4.6 (2) ñëåäóåò, ÷òî Ea òàêæå ïðîñòîå ðàññëîåíèå.

Äàëåå, èç Ëåììû 4.8 ñëåäóåò, ÷òî ðàññëîåíèÿ Ea1 è Ea2 äëÿ äâóõ òî÷åê a1, a2 ∈ A ëè-
áî îðòîãîíàëüíû, ëèáî èçîìîðôíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè èçîìîðôíû. Òàê êàê ðàññëîåíèå E
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ïîëóîäíîðîäíî, òî

(13) T ∗(a2−a1,0)E ∼= E ⊗ P(α,β)

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (α, β) ∈ Â× B̂ . Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì

Ea2 ⊗ Pβ
∼= Ea1

∼= Ea2 .

Ñëåäîâàòåëüíî Pβ ∈ Σ0(Ea) (ñì. (12)).
Ïî Ëåììå 4.9 è Ïðåäëîæåíèþ 4.6 ïîðÿäêè Σ0(E) è Σ0(Ea) ðàâíû r2 . Ìû óòâåðæäàåì,

÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå σ : Σ0(E) −→ Σ0(Ea) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Äåéñòâèòåëüíî, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëàñü áû òî÷êà α′ ∈ Â òàêàÿ, ÷òî E ⊗ Pα′ ∼= E . È ïî Ëåììå 4.9 òîãäà
(0, α′, 0, 0) ∈ Φµ . À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïðîåêöèÿ Φµ −→ B × B̂ åñòü èçîìîðôèçì.

Òåïåðü, åñëè σ èçîìîðôèçì, òî íàéäåòñÿ òî÷êà α′ ∈ Â òàêàÿ, ÷òî E ⊗ P(α′,β)
∼= E . Èç

ðàâåíñòâà (13) ñëåäóåò, ÷òî
T ∗(a2−a1,0)E ∼= E ⊗ P(α−α′,0).

Ïî Ëåììå 4.9 ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êà (a2 − a1, α − α′, 0, 0) ïðèíàäëåæèò Φµ . Îïÿòü, òàê êàê
ïðîåêöèÿ Φµ −→ B× B̂ åñòü èçîìîðôèçì, òî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî a2− a1 = 0 . Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ äâóõ ðàçíûõ òî÷åê a1 and a2 ðàññëîåíèÿ Ea1 è Ea2 îðòîãîíàëüíû . È ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêòîð ΦE : Db(A) −→ Db(B) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì ñîïðÿæåí-
íûé ôóíêòîð ΨE∨ òàê æå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ΦE � ýêâèâàëåíòíîñòü.
2

Ïðåäëîæåíèå 4.12. Ïóñòü E � ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå, ïîñòðîåííîå îïèñàííûì âûøå ñïî-
ñîáîì ïî èçîìåòðè÷íîìó èçîìîðôèçìó f : A×Â −→ B×B̂ . Òîãäà èìååòñÿ ðàâåíñòâî fE = f .
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ãðàôèê ìîðôèçìà fE . Èç Ñëåäñòâèÿ 2.13 ñëåäóåò, ÷òî
òî÷êà (a, α, b, β) ïðèíàäëåæèò X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Tb∗E ⊗ Pβ
∼= T ∗a E ⊗ Pα.

×òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó
T ∗(a,b)E ∼= E ⊗ P(−α,β).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ëåììå 4.9 ïîëó÷àåì, ÷òî X = (1A,−1 bA, 1B, 1 bB)Φµ ãäå µ = µ(E) ýòî íàêëîí
E . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â 4.10 ãðàôèê Γ îòîáðàæåíèÿ f òàêæå åñòü
(1A,−1 bA, 1B, 1 bB)Φµ . Çíà÷èò, èçîìîðôèçìû fE è f ñîâïàäàþò. 2

Ïðè ïîñòðîåíèè ðàññëîåíèÿ E ïî èçîìîðôèçìó f ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî îòîáðàæåíèå
y : Â −→ B ÿâëÿåòñÿ èçîãåíèåé. Åñëè ýòî íå òàê, òî ìû ïðåäñòàâèì f êàê êîìïîçèöèþ äâóõ
îòîáðàæåíèé f1 ∈ U(A× Â, B× B̂) è f2 ∈ U(A× Â) äëÿ êîòîðûõ y1 è y2 ÿâëÿþòñÿ èçîãåíè-
ÿìè. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü. Òåïåðü äëÿ êàæäîãî fi íàéäåì ñâîé îáúåêò
Ei , äàëåå ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ôóíêòîðîâ ΦEi è âîçüìåì îáúåêò åå ïðåäñòàâëÿþùèé.

Óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â ýòîì è ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ìû ìîæåì îáúåäèíèòü â ñëåäó-
þùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.13. Ïóñòü A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 . Òîãäà îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
Db(A) è Db(B) ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì f : A× Â

∼−→ B × B̂.
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Òåîðåìà 4.14. Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòå-
ðèñòèêè 0 . Òîãäà ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè AuteqDb(A)
ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ñëåäóþùóþ êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï:

0 −→ Z⊕ (A× Â)k −→ AuteqDb(A) −→ U(A× Â) −→ 1.

Äàâàéòå ÷óòü áîëåå ïîäðîáíî èññëåäóåì ãðóïïó AuteqDb(A) . Îíà èìååò íîðìàëüíóþ ïîä-
ãðóïïó (A× Â)k , êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ôóíêòîðîâ âèäà Ta∗(·)⊗Pα , ãäå (a, α) ∈ A× Â . Ôàêòîð
ïî ýòîé ïîãðóïïå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì U(A× Â) ñ ïîìîùüþ Z . Îáîçíà÷èì ýòî
öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå êàê Ũ(A× Â) . Èìåþòñÿ êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

(14) 0 −→ (A× Â)k −→ AuteqDb(A) −→ Ũ(A× Â) −→ 1,

(15) 0 −→ Z −→ Ũ(A× Â) −→ U(A× Â) −→ 1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå (15), äîñòàòî÷íî çàäàòü 2-êîöèêë λ(g1, g2) ∈
Z , ãäå g1 è g2 ýëåìåíòû U(A× Â) .

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ΦE ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, òî îáúåêò E ∈
Db(A×A) èçîìîðôåí E[k] äëÿ íåêîòîðîãî ïó÷êà E íà A×A . Ïóñòü E è F � äâà ïó÷êà
íà A×A , êîòîðûå çàäàþò àâòîýêâèâàëåíòíîñòè ΦE è ΦF . Òîãäà êîìïîçèöèÿ ΦF ◦ΦE ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îáúåêòîì G[k] , ãäå G - ýòî ïó÷îê. Ïîëîæèì, λ(fF , fE) = k . Î÷åâèäíî,
÷òî λ åñòü 2-êîöèêë, êîòîðûé è çàäàåò öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå (15).

Äàâàéòå âû÷èñëèì êîöèêë λ â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû U(A× Â) . Äëÿ ïðîñòîòû ïîëî-
æèì k = C . Òîãäà A ∼= Cn/Z2n , è êàæäîìó ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ L íà A ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü Ýðìèòîâó ôîðìó H(L) íà Cn (see [11]). Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(H) ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ
ñîáñòâåíûõ çíà÷åíèé H . Ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ p : NS(A) → Z . Åå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà
NS(A) ⊗ R ïî ïðàâèëó: p(

∑
i

ri[Li]) = p(
∑
i

riH(Li)) . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïîëóíåïðå-
ðûâíóþ ñíèçó ôóíêöèþ p íà âñåì NS(A) ⊗ R . ( Íåòðóäíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ p è äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì ïîëîæèòü p(L) ðàâ-
íûì ÷èñëó îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P (n) = χ(L⊗Mn) , ãäå M íåêîòîðîå îáèëüíîå
ëèíåéíîå ðàññëîåíèå. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ p íà âñå NS(A)⊗R îïèñàííûì
âûøå ñïîñîáîì.)

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ýëåìåíòà U(A× Â) :

(16) g1 =

(
x1 y1

z1 w1

)
and g2 =

(
x2 y2

z2 w2

)

òàêèå, ÷òî y1 è y2 èçîãåíèè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò îáðàòíûå y−1
1 , y−1

2 ∈ Hom(A, Â)⊗Q .
Òåïåðü çàïèøåì:

g1g2 =

(
x3 y3

z3 w3

)

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò y−1
1 y3y

−1
2 = y−1

1 x1 + w2y
−1
2 ãðóïïû Hom(A, Â)⊗Q . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îí

ïðèíàäëåæèò NS(A)⊗Q . Íå òðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâåíñòâî

λ(g1, g2) = p(y−1
1 y3y

−1
2 )− n.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàäàòü ôîðìóëó äëÿ λ(g1, g2) â òîì ñëó÷àå, êîãäà y1 è y2 îáðàòèìû.
Òàê êàê λ åñòü êîöèêë, îí îïðåäåëÿåòñÿ ýòîé ôîðìóëîé è ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðîäîëæåí
íà âñþ ãðóïïó U(A× Â, R) ⊂ End(A× Â)⊗ R .

Ïðèìåð 4.15. Ðàññìîòðèì ïðèìåð A = En , ãäå E ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ áåç êîìïëåêñíîãî
óìíîæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà U(A× Â) èçîìîðôíà Sp2n(Z) . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà âåùåñòâåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû G = Sp2n(R) èçîìîðôíà Z è
ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå G̃ . Êðîìå òîãî, íà ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå
ñóùåñòâóåò Z -çíà÷íûé 2-êîöèêë:

µ(g1, g2) = τ(l, g1l, g1g2l),

çàäàâàåìûé èíäåêñîì Ìàñëîâà τ è íåêîòîðûì ëàãðàíæåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì l ( ñìîòðè
ê ïðèìåðó [7]). Ñóùåñòâóåò ôîðìóëà äëÿ êîöèêëà µ , çàïèñàííàÿ â ìàòðè÷íîì âèäå, ïîäîáíî
ôîðìóëå (16). Â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ îíà èìååò âèä:

µ(g1, g2) = sign(y−1
1 y3y

−1
2 ),

ãäå ñ ïðàâîé ñòîðîíû ñòîèò ñèãíàòóðà ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû y−1
1 y3y

−1
2 .

Ñðàâíèâàÿ êîöèêëû λ è µ , íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî êîöèêë (2λ− µ) òðèâèàëåí êàê ýëåìåíò
âòîðûõ êîãîìîëîãèé Áîëåå òîãî èçâåñòíî, ÷òî âòîðûå êîãîìîëîãèè ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû G =
Sp2n(R) åñòü Z , è îáðàçóþùàÿ çàäàåò óíèâåðñàëüíîå ðàñøèðåíèå G̃ . Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî
êîöèêë Ìàñëîâà µ ðàâåí ó÷åòâåðåííîé îáðàçóþùåé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ G̃λ èìååì òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 → G̃ → G̃λ → Z/2Z → 0 , êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå ðàñùåïëÿåòñÿ, òî åñòü
G̃λ èçîìîðôíà G̃× Z/2Z .

Ïðèìåð 4.16. Ðàññìîòðèì àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå A ñ êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ End(A) = Z .
Òîãäà ãðóïïà Íåðîíà-Ñåâåðè NS(A) èçîìîðôíà Z . Îáîçíà÷èì ÷åðåç L è M îáðàçóþùèå
NS(A) è NS(Â) ñîîòâåòñòâåííî. Êîìïîçèöèÿ φM ◦ φL åñòü N · idA ñ íåêîòîðûì N > 0 .
Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà U(A × Â) ñîâïàäàåò ñ êîíãðóåíö-ïîäãðóïïîé Γ0(N) ⊂ SL(2,Z) . Äà-
ëååå, ïóñòü B � ýòî äðóãîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå òàêîå, ÷òî B × B̂ èçîìîðôíî A × Â .
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé òàêîé èçîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì. Àáåëåâî ìíîãîîáðà-
çèå B ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáðàç íåêîòîðîãî ìîðôèçìà A

(k·id, mφL)−−−−−−−→ A × Â . Ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî Í.Î.Ä.(k,m) = 1 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ ýòîò ìîðôèçì èç A â B . ßäðî ψ åñòü
Ker(mφL) ∩Ak . Òàê êàê Í.Î.Ä.(k, m) = 1 , òî íà ñàìîì äåëå Ker(ψ) = Ker(φL) ∩Ak . Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ìû çíàåì, ÷òî Ker(φ) ⊂ AN . Òàêèì îáðàçîì, áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì N . Êàæäûé k äåëèòåëü N èíäóöèðóåò àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå
B := A/(Ker(φL)∩Ak) . Î÷åâèäíî, ÷òî äâà ðàçíûõ äåëèòåëÿ N íåèçîìîðôíûå àáåëåâû ìíîãî-
îáðàçèÿ. Áîëåå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âëîæåíèå B â A× Â ðàñùåïëÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Í.Î.Ä.(k, N/k) = 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé B òàêèõ, ÷òî
Db(B) ' Db(A) ñîâïàäàåò ñ 2s , ãäå s � ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé N .

Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî A ãëàâíîïîëÿðèçîâàííîå, ò.å. ìû èìååì N = 1 .
Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè Db(A) ' Db(B) , òî B ∼= A . Áîëåå òîãî, ãðóïïà U(A × Â) èçîìîðôíî
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SL(2,Z) . Â ðàáîòå [14] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ãëàâíîïîëÿðèçîâàííîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (14) ðàñùåïëÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì îïèñàíèå AuteqDb(A) êàê ïîëóïðÿ-
ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû (A× Â)k è ãðóïïû Ũ(A× Â) , ò.å.

AuteqDb(A) ∼= Ũ(A× Â)n (A× Â)k,

è Ũ(A × Â) � öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå SL(2,Z) , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êîöèêëîì λ . Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

1 −→ B3 −→ Ũ(A× Â) −→ Z/2nZ −→ 0,

ãäå B3 ãðóïïà êîñ ñ 3-ìÿ íèòÿìè. ( Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà B3 ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì SL(2,Z) , êîòîðîå òàêæå èíäóöèðóåòñÿ óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì
SL(2,R) .)
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