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Ãëàâà

Ââåäåíèå

Îñíîâíûìè îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷å-

ñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ( èëè ñõåìû) è ìîðôèçìû ìåæäó íèìè. Êàæäîå àëãåáðàè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå X � ýòî îêîëüöîâàííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è, òàêèì îá-

ðàçîì, îñíàùåíî òîïîëîãèåé (÷àùå âñåãî Çàðèñêîãî) è ïó÷êîì êîëåö ðåãóëÿðíûõ

ôóíêöèé OX .

Èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ � ýòî â áîëüøîé ñòåïåíè èçó÷åíèå ïó÷-

êîâ íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè. È, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî îêîëüöîâàíî, òî åñòåñòâåííûìè

ïó÷êàìè, åñëè íå ñêàçàòü îñíîâíûìè, ÿâëÿþòñÿ ïó÷êè OX -ìîäóëåé, ñðåäè êîòîðûõ

ñâîåé àëãåáðàè÷åñêîé ïðèðîäîé âûäåëÿþòñÿ êâàçèêîãåðåíòíûå è êîãåðåíòíûå ïó÷êè.

Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì X ñâÿçàíû àáåëå-

âû êàòåãîðèè (êâàçè)êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íåì coh(X) è Qcoh(X) . Ìîðôèçìû

ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè èíäóöèðóþò ôóíêòîðû îáðàòíîãî è ïðÿìîãî îáðàçà ìåæ-

äó ýòèìè àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè. Îäíàêî ýòè ôóíêòîðû íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, òî

åñòü íå ïåðåâîäÿò òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â òî÷íûå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñîçäàåò

íåìàëûå òðóäíîñòè ïðè ðàáîòå ñ àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè è íåòî÷íûìè ôóíêòîðàìè

ìåæäó íèìè. ×òîáû ñîõðàíèòü ôóíêòîðèàëüíîñòü, Êàðòàí è Ýéëåíáåðã ([26]) ââåëè

ïîíÿòèå ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ, êîòîðûå äàþò íåîáõîäèìûå ïîïðàâêè ê íåòî÷íûì

ôóíêòîðàì. Ýòà òåõíèêà áûëà ðàçâèòà Ãðîòåíäèêîì â ðàáîòå [17] è â äàëüíåéøåì

ïðèâåëà ê ââåäåíèþ Âåðäüå íîâûõ ïîíÿòèé: ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè è ïðîèçâîäíûõ

ôóíêòîðîâ ìåæäó íèìè [45].

Â ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèÿõ â îòëè÷èè îò àáåëåâûõ íåò êîðîòêèõ òî÷íûõ ïîñëå-
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äîâàòåëüíîñòåé è íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ÿäðà è êîÿäðà ìîðôèçìîâ, íî òåì íå

ìåíåå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè îáëàäàþò íåêîòîðîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ

áûëà îôîðìëåíà Âåðäüå â ïîíÿòèå òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè.

Ïåðåõîä îò àáåëåâûõ êàòåãîðèé ê ïðîèçâîäíûì îò íèõ ïîçâîëÿåò ðåøèòü ìíî-

ãèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ òðóäíîñòÿìè ïðè èçó÷åíèè åñòåñòâåííûõ ôóíêòîðîâ. Â

êà÷åñòâå îäíîãî èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ íóæíî îòìåòèòü ñîçäàíèå ãëîáàëüíîé òåîðèè

ïåðåñå÷åíèÿ è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà. Ýòî áûëî ñäåëàíî Ãðîòåíäè-

êîì è ñîàâòîðàìè â [6] è ñòàëî âîçìîæíûì ñ ââåäåíèåì òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè

ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ.

Äðóãîé ïðèìåð, êîòîðûé õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ñâÿçàí ñ ââåäåíèåì ïðåâðàòíûõ

ïó÷êîâ è óñòàíîâëåíèå ñîîòâåòñòâèÿ Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà ìåæäó ãîëîíîìíûìè ìîäó-

ëÿìè ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè è êîíñòðóêòèâíûìè ïó÷êàìè, êîòîðîå ñòàëî âîç-

ìîæíûì òîëüêî ñ ïðèâëå÷åíèåì ïîíÿòèÿ è òåõíèêè òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé

(ñì. [5], [27]).

Èç âûøå ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî êàæäîìó àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè (êâàçè)êîãåðåíòíûõ ïó÷-

êîâ. È ìíîãèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì ìíîãîîáðàçèé, òðåáóþò èññëåäîâàíèÿ

è îïèñàíèÿ ýòèõ òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé. Ïåðâûå øàãè â ýòîì íàïðàâëåíèè

áûëè ñäåëàíû â ðàáîòàõ [4] è [3], â êîòîðûõ áûëà îïèñàíà ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ

êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÷òî ïîçâîëèëî â äàëüíåéøåì

ïðèìåíèòü äàííóþ òåõíèêó ê èññëåäîâàíèþ ìíîãîîáðàçèÿ ìîäóëåé âåêòîðíûõ ðàñ-

ñëîåíèé íà P2 è P3 . Ýòîò ïîäõîä áûë â äàëüíåéøåì óñîâåðøåíñòâîâàí, ÷òî ïîçâî-

ëèëî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà êâàäðèêàõ

è íà ôëàãîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ([22],[23], [24]).

Ââåäåíèå ïîíÿòèé èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà è ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ,

ïîçâîëèëî ñôîðìóëèðîâàòü íîâûå ïðèíöèïû äëÿ îïèñàíèÿ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé

êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ([7], [8]). Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè íàëè÷èè ïîëíîãî èñêëþ÷èòåëü-

íîãî íàáîðà ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâîäíîé

êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðîé ([7]). Ïîíÿòèå ïîëóîðòîãîíàëüíîãî

ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëèëî äàòü îïèñàíèå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ðàçäóòèÿ â òåðìèíàõ

ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé ðàçäóâàåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ è ïîäìíîãîîáðàçèÿ, â êîòîðîì

ýòî ðàçäóòèå ïðîèñõîäèò ([37]).
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Îäíàêî äëÿ ìíîãèõ òèïîâ ìíîãîîáðàçèé îïèñàòü ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ íå ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Íî åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè ïåðåõîäå îò

ìíîãîîáðàçèé ê ïðîèçâîäíûì êàòåãîðèÿì êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, ìîæíî ãðóáî ñôîð-

ìóëèðîâàòü òàê: êàê ìíîãî èíôîðìàöèè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè òàêîì ñîïîñòàâëåíèè. Íà

ñàìîì äåëå, êàê âûÿñíÿåòñÿ, ýòîò ïåðåõîä ñîõðàíÿåò "ïî÷òè"âñþ èíôîðìàöèþ. Âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî äàæå âîññòàíîâèòü ñàìî ìíîãîîáðàçèå ïî åå ïðîèçâîäíîé êà-

òåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Íàïðèìåð, åñëè êàíîíè÷åñêèé (èëè àíòèêàíîíè÷åñêèé)

ïó÷îê ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì ([10]).

Òåì íå ìåíåå, äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ìíîãîîáðàçèé ñóùåñòâóþò ïðèìåðû òîãî,

êîãäà äâà ðàçíûõ ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êî-

ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Ïåðâûé ïðèìåð äâóõ ðàçíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèâàëåíòíûìè

ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ áûë íàéäåí Ìóêàè [33]. Îí ïîêà-

çàë, ÷òî òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ëþáîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå è äâîéñòâåííîå ê íåìó.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà îáîáùåíà Ïîëèùóêîì â ðàáîòå [42], ãäå äëÿ êàæäîãî àáåëå-

âà ìíîãîîáðàçèÿ áûë ââåäåí öåëûé êëàññ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, èìåþùèõ òó æå

ñàìóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Ýòè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî, ñ îäíî ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò ìíîãîîáðàçèÿ ñ ýêâè-

âàëåíòíûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, à ñ äðóãîé, ÷òî êàæ-

äûé òàêîé êëàññ "ìàë"(âî âñåõ ïðèìåðàõ îí êîíå÷åí).

Îäíàêî, ÷òîáû èìåòü ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèâàëåíòíûìè

ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ íåîáõîäèìî äàòü îïèñàíèå ýêâèâàëåíòíî-

ñòåé ìåæäó íèìè. Ýêâèâàëåíòíîñòè âñÿêèé ðàç èìåþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó, òî

åñòü ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè êîìïëåêñàìè ïó÷êîâ íà ïðîèçâåäåíèè.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � äîêàçàòü, ÷òî, íà ñàìîì äåëå, ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ òàêîâîé, òî åñòü çàäàåòñÿ îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè, è ïðèìåíèòü ýòîò ôóí-

äàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò ê èçó÷åíèþ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà

ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ è îïèñàíèþ èõ ãðóïï àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè êðàòêî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

• Äîêàçàíî ïðèíöèïèàëüíîå óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå îïèñûâàòü ãëàäêèå ïðî-

åêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãå-

ðåíòíûõ ïó÷êîâ, êîòîðîå ãîâîðèò, ÷òî ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó òàêèìè
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êàòåãîðèÿìè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè è ýòî îáúåêò

åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

• Äëÿ Ê3 ïîâåðõíîñòåé íà ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë äàí â òåðìèíàõ ñòðóêòóð

Õîäæà êðèòåðèé òîãî,

êîãäà äâå Ê3 ïîâåðõíîñòè èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãå-

ðåíòíûõ ïó÷êîâ.

• Äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì ïðèâåäåíî íåîáõîäèìîå

óñëîâèå òîãî, ÷òî àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå

êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ è äîêàçàíî, ÷òî íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì

ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.

• Äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðè-

ñòèêè 0 ïîëíîñòüþ îïèñàíà ãðóïïà àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ ïðîèçâîäíîé êà-

òåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

• Ïðèâåäåí ïðèìåð áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíûõ (íî íå èçîìîðôíûõ) ìíîãîîáðà-

çèé, êîòîðûå èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷-

êîâ.

Òåïåðü îïèøåì ñîäåðæàíèå è ñòðóêòóðó äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ, êðàòêî ðàññìîòðåíà

èñòîðèÿ çàäà÷ è èõ ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå, ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è

îïèñàíî ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëèðóþòñÿ ôàêòû, êîòîðûå

áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè è ââîäèò-

ñÿ ïîíÿòèå òî÷íîãî ôóíêòîðà ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè. Äàëåå äîêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêòîð, ñîïðÿæåííûé ê òî÷íîìó ôóíêòîðó, òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

Çàòåì îáñóæäàþòñÿ ôóíêòîðû Ñåððà â òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèÿõ è ââîäèòñÿ

ïîíÿòèå ëîêàëèçàöèè òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè ïî ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè. Â çà-

êëþ÷åíèè äàåòñÿ îáùåå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ

òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.

5



Âî âòîðîì ïàðàãðàôå íàïîìèíàåòñÿ îïðåäåëåíèå ãîìîòîïè÷åñêîé è ïðîèçâîäíîé

êàòåãîðèé îò àáåëåâîé êàòåãîðèè, è îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãåðåíò-

íûõ è êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ñõåìàõ, à òàêæå íàïîìèíàþòñÿ îñíîâíûå ôóíê-

òîðû ìåæäó ýòèìè êàòåãîðèÿìè òàêèå êàê ïðÿìîé è îáðàòíûé îáðàçû, òåíçîðíîå

ïðîèçâåäåíèå, âíóòðåííèé Hom .

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îãðàíè÷åííûì ïðîèçâîäíûì êàòåãîðèÿì êîãåðåíòíûõ

ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ è èõ îñíîâíûì ñâîéñòâàì. Îãðàíè÷åííàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(X) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì îáúåêòîì äàííîé

ðàáîòû. Ëþáîé ìîðôèçì f : X → Y ìåæäó ãëàäêèìè ïðîåêòèâíûìè ìíîãîîáðàçè-

ÿìè èíäóöèðóåò äâà òî÷íûõ ôóíêòîðà: ôóíêòîð ïðÿìîãî îáðàçà Rf∗ : Db(X) −→
Db(Y ) è ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà Lf∗ : Db(Y ) −→ Db(X), è ýòè ôóíêòîðû ñîïðÿ-

æåíû. Êðîìå òîãî, êàæäûé îáúåêò E ∈ Db(X) çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð òåíçîðíîãî

óìíîæåíèÿ
L⊗ E : Db(X) −→ Db(X) .

Èñïîëüçóÿ ýòè ñòàíäàðòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû, â ïåðâîì ïàðàãðàôå ââî-

äèòñÿ íîâûé áîëüøîé êëàññ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè

Db(X) è Db(Y ) .

Ïóñòü X è Y � äâà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k ðàç-

ìåðíîñòè n è m ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X × Y è

îáîçíà÷èì ÷åðåç p è q ïðîåêöèè X × Y íà X è ñîîòâåòñòâåííî íà Y

X
p←− X × Y

q−→ Y.

Êàæäûé îáúåêò E ∈ Db(X × Y ) çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð ΦE èç ïðîèçâîäíîé êàòå-

ãîðèè Db(X) â ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ Db(Y ) , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé

ôîðìóëîé (2.2):

ΦE(·) := R·q∗(E
L⊗ p∗(·)).

Êàæäûé ôóíêòîð òàêîãî âèäà èìååò ëåâûé è ïðàâûé ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû. Â

Ëåììå 2.1.1 äàþòñÿ ôîðìóëû äëÿ ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðîâ, à â Ïðåäëîæåíèè 2.1.2

îïèñûâàåòñÿ çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ äàííîãî êëàññà òî÷íûõ ôóíêòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ãëàäêîìó ïðîåêòèâíîìó ìíîãîîáðàçèþ ñîïîñòàâëÿ-

åòñÿ ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íåì, à ñ êàæäûì îáúåêòîì

E ∈ Db(X × Y ) íà ïðîèçâåäåíèè äâóõ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ñâÿçûâàåòñÿ òî÷íûé
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ôóíêòîð ΦE èç òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè Db(X) â òðèàíãóëèðîâàííóþ êà-

òåãîðèþ Db(Y ) . Èññëåäîâàíèþ ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Áîëåå òî÷íî, öåíòðàëüíûìè âîïðîñàìè äëÿ ïîíèìàíèÿ äàííîãî ñîîòâåòñòâèÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà:

1) Êîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ ðàçíûõ ãëàäêèõ ïðî-

åêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè?

2) Êàêîâà ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíò-

íûõ ïó÷êîâ äëÿ äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ?

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè óæå èçâåñòíû. Ê ïðèìåðó, ñó-

ùåñòâóåò èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà äàííûå âîïðîñû â ñëó÷àå, êîãäà êàíîíè÷åñêèé

èëè àíòèêàíîíè÷åñêèé ïó÷îê ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì.

Òåîðåìà 2.1.3([10]) Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, êàíîíè÷å-

ñêèé (èëè àíòèêàíîíè÷åñêèé) ïó÷îê êîòîðîãî îáèëåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàòå-

ãîðèÿ Db(X) ýêâèâàëåíòíà êàê òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ ïðîèçâîäíîé êàòå-

ãîðèè Db(X ′) äëÿ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ′. Òîãäà

ìíîãîîáðàçèå X ′ èçîìîðôíî X .

Â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî îïèñàòü è ãðóïïó òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé. Äëÿ

ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé AuteqDb(X) âñå-

ãäà ñîäåðæèò ïîäãðóïïó G(X), êîòîðàÿ åñòü ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíîé

ïîäãðóïïû G1 = Pic(X) ⊕ Z è ïîäãðóïïû G2 = AutX, äåéñòâóþùåé åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì íà G1. Ïðè ýòîì âêëþ÷åíèè G(X) ⊂ Auteq Db(X) îáðàçóþùàÿ Z

ïåðåõîäèò â ôóíêòîð ñäâèãà [1] , ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L ∈ Pic(X) � â ôóíêòîð

⊗L, à àâòîìîðôèçì f : X → X èíäóöèðóåò àâòîýêâèâàëåíòíîñòü Rf∗ .

Â óñëîâèè òåîðåìû 2.1.4, ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé AuteqDb(X)

ñîâïàäàåò ñ G(X) ∼= AutX n (Pic(X)⊕ Z).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð äâóõ ìíîãîîáðàçèé, èìå-

þùèõ ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Äàííûé ïðèìåð

èíòåðåñ òåì, ÷òî ýòè äâà ìíîãîîáðàçèÿ áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíû è ñâÿçàíû ïðåîá-

ðàçîâàíèåì òèïà ôëîï. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå îáèëüíîñòè êàíî-

íè÷åñêîãî (èëè àíòèêàíîíè÷åñêîãî) êëàññà â Òåîðåìå 2.1.3 íå ìîæåò áûòü îñëàáëåíî.
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Â íà÷àëå âòîðîãî ïàðàãðàôà íàïîìèíàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [37],

â êîòîðîé îïèñàíî ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ïðè ðàç-

äóòèè ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Èñïîëüçóÿ ýòî îïèñàíèå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ðàçäóòèÿ, èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå

ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ïðè ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ òèïà ôëèï è ôëîï.

Ïóñòü Y � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ãëàäêîì ñîáñòâåííîì àëãåáðàè÷åñêîì

ìíîãîîáðàçèè X òàêîå, ÷òî Y ∼= Pk ñ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì NX/Y
∼=

OY (−1)⊕(l+1) . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî l ≤ k .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃ ðàçäóòèå X ñ öåíòðîì âäîëü Y . Â ýòîì ñëó÷àå èñêëþ÷è-

òåëüíûé äèâèçîð Ỹ èçîìîðôåí ïðîèçâåäåíèþ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ Pk × Pl .

Êðîìå òîãî, â äàííîé ñèòóàöèè èìååòñÿ ñëåäóþùåå îïèñàíèå íîðìàëüíîãî ïó÷êà ê Ỹ

â X̃ . Ñóùåñòâóåò ñäóòèå X̃ òàêîå, ÷òî Ỹ ïðîåêòèðóåòñÿ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü

Pl . Ðàññìîòðèì äèàãðàììó:

Ỹ

j

²²

p

ÄÄ¡¡
¡¡

¡¡
¡¡ p+

ÃÃA
AA

AA
AA

A

Y

i

²²

X̃
π

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ π+

ÃÃB
BB

BB
BB

B Y +

i+

²²
X

fl //_______ X+

(1)

Áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå fl : X −→ X+ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïðå-

îáðàçîâàíèÿ òèïà ôëèï-ôëîï è åñòü ôëèï ïðè l < k è ôëîï ïðè l = k .

Îñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ïàðàãðàôà ñâÿçûâàåò ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíò-

íûõ ïó÷êîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ X è X+ .

Òåîðåìà 2.2.9 Ïóñòü L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X̃ . Â îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûõ

âûøå, ôóíêòîð

Rπ∗(Lπ+∗(·)⊗ L) : Db(X+) −→ Db(X)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Òðåòüÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ãëàâîé äàííîé ðàáîòû. Âñÿ îíà öåëèêîì

ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òîãî ôàêòà, ÷òî ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ïðîèç-

âîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè.
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Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëàãàþùèì äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ êàòå-

ãîðèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Áåç íåãî áûëî áû íåâîçìîæíî îïèñûâàòü âñå ýêâèâàëåíò-

íîñòè ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ è îòâå÷àòü íà âîïðîñ,

êîãäà äâà ðàçíûõ ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãå-

ðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî âñå ôóíêòîðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáúåêòàìè íà ïðîèçâå-

äåíèè. Îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî. Òåì íå ìå-

íåå, ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé ãèïîòåçû èìååò ìåñòî. À èìåííî, åñëè ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå ñòðîãèì è èìååò ñîïðÿæåííûé, òî îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí îáúåêòîì íà

ïðîèçâåäåíèè.

Òåîðåìà 3.2.1 Ïóñòü F � òî÷íûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè Db(M) â êàòåãî-

ðèþ Db(X) , ãäå M è X � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî F ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è èìååò ïðàâûé (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûé)

ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáúåêò E ∈ Db(M ×X) òàêîé, ÷òî

ôóíêòîð F èçîìîðôåí ôóíêòîðó ΦE , îïðåäåëåííîìó ïî ïðàâèëó (3.6), è ýòîò

îáúåêò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Îòñþäà ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ

îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè, òàê êàê ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èìååò ñîïðÿæåííóþ, êî-

òîðàÿ ñîâïàäàåò ñ êâàçèîáðàòíûì ôóíêòîðîì.

Òåîðåìà 3.2.2 Ïóñòü X è M � äâà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî òî÷íûé ôóíêòîð F : Db(X) ∼−→ Db(M) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ

òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà îáúåêò E ∈ Db(X ×M) òàêîé, ÷òî ôóíêòîð F èçîìîðôåí ôóíê-

òîðó ΦE .

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû äàåòñÿ îïðåäåëåíèÿ äèàãðàìì Ïîñòíèêîâà â

òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè è èõ ñâåðòîê, è îïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ íà äèàãðàììû

Ïîñòíèêîâà, ïðè êîòîðûõ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ñâåðòêè è åå åäèí-

ñòâåííîñòü.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû, ââî-

äèòñÿ îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî ôóíêòîðà, è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêòîð ìåæäó

îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ìíîãî-
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îáðàçèÿõ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Òðåòèé ïàðàãðàô öåëèêîì ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ îáúåêòà E ∈ Db(X ×M) ,

êîòîðûé ãèïîòåòè÷åñêè äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü çàäàííûé âïîëíå ñòðîãèé ôóíêòîð

F : Db(X) −→ Db(M) . Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ìíîãîîáðàçèå M âêëàäûâàåòñÿ â ïðî-

åêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, çàòåì, èñïîëüçóÿ ðåçîëüâåíòó äèàãîíàëè äëÿ ïðîåêòèâíîãî

ïðîñòðàíñòâà, ñòðîèòñÿ îáúåêò E ′ íà ïðîèçâåäåíèè P×X . Âî âòîðîé ÷àñòè ýòîãî

ïàðàãðàôà, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííûé îáúåêò E ′ íà ñàìîì äåëå ïîëó÷àåòñÿ èç

íåêîòîðîãî îáúåêòà E íà M×X ïðè åñòåñòâåííîì âëîæåíèè J : M×X ↪→ P×X .

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ôóíêòîðû F è

ΦE èçîìîðôíû. Äëÿ ýòîãî, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â àáå-

ëåâîé êàòåãîðèè, è, èñïîëüçóÿ íàëè÷èå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíî

ïî äëèíå êîìïëåêñà ñòðîèòñÿ åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó ôóíêòîðàìè F è

ΦE . Â çàêëþ÷åíèè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-

ìîì.

Ïÿòûé ïàðàãðàô ÿâëÿåòñÿ ïðèëîæåíèåì. Â íåì îáñóæäàåòñÿ êîøóëåâîñòü àëãåá-

ðû Âåðîíåçå äëÿ î÷åíü îáèëüíîãî ïó÷êà L íà ãëàäêîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè è èñïîëüçóþòñÿ â òðåòüåì

ïàðàãðàôå ïðè ïîñòðîåíèè îáúåêòà íà ïðîèçâåäåíèè. Îíè âûíåñåíû â îòäåëüíûé ïà-

ðàãðàô èç-çà ñâîåãî îáúåìà è äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïåðåãðóæàòü ãëàâíóþ êîíñòðóêöèþ

äàííîé ãëàâû.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà Ê3

ïîâåðõíîñòÿõ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äëÿ êàæäîé Ê3 ïîâåðõíîñòè íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

ââîäÿòñÿ ðåøåòêà Ìóêàè è ðåøåòêà òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ.

Îäíèì èç îñíîâíûõ èíâàðèàíòîâ ïîâåðõíîñòè òèïà Ê3 ÿâëÿåòñÿ åå ãðóïïà

Íåðîíà-Ñåâåðè NS(S) ⊂ H2(S,Z) , êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Ïè-

êàðà Pic(S) . Ðàíã ðåøåòêè NS(S) íå ïðåâîñõîäèò h1,1 = 20 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

TS ðåøåòêó òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ, êîòîðàÿ ïî îïðåäåëåíèþ åñòü îðòîãîíàëüíîå

äîïîëíåíèå ê ðåøåòêå Íåðîíà-Ñåâåðè NS(S) âî âòîðûõ êîãîìîëîãèÿõ H2(S,Z) .

Íà ðåøåòêå êîãîìîëîãèé H∗(S,Z) îïðåäåëèì ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîð-

ìó ïî ïðàâèëó

(u, u′) = r · s′ + s · r′ − α · α′ ∈ H4(S,Z) ∼= Z
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äëÿ âñÿêîé ïàðû u = (r, α, s), u′ = (r′, α′, s′) ∈ H0(S,Z)⊕H2(S,Z)⊕H4(S,Z) . Ðåøåò-

êó êîãîìîëîãèé H∗(S,Z) ñ ýòîé áèëèíåéíîé ôîðìîé ( , ) íàçîâåì ðåøåòêîé Ìóêàè

è îáîçíà÷èì ÷åðåç H̃(S,Z) .

Íà ðåøåòêàõ H̃(S,Z) è TS èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå ñòðóêòóðû Õîäæà. Â äàííîì

ñëó÷àå ïîä ñòðóêòóðàìè Õîäæà ìû ïîíèìàåì òî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ H̃(S,C) è

TS ⊗ C çàôèêñèðîâàíû îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H2,0(S) .

Îïðåäåëåíèå 4.1.1 Ïóñòü S1 è S2 � äâå Ê3 ïîâåðõíîñòè. Ìû ñêàæåì, ÷òî

èõ ðåøåòêè Ìóêàè (ñîîòâ. ðåøåòêè òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ) Õîäæåâî èçîìåò-

ðè÷íû, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ ìåæäó íèìè, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò îäíîìåðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî H2,0(S1) â H2,0(S2) .

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ êðèòåðèé òîãî, êîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êî-

ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà äâóõ Ê3 ïîâåðõíîñòÿõ ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå

êàòåãîðèè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî êðèòåðèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî ëþáàÿ ýêâèâà-

ëåíòíîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè.

Ãëàâíàÿ òåîðåìà ýòîé ãëàâû ãîâîðèò ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 4.2.1 Ïóñòü S1 è S2 � äâå ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå K3 ïîâåðõíîñòè íà

ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C . Òîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ

Db(S1) è Db(S2) ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò Õîäæåâà èçîìåòðèÿ f : H̃(S1,Z) ∼−→ H̃(S2,Z) ìåæäó

ðåøåòêàìè Ìóêàè ïîâåðõíîñòåé S1 è S2 .

Ýòà òåîðåìà èìååò è äðóãîé âàðèàíò.

Òåîðåìà 4.2.4 Ïóñòü S1 è S2 � äâå ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå K3 ïîâåðõíîñòè íàä

ïîëåì C . Òîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(S1) è Db(S2)

ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-

ùåñòâóåò Õîäæåâà èçîìåòðèÿ fτ : TS1

∼−→ TS2 ìåæäó ðåøåòêàìè òðàíñöåäåíò-

íûõ öèêëîâ ïîâåðõíîñòåé S1 è S2 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ Ê3 ïîâåðõíîñòåé ïîëó÷àåòñÿ ïîëíûé îòâåò íà âîïðîñ, êîãäà

ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ýêâèâàëåíòíû.

Â ïÿòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà àáåëå-

âûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è èõ ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå è Â � äâîéñòâåííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå. Â
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ðàáîòå [33] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A)

è Db(Â) ýêâèâàëåíòíû, è ýêâèâàëåíòíîñòü, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

Ôóðüå-Ìóêàè, ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ Ïóàíêàðå PA

íà ïðîèçâåäåíèè A× Â ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

F 7→ R·p2∗(PA ⊗ p∗1(F )).

Ýòà êîíñòðóêöèÿ Ìóêàè áûëà îáîáùåíà â ñòàòüå [42] ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ A è B , è èçîìîðôèçì f ìåæäó àáå-

ëåâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè A× Â è B × B̂ . Çàïèøåì f â ìàòðè÷íîì âèäå

x y

z w


 ,

ãäå x � ãîìîìîðôèçì èç A â B , y � èç Â â B , è òàê äàëåå. Ìû íàçîâåì åãî

èçîìåòðè÷íûì, åñëè îáðàòíûé ê f èìååò ñëåäóþùèé âèä:

f−1 =


 ŵ −ŷ

−ẑ x̂




Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî U(A×Â, B×B̂) êàê ïîäìíîæåñòâî â Iso(A×Â, B×B̂) , ñî-

ñòîÿùåå èç èçîìåòðè÷íûõ èçîìîðôèçìîâ f. Åñëè B = A , òî ýòî ìíîæåñòâî áóäåì

îáîçíà÷àòü U(A×Â) . Îòìåòèì, ÷òî U(A×Â) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Aut (A×Â) .

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 5.2.19 Ïóñòü A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k .

Åñëè ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(B) ýêâèâàëåíòíû

êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè, òîãäà ìåæäó A × Â è B × B̂ ñóùåñòâóåò

èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà Òåîðåìó 3.2.2 èç ãëàâû 3, êîòîðàÿ ãî-

âîðèò, ÷òî ëþáàÿ òî÷íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãå-

ðåíòíûõ ïó÷êîâ ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà îáú-

åêòîì íà ïðîèçâåäåíèè.

Ïðåäñòàâëÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòè îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè, ñòðîèòñÿ îòîáðàæå-

íèå èç ìíîæåñòâà âñåõ òî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ìåæäó Db(A) è Db(B) â ìíîæå-

ñòâî èçîìåòðè÷íûõ èçîìîðôèçìîâ èç A× Â â B× B̂ . Äàëåå ìû ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
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ýòî îòîáðàæåíèå ôóíêòîðèàëüíî. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ ãîìîìîðôèçì èç ãðóï-

ïû òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé Auteq Db(A) â ãðóïïó U(A× Â) èçîìåòðè÷íûõ

àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ A× Â .

Êàê ñëåäñòâèå èç Òåîðåìû 5.2.19 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå

÷èñëî íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîòîðûõ ýê-

âèâàëåíòíû Db(A) äëÿ çàäàííîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ A

Ñëåäñòâèå 5.2.20 Äëÿ ëþáîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ A ñóùåñòâóåò òîëüêî êî-

íå÷íîå ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãå-

ðåíòíûõ ïó÷êîâ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû êàòåãîðèè Db(A) (êàê òðèàíãóëèðîâàí-

íûå êàòåãîðèè).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå áîëåå ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ ïîñòðîåííûé ðàíåå ãîìîìîðôèçì

ãðóïï Auteq (Db(X)) −→ U(A × Â) è îïèñûâàåòñÿ ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, êî-

òîðîå îêàçûâàåòñÿ èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå Z è ãðóïïû k -òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ

A × Â (Ïðåäëîæåíèå 5.3.3 ). Òåõíè÷åñêè ýòî îïèñàíèå îïèðàåòñÿ íà òîò ôàêò, ÷òî

îáúåêò íà ïðîèçâåäåíèè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, çàäàþùèé ýêâèâàëåíòíîñòü, íà ñà-

ìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè (Ïðåäëî-

æåíèå 5.3.2 ). Ýòî óòâåðæäåíèå íè â êîåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ îáùèì ôàêòîì. Îíî,

ê ïðèìåðó, íå âåðíî äëÿ Ê3 ïîâåðõíîñòåé, íî â ñëó÷àå àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé äàåò

êëþ÷ ê îïèñàíèþ ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Â ïîñëåäíåì ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îñíîâíîå ïîëå àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòî è char (k) = 0 , äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå îáðàòíîå ê óòâåð-

æäåíèþ Òåîðåìû 5.2.19 . Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ôàêòàõ èç ñòàòüè [34], â

êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ ïîëóîäíîðîäíûå ðàññëîåíèÿ íà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïî-

ýòîìó â íà÷àëå ïàðàãðàôà íàïîìèíàþòñÿ íåîáõîäèìûå íàì â äàëüíåéøåì ðåçóëüòà-

òû èç [34]. Çàòåì ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ òîãî, êàê ïî èçîìåòðè÷íîìó èçîìîðôèçìó

f : A × Â
∼−→ B × B̂ ìîæíî ïîñòðîèòü îáúåêò E íà ïðîèçâåäåíèè A × B òàêîé,

÷òî îí çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì êðèòåðèé òîãî, êîãäà äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò

ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Òåîðåìà 5.4.13 Ïóñòü A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 . Òîãäà îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãî-
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ðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(B) ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå

êàòåãîðèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì

f : A× Â
∼−→ B × B̂.

Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå îïèñàíèå äëÿ ãðóïïû àâòîýêâè-

âàëåíòíîñòåé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè.

Òåîðåìà 5.4.14 Ïóñòü A àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïî-

ëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 . Òîãäà ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâîäíîé

êàòåãîðèè AuteqDb(A) ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ñëåäóþùóþ êîðîòêóþ òî÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï:

0 −→ Z⊕ (A× Â)k −→ AuteqDb(A) −→ U(A× Â) −→ 1.

Â çàêëþ÷åíèè ÷åòâåðòîãî ïàðàãðàôà äàåòñÿ òî÷íîå îïèñàíèå öåíòðàëüíîãî ðàñ-

øèðåíèÿ U(A×Â) ñ ïîìîùüþ Z è äàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ 2-êîöèêëà, êîòîðûé çàäàåò

ýòî ðàñøèðåíèå.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [37],[38], [40]. Ïðèìåð

èç âòîðîãî ïàðàãðàôà âòîðîé ãëàâû âçÿò èç ðàáîòû [9].
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Ãëàâà 1

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1 Òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè è òî÷íûå ôóíêòîðû

1.1.a. Ïîíÿòèå òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè áûëî âïåðâûå ââåäåíî Âåðäüå â ðàáî-

òå [45]. Ïóñòü D � íåêîòîðàÿ àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ. Ñòðóêòóðà òðèàíãóëèðîâàííîé

êàòåãîðèè íà D îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñëåäóþùèõ äàííûõ:

a) àääèòèâíîé ôóíêòîð ñäâèãà [1] : D −→ D , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àâòîýêâèâàëåíò-

íîñòüþ.

b) íåêîòîðûé êëàññ âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ:

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1],

êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íàáîðó àêñèîì Ò1-Ò4.

T1. a) Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà X òðåóãîëüíèê X
id−→ X −→ 0 −→ X[1] âûäåëåí.

b) Åñëè òðåóãîëüíèê âûäåëåí, òî ëþáîé èçîìîðôíûé åìó òàêæå âûäåëåí.

c) Ëþáîé ìîðôèçì X
u−→ Y ìîæíî äîïîëíèòü äî âûäåëåííîãî òðåóãîëü-

íèêà X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1] .

T2. Òðåóãîëüíèê X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1] âûäåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûäåëåí òðåóãîëüíèê Y
v−→ Z

w−→ X[1]
−u[1]−→ Y [1] .

T3. Åñëè äàíû äâà âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêà è äâà ìîðôèçìà ìåæäó èõ íà÷àëà-

ìè, îáðàçóþùèå êîììóòàòèâíûé êâàäðàò, òîãäà ýòà äèàãðàììà äîïîëíÿåòñÿ äî
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ìîðôèçìà òðåóãîëüíèêîâ:

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1]

yf
yg

ppppp?h
yf [1]

X ′ u′−→ Y ′ v′−→ Z ′ w′−→ X ′[1].

T4. Äëÿ êàæäîé ïàðû ìîðôèçìîâ X
u−→ Y

v−→ Z ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ

äèàãðàììà
X

u−→ Y
x−→ Z ′ −→ X[1]

‖ v
y yw ‖

X −→ Z
y−→ Y ′ w′−→ X[1]

y yt
yu[1]

X ′ id−→ X ′ r−→ Y [1]

r
y y

Y [1]
x[1]−→ Z ′[1]

ãäå ïåðâûå äâå ñòðî÷êè è äâà öåíòðàëüíûõ ñòîëáöà � âûäåëåííûå òðåóãîëüíè-

êè.

Ïóñòü D � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ. Ïîëíàÿ àääèòèâíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ

N ⊂ D íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèåé, åñëè îíà çàìêíóòà îòíî-

ñèòåëüíî ôóíêòîðà ñäâèãà è âçÿòèÿ êîíóñà ìîðôèçìà, ò.å. åñëè äâà îáúåêòà êàêîãî-

íèáóäü òðåóãîëüíèêà

X −→ Y −→ Z −→ X[1]

ïðèíàäëåæàò ïîäêàòåãîðèè N , òî è òðåòèé òàêæå ïðèíàäëåæèò C .

1.1.b. Òåïåðü ìû îïèøåì ôóíêòîðû ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè, êî-

òîðûå èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Àääèòèâíûé ôóíêòîð F : D −→ D′ ìåæäó äâóìÿ òðèàíãó-

ëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè D è D′ íàçûâàåòñÿ òî÷íûì åñëè îí

a) êîììóòèðóåò ñ ôóíêòîðàìè ñäâèãà, òî åñòü çàôèêñèðîâàí èçîìîðôèçì

ôóíêòîðîâ:

tF : F ◦ T
∼−→ T ′ ◦ F,

b) ïåðåâîäèò êàæäûé âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê èç D â âûäåëåííûé òðåóãîëü-

íèê D′ (èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçì tF , ìû çàìåíÿåì F (X[1]) íà F (X)[1] ).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ òî÷íûì ôóíêòîðîì. Äðóãîå ñâîéñòâî, êîòîðîå áóäåò íàì íåîáõîäèìî, êàñàåòñÿ

ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðîâ.

Ëåììà 1.1.2 ([8],[10]) Åñëè ôóíêòîð G : D′ −→ D ëåâûé (èëè ïðàâûé) ñîïðÿæåí-

íûé ê òî÷íîìó ôóíêòîðó F : D −→ D′ , òîãäà ôóíêòîð G òàêæå ÿâëÿåòñÿ

òî÷íûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê G ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì ê ôóíêòîðó F , ñó-

ùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì ôóíêòîðîâ idD′ → FG, GF −→ idD . Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ìîðôèçìîâ ôóíêòîðîâ

GT ′ −→ GT ′FG
∼−→ GFTG −→ TG

äàåò íàì åñòåñòâåííûé ìîðôèçì ôóíêòîðîâ tG : GT ′ −→ TG . Òàê êàê äëÿ ëþáûõ

äâóõ îáúåêòîâ A ∈ D è B ∈ D′ èìåþòñÿ èçîìîðôèçìû

Hom(G(B[1]) , A) ∼= Hom(B[1] , F (A)) ∼= Hom(B , F (A)[−1]) ∼=

Hom(B , F (A[−1])) ∼= Hom(G(B) , A[−1]) ∼= Hom(G(B)[1] , A),

òî ïî ëåììå Áðàóíà [11] ïîëó÷àåì, ÷òî tG : GT ′ −→ TG òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-

ôèçìîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûé âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê A
α−→ B −→ C −→ A[1]

â êàòåãîðèè D′ . Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêòîð G ïåðåâîäèò åãî â âûäåëåí-

íûé òðåóãîëüíèê â êàòåãîðèè D .

Äëÿ ýòîãî äîïîëíèì ìîðôèçì G(α) : G(A) → G(B) äî âûäåëåííîãî òðåóãîëü-

íèêà:

G(A) −→ G(B) −→ Z −→ G(A)[1].

Òàê êàê ôóíêòîð F òî÷åí, òî îí ïåðåâîäèò ýòîò òðåóãîëüíèê â âûäåëåííûé òðå-

óãîëüíèê:

FG(A) −→ FG(B) −→ F (Z) −→ FG(A)[1].

Èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå id → FG , ìû ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíóþ

äèàãðàììó:

A
α−→ B −→ C −→ A[1]

y y y
FG(A)

FG(α)−→ FG(B) −→ F (Z) −→ FG(A)[1].
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Ïî àêñèîìå òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè ñóùåñòâóåò ìîðôèçì µ : C → F (Z) ,

êîòîðûé äîïîëíÿåò ýòó êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó. Ïî ñîïðÿæåííîñòè, ìû ïîëó÷àåì

ìîðôèçì ν : G(C) → Z , êîòîðûé äåëàåò êîììóòàòèâíîé äèàãðàììó:

G(A) −→ G(B) −→ G(C) −→ G(A)[1]

oy oy yν o
y

G(A) −→ G(B) −→ Z −→ G(A)[1]

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ν åñòü èçîìîðôèçì.

Äëÿ ýòîãî âîçüìåì íåêîòîðûé îáúåêò Y ∈ D è ðàññìîòðèì äèàãðàììó äëÿ ôóíê-

òîðà Hom(·, Y ) :

→ Hom(G(A)[1] , Y ) → Hom(Z , Y ) → Hom(G(B) , Y ) →
yo yHY(ν)

yo
→ Hom(G(A)[1] , Y ) → Hom(G(C) , Y ) → Hom(G(B) , Y ) →

yo yo yo
→ Hom(A[1] , F (Y )) → Hom(C , F (Y )) → Hom(B , F (Y )) →

Òî÷íîñòü íèæíåé ñòðîêè âëå÷åò òî÷íîñòü ñðåäíåé. È çíà÷èò ïî ëåììå î 5-òè ãîìî-

ìîðôèçìàõ ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî Y ìîðôèçì H(ν) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ν : G(C) → Z òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. 2

1.1.c. Ñåé÷àñ ìû äàäèì îïðåäåëåíèå è îïèøåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêòîðà Ñåððà,

àáñòðàêòíîå îïðåäåëåíèå êîòîðîãî áûëî äàíî â ñòàòüå [8] (cì. òàêæå [10]).

Îïðåäåëåíèå 1.1.3 Ïóñòü D � k -ëèíåéíàÿ êàòåãîðèÿ ñ êîíå÷íîìåðíûìè ïðî-

ñòðàíñòâàìè Hom ìåæäó îáúåêòàìè. Êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð S : D → D íà-

çûâàåòñÿ ôóíêòîðîì Ñåððà, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ è ñóùåñòâóåò

áèôóíêòîðèàëüíûé èçîìîðôèçì

ϕA,B : HomD(A , B) ∼−→ HomD(B , SA)∗

äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ A,B ∈ D .

Ëåììà 1.1.4 Âñÿêàÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòü Φ : D −→ D êîììóòèðóåò ñ ôóíê-

òîðîì Ñåððà, òî åñòü ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ Φ◦S
∼→

S ◦ Φ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé ïàðû îáúåêòîâ A,B èç D èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü åñòåñòâåííûõ èçîìîðôèçìîâ:

Hom(ΦA , ΦSB) ∼= Hom(A , SB) ∼= Hom(B , A)∗ ∼= Hom(ΦB , ΦA)∗ ∼=
∼= Hom(ΦA , SΦB) (1.1)

Òàê êàê Φ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, òî ñóùåñòâåííûé îáðàç ôóíêòîðà Φ åñòü

âñÿ êàòåãîðèÿ D , òî åñòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ëþáîé îáúåêò ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí êàê ΦA äëÿ íåêîòîðîãî A . Ýòî â ÷àñòíîñòè çíà÷èò, ÷òî (1.1) çàäà-

åò èçîìîðôèçì êîíòðàâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ ïðåäñòàâëåííûõ îáúåêòàìè ΦSB è

SΦB . Ïî ëåììå Áðàóíà [11] ìîðôèçìû ìåæäó ïðåäñòàâèìûìè ôóíêòîðàìè îäíî-

çíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìîðôèçìàì ìåæäó îáúåêòàìè, èõ ïðåäñòàâëÿþùèìè. Ïîëó-

÷àåì èçîìîðôèçì

ΦSB
∼→ SΦB,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðèàëüíûì ïî B . 2

Åñëè ó íàñ èìåþòñÿ äâà ôóíêòîðà Ñåððà â îäíîé êàòåãîðèè, òî îíè èçîìîðô-

íû, è ýòîò èçîìîðôèçì êîììóòèðóåò ñ áèôóíêòîðèàëüíûìè èçîìîðôèçìàìè φA,B

â îïðåäåëåíèè ôóíêòîðà Ñåððà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü S è S′ � äâà ôóíêòîðà

Ñåððà â êàòåãîðèè D . Òîãäà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A èç D èìååòñÿ åñòåñòâåííûé

èçîìîðôèçì:

Hom(A , A) ∼= Hom(A , SA)∗ ∼= Hom(SA , S′A)

Ðàññìàòðèâàÿ îáðàç åäèíè÷íîãî ìîðôèçìà idA îòíîñèòåëüíî ýòîãî îòîæäåñòâëå-

íèÿ, ìû ïîëó÷àåì ìîðôèçì SA −→ S′A , êîòîðûé è äàåò èçîìîðôèçì S
∼→ S′ .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêòîð Ñåððà â êàòåãîðèè D , åñëè îí ñóùåñòâóåò, îäíîçíà÷íî

îïðåäåëåí (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà). Íàñ â äàëüíåéøåì áóäåò èíòåðåñîâàòü

ôóíêòîð Ñåððà â òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèÿõ.

Ëåììà 1.1.5 ([8]) Ôóíêòîð Ñåððà â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè ÿâëÿåòñÿ òî÷-

íûì.

1.1.d. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ëîêàëèçàöèè êàòåãîðèè è, â ÷àñòíîñòè, ëîêàëèçàöèè

òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè ïî ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè (ñì. [14]).

Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ, è Σ � íåêîòîðûé êëàññ ìîðôèçìîâ â C . Âñåãäà ñóùå-

ñòâóåò êàòåãîðèÿ C[Σ−1] è ôóíêòîð Q : C −→ C[Σ−1] , êîòîðûé óíèâåðñàëüíûé
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ñðåäè ôóíêòîðîâ, äåëàþùèõ ìîðôèçìû èç Σ îáðàòèìûìè ([14]), òî åñòü ëþáîé

ôóíêòîð F : C −→ C′ , êîòîðûé îáðàùàåò ìîðôèçìû èç Σ âêëþ÷àåòñÿ â êîììóòà-

òèâíóþ äèàãðàììó:

C
Q

²²

F

""FF
FF

FF
FF

FF

C[Σ−1] //___ C′

Ëîêàëèçàöèÿ êàòåãîðèè ïî êëàññó ìîðôèçìîâ Σ èìååò õîðîøåå îïèñàíèå, åñëè

Σ äîïóñêàåò èñ÷èñëåíèå ëåâûõ ÷àñòíûõ, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

L1 âñå òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû êàòåãîðèè ïðèíàäëåæàò Σ ;

L2 êîìïîçèöèÿ ëþáûõ äâóõ ìîðôèçìîâ èç Σ òàêæå ïðèíàäëåæèò Σ ;

L3 ëþáóþ äèàãðàììó âèäà X ′ s←− X
u−→ Y , ãäå s ∈ Σ , ìîæíî äîïîëíèòü äî

êîììóòàòèâíîãî êâàäðàòà

X
u //

s

²²

Y

t
²²Â
Â
Â

X ′ u′ //___ Y ′

ãäå t ∈ Σ ;

L4 åñëè ìîðôèçìû f, g è ìîðôèçì s ∈ Σ îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî fs =

gs , òî ñóùåñòâóåò t ∈ Σ òàêîé, ÷òî tf = tg .

Åñëè Σ äîïóñêàåò èñ÷èñëåíèå ÷àñòíûõ, òî êàòåãîðèþ C[Σ] ìîæíî îïèñàòü òà-

êèì ïðîñòûì ñïîñîáîì. Îáúåêòû C[Σ] òå æå, ÷òî è îáúåêòû C . Ìîðôèçìû èç X

â Y � ýòî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòåé äèàãðàìì (s, f) â C âèäà

X
f−→ Y ′ s←− Y, s ∈ Σ

ïðè÷åì äâå äèàãðàììû (f, s) è (g, t) ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ âêëþ÷èòü â êîììóòà-

òèâíóþ äèàãðàììó

Y ′

²²
X

f
==|||||||| h //

g
!!B
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BB
B Y ′′′ Y

s
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roo

t}}||
||
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OO

20



òàêóþ, ÷òî r ∈ Σ .

Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ (f, s) è (g, t) åñòü ìîðôèçì (g′f, s′t) , êîòîðûé ïîëó-

÷àåòñÿ èç íè äîñòðîéêîé ñ ïîìîùüþ êâàäðàòà èç L3:

Z ′′

Y ′

g′
==|

|
|

|
Z ′

s′
``B

B
B

B

X

f
>>}}}}}}}}

Y

s
aaBBBBBBBB

g
==||||||||

Z

t
``@@@@@@@

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî C[Σ] , ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êàòå-

ãîðèåé, è êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð

Q : C −→ C[Σ], X 7→ X, f 7→ (f, 1)

îáðàùàåò âñå ìîðôèçìû èç Σ è ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì â ýòîì ñìûñëå (ñì. [14]).

Ðàññìîòðèì ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ B ∈ C è îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ∩ B êëàññ ìîð-

ôèçìîâ â B , òàêæå ïðèíàäëåæàùèõ Σ . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî B êîôèíàëüíàÿ ñïðà-

âà â C îòíîñèòåëüíî Σ , åñëè äëÿ êàæäîãî s : X −→ X ′ â Σ c X ∈ B íàéäåòñÿ

ìîðôèçì f : X ′ −→ Y òàêîé, ÷òî fs ∈ Σ ∩ B .

Ëåììà 1.1.6 ([20],[28]) Êëàññ Σ∩B òàêæå äîïóñêàåò èñ÷èñëåíèå ëåâûõ ÷àñòíûõ,

è åñëè B ÿâëÿåòñÿ êîôèíàëüíîé ñïðàâà â C îòíîñèòåëüíî Σ , òî êàíîíè÷åñêèé

ôóíêòîð

B[(Σ ∩ B)−1] −→ C[Σ−1]

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âïîëíå ñòðîãîãî ôóíêòîðà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7 Ôóíêòîð F : C −→ D íàçûâàåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì, åñëè äëÿ

ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ X,Y ∈ C åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

Hom(X, Y ) −→ Hom(FX, FY )

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ïóñòü òåïåðü D � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ è N � ïîëíàÿ òðèàíãóëè-

ðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ êëàññ ìîðôèçìîâ s â D , êîòîðûå
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âêëþ÷àþòñÿ â òî÷íûé òðåóãîëüíèê

N −→ X
s−→ X ′ −→ N [1],

ãäå N ∈ N è íàçîâåì Σ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìîé àññîöèèðîâàííîé ñ ïîäêàòå-

ãîðèé N . Èç îáùåé òåîðèè ëîêàëèçàöèè ìû èìååì àääèòèâíóþ êàòåãîðèþ D[Σ−1]

è àääèòèâíûé ôóíêòîð ëîêàëèçàöèè Q : D −→ D[Σ−1] . Ìû ìîæåì îñíàñòèòü êà-

òåãîðèþ D[Σ−1] ôóíêòîðîì ñäâèãà, èíäóöèðîâàííûì ôóíêòîðîì [1] : D −→ D .

Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè â D[Σ−1] êàê òðåóãîëüíèêè, èçî-

ìîðôíûå îáðàçó âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ èç D ïðè ëîêàëèçàöèè. Ìû ïîëîæèì

D/N := D[Σ−1]

Óòâåðæäåíèå 1.1.8 Êàòåãîðèÿ D/N , îñíàùåííàÿ îïèñàííîé âûøå ñòðóêòóðîé,

ñòàíîâèòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèåé, à ôóíêòîð Q : D −→ D/N ñòàíî-

âèòñÿ òðèàíãóëèðîâàííûì ôóíêòîðîì.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè ñèñòåìà Σ äîïóñêàåò èñ÷èñëåíèå ëåâûõ (è ïðàâûõ)

÷àñòíûõ, ïîýòîìó ó êàòåãîðèè D/N ñóùåñòâóåò õîðîøåå îïèñàíèå, êîòîðîå áûëî

ïðèâåäåíî âûøå.

1.1.e. Òåïåðü, ñëåäóÿ Äåëèíþ [13] (ñì. òàêæå [28]), ìû îïèøåì îáùóþ êîíñòðóêöèþ

ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ äëÿ ëîêàëèçàöèè òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé. Ïóñòü C
è D � òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè, è F : C −→ D � òî÷íûé ôóíêòîð. Ïóñòü

M ⊂ C è N ⊂ D � ïîëíûå òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè. Òàê êàê ìû íå ïðåä-

ïîëàãàåì, ÷òî FM ⊂ N , òî ôóíêòîð F íå èíäóöèðóåò íè êàêîãî ôóíêòîðà èç

C/M â D/N . Îäíàêî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåêîòîðîå êàíîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå

ê èíäóöèðîâàííîìó ôóíêòîðó, à èìåííî òî÷íûé ôóíêòîð RF : C/M −→ D/N è

ìîðôèçì òî÷íûõ ôóíêòîðîâ can : QF −→ (RF )Q . Ïîñòðîåíèå ïðîèñõîäèò ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñèñòåìó àññîöèèðîâàííóþ

ñ ïîäêàòåãîðèåé M . Ïóñòü Y � îáúåêò C/M . Ìû îïðåäåëèì êîíòðàâàðèàíòíûé

ôóíêòîð rFY èç D/N â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: çíà-

÷åíèå rFY (X) íà îáúåêòå X ∈ D/N � ýòî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòåé ïàð (s, f)

Y
s−→ Y ′, X

f−→ FY ′,

22



ãäå s ∈ Σ è f � ìîðôèçì â D/N . Äâå òàêèå ïàðû (s, f) è (t, g) ýêâèâàëåíòíû,

åñëè ñóùåñòâóþò êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû â C è D/N

Y ′

v

²²

FY ′

Fv
²²

Y

s
==|||||||| r //

t !!B
BB

BB
BB

B Y ′′′ X

f
<<yyyyyyyy h //

g
""EEEEEEEE FY ′′′

Y ′′

w

OO

FY ′′
Fw

OO

ãäå r ∈ Σ . Åñëè ôóíêòîð rFY ïðåäñòàâèì, òî ìû îïðåäåëèì RFY êàê îáúåêò,

ïðåäñòàâëÿþùèé ýòîò ôóíêòîð, è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

RF îïðåäåëåí íà Y . Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì

Hom(X,RFY ) ∼= rFY (X).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà α : Y −→ Z â C/M îïðåäåëåí

ìîðôèçì ôóíêòîðîâ rFα : rFY −→ rFZ . Åñëè òåïåðü ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð RF

îïðåäåëåí íà îáîèõ îáúåêòàõ Y è Z , òî îïðåäåëåí è ìîðôèçì RFα . Òàêèì îáðà-

çîì, RF ñòàíîâèòñÿ ôóíêòîðîì W −→ D/N íà íåêîòîðîé ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè

W ⊂ C/M , ñîñòîÿùåé èç îáúåêòîâ íà êîòîðûõ RF îïðåäåëåí.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.9 ([13]) Åñëè

X −→ Y −→ Z −→ X[1]

âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â C/M , è RF îïðåäåëåí íà X è Z , òî îí îïðå-

äåëåí òàêæå íà Y è ïåðåâîäèò äàííûé òðåóãîëüíèê â âûäåëåííûé òðåóãîëü-

íèê â D/N . Òàêèì îáðàçîì, W � òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â C/M è

RF : W −→ D/N � òî÷íûé ôóíêòîð.

Èç ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà Y ∈ C íåïîñðåä-

ñòâåííî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêîãî ìîðôèçìà can : QFY −→ (RF )QY ,

åñëè, êîíå÷íî, RF îïðåäåëåí íà îáúåêòå QY ∈ C/M . Âñå òàêèå ìîðôèçìû çà-

äàþò åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå òðèàíãóëèðîâàííûõ ôóíêòîðîâ can : QF |W−→
(RF )Q |W .

Ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð LF îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì: äëÿ

Y ∈ C/M ìû îïðåäåëÿåì êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð lFY , çíà÷åíèå êîòîðîãî íà
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X ∈ D/N åñòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòåé ïàð (s, f)

Y ′ s−→ Y, FX ′ f−→ Y,

ãäå s ∈ Σ , è f � ìîðôèçì â D/N . Òîãäà îáúåêò LFY , åñëè îí ñóùåñòâóåò, ïðåä-

ñòàâëÿåò ôóíêòîð lFY , ò.å. Hom(LFY, X) ∼= lFY (X) . Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé

ìîðôèçì can : LFQY −→ QFY .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêòîð F : C −→ D òàêîé, ÷òî îí ïåðåâîäèò ïîäêàòåãî-

ðèþ M â N . Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû RF è LF îáà èçîìîðôíû

êàíîíè÷åñêîìó ôóíêòîðó C/M−→ D/N , êîòîðûé èíäóöèðîâàí ôóíêòîðîì F .

Ïóñòü j : V ↪→ C � âëîæåíèå ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè, êîòî-

ðàÿ êîôèíàëüíà ñïðàâà îòíîñèòåëüíî Σ . Ïî Ëåììå 1.1.6 èíäóöèðîâàííûé ôóíêòîð

V/V ∩M −→ C/M , êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Rj , ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Ëåììà 1.1.10 Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà V ∈ V ôóíêòîð RF îïðåäåëåí íà V òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R(Fj) îïðåäåëåí íà V , è èìååòñÿ èçîìîðôèçì ôóíê-

òîðîâ R(Fj)V ∼−→ RFRjV.

1.1.f. Òåïåðü ìû îïèøåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

îïðåäåëåí íà âñåé êàòåãîðèè C .

Îïðåäåëåíèå 1.1.11 Îáúåêò Y ∈ C íàçûâàåòñÿ F -ðàñùåïèìûì (ñïðàâà) îò-

íîñèòåëüíî M è N , åñëè RF îïðåäåëåí íà Y è êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì

QFY −→ (RF )QY ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò õàðàêòåðèçàöèþ F -ðàñùåïèìûõ îáúåêòîâ.

Ëåììà 1.1.12 Îáúåêò Y ∈ C ÿâëÿåòñÿ F -ðàñùåïèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà s : Y −→ Y ′ èç Σ , ìîðôèçì QFs äîïóñêàåò

ðåòðàêöèþ, ò.å. ñóùåñòâóåò p : QFY ′ −→ QFY òàêîé, ÷òî p ◦QFs = id .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî F -ðàñùåïèìûõ îáúåêòîâ, (îòíî-

ñèòåëüíî M è N ) åñëè äëÿ êàæäîãî Y ∈ C ñóùåñòâóåò ìîðôèçì s : Y −→ Y0

èç Σ òàêîé, ÷òî Y0 ÿâëÿåòñÿ F -ðàñùåïèìûì. Â ýòîì ñëó÷àå RF îïðåäåëåí íà

âñåé êàòåãîðèè C/M è ìû èìååì

RFY
∼−→ RFY0

∼←− FY0
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Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïàðàãðàôà ñêàæåì ïàðó ñëîâ î ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðàõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê F ôóíêòîð G : D −→ C .

Äîïóñòèì ñóùåñòâóþò (ò.å. âåçäå îïðåäåëåíû) ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû RF è LG .

Òîãäà ôóíêòîð LG òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì ê RF , è, çíà÷èò, èìååòñÿ

ôóíêòîðèàëüíûé èçîìîðôèçì

Hom(LGX, Y ) ∼= Hom(X, RFY ), (1.2)

ãäå X ∈ D/N è Y ∈ C/M .

1.2 Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè è ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû.

1.2.a. Ïóñòü A � àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(A) êàòåãîðèþ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Îáúåêòû ýòîé êàòåãîðèè � ýòî êîìïëåêñû

M
q
= (· · · −→ Mp dn−→ Mp+1 −→ · · · ), Mp ∈ A, p ∈ Z, d2 = 0,

à ìîðôèçìû f : M
q −→ N

q � ýòî íàáîðû ìîðôèçìîâ fp : Mp −→ Np â êàòåãîðèè

A , êîòîðûå ïåðåñòàíîâî÷íû ñ äèôôåðåíöèàëàìè, òî åñòü

dNfp − fp+1dM = 0 äëÿ âñåõ p.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C+(A),C−(A),Cb(A) ïîëíûå ïîäêàòåãîðèè â C(A) ,

îáðàçîâàííûå êîìïëåêñàìè M
q , äëÿ êîòîðûõ Mp = 0 äëÿ âñåõ p ¿ 0 , ñîîòâåò-

ñòâåííî p À 0 , ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âñåõ p À 0 è âñåõ p ¿ 0 .

Ìîðôèçì êîìïëåêñîâ f : M
q −→ N

q áóäåò íàçûâàòü ãîìîòîïíûìè íóëþ, åñ-

ëè fp = dNhp + hp+1dM äëÿ âñåõ p ∈ Z äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ

hp : Mp+1 −→ Np . Îïðåäåëèì ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãîðèþ H(A) êàê êàòåãîðèþ,

êîòîðàÿ èìååò òå æå ñàìûå îáúåêòû êàê è C(A) , à ìîðôèçìû â H(A) � ýòî êëàññû

f ìîðôèçìîâ ìåæäó êîìïëåêñàìè f ïî ìîäóëþ ìîðôèçìîâ ãîìîòîïíûõ íóëþ.

Çàäàäèì ôóíêòîð ñäâèãà [1] : H(A) −→ H(A) ïî ïðàâèëó

(M [1])p = Mp+1, dM [1] = −dM .

Îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûé òðåóãîëüíèê â H(A) êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

L
f−→ M

g−→ Cf
h−→ L[1],
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ãäå f : L −→ M � íåêîòîðûé ìîðôèçì êîìïëåêñîâ, Cf = M ⊕L[1] êàê ãðàäóèðî-

âàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è èìååò äèôôåðåíöèàë

dCf =


dM f

0 −dL


 ,

ìîðôèçì g � êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå M −→ Cf , è −h � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

Êàê îáû÷íî, Cf íàçûâàåòñÿ êîíóñîì ìîðôèçìà f .

Ëåììà 1.2.1 ([45], [15]) Êàòåãîðèÿ H(A) , ñíàáæåííàÿ ôóíêòîðîì ñäâèãà [1] è

êëàññîì òðåóãîëüíèêîâ, èçîìîðôíûõ ñòàíäàðòíûì, ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé

êàòåãîðèåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H+(A),H−(A) è Hb(A) îáðàçû êàòåãîðèé C+(A),C−(A) è

Cb(A) ñîîòâåòñòâåííî â êàòåãîðèè H(A) . Ýòè êàòåãîðèè òàêæå ÿâëÿþòñÿ òðèàí-

ãóëèðîâàííûìè.

1.2.b. Ïóñòü òåïåðü A � ýòî àáåëåâà êàòåãîðèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé

êàòåãîðèè îò àáåëåâîé êàòåãîðèè ìû äîëæíû íàïîìíèòü ïîíÿòèÿ àöèêëè÷íîãî êîì-

ïëåêñà è êâàçèèçîìîðôèçìà. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñà N è êàæäîãî p ∈ Z îïðåäå-

ëåíû åãî êîãîìîëîãèè Hp(N) ∈ A , êîòîðûå åñòü Ker dp/ Im dp−1 . Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ êàæäîãî öåëîãî p ó íàñ èìååòñÿ àääèòèâíûé ôóíêòîð Hp : C(A) −→ A ,

êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò êîìïëåêñó M
q åãî p -óþ êîãîìîëîãèþ Hp(M

q
) ∈ A .

Êîìïëåêñ N ∈ C(A) íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷íûì â n-îì ÷ëåíå, åñëè Hn(N) = 0 ,

è íàçûâàåòñÿ ïðîñòî àöèêëè÷íûì, åñëè âñå åãî êîãîìîëîãèè Hn(N), n ∈ Z íóëåâûå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â H(A) , ñîñòîÿùóþ èç âñåõ àöèê-

ëè÷íûõ êîìïëåêñîâ. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíà.

Ëåììà 1.2.2 Ïîäêàòåãîðèÿ N ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãî-

ðèåé â H(A) .

Ìîðôèçì f̄ : X −→ Y â êàòåãîðèè H(A) íàçîâåì êâàçèèçîìîðôèçìîì, åñëè

åãî êîíóñ ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷íûì êîìïëåêñîì. Ïî äðóãîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî f̄ �

êâàçèèçîìîðôèçì, åñëè îòîáðàæåíèå íà êîãîìîëîãèÿõ, êîòîðîå îí èíäóöèðóåò, ÿâëÿ-

åòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïóñòü Quis � ýòî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà àññîöèèðîâàííàÿ

ñ N , òî åñòü ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ êâàçèèçîìîðôèçìîâ.
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Îïðåäåëåíèå 1.2.3 Ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ D(A) îò àáåëåâîé êàòåãîðèè A
åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ëîêàëèçàöèÿ ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè H(A) ïî ïîäêàòå-

ãîðèè âñåõ àöèêëè÷íûõ êîìïëåêñîâ, òî åñòü

D(A) := H(A)/N = H(A)[Quis−1].

Àíàëîãè÷íî äëÿ ∗ ∈ +,−, b ìû îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäíóþ êàòå-

ãîðèþ D∗(A) êàê ëîêàëèçàöèþ H∗(A)/H∗(A) ∩N .

Ëåììà 1.2.4 Êàíîíè÷åñêèå ôóíêòîðû

D∗(A) −→ D(A), ∗ ∈ {+,−, b}

çàäàþò ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïîëíûìè ïîäêàòåãîðèÿìè â D(A) , êîòîðûå îáðàçîâà-

íû êîìïëåêñàìè àöèêëè÷íûìè ïðè n ¿ 0 , ñîîòâåòñòâåííî ïðè n À 0 , ñîîòâåò-

ñòâåííî ïðè n ¿ 0 è n À 0 . Ïîäêàòåãîðèÿ H+(A) (ñîîòâ. H−(A) ) ÿâëÿåòñÿ

êîôèíàëüíîé ñïðàâà (ñîîòâ. ñëåâà) â H(A) îòíîñèòåëüíî êëàññà êâàçèèçîìîðôèç-

ìîâ.

Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî àáåëåâà êàòåãîðèÿ A èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåê-

òèâíûõ, òî åñòü ëþáîé îáúåêò äîïóñêàåò âëîæåíèå â èíúåêòèâíûé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

I ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â A , ñîñòîÿùóþ èç èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñêâîçíîé ôóíêòîð

H+(I) −→ H+(A)
Q−→ D+(A)

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ êàòåãîðèé (ñì [20]). Àíàëîãè÷íî, åñëè àáåëåâà êàòåãîðèÿ

A èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ, òî ñêâîçíîé ôóíêòîð

H−(P) −→ H−(A)
Q−→ D−(A),

ãäå P â A � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ ïðîåêòèâíûõ, ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

1.2.c. Ïóñòü F : A −→ B � íåêîòîðûé àääèòèâíûé ôóíêòîð ìåæäó àáåëåâûìè

êàòåãîðèÿìè (òî÷íîñòü íå òðåáóåòñÿ). Òîãäà îí î÷åâèäíûì îáðàçîì èíäóöèðóåò òî÷-

íûé ôóíêòîð H(A) −→ H(B) , êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì

F . Îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ (ïðàâîãî) ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà, îïèñàííàÿ â ïðåäûäó-

ùåì ïàðàãðàôå, äàåò íàì ôóíêòîð RF , êîòîðûé îïðåäåëåí íà íåêîòîðîé ïîëíîé
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òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè â D(A) ñî çíà÷åíèÿìè â D(B) . Òå æå ñàìûå ñëî-

âà ìîæíî ñêàçàòü è ïðî ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð. Ìû îïðåäåëèì n-ûé ïðàâûé

(ñîîòâ. ëåâûé) ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îò F êàê êîãîìîëîãèè:

RnFX = Hn(RFX) (ñîîòâ.LnFX = H−n(LFX)), n ∈ Z.

Îáû÷íî â ïðèëîæåíèÿõ ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð áûâàåò õîðîøî îïðåäåëåí íà

ïîäêàòåãîðèè D+(A) . Èñïîëüçóÿ Ëåììû 1.1.10 è 1.2.4, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî

îãðàíè÷åíèå ôóíêòîðà RF íà D+(A) ñîâïàäàåò ñ ôóíêòîðîì ïðîèçâîäíûì îò

îãðàíè÷åíèÿ F íà H+(A) ⊂ H(A) .

Ñåé÷àñ ìû îïèøåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð RF

îïðåäåëåí íà âñå êàòåãîðèè D+(A) . Íàçîâåì ïîëíóþ àääèòèâíóþ ïîäêàòåãîðèþ

R ⊂ A ïðèñïîñîáëåííîé ñïðàâà ê ôóíêòîðó F , åñëè

a) ôóíêòîð F ïåðåâîäèò àöèêëè÷íûå êîìïëåêñû èç C+(R) â àöèêëè÷íûå;

b) ëþáîé îáúåêò èç A âêëàäûâàåòñÿ â íåêîòîðûé îáúåêò èç R .

Îáúåêòû êàòåãîðèè R íàçûâàþòñÿ F -àöèêëè÷íûìè ñïðàâà. È, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ïðèñïîñîáëåííàÿ ñïðàâà ê ôóíêòîðó F êàòåãîðèÿ R , òî ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî

â êàòåãîðèÿ A èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî F -àöèêëè÷íûõ (ñïðàâà) îáúåêòîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðèñïîñîáëåííàÿ ñïðàâà ê ôóíêòîðó F : A −→ B
ïîäêàòåãîðèÿ R ⊂ A . Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 1.1.12, íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé

îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ îáúåêòîâ èç R ÿâëÿåòñÿ F -ðàñùåïèìûì ñïðàâà.

Èç óñëîâèÿ b) ëåãêî âûâåñòè, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X ∈ H+(A) ñóùåñòâóåò

êâàçèèçîìîðôèçì X −→ X ′ , ãäå X ′ ∈ H+(R) . Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî êà-

íîíè÷åñêèé ôóíêòîð

H+(R)[Quis−1] −→ D+(A)

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.

Ëåììà 1.2.5 Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðèñïîñîáëåííàÿ ñïðàâà ê ôóíêòîðó F ïîäêà-

òåãîðèÿ R ⊂ A . Òîãäà ôóíêòîð RF îïðåäåëåí íà D+(A) , äëÿ ëþáîãî îãðàíè-

÷åííîãî ñëåâà êîìïëåêñà X èìååòñÿ èçîìîðôèçì RFX
∼−→ X ′ , ãäå X −→ X ′ �

êâàçèèçîìîðôèçì ñ X ′ ∈ H+(A) .
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Åñëè êàòåãîðèÿ A èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî èúåêòèâíûõ, òî ïîëíàÿ ïîäêàòå-

ãîðèÿ I ∈ A , ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ èíúåêòèâíûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèñïîñîáëåííîé ñïðàâà

ê ëþáîìó àääèòèâíîìó ôóíêòîðó. È â ýòîì ñëó÷àå ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

RFX ìîæíî âû÷èñëÿòü, ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð F ê èíúåêòèâíîé ðåçîëüâåíòå X ′

êîìïëåêñà X .

Äâîéñòâåííûì îáðàçîì ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ïîäêàòåãîðèè, ïðèñïîñîá-

ëåííîé ñëåâà ê ôóíêòîðó F . È åñëè òàêàÿ ïîäêàòåãîðèÿ ñóùåñòâóåò, òî îïðåäåëåí

ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð LF : D−(A) −→ D(B).

1.3 Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè ïó÷êîâ íà ñõåìàõ.

1.3.a. Ïóñòü X � íåêîòîðàÿ ñõåìà íàä ïîëåì k ñî ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì OX .

Ñ êàæäîé ñõåìîé ìû ìîæåì ñâÿçàòü íåñêîëüêî àáåëåâûõ êàòåãîðèé ïó÷êîâ íà íåé.

Ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç OX−Mod àáåëåâó êàòåãîðèþ âñåõ ïó÷êîâ OX -ìîäóëåé (â

òîïîëîãèè Çàðèñêîãî). Êàòåãîðèÿ OX−Mod èìååò âñå ïðåäåëû è âñå êîïðåäåëû

è èìååò ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ. Ïðÿìûå êîïðåäåëû ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Ïî ýòîé

ïðè÷èíå êàòåãîðèÿ OX−Mod ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé êàòåãîðèåé Ãðîòåíäèêà è èìååò

äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåêòèâíûõ. (ñì. [17],[1] IV).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qcoh(X) ïîëíóþ àáåëåâó ïîäêàòåãîðèþ â OX−Mod , ñîñòîÿ-

ùóþ èç êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, òî åñòü òàêèõ ïó÷êîâ OX -ìîäóëåé, êîòîðûå ëî-

êàëüíî íà X ÿâëÿþòñÿ êîÿäðàìè ìîðôèçìîâ ñâîáîäíûõ OX -ìîäóëåé. Åñëè ñõåìà

X êâàçèêîìïàêòíà è êâàçèîòäåëèìà, òî âñÿêèé êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì êîïðåäåëîì ñâîèõ ïîäïó÷êîâ êîíå÷íîãî òèïà (ñì [18] EGA1, 9.4). Â ýòîì

ñëó÷àå êàòåãîðèÿ Qcoh(X) èìååò ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ è ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé

êàòåãîðèåé Ãðîòåíäèêà, ïîýòîìó èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåêòèâíûõ.

Òðåòüÿ êàòåãîðèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñõåìå X , � ýòî êàòåãîðèÿ êîãå-

ðåíòíûõ ïó÷êîâ coh(X) . Íàïîìíèì, ÷òî êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê íàçûâàåòñÿ êî-

ãåðåíòíûì, åñëè îí ëîêàëüíî êîíå÷íî ïîðîæäåí (ò.å. êîíå÷íîãî òèïà) è ëîêàëüíî

âñÿêèé åãî êîíå÷íîïîðîæäåííûé ïîäïó÷îê êîíå÷íî ïðåäñòàâèì. Êàòåãîðèÿ coh(X)

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé àáåëåâîé ïîäêàòåãîðèåé â Qcoh(X) .

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïðåäåëåíèå (êâàçè)êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ëîêàëüíî, îíè íà

ñàìîì äåëå ôàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò òîïîëîãèè, à îòðàæàþò ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà
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ñõåìû. Ê ïðèìåðó, ìîæíî ðàññìîòðåòü íå òîëüêî òîïîëîãèþ Çàðèñêîãî, íî è, ñêàæåì,

ýòàëüíóþ èëè ïëîñêóþ òîïîëîãèè. Â ýòîì ñëó÷àå, â òî âðåìÿ êàê ïîíÿòèå ïó÷êà OX -

ìîäóëåé çàâèñèò îò âûáîðà òîïîëîãèè, (êâàçè)êîãåðåíòíûå ïó÷êè íå çàâèñÿò (ñì.

[39]). È äëÿ àôôèííîé ñõåìû êàòåãîðèÿ Qcoh(X) ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ìîäóëåé

íàä ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðîé.

Â äàëüíåéøåì íàøå âíèìàíèå áóäåò ñîñðåäîòî÷åíî íà èçó÷åíèè êàòåãîðèè êî-

ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, à áîëåå òî÷íî íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Îäíàêî, òàê êàê êàòåãîðèÿ coh(X) íå èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåêòèâíûõ, òî

ïðè ïîñòðîåíèè ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ íàì áóäóò ïîëåçíû êàòåãîðèè Qcoh(X) è

OX−Mod .

Ñ ýòîãî ìîìåíòà, ÷òîáû íå âäàâàòüñÿ â òîíêîñòè, êîòîðûå íà ñàìîì äåëå î÷åíü

èíòåðåñíû, íî íå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì, ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì

êàòåãîðèè íåòåðîâûõ ñõåì. Äëÿ íåòåðîâîé ñõåìû X ïîëíîå âëîæåíèå àáåëåâûõ êà-

òåãîðèé Qcoh(X) ↪→ OX −Mod ïåðåâîäèò èíúåêòèâíûå â èíúåêòèâíûå. Îòñþäà

íå ñëîæíîé ïðîöåäóðîé (ñì. [20]I.4.6, [44],B) ìîæíî âûâåñòè, ÷òî òðèàíãóëèðîâàí-

íàÿ ïîäêàòåãîðèÿ H+(Qcoh) ÿâëÿåòñÿ êîôèíàëüíîé ñïðàâà â òðèàíãóëèðîâàííîé

êàòåãîðèè H+(OX−Mod) . Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ Ëåììó 1.1.6, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1 ([20], [6] II) Åñëè X íåòåðîâà ñõåìà, òî êàíîíè÷åñêèé ôóíê-

òîð

D+(Qcoh(X)) −→ D+(OX−Mod)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé

D+(OX−Mod)Qcoh ⊂ D+(OX−Mod) , ñîñòîÿùåé èç êîìïëåêñîâ ñ êâàçèêîãåðåíòíû-

ìè êîãîìîëîãèÿìè.

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñõåìó ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåð-

æäåíèå è ïðî íåîãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2 ([6] II) Åñëè X � íåòåðîâà ñõåìà êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, òî

êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð

D(Qcoh(X)) −→ D(OX−Mod)
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ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé

D(OX−Mod)Qcoh ⊂ D(OX−Mod) , ñîñòîÿùåé èç êîìïëåêñîâ ñ êâàçèêîãåðåíòíûìè

êîãîìîëîãèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò íàëè÷èå ôóíêòîðà Q : OX−Mod −→ Qcoh(X) , ñîïðÿ-

æåííîãî ñïðàâà ê ôóíêòîðó âëîæåíèÿ è òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ñõåìû êîíå÷íîé ðàçìåð-

íîñòè ýòîò ôóíêòîð èìååò êîíå÷íóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü (ñì. [6] II.3.7).

Òåïåðü ðàññìîòðèì âëîæåíèå àáåëåâûõ êàòåãîðèé coh(X) ⊂ Qcoh(X) . Äëÿ êà-

íîíè÷åñêîãî ôóíêòîðà ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè òàêæå èçâåñòíû óòâåð-

æäåíèÿ àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì âûøå. Îäíàêî îíè êàñàþòñÿ òîëüêî îãðàíè÷åííûõ

ñïðàâà ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.3 ([6] II) Äëÿ íåòåðîâîé ñõåìû X êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð

D−(coh(X)) −→ D−(Qcoh(X))

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé

D−(Qcoh(X))coh .

Êîìáèíèðóÿ ýòî Ïðåäëîæåíèå ñ Ïðåäëîæåíèÿìè 1.3.1 è 1.3.2 ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1.3.4 ([6] II) Ïóñòü X � íåòåðîâà ñõåìà (ñîîòâ. íåòåðîâà êîíå÷íîé

ðàçìåðíîñòè). Òîãäà êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð

Db(coh(X)) −→ Db(OX−Mod) (ñîîòâ. D−(coh(X)) −→ D−(OX−Mod))

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé

Db(OX−Mod)coh (ñîîòâ. D−(OX−Mod)coh ).

1.3.b. Òåïåðü îïèøåì îñíîâíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êà-

òåãîðèÿìè ïó÷êîâ íà ñõåìàõ. Ïóñòü f : X −→ Y � ìîðôèçì íåòåðîâûõ ñõåì. Ñó-

ùåñòâóåò ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà

f∗ : OY −Mod −→ OX−Mod,

êîòîðûé òî÷åí ñïðàâà. Òàê êàê êàòåãîðèÿ OY−Mod èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïëîñêèõ

OY -ìîäóëåé è îíè f∗ -àöèêëè÷íû, òî îïðåäåëåí ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

Lf∗ : D−(OY −Mod) −→ D−(OX−Mod).
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Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêòîð Lf∗ ïåðåâîäèò êàòåãîðèè D−(OY −Mod)Qcoh

è D−(OY −Mod)coh â êàòåãîðèè D−(OX−Mod)Qcoh è D−(OX−Mod)coh ñîîò-

âåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåòåðîâûõ ñõåì êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷àåòñÿ

ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà íà îãðàíè÷åííûõ ñïðàâà ïðîèçâîäíûõ êà-

òåãîðèÿõ êâàçèêîãåðåíòíûõ è êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Åñëè ôóíêòîð f∗ èìååò êîíå÷íóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü (â ýòîì ñëó-

÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî f èìååò êîíå÷íóþ Tor-ðàçìåðíîñòü) ìîæíî ïðîäîëæèòü ïðîèç-

âîäíûé ôóíêòîð Lf∗ íà íåîãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè. È â ýòîì ñëó÷àå

ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð òàêæå ïåðåâîäèò êîìïëåêñû ñ (êâàçè)êîãåðåíòíûìè êîãîìî-

ëîãèÿìè â êîìïëåêñû ñ (êâàçè)êîãåðåíòíûìè êîãîìîëîãèÿìè (ñì. [20]). Áîëåå òîãî,

åñëè ìîðôèçì f èìååò êîíå÷íóþ Tor-ðàçìåðíîñòü, òî ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îáðàò-

íîãî îáðàçà ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ â îãðàíè÷åííóþ. È, â

÷àñòíîñòè, èìååì ôóíêòîð

Lf∗ : Db(OY −Mod)coh −→ Db(OX−Mod)coh.

1.3.c. Ïóñòü E ,F ∈ C(OX−Mod) � äâà êîìïëåêñà OX -ìîäóëåé. Îïðåäåëèì òåí-

çîðíîå ïðîèçâåäåíèå E ⊗F êàê êîìïëåêñ, àññîöèèðîâàííûé ñ äâîéíûì êîìïëåêñîì

Ep ⊗Fq , òî åñòü

(E ⊗ F)n =
∑

p+q=n

Ep ⊗Fq

ñ äèôôåðåíöèàëîì d = dE + (−1)ndF . Ãîìîòîïèè ìåæäó ìîðôèçìàìè êîìïëåêñîâ

ïåðåíîñÿòñÿ íà òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, è ìû ïîëó÷àåì ôóíêòîð

E⊗ : H(OX−Mod) −→ H(OX−Mod).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî E ∈ C−(OX−Mod) . Êàòåãîðèÿ H−(OX−Mod) èìååò

äîñòàòî÷íî ìíîãî îáúåêòîâ, ðàñùåïèìûõ ñëåâà äëÿ ôóíêòîðà ⊗E (ñì. 1.1.f.). Òà-

êîâûìè ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûå ñïðàâà êîìïëåêñû ïëîñêèõ OX -ìîäóëåé. Ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

E L⊗: D−(OX−Mod) −→ D−(OX−Mod).

Åñëè îáúåêòû E1 è E2 êâàçèèçîìîðôíû, òî ôóíêòîðû E L⊗ è E L⊗ ÿâëÿþòñÿ

èçîìîðôíûìè. Íà ñàìîì äåëå, ìû ïîëó÷àåì ôóíêòîð îò äâóõ ïåðåìåííûõ
L⊗: D−(OX−Mod)×D−(OX−Mod) −→ D−(OX−Mod),
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êîòîðûé òî÷åí ïî îáîèì àðãóìåíòàì. Ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð òåíçîðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ î÷åâèäíî ñèììåòðè÷íûé è àññîöèàòèâíûé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåêò E èìååò êîíå÷íóþ Tor-ðàçìåðíîñòü, òî åñòü êâàçè-

èçîìîðôåí îãðàíè÷åííîìó êîìïëåêñó ïëîñêèõ OX -ìîäóëåé, òîãäà ôóíêòîð E L⊗
ìîæíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîäîëæèòü íà íåîãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ,

à, ñ äðóãîé, ïóòåì îãðàíè÷åíèÿ ïîëó÷èòü ôóíêòîð èç îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé

êàòåãîðèè â ñåáÿ. Ïîëó÷àåì ôóíêòîðû

E L⊗: D(OX−Mod) −→ D(OX−Mod), E L⊗: Db(OX−Mod) −→ Db(OX−Mod).

È â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî, åñëè îáúåêò E ïðèíàäëåæèò êàòåãîðèè D−(OX−
Mod)Qcoh (ñîîòâ. D−(OX−Mod)coh ), òî ôóíêòîð E L⊗ ïåðåâîäèò îáúåêòû ñ (êâà-

çè)êîãåðåíòíûìè êîãîìîëîãèÿìè â îáúåêòû ñ (êâàçè)êîãåðåíòíûìè êîãîìîëîãèÿìè.

1.3.d. Ïóñòü f : X −→ Y � íåêîòîðûé ìîðôèçì íåòåðîâûõ ñõåì. Ôóíêòîð ïðÿ-

ìîãî îáðàçà

f∗ : OX−Mod −→ OY −Mod

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ñëåâà. Òàê êàê êàòåãîðèÿ OX -ìîäóëåé èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî

èíúåêòèâíûõ, òî ñóùåñòâóåò ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

Rf∗ : D+(OX−Mod) −→ D+(OX−Mod).

Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêòîð Rf∗ ïåðåâîäèò ïîäêàòåãîðèþ D+(OX−Mod)Qcoh

â ïîäêàòåãîðèþ D+(OY −Mod)Qcoh .

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ôóíêòîð f∗ èìååò êîíå÷íóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåð-

íîñòü, òî ôóíêòîð Rf∗ ìîæíî ïðîäîëæèòü íà êàòåãîðèþ íåîãðàíè÷åííûõ êîì-

ïëåêñîâ. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ íàïðèìåð â ñëó÷àå, êîãäà X íåòåðîâà ñõåìà êîíå÷íîé

ðàçìåðíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ýòîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà f∗ èìååò êîíå÷íóþ êîãî-

ìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü, îïðåäåëåí ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð ìåæäó îãðà-

íè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè

Rf∗ : Db(OX−Mod) −→ Db(OX−Mod).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð áûë îïðåäåëåí ìåæäó ïðîèçâîä-

íûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

íà ìîðôèçì f .
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Ïðåäëîæåíèå 1.3.5 ([18]III,3.2.1,[20]) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : X −→ Y ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì ìîðôèçìîì íåòåðîâûõ ñõåì. Òîãäà ôóíêòîð Rf∗ ïîñûëàåò ïîäêà-

òåãîðèþ D+(OX−Mod)coh â ïîäêàòåãîðèþ D+(OY −Mod)coh . Åñëè êðîìå òîãî

X èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

îãðàíè÷åííîé è íåîãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé.

1.3.e. Ïóñòü E ,F ∈ C(OX−Mod) � äâà êîìïëåêñà OX -ìîäóëåé. Îïðåäåëèì êîì-

ïëåêñ Hom(E , F) ïî ïðàâèëó:

Homn(E , F) =
∏
p

Hom(Ep, Fp+n)

ñ äèôôåðåíöèàëîì d = dE+(−1)n+1dF . Ãîìîòîïèè ìåæäó ìîðôèçìàìè êîìïëåêñîâ

ïåðåíîñÿòñÿ íà ëîêàëüíûé Hom , è ìû ïîëó÷àåì áèôóíêòîð

Hom : H(OX−Mod)op ×H(OX−Mod) −→ H(OX−Mod).

Òàê êàê ëþáîé îãðàíè÷åííûé ñëåâà êîìïëåêñ èìååò èíúåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó, òî

ïîëó÷àåì ïðîèçâîäíûé áèôóíêòîð

RHom : D(OX−Mod)op ×D+(OX−Mod) −→ D(OX−Mod).

Â äàííîé ñèòóàöèè ìû îïðåäåëèì ëîêàëüíûé ãèïåð-Ext

Ext(E , F) := H i(RHom(E , F))

Äëÿ íåòåðîâîé ñõåìû X , åñëè E è F ÿâëÿþòñÿ (êâàçè)êîãåðåíòíûìè OX -

ìîäóëÿìè, òîãäà äëÿ âñåõ i ≥ 0 ïó÷êè Ext(E , F) òàêæå ÿâëÿþòñÿ (êâà-

çè)êîãåðåíòíûìè.

Åñëè òåïåðü E ∈ D−(OX−Mod)coh à

F ∈ D+(OX−Mod)coh , òîãäà RHom(E , F) ïðèíàäëåæèò D(OX−Mod)coh .

1.3.f. Îïèøåì îñíîâíûå ñâîéñòâà è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîèçâîäíûìè ôóíêòî-

ðàìè, ââåäåííûìè â ýòîì ïàðàãðàôå. Ðàññìîòðèì äâà ìîðôèçìà f : X −→ Y è

g : Y −→ Z . Â äàííîé ñèòóàöèè èìååì äâà ôóíêòîðà L(gf)∗ è Lf∗Lg∗ èç êàòå-

ãîðèè D−(OZ−Mod) â D−(OX−Mod) . Òîãäà åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

L(gf)∗ ∼−→ Lf∗Lg∗
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ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêòîð

g∗ ïåðåâîäèò ïëîñêèå OZ -ìîäóëè â ïëîñêèå OY -ìîäóëè. (ñì. íàïðèìåð [20]).

Àíàëîãè÷íî, èìååì èçîìîðôèçì

R(gf)∗ −→ Rg∗Rf∗

ôóíêòîðîâ èç D+(OX−Mod) â D+(OX−Mod) . Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç

òîãî ôàêòà, ÷òî f∗ ïåðåâîäèò èíúåêòèâíûå ïó÷êè â âÿëûå ïó÷êè íà Y , êîòîðûå,

â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ g∗ -àöèêëè÷íûìè (ñì. [20]).

Äðóãîå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ìû áóäåì äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçîâàòü, íàçûâàåòñÿ

ôîðìóëîé ïðîåêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.6 ([20], II.5.6) Ïóñòü f : X −→ Y � ìîðôèçì íåòåðîâûõ ñõåì

êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ E ∈ D−(OX −Mod) è F ∈
D−(OX−Mod)Qcoh ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ

Rf∗E
L⊗ F ∼−→ Rf∗(E

L⊗ Lf∗F). (1.3)

Åùå îäíî ñâîéñòâî, êîòîðîå áóäåò ïîëåçíî, íàçûâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàìåíà áàçû.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.7 ([20], II.5.12) Ïóñòü f : X −→ Y � ìîðôèçì êîíå÷íîãî òèïà

ìåæäó íåòåðîâûìè ñõåìàìè êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè è g : Y ′ −→ Y � ïëîñêèé

ìîðôèçì. Ðàññìîòðèì äåêàðòîâ êâàäðàò:

X ×Y Y ′ g′−−−−→ X

f ′
y

yf

Y ′ g−−−−→ Y.

Â äàííîé ñèòóàöèè ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ

Lg∗Rf∗E ∼−→ Rf ′∗Lg
′∗E (1.4)

äëÿ ëþáîãî E ∈ D(OX−Mod)Qcoh .

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî, êîòîðîå íàì áóäåò íóæíî, ãîâîðèò ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.8 ([20], II.5.16) Ïóñòü E � îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ ëîêàëüíî

ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ êîíå÷íîãî ðàíãà íà íåòåðîâîé ñõåìå X . Òîãäà ñóùåñòâóþò åñòå-

ñòâåííûå èçîìîðôèçìû ôóíêòîðîâ

RHom(F , G)
L⊗ E ∼−→ RHom(F , G L⊗ E) ∼−→ RHom(F L⊗ E∨, G) (1.5)

äëÿ âñåõ F ∈ D−(OX−Mod) è G ∈ D+(OX−Mod) , ãäå E∨ := RHom(E , OX) .
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Ãëàâà 2

Êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ è
ôóíêòîðû ìåæäó íèìè

2.1 Îñíîâíûå ñâîéñòâà êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

2.1.a. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ïàðàãðàôà, ìû ñîñðåäîòî÷èì ñâîå âíèìàíèå íà îãðàíè÷åí-

íûõ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèÿõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãî-

îáðàçèÿõ. Äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî Db(coh(X)) ìû äàëåå âåçäå áóäåì ïèñàòü ïðîñòî

Db(X) . Êðîìå òîãî, ìû ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü çíà÷îê ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêòîð òî÷åí, íàïðèìåð äëÿ îáðàòíîãî îáðàçà ïðè ïëîñêîì ìîð-

ôèçìå èëè äëÿ òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íà ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê.

Äëÿ ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ðàçìåðíîñòè n îãðàíè÷åííàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ îáëàäàåò ôóíêòîðîì Ñåððà (cì. Îïðåäåëå-

íèå 1.1.3), è ýòîò ôóíêòîð ñîâïàäàåò ñ ôóíêòîðîì (·) ⊗ ωX [n], ãäå ωX � êàíîíè-

÷åñêèé ïó÷îê (ñì. [8]). Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ èçîìîðôèçì

Hom(E , F) = Hom(F , E ⊗ ωX [n])∗ (2.1)

äëÿ ëþáîé ïàðû îáúåêòîâ E ,F ∈ Db(X) .

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ëþáîé ìîðôèçì f : X → Y

ìåæäó ãëàäêèìè ïðîåêòèâíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè èíäóöèðóåò äâà òî÷íûõ ôóíêòî-

ðà: ôóíêòîð ïðÿìîãî îáðàçà Rf∗ : Db(X) −→ Db(Y ) è ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà

Lf∗ : Db(Y ) −→ Db(X), è ýòè ôóíêòîðû ñîïðÿæåíû. Êðîìå òîãî, êàæäûé îáú-
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åêò E ∈ Db(X) çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ
L⊗ E : Db(X) −→

Db(X) .

Èñïîëüçóÿ ýòè ñòàíäàðòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû, ìû ìîæåì ââåñòè íîâûé

áîëüøîé êëàññ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè Db(X) è

Db(Y ) .

Ïóñòü X è Y � äâà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k ðàç-

ìåðíîñòè n è m ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X × Y è

îáîçíà÷èì ÷åðåç p è q ïðîåêöèè X × Y íà X è ñîîòâåòñòâåííî íà Y

X
p←− X × Y

q−→ Y.

Êàæäûé îáúåêò E ∈ Db(X × Y ) çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð ΦE èç ïðîèçâîäíîé êàòå-

ãîðèè Db(X) â ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ Db(Y ) , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé

ôîðìóëîé:

ΦE(·) := R·q∗(E
L⊗ p∗(·)). (2.2)

Êðîìå òîãî, ñ òåì æå ñàìûì îáúåêòîì E ∈ Db(X × Y ) ìîæíî ñâÿçàòü åùå è äðóãîé

ôóíêòîð ΨE èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(Y ) â ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ Db(X) ,

îïðåäåëåííûé ïî ïðàâèëó àíàëîãè÷íîìó (2.2):

ΨE(·) := Rp∗(E
L⊗ q∗(·)).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêòîð ΦE èìååò êàê ëåâûé, òàê è ïðàâûé ñîïðÿæåííûå

ôóíêòîðû.

Ëåììà 2.1.1 Ôóíêòîð ΦE èìååò ñîïðÿæåííûå ñëåâà è ñïðàâà ôóíêòîðû Φ∗E è

Φ!
E ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå çàäàþòñÿ ïî ôîðìóëå:

Φ∗E ∼= ΨE∨⊗q∗ωY [m],

Φ!
E ∼= ΨE∨⊗p∗ωX [n].

(2.3)

Çäåñü ωX è ωY êàíîíè÷åñêèå ïó÷êè íà X è Y , è E∨ � óäîáíîå îáîçíà÷åíèå

äëÿ RHom(E ,OX×Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñîïðÿæåííîãî ñëåâà ôóíêòîðà.
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Îíî ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçîìîðôèçìîâ:

Hom(A, Rq∗(E
L⊗ p∗B)) ∼= Hom(q∗A, E L⊗ p∗B)

∼= Hom(p∗B, E∨ L⊗ q∗A⊗ ωX×Y [n + m])∗

∼= Hom(B, Rp∗(E∨
L⊗ q∗(A⊗ ωY [m]))⊗ ωX [n])∗

∼= Hom(Rp∗(E∨
L⊗ q∗(A⊗ ωY [m])), B).

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñîïðÿæåííîñòü ôóíêòîðîâ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî îáðàçà, äâà ðàçà

èñïîëüçóåòñÿ äâîéñòâåííîñòü Ñåððà (2.1), à òàêæå ôîðìóëà (1.5). 2

2.1.b. Ïóñòü òåïåðü X, Y, Z � òðè ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ, è E ,F ,G
� îáúåêòû ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé Db(X × Y ) , Db(Y × Z) è Db(X × Z) ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó ïðîåêöèé:

?

? ?

¡
¡

¡ª

@
@

@R

p12 p13 p23

¡
¡

¡ª

@
@

@R

¡
¡

¡ª

@
@

@R

Y

X × Y × Z

X × Z

X Z

X × Y Y × Z

π1
12

π2
12 π1

13 π3
13 π2

23 π3
23

Îáúåêòû E ,F ,G çàäàþò òðè ôóíêòîðà:

ΦE : Db(X) −→ Db(Y ),

ΦF : Db(Y ) −→ Db(Z),

ΦG : Db(X) −→ Db(Z),

îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (2.2), ò.å.

ΦE := Rπ2
12∗(E

L⊗ π1
12
∗(·)),

ΦF := Rπ3
23∗(F

L⊗ π2
23
∗(·)),

ΦG := Rπ3
13∗(G

L⊗ π1
13
∗(·)).

Ðàññìîòðèì îáúåêò p12
∗E L⊗ p23

∗F ∈ Db(X × Y × Z), êîòîðûé äàëåå ìû âñåãäà

áóäåì îáîçíà÷àòü E £
Y
F . Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò ïðàâèëî äëÿ êîìïîçèöèè

òåõ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû

îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1.2 Êîìïîçèöèÿ ôóíêòîðîâ ΦF ◦ ΦE èçîìîðôíà ôóíêòîðó ΦG ,

ïðåäñòàâëåííîìó îáúåêòîì

G = Rp13∗(E £
Y
F). (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçîìîðôèçìîâ:

ΦF ◦ ΦE(·) ∼= Rπ3
23∗(F

L⊗ π2
23
∗(Rπ2

12∗(E
L⊗ π1

12
∗(·))))

∼= Rπ3
23∗(F

L⊗ Rp23∗(p12
∗(E L⊗ π1

12
∗(·))))

∼= Rπ3
23∗Rp23∗(p23

∗F L⊗ p12
∗(E L⊗ π1

12
∗(·)))

∼= Rπ3
13∗Rp13∗(p23

∗F L⊗ p12
∗E L⊗ p12

∗π1
12
∗(·))

∼= Rπ3
13∗Rp13∗(p23

∗F L⊗ p12
∗E L⊗ p13

∗π1
13
∗(·))

∼= Rπ3
13∗(Rp13∗(p23

∗F L⊗ p12
∗E)

L⊗ π1
13
∗(·)) = Rπ3

13∗(G
L⊗ π1

13
∗(·)).

Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè ïðîåêöèè è ïëîñêîé çàìåíû áàçû (1.3), (1.4). 2

2.1.c. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ãëàäêîìó ïðîåêòèâíîìó ìíîãîîáðàçèþ ìû ñîïî-

ñòàâèëè ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íåì, à ñ êàæäûì îáúåêòîì

E ∈ Db(X × Y ) íà ïðîèçâåäåíèè äâóõ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ìû ñâÿçàëè òî÷íûé ôóíê-

òîð ΦE èç òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè Db(X) â òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ

Db(Y ) ñ çàêîíîì êîìïîçèöèè, îïèñàííûì âûøå.

Ñëåäóþùèå äâà âîïðîñà ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ äàííîãî

ñîîòâåòñòâèÿ:

• Êîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ ðàçíûõ ãëàäêèõ ïðîåê-

òèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè?

• Êàêîâà ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíò-

íûõ ïó÷êîâ äëÿ äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ?

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè óæå èçâåñòíû. Ê ïðèìåðó, ìû ìîæåì

äàòü èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà äàííûå âîïðîñû â ñëó÷àå, êîãäà êàíîíè÷åñêèé èëè

àíòèêàíîíè÷åñêèé ïó÷îê ìíîãîîáðàçèÿ îáèëåí.

Òåîðåìà 2.1.3 [10] Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, êàíîíè÷åñêèé

(èëè àíòèêàíîíè÷åñêèé) ïó÷îê êîòîðîãî îáèëåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

êàòåãîðèÿ Db(X) ýêâèâàëåíòíà êàê òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ ïðîèçâîä-

íîé êàòåãîðèè Db(X ′) äëÿ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ′.

Òîãäà ìíîãîîáðàçèå X ′ èçîìîðôíî X .
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Òåîðåìà 2.1.4 [10] Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, êàíîíè÷åñêèé

(èëè àíòèêàíîíè÷åñêèé) ïó÷îê êîòîðîãî îáèëåí. Òîãäà ãðóïïà êëàññîâ èçîìîðôèç-

ìîâ òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé êàòåãîðèè Db(X) ïîðîæäåíà àâòîìîðôèçìà-

ìè ìíîãîîáðàçèÿ, ïîäêðóòêàìè íà ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ è ñäâèãàìè â ïðîèçâîäíîé

êàòåãîðèè.

Â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî îïèñàòü è ãðóïïó òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé. Äëÿ ëþáî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ X ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé AuteqDb(X) âñåãäà ñî-

äåðæèò ïîäãðóïïó G(X), êîòîðàÿ åñòü ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíîé ïîä-

ãðóïïû G1 = Pic(X) ⊕ Z è ïîäãðóïïû G2 = AutX, äåéñòâóþùåé åñòåñòâåííûì

îáðàçîì íà G1. Ïðè ýòîì âêëþ÷åíèè G(X) ⊂ Auteq Db(X) îáðàçóþùàÿ Z ïå-

ðåõîäèò â ôóíêòîð ñäâèãà [1] , ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L ∈ Pic(X) � â ôóíêòîð ⊗L,

à àâòîìîðôèçì f : X → X èíäóöèðóåò àâòîýêâèâàëåíòíîñòü Rf∗ .

Òåïåðü ìû ìîæåì äîáàâèòü, ÷òî ïðè óñëîâèè, îïèñàííîì â òåîðåìå 2.1.4, ãðóïïà

òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé AuteqDb(X) ñîâïàäàåò ñ G(X), ò.å. â ýòîì ñëó÷àå:

AuteqDb(X) ∼= AutX n (Pic(X)⊕ Z).

×òîáû èññëåäîâàòü âîïðîñ, êîãäà äâà ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðî-

èçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, è îïèñûâàòü èõ ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíî-

ñòåé, æåëàòåëüíî èìåòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ. Ñóùåñòâóåò ãè-

ïîòåçà, ÷òî âñå îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè, ò.å. èìåþò âèä (2.2).

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû äàäèì äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ãèïîòåçû äëÿ âïîëíå ñòðîãèõ

ôóíêòîðîâ è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, âñÿ ñëåäóþ-

ùàÿ ãëàâà áóäåò ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó äàííîãî ðåçóëüòàòà. Òàêèì îáðàçîì, ýòî

äàñò íàì âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ôóíêòîðû âèäà (2.2) ïðè èññëåäîâàíèè

âîïðîñà îá ýêâèâàëåíòíîñòÿõ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ãëàä-

êèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Äðóãàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ âñòàåò â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì

ýòèõ ïðîáëåì, � ýòî íåîáõîäèìîñòü èìåòü êðèòåðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî ôóíêòîðó

ÿâëÿåòñÿ ëè îí ýêâèâàëåíòíîñòüþ èëè íåò. ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêòîð F ÿâ-

ëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îí è åãî ïðàâûé (èëè ëåâûé)

ñîïðÿæåííûé âïîëíå ñòðîãèå ôóíêòîðû (ñì. 1.1.7).

Ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ìåòîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, êîãäà ôóíêòîð ΦE :

Db(X) −→ Db(Y ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîâåðèòü ýòî äî-
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âîëüíî òðóäíî, îäíàêî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ñëåäóþùèé êðèòåðèé áûâàåò âåñüìà

ïîëåçåí.

Òåîðåìà 2.1.5 [9] Ïóñòü M è X � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0, è ïóñòü E ∈ Db(M ×X) . Òîãäà

ôóíêòîð ΦE ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè:

1) Homi
X(ΦE(Ot1) , ΦE(Ot2)) = 0 äëÿ âñåõ i è t1 6= t2.

2) Hom0
X(ΦE(Ot) , ΦE(Ot)) = k,

Homi
X(ΦE(Ot) , ΦE(Ot)) = 0, äëÿ i /∈ [0, dimM ].

Çäåñü t , t1 , t2 � òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ M è Oti � ñîîòâåòñòâóþùèå èì

ïó÷êè íåáîñêðåáîâ.

2.1.d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ÷åòûðå ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ

X1, X2, Y1, Y2 . Ðàññìîòðèì äâà îáúåêòà E1 è E2, ïðèíàäëåæàùèå êàòåãîðèÿì

Db(X1 × Y1) è Db(X2 × Y2) ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü îáúåêò

E1 £ E2 ∈ Db((X1 ×X2)× (Y1 × Y2)),

êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ åñòü p∗13(E1)
L⊗ p∗24(E2). Êàê è ðàíüøå (ñì. (2.2)), îáúåêòû

E1, E2, E1 £ E2 çàäàþò ôóíêòîðû:

ΦE1 : Db(X1) −→ Db(Y1),

ΦE2 : Db(X2) −→ Db(Y2),

ΦE1� E2 : Db(X1 ×X2) −→ Db(Y1 × Y2).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé îáúåêò G ∈ Db(X1 ×X2) è îáîçíà÷èì ÷åðåç H îáú-

åêò ΦE1�E2(G) ∈ Db(Y1 × Y2) . Ñ êàæäûì èç ýòèõ äâóõ îáúåêòîâ ìîæíî ñâÿçàòü ïî

ïðàâèëó (2.2) ôóíêòîðû

ΦG : Db(X1) −→ Db(X2), ΦH : Db(Y1) −→ Db(Y2).

Ëåììà 2.1.6 Â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ âûøå, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ôóíêòî-

ðîâ ΦH ∼= ΦE2 ◦ ΦG ◦ΨE1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2. 2

Åñëè òåïåðü Z1, Z2 � åùå äâà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ, è F1,F2 �

îáúåêòû ñîîòâåòñòâåííî êàòåãîðèé Db(Y1 × Z1) è Db(Y2 × Z2), òî èìåþòñÿ òàêæå

ôóíêòîðû ΦF1 ,ΦF2 , ΦF1�F2
. Ïî ïðàâèëó (2.4) ìû ìîæåì íàéòè îáúåêòû G1 è G2 ,

ïðèíàäëåæàùèå êàòåãîðèÿì Db(X1 × Z1) è Db(X2 × Z2), òàêèå ÷òî:

ΦG1
∼= ΦF1 ◦ ΦE1 , ΦG2

∼= ΦF2 ◦ ΦE2 .

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå ñîîòíîøåíèå

ΦF1�F2
◦ ΦE1�E2 ∼= ΦG1�G2

(2.5)

Èñïîëüçóÿ åãî, ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.1.7 Â óñëîâèÿõ, îïèñàííûõ âûøå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêòîðû

ΦE1 è ΦE2 ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðîãèìè (ýêâèâàëåíòíîñòÿìè). Òîãäà ôóíêòîð

ΦE1�E2 : Db(X1 ×X2) −→ Db(Y1 × Y2)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì (ýêâèâàëåíòíîñòüþ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêòîð F èìååò ñîïðÿæåííûé, ñêàæåì, ñëåâà F ∗, òî

îí âïîëíå ñòðîãèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîìïîçèöèÿ F ∗F èçîìîðôíà òîæ-

äåñòâåííîìó ôóíêòîðó. Ôóíêòîðû ΦEi èìåþò ëåâûå ñîïðÿæåííûå ΦEi
∗ , îïðåäå-

ëåííûå ïî ôîðìóëå (2.3). Èç òîãî, ÷òî îíè âïîëíå ñòðîãèå ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçè-

öèè ΦEi
∗ ◦ ΦEi èçîìîðôíû òîæäåñòâåííûì ôóíêòîðàì, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ

ñòðóêòóðíûìè ïó÷êàìè äèàãîíàëåé ∆i ∈ Xi × Xi. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïó÷îê

O∆1 £ O∆2 èçîìîðôåí ñòðóêòóðíîìó ïó÷êó äèàãîíàëè O∆ , ãäå ∆ � äèàãîíàëü

â (X1 × X2) × (X1 × X2). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.5), ïîëó÷àåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ

ΦE1�E2
∗ ◦ΦE1�E2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì äèàãîíàëè ∆ è, çíà÷èò, èçî-

ìîðôíà òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó. Òàêèì îáðàçîì, ΦE1�E2 âïîëíå ñòðîãèé. Óòâåð-

æäåíèå ïðî ýêâèâàëåíòíîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. 2

Ïðåäïîëîæèì ñåé÷àñ, ÷òî ôóíêòîð ΦE : Db(X) −→ Db(Y ) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíò-

íîñòüþ, è îáúåêò F ∈ Db(X × Y ) òàêîé, ÷òî ΨF ∼= Φ−1
E . Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêòîð

ΦF�E : Db(X ×X) −→ Db(Y × Y ) (2.6)
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ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê AdE . Ôóíêòîð AdE òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïî

Óòâåðæäåíèþ 2.1.7. Êðîìå òîãî, ïî Ëåììå 2.1.6 äëÿ ëþáîãî îáúåêòà G ∈ Db(X ×X)

ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ:

ΦAdE(G)
∼= ΦE ◦ ΦG ◦ Φ−1

E . (2.7)

2.2 Ïðèìåðû ýêâèâàëåíòíîñòåé: áèðàöèîíàëüíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ òèïà ôëîï.

2.2.a. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äàäèì ïðèìåð äâóõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, äëÿ êîòî-

ðûõ ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ýêâèâàëåíòíû. Êîíå÷íî, ïðèìåðû

òàêèõ ìíîãîîáðàçèé áûëè óæå èçâåñòíû: ïåðâûé ïðèìåð � ýòî àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå

è äâîéñòâåííîå åìó � áûë ðàññìîòðåí Ìóêàè (ñì. [33]). Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå

ïðèìåðà, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì â ýòîì ïàðàãðàôå, â òîì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü çà-

äàåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì îòîáðàæåíèåì. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ ôëîïàìè.

Ìû ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ôëîïîâ. Öåííîñòü äàííîãî ïðèìåðà ñîñòîèò

åùå è â òîì, ÷òî èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ íà êàíîíè÷åñêèé ïó÷îê â Òåîðåìå 2.1.3

íå ìîãóò áûòü îñëàáëåíû.

Â íà÷àëå ïàðàãðàôà ìû íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìûõ ïîäêàòåãîðèé è ïî-

ëóîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé (ñì. [7], [8]).

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Ïóñòü B � ïîëíàÿ àääèòèâíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â àääèòèâíîé

êàòåãîðèè A . Ïðàâûì îðòîãîíàëîì ê B â A íàçûâàåòñÿ ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ

B⊥ ⊂ A , ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òàêèõ îáúåêòîâ C , äëÿ êîòîðûõ Hom(B , C) = 0

äëÿ âñåõ B ∈ B . Äâîéñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ëåâûé îðòîãîíàë ⊥B .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè B ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèåé â òðèàíãóëèðî-

âàííîé êàòåãîðèè A , òî ⊥B è B⊥ òàêæå ÿâëÿþòñÿ òðèàíãóëèðîâàííûìè ïîäêà-

òåãîðèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2 Ïóñòü I : N −→ D � âëîæåíèå ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé

ïîäêàòåãîðèè â òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ D . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî N äîïó-

ñòèìà ñïðàâà (ñîîòâ., ñëåâà) åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêòîð P : D −→ N ñîïðÿæåííûé

ñïðàâà (ñîîòâ. ñëåâà) ê ôóíêòîðó âëîæåíèÿ I .
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Ñâîéñòâî áûòü äîïóñòèìîé ñïðàâà (ñîîòâ. ñëåâà) äëÿ ïîäêàòåãîðèè N ýêâèâàëåíò-

íî ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó: äëÿ êàæäîãî îáúåêòà X ∈ D ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé

òðåóãîëüíèê N → X → Y , ãäå N ∈ N è Y ∈ N⊥ (ñîîòâ., Z → X → N , ãäå

Z ∈ ⊥N è N ∈ N ). Ïîäêàòåãîðèþ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî äîïóñòèìîé, åñëè îíà

äîïóñòèìà êàê ñïðàâà òàê è ñëåâà.

Åñëè N ⊂ D äîïóñòèìàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî D äîïóñêàåò ïî-

ëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà
〈N⊥,N 〉

èëè
〈N ,⊥N 〉

. Èíîãäà áûâàåò, ÷òî

òàêîé ïðîöåññ ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïðîäîëæèòü äàëüøå, ðàñêëàäûâàÿ ïîäêàòåãîðèþ

N èëè îðòîãîíàëû ê íåé. Ìû äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëî-

æåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ ïîäêàòåãîðèé (N0, ...,Nn)

â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè D íàçûâàåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíîé åñëè âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå Nj ⊂ N⊥
i äëÿ âñåõ 0 ≤ j < i ≤ n . Ïîëóîðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè îíà ïîðîæäàåò êàòåãîðèþ D . Â ýòîì ñëó÷àå

òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì êàòåãîðèè

D è â ýòîì ñëó÷àå ìû ïèøåì:

D =
〈
N0, ....,Nn

〉
.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ âîçíèêàåò ïðè íàëè÷èè ïîë-

íîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà.

Îïðåäåëåíèå 2.2.4 Îáúåêò E â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè D íàçûâàåòñÿ

èñêëþ÷èòåëüíûì, åñëè Homi(E , E) = 0 ïðè i 6= 0 è Hom(E , E) = k . Óïîðÿäî-

÷åííûé íàáîð èñêëþ÷èòåëüíûõ îáúåêòîâ (E0, ..., En) , íàçûâàåòñÿ ïîëíûì èñêëþ-

÷èòåëüíûì íàáîðîì, åñëè îí ïîðîæäàåò êàòåãîðèþ D è Hom.(Ei , Ej) = 0 ïðè

i > j .

Ñàìûé èçâåñòíûé ïðèìåð ïîëíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà ïðåäîñòàâëÿåò ïðîåê-

òèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 2.2.5 ([3]) Íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå PN äëÿ êàæäîãî i ∈ Z íàáîð

âèäà

(O(i), ...,O(i + N)) ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì è ïîëíûì.
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Ðàññìîòðåíèå ãëàâíîãî ïðèìåðà ýòîãî ïàðàãðàôà ìû íà÷íåì ñ íàïîìèíàíèÿ ôàê-

òîâ î ðàçäóòèÿõ è î ïîâåäåíèè ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ïðè ðàç-

äóòèè. Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â ñòàòüå [37] (ñì. òàêæå [9]) .

2.2.b. Ïóñòü X � ãëàäêîå ñîáñòâåííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, è Y ⊂ X �

ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè r . Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃ ðàçäóòèå X ñ

öåíòðîì âäîëü Y . Ìíîãîîáðàçèå X̃ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ãëàäêèì è ñóùåñòâóåò êîì-

ìóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:
Ỹ

j−−−−→ X̃

p

y
yπ

Y
i−−−−→ X

â êîòîðîé i è j � çàìêíóòûå âëîæåíèÿ, è p : Ỹ → Y � ïðîåêòèâíîå ðàññëîåíèå

èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà Ỹ íàä öåíòðîì ðàçäóòèÿ Y, â ÷àñòíîñòè, p � ïëîñêèé

ìîðôèçì. Íàïîìíèì, ÷òî Ỹ ∼= P(NX/Y ) , ãäå NX/Y � íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê

Y â X . Îáîçíà÷èì ÷åðåç OeY (1) êàíîíè÷åñêîå îòíîñèòåëüíî îáèëüíîå ëèíåéíîå

ðàññëîåíèå íà Ỹ = P(NX/Y ) . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îíî èçîìîðôíî îãðàíè÷åíèþ

ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ O(−Ỹ ) íà Ỹ .

Ïðåäëîæåíèå 2.2.6 [37] Ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû îáðàòíîãî îáðàçà

Lπ∗ : Db(X) −→ Db(X̃), p∗ : Db(Y ) −→ Db(Ỹ )

ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðîãèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà ïðîåêöèè (1.3) äàåò èçîìîðôèçì:

Hom(Lπ∗F , Lπ∗G) ∼= Hom(F , Rπ∗Lπ∗G) ∼= Hom(F , Rπ∗OeY
L⊗ G),

ãäå F, G ∈ Db(X) . Àíàëîãè÷íî è äëÿ p∗ . Êîìáèíèðóÿ èõ ñ òåì ôàêòîì, ÷òî

Rπ∗O eX
∼= OX è Rp∗OeY = OY ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî. 2

Ïðåäëîæåíèå 2.2.7 ([37],[9]) Äëÿ âñÿêîãî îáðàòèìîãî ïó÷êà L íà Ỹ ôóíêòîð

Rj∗(L ⊗ p∗(·)) : Db(Y ) −→ Db(X̃)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ôóíêòîð âïîëíå ñòðîãèé, äîñòàòî÷íî ïðî-

âåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé 1) è 2) Òåîðåìû 2.1.5. Äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé òî÷êè

y ∈ Y îáðàç Φ(Oy) ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîÿ îòîáðà-

æåíèÿ p , ðàññìàòðèâàåìûé êàê ïó÷îê íà X̃ . Òàê êàê ñëîè íàä ðàçíûìè òî÷êàìè

íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè 1) Òåîðåìû 2.1.5 âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðíûé ïó÷îê OF íåêîòîðîãî p -ñëîÿ F ⊂ Ỹ . Èìååì èçî-

ìîðôèçì:

Homi(j∗OF , j∗OF ) ∼= Homi(Lj∗j∗OF , OF )

Â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(Ỹ ) èìååòñÿ âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

OF ⊗OeY (1)[1] −→ Lj∗j∗OF −→ OF ,

ãäå OeY (1) � ýòî îòíîñèòåëüíî îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà Ỹ , êîòîðîå èçî-

ìîðôíî O(−Ỹ )
∣∣eY . Ñëîé F åñòü ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, à îãðàíè÷åíèå ïó÷êà

OeY (1) íà F èçîìîðôåí O(1) . Ïîýòîìó

Homi(OF ⊗OeY (1), OF ) = 0

äëÿ âñåõ i . È çíà÷èò

Homi(j∗OF , j∗OF ) ∼= Homi(OF , OF ).

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 2) Òåîðåìû 2.1.5 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. 2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(X) ïîëíóþ òðèàíãóëèðîâàííóþ ïîäêàòåãîðèþ â Db(X̃) ,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êàòåãîðèè Db(X) îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà Lπ∗ , à ÷å-

ðåç D(Y )k îáîçíà÷èì ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â Db(X̃) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðà-

çîì êàòåãîðèè Db(Y ) îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà Rj∗(OeY (k) ⊗ p∗(·)) , ãäå OeY (k) =

OeY (1)⊗k è OeY (1) � êàíîíè÷åñêîå îòíîñèòåëüíî îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå

íà Y = P(NX/Y ) . Èç Ïðåäëîæåíèé 2.2.6 è 2.2.7 ñëåäóåò, ÷òî D(X) ∼= Db(X) è

D(Y )k
∼= Db(Y ) .

Òåîðåìà 2.2.8 ([37]) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ ïîäêàòåãîðèé
〈
D(Y )−r+1, ..., D(Y )−1, D(X)

〉

ÿâëÿåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíîé è äàåò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå êàòåãîðèè

Db(X̃) .
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Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïèñàòü êàòåãîðèþ ðàçäóòèÿ â òåðìèíàõ ìíîãîîáðàçèÿ,

êîòîðîå ðàçäóâàåòñÿ, è ïîäìíîãîîáðàçèÿ â êîòîðîì ðàçäóâàåì.

2.2.c. Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííîå âûøå îïèñàíèå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ðàçäóòèÿ, ìû

òåïåðü èññëåäóåì ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ïðè ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíè-

ÿõ òèïà ôëèï è ôëîï. Ðàññìîòðèì òàêîé ïðèìåð.

Ïóñòü Y � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ãëàäêîì ñîáñòâåííîì àëãåáðàè÷åñêîì

ìíîãîîáðàçèè X òàêîå, ÷òî Y ∼= Pk ñ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì NX/Y
∼=

OY (−1)⊕(l+1) . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî l ≤ k .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃ ðàçäóòèå X ñ öåíòðîì âäîëü Y . Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìå-

åì, ÷òî èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð Ỹ èçîìîðôåí ïðîèçâåäåíèþ ïðîåêòèâíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ Pk × Pl . Êðîìå òîãî, â äàííîé ñèòóàöèè èìååòñÿ ñëåäóþùåå îïèñàíèå

íîðìàëüíîãî ïó÷êà ê Ỹ â X̃ .

N eX/eY = O eX(Ỹ )
∣∣∣eY
∼= O(−1;−1),

ãäå O(−1,−1) := p∗1OPk(−1) ⊗ p∗2OPl(−1) . Ýòè ôàêòû ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò ñäóòèå X̃ òàêîå, ÷òî Ỹ ïðîåêòèðóåòñÿ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü Pl . Ýòî

ñäóòèå ñóùåñòâóåò â àíàëèòè÷åñêîé êàòåãîðèè è êàê ðåçóëüòàò ìû ïîëó÷àåì ãëàäêîå

ìíîãîîáðàçèå X+ , êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü íå àëãåáðàè÷åñêèì. Ìû

ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî àëãåáðàè÷åñêîå. Âñÿ ãåîìåòðèÿ, îïèñàííàÿ âûøå, îòðàæåíà â

ñëåäóþùåé äèàãðàììå:

Ỹ

j

²²

p

ÄÄ¡¡
¡¡

¡¡
¡¡ p+

ÃÃA
AA

AA
AA

A

Y

i

²²

X̃
π

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ π+

ÃÃB
BB

BB
BB

B Y +

i+

²²
X

fl //_______ X+

(2.8)

Áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå fl : X −→ X+ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïðå-

îáðàçîâàíèÿ òèïà ôëèï-ôëîï è åñòü ôëèï ïðè l < k è ôëîï ïðè l = k .

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà äëÿ îãðàíè÷åíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïó÷êà

ω eX íà äèâèçîð Ỹ . Ïðè ðàçäóòèè ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïîëó÷àåì

ω eX
∼= π∗ωX ⊗O eX(lỸ ).
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Èç ôîðìóëû ïðèñîåäèíåíèÿ íàõîäèì, ÷òî

ωX

∣∣
Y
∼= ωY ⊗ Λl+1N∗

X/Y
∼= OY (l − k).

Êîìáèíèðóÿ ýòè ôàêòû âìåñòå ïîëó÷àåì èçîìîðôèçì:

ω eX
∣∣eY ∼= (π∗ωX ⊗O eX(lỸ ))

∣∣eY ∼= p∗(ωX

∣∣
Y

)⊗O eX(lỸ )
∣∣eY ∼= O(−k;−l). (2.9)

Îñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ïàðàãðàôà ñâÿçûâàåò ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíò-

íûõ ïó÷êîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ X è X+ .

Òåîðåìà 2.2.9 Ïóñòü L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X̃ . Â îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûõ

âûøå, ôóíêòîð

Rπ∗(Lπ+∗(·)⊗ L) : Db(X+) −→ Db(X)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëå ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå L íà Ỹ . Òàê êàê Ỹ = Pk ×
Pl , òî L∣∣eY ∼= O(a; b) äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë a è b .

Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû A,B ⊂ Db(X+) ñêâîçíîå îòîáðàæå-

íèå

Hom(A , B) ∼→ Hom(Lπ+∗A , Lπ+∗B) → Hom(Rπ∗(Lπ+∗A⊗ L) , Rπ∗(Lπ+∗B ⊗ L))

(2.10)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Èç ñîïðÿæåííîñòè ôóíêòîðîâ èìååì èçîìîðôèçì

Hom(Rπ∗(Lπ+∗A⊗ L), Rπ∗(Lπ+∗B ⊗ L)) ∼= Hom(Lπ∗Rπ∗(Lπ+∗A⊗ L),Lπ+∗B ⊗ L).

Ðàññìîòðèì âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê:

Lπ∗Rπ∗(Lπ+∗A⊗ L) −→ Lπ+∗A⊗ L −→ Ā. (2.11)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü , ÷òî ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå (2.10) ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-

ôèçìîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Hom(Ā , Lπ+∗B ⊗ L) = 0. (2.12)

Òàê êàê êîìïîçèöèÿ Rπ∗Lπ∗ èçîìîðôíà òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó ïî Ïðåä-

ëîæåíèþ 2.2.6, òî , ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð Rπ∗ ê âûäåëåííîìó òðåóãîëüíèêó (2.11),
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ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Rπ∗Ā = 0 . È, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî îáúåêà C ∈ Db(X+)

Hom(Lπ∗C , Ā) = 0 . Çíà÷èò îáúåêò Ā ïðèíàäëåæèò ïîäêàòåãîðèè D(X)⊥ .

Èç Òåîðåìû 2.2.8 ñëåäóåò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå:

D(X)⊥ =
〈
D(Y )−l, ..., D(Y )−1

〉

Òàê êàê Y � ýòî ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, òî èç Ïðèìåðà 2.2.5 ñëåäóåò, ÷òî

êàæäàÿ ïîäêàòåãîðèÿ D(Y )−i îáëàäàåò ïîëíûì èñêëþ÷èòåëüíûì íàáîðîì. Ñîåäè-

íÿÿ èõ âìåñòå, ìû ïîëó÷àåì ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð â D(X)⊥ . Äëÿ íàñ

áóäåò óäîáåí òàêîé íàáîð:

D(X)⊥ =
〈

Rj∗O(a− k;−l), .... .... Rj∗O(a;−l),

Rj∗O(a− k + 1;−l + 1), .... .... Rj∗O(a + 1;−l + 1),

................ .... .... ..............

Rj∗O(a− k + l − 1;−1), .... .... Rj∗O(a + l − 1;−1)
〉
.

Ìû ìîæåì òåïåðü ïåðåãðóïïèðîâàòü ýòó èñêëþ÷èòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òà-

êèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàòåãîðèè D(X)⊥ ïîëó÷àåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

âèäà

D(X)⊥ = 〈B,A〉 ,

ãäå A è B � ïîäêàòåãîðèè, ïîðîæäåííûå Rj∗O(i; s) c i ≥ a è i < a ñî-

îòâåòñòâåííî. Ïðè 1 ≤ i ≤ k è 1 ≤ s ≤ l îáúåêòû Rj∗O(a − i;−s) ïðè-

íàäëåæàò îäíîâðåìåííî ïîäêàòåãîðèÿì D(X)⊥ è D(X+)⊥ ⊗ L . Â ÷àñòíîñòè,

B ⊂ D(X)⊥∩(D(X+)⊥⊗L) . Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð Hom ê âûäåëåííîìó òðåóãîëüíèêó

(2.11), ïîëó÷àåì, ÷òî:

Hom(Ā , Rj∗O(a− i;−s)) = 0, ïðè 1 ≤ i ≤ k è 1 ≤ s ≤ l.

Òàê êàê Ā ∈ D(X)⊥ è îðòîãîíàëåí ïîäêàòåãîðèè B , ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî Ā ∈
A . Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî, åñëè îáúåêò Rj∗O(a + i; s) ïðèíàäëåæèò ïîäêàòåãîðèè

A , òî i óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 ≤ i < l . Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (2.9) äëÿ

êàíîíè÷åñêîãî êëàññà ω eX
∣∣∣eY
∼= O(−k;−l) è òî, ÷òî l ≤ k , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî A⊗

ω eX ⊂ D(X+)⊥ ⊗ L . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî îáúåêòà B ∈ Db(X+)

Hom(Lπ+∗B ⊗ L , Ā⊗ ω eX) = 0.
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Ïðèìåíÿÿ äâîéñòâåííîñòü Ñåððà (2.1), íåìåäëåííî ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî

Hom(Ā , Lπ+∗B ⊗ L) = 0. 2

Òåîðåìà 2.2.10 Â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, åñëè l = k (è, çíà÷èò, fl åñòü ôëîï)

ôóíêòîð Rπ∗(Lπ+∗(·) ⊗ L) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òðèàíãóëèðîâàííûõ êà-

òåãîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé Òåîðåìå äàííûé ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðî-

ãèì. Ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê íåìó èìååò âèä Rπ+∗ (Lπ∗(·)⊗L′) , ãäå L′ = L−1⊗ω eX⊗
π+∗ω−1

X+ . È çíà÷èò ïî ïðåäûäóùåé Òåîðåìå îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. ×òî

äîêàçûâàåò, ÷òî îáà ôóíêòîðà ýêâèâàëåíòíîñòè. 2

2.2.d. Äàííûå ðåçóëüòàòû èìåþò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãëàä-

êîå ïîäìíîãîîáðàçèå Y â ãëàäêîì ñîáñòâåííîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X

ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E ðàíãà k+1 íàä ãëàäêèì ìíî-

ãîîáðàçèåì Z , ò.å. Y ∼= P(E) −→ Z . Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå

NX/Y ïðè îãðàíè÷åíèè íà ñëîé îòîáðàæåíèÿ Y −→ Z èçîìîðôåí OPk(−1)⊕(l+1) .

Áóäåì îïÿòü ïðåäïîëàãàòü, ÷òî l ≤ k .

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç X̃ ðàçäóòèå X ñ öåíòðîì âäîëü Y , ìû ñíîâà èìååì äèà-

ãðàììó âèäà (5.4), ãäå Y + ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà

l + 1 íàä Z . Â äàííîé ñèòóàöèè ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî àíàëîãè Òåîðåì 2.2.9

è 2.2.10 òàêæå âåðíû.

Äðóãèå ïîõîæèå ïðèìåðû âîçíèêàþò â ñëó÷àå, êîãäà X � òðåõìåðíîå ìíîãîîá-

ðàçèå, à Y � ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî Y ·KX = 0 . Â ýòîì

ñëó÷àå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê Y ìîæåò èìåòü âèä O(−1)⊕O(−1), O ⊕O(−2)

èëè O(1) ⊕ O(−3) . Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå òèïà ôëîï fl : X 99K X+ . È âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè

êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ X è X+ ýêâèâàëåíòíû. Ïåðâûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì Òåîðåìû 2.2.10. Âòîðîé âàðèàíò áûë ðàññìîòðåí â ñòàòüå [9]. È íåäàâíî

ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé áûëà äîêàçàíà äëÿ âñåõ ýòèõ ñëó÷àåâ âìåñòå â ñòàòüå

[12].
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Ãëàâà 3

Âïîëíå ñòðîãèå ôóíêòîðû ìåæäó
ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè

3.1 Äèàãðàììû Ïîñòíèêîâà è èõ ñâåðòêè.

3.1.a. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì äèàãðàììû Ïîñòíèêîâà â òðèàíãóëèðî-

âàííûõ êàòåãîðèÿõ è íàéäåì óñëîâèÿ, êîãäà äèàãðàììà Ïîñòíèêîâà èìååò ñâåðòêó

è ýòà ñâåðòêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà.

Ïóñòü X
q
= {Xc dc→ Xc+1 dc+1→ · · · → X0}, ãäå c < 0 � îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ

îáúåêòîâ â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè D . Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå êîìïîçèöèè di+1◦
di ðàâíû 0 .

Ëåâàÿ ñèñòåìà Ïîñòíèêîâà, ñâÿçàííàÿ ñ X
q , åñòü ïî îïðåäåëåíèþ äèàãðàììà

ñëåäóþùåãî âèäà:

A
A
A
A
A
AU ¢

¢
¢
¢
¢
¢̧ A

A
A
A
A
AU ¢

¢
¢
¢
¢
¢̧ A

A
A
A
A
AU ¢

¢
¢
¢
¢
¢̧ A

A
A
A
A
AU

- -

¾ ¾ ¾ ¾ ¾

Xc Xc+1 Xc+2

Y c = Xc Y c+1 Y c+2

X0

Y 0Y −1· · ·

ic = id
jc

ic+1

jc+1
ic+2

j−1
i0

dc dc+1

ª

?

ª

? ?

[1] [1] [1]

â êîòîðîé âñå òðåóãîëüíèêè, îòìå÷åííûå ? ÿâëÿþòñÿ âûäåëåííûìè, à âñå òðåóãîëü-
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íèêè, îòìå÷åííûå ñ ïîìîùüþ ª êîììóòàòèâíû (ò.å. jk◦ik = dk ). Îáúåêò E ∈ ObD
íàçûâàåòñÿ ëåâîé ñâåðòêîé êîìïëåêñà X

q , åñëè ñóùåñòâóåò ëåâàÿ ñèñòåìà Ïîñòíè-

êîâà, ñâÿçàííàÿ ñ X
q òàêàÿ, ÷òî E = Y 0 . Êëàññ âñåõ ñâåðòîê êîìïëåêñà X

q îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Tot(X q
) . Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìû Ïîñòíèêîâà è èõ ñâåðòêè ñòàáèëüíû

îòíîñèòåëüíî òî÷íûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè.

Îòìåòèì, ÷òî êëàññ Tot(X q
) ìîæåò ñîäåðæàòü ìíîãî íåèçîìîðôíûõ îáúåêòîâ

è ìîæåò òàêæå áûòü ïóñòûì. Â äàëüíåéøåì ìû îïèøåì óñëîâèå äîñòàòî÷íîå äëÿ

òîãî, ÷òîáû êëàññ Tot(X q
) ñîñòîÿë èç îäíîãî îáúåêòà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà èç [5] ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 3.1.1 Ïóñòü g � ìîðôèçì ìåæäó îáúåêòàìè Y è Y ′ , êîòîðûå, â ñâîþ

î÷åðåäü, âêëþ÷åíû â âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè:

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1]

ppppp?f
yg

ppppp?h
ppppp?f [1]

X ′ u′−→ Y ′ v′−→ Z ′ w′−→ X ′[1]

Åñëè v′gu = 0 , òî ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû f : X → X ′ è h : Z → Z ′ òàêèå,

÷òî òðîéêà (f, g, h) ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì òðåóãîëüíèêîâ.

Åñëè â äîïîëíåíèè Hom(X[1] , Z ′) = 0, òîãäà ìîðôèçìû f è h , äåëàþùèå

êîììóòàòèâíûìè ïåðâûé è ñîîòâåòñòâåííî âòîðîé êâàäðàò ýòîé äèàãðàììû, îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëåíû ýòèìè óñëîâèÿìè.

3.1.b. Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì äâå ëåììû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåé

äëÿ äèàãðàìì Ïîñòíèêîâà.

Ëåììà 3.1.2 Ïóñòü X
q
= {Xc dc→ Xc+1 dc+1→ · · · → X0} � îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ

îáúåêòîâ â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè D . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

Homi(Xa , Xb) = 0 äëÿ i < 0 è a < b. (3.1)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñâåðòêà ýòîãî êîìïëåêñà è âñå ñâåðòêè èçîìîðôíû äðóã äðóãó

(íåêàíîíè÷åñêè).

Åñëè êðîìå òîãî

Homi(Xa , Y 0) = 0 äëÿ i < 0 è âñåõ a (3.2)
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äëÿ íåêîòîðîé ñâåðòêè Y 0 (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ñâåðòêè), òîãäà âñå

ñâåðòêè ýòîãî êîìïëåêñà êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû äðóã äðóãó.

Ëåììà 3.1.3 Ïóñòü X
q

1 è X
q

2 � îãðàíè÷åííûå êîìïëåêñû, êîòîðûå óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèþ (3.1), è ïóñòü (fc, ..., f0) � ìîðôèçì ìåæäó ýòèìè êîìïëåêñàìè:

Xc
1

dc
1−→ Xc+1

1 −→ · · · −→ X0
1yfc

yfc+1

yf0

Xc
2

dc
2−→ Xc+1

2 −→ · · · −→ X0
2 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Homi(Xa
1 , Xb

2) = 0 äëÿ i < 0 è äëÿ a < b. (3.3)

Òîãäà äëÿ êàæäîé ñâåðòêè Y 0
1 êîìïëåêñà X

q
1 è äëÿ êàæäîé ñâåðòêè Y 0

2 êîì-

ïëåêñà X
q

2 ñóùåñòâóåò ìîðôèçì f : Y 0
1 → Y 0

2 , êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ ìîðôèç-

ìîì f0 . Åñëè êðîìå òîãî

Homi(Xa
1 , Y 0

2 ) = 0 äëÿ i < 0 è âñåõ a, (3.4)

òîãäà ýòîò ìîðôèçì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü îáå ëåììû âìåñòå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè

ïî èíäóêöèè, à îñíîâàíèåì èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü Y c+1 � êîíóñ

ìîðôèçìà dc :

Xc dc−→ Xc+1 α−→ Y c+1 −→ Xc[1]. (3.5)

Ïî óñëîâèþ dc+1 ◦ dc = 0 è Hom(Xc[1] , Xc+2) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ìîðôèçì d̄c+1 : Y c+1 → Xc+2 òàêîé, ÷òî d̄c+1 ◦ α = dc+1 .

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ dc+2 ◦ d̄c+1 : Y c+1 → Xc+3 . Ìû çíàåì, ÷òî dc+2 ◦ d̄c+1 ◦
α = dc+2 ◦ dc+1 = 0 , è êðîìå òîãî èìååì ðàâåíñòâî Hom(Xc[1] , Xc+3) = 0 . Îòñþäà

íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ dc+2 ◦ d̄c+1 òàêæå ðàâíà 0 .

Ðàññìàòðèâàÿ âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê (3.5), ìû íàõîäèì, ÷òî

Homi(Y c+1 , Xb) = 0

ïðè i < 0 è b > c + 1 . Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñ Y c+1 −→ Xc+2 −→ · · · −→ X0

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.1). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îí èìååò ñâåðòêó.
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Çíà÷èò êîìïëåêñ X
q òàêæå îáëàäàåò ñâåðòêîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ Tot(X q

)

íå ïóñò.

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè (3.3) âñÿêèé ìîðôèçì êîìïëåêñîâ ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåí äî ìîðôèçìà ñèñòåì Ïîñòíèêîâà.

Ðàññìîòðèì êîíóñû Y c+1
1 è Y c+1

2 ìîðôèçìîâ dc
1 è dc

2 . Ñóùåñòâóåò ìîðôèçì

gc+1 : Y c+1
1 → Y c+1

2 , êîòîðûé äîïîëíÿåò ïàðó (fc, fc+1) äî ìîðôèçìà òðåóãîëüíè-

êîâ:
Xc

1

dc
1−→ Xc+1

1
α−→ Y c+1

1 −→ Xc
1[1]

yfc

yfc+1

ygc+1

yfc[1]

Xc
2

dc
2−→ Xc+1

2
β−→ Y c+1

2 −→ Xc
2[1]

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ìîðôèçìû d̄c+1
i :

Y c+1
i → Xc+2

i äëÿ i = 1, 2 . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:

Y c+1
1

d̄c+1
1−→ Xc+2

1ygc+1

yfc+2

Y c+1
2

d̄c+1
2−→ Xc+2

2

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýòîò êâàäðàò êîììóòàòèâåí. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç h

ðàçíîñòü fc+2◦d̄c+1
1 −d̄c+1

2 ◦gc+1 . Èìååòñÿ ðàâåíñòâî h◦α = fc+2◦dc+1
1 −dc+1

2 ◦fc+1 =

0 . À ïî óñëîâèþ Ëåììû Hom(Xc
1[1] , Xc+2

2 ) = 0 . Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî h = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ìîðôèçì êîìïëåêñîâ:

Y c+1
1

d̄c+1
1−→ Xc+2

1 −→ · · · −→ X0
1ygc+1

yfc+2

yf0

Y c+1
2

d̄c+1
2−→ Xc+2

2 −→ · · · −→ X0
2

Ýòè êîìïëåêñû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3.1) è (3.3). Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïî-

ëîæåíèþ ìîðôèçì ìåæäó ýòèìè êîìïëåêñàìè ïðîäîëæàåòñÿ äî ìîðôèçìà ñèñòåì

Ïîñòíèêîâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ìîðôèçì ìåæäó ñèñòåìàìè Ïîñòíèêîâà, ñâÿ-

çàííûìè ñ êîìïëåêñàìè X
q

1 è X
q

2 .

Êðîìå òîãî, ìû âèäèì, ÷òî åñëè âñå fi èçîìîðôèçìû, òî è ìîðôèçì ìåæäó

ñèñòåìàìè Ïîñòíèêîâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèè

(3.1) âñå îáúåêòû èç Tot(X q
) èçîìîðôíû.

Â çàêëþ÷åíèè ðàññìîòðèì ìîðôèçì ìåæäó âûäåëåííûìè òðåóãîëüíèêàìè, êîòî-
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ðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ äèàãðàìì Ïîñòíèêîâà:

Y −1
1

j1,−1−→ X0
1

i1,0−→ Y 0
1 −→ Y −1

1 [1]
yg−1

yf0

yg0

yg−1[1]

Y −1
2

j2,−1−→ X0
2

i2,0−→ Y 0
2 −→ Y −1

2 [1]

Åñëè êîìïëåêñû X
q

i óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.4) (ò.å. Homi(Xa
1 , Y 0

2 ) = 0 ïðè

i < 0 è âñåõ a ), òî ïîëó÷àåì Hom(Y −1
1 [1] , Y 0

2 ) = 0 . È ïî Ëåììå 3.1.1 ìîðôèçì

g0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí. Ëåììû äîêàçàíû. 2

3.2 Âïîëíå ñòðîãèå ôóíêòîðû ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êà-
òåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

3.2.a. Ïóñòü X è M � äâà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ íà íåêîòîðûì ïî-

ëåì k . Êàê è ðàíüøå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Db(X) è Db(M) îãðàíè÷åííûå

ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X è M ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå

êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå èìåþò ñòðóêòóðó òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå M ×X è îáîçíà÷èì ÷åðåç p è π ïðîåêöèè M ×X

íà M è ñîîòâåòñòâåííî íà X :

M
p←− M ×X

π−→ X.

Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà E ∈ Db(M ×X) ìû îïðåäåëèëè òî÷íûé ôóíêòîð ΦE èç

Db(M) â Db(X) ïî ôîðìóëå (2.2):

ΦE( q) := Rπ∗(E
L⊗ p∗( q)). (3.6)

Ôóíêòîð ΦE èìååò ëåâûé è ïðàâûé ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû Φ∗E è Φ!
E ñîîòâåò-

ñòâåííî, êîòîðûå çàäàâàëèñü ôîðìóëàìè (2.3):

Φ∗E( q) = Rp∗(E∨
L⊗ π∗(ωX [dimX]⊗ ( q))),

Φ!
E( q) = ωM [dimM ]⊗Rp∗(E∨

L⊗ ( q)),

ãäå ωX è ωM � êàíîíè÷åñêèå ïó÷êè íà X è M , è ïî îïðåäåëåíèþ E∨ :=

R
qHom(E ,OM×X) .

55



3.2.b. ×òîáû èññëåäîâàòü âîïðîñ, êîãäà äâà ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå

ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, è îïèñûâàòü èõ ãðóïïû àâòîýêâèâà-

ëåíòíîñòåé, æåëàòåëüíî èìåòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ. Ñóùå-

ñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî âñå îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè, ò.å. èìåþò

âèä (3.6). Îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî. Òåì íå ìå-

íåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé ãèïîòåçû èìååò ìåñòî. À èìåííî, åñëè

ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è èìååò ñîïðÿæåííûé, òî îí ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè. Äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ôàêòà è ïîñâÿùåíà äàííàÿ

ãëàâà. Áîëåå òî÷íî îñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîé ãëàâû âûãëÿäèò òàê.

Òåîðåìà 3.2.1 Ïóñòü F � òî÷íûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè Db(M) â êàòåãîðèþ

Db(X) , ãäå M è X � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è èìååò ïðàâûé (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûé) ñîïðÿ-

æåííûé ôóíêòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáúåêò E ∈ Db(M ×X) òàêîé, ÷òî ôóíê-

òîð F èçîìîðôåí ôóíêòîðó ΦE , îïðåäåëåííîìó ïî ïðàâèëó (3.6), è ýòîò îáúåêò

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Îòñþäà ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáú-

åêòîì íà ïðîèçâåäåíèè, òàê êàê ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èìååò ñîïðÿæåííóþ, êîòîðàÿ

ñîâïàäàåò ñ êâàçèîáðàòíûì ôóíêòîðîì.

Òåîðåìà 3.2.2 Ïóñòü X è M � äâà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî òî÷íûé ôóíêòîð F : Db(X) ∼−→ Db(M) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ

òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà îáúåêò E ∈ Db(X ×M) òàêîé, ÷òî ôóíêòîð F èçîìîðôåí ôóíê-

òîðó ΦE .

Ýòè ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæíîñòü îïèñûâàòü âñå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ïðîèç-

âîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ è îòâå÷àòü íà âîïðîñ, êîãäà äâà ðàçíûõ

ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ýòèõ òåîðåì ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå.

Ïóñòü F � òî÷íûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè Db(M) â êàòåãîðèþ Db(X) . Îáîçíà÷èì

÷åðåç F ∗ è F ! ëåâûé è ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûé ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû, åñëè îíè

ñóùåñòâóþò. Åñëè ñóùåñòâóåò ëåâûé ñîïðÿæåííûé F ∗ , òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðàâûé
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ñîïðÿæåííûé F ! è îí îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

F ! = SM ◦ F ∗ ◦ S−1
X ,

ãäå SX è SM � ôóíêòîðû Ñåððà â êàòåãîðèÿõ Db(X) è Db(M) , êîòîðûå ñóùå-

ñòâóþò è ðàâíû ( q)⊗ ωX [dimX] è ñîîòâåòñòâåííî ( q)⊗ ωM [dimM ] (ñì. 2.1).

3.2.c. Ïóñòü F � òî÷íûé ôóíêòîð èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(A) â ïðîèç-

âîäíóþ êàòåãîðèþ Db(B) . Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêòîð F îãðàíè÷åí, åñëè

ñóùåñòâóþò z ∈ Z, n ∈ N òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A ∈ A êîãîìîëîãèè

H i(F (A)) ðàâíû 0 ïðè i 6∈ [z, z + n] .

Ëåììà 3.2.3 Ïóñòü M è X � ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ è M ãëàäêîå ìíîãî-

îáðàçèå. Åñëè òî÷íûé ôóíêòîð F : Db(M) −→ Db(X) èìååò ëåâûé ñîïðÿæåííûé,

òîãäà îí îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G : Db(X) −→ Db(M) ëåâûé ñîïðÿæåííûé

ê F . Çàôèêñèðóåì î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà X . Îíî çàäàåò

âëîæåíèå i : X ↪→ PN . Äëÿ ëþáîãî k < 0 èìååòñÿ ïðàâàÿ ðåçîëüâåíòà ïó÷êà

O(k) íà PN â òåðìèíàõ ïó÷êîâ O(j) , ãäå j = 0, 1, .., N , êîòîðàÿ èìååò âèä

O(k) ∼−→
{

V0 ⊗O −→ V1 ⊗O(1) −→ · · · −→ VN ⊗O(N) −→ 0
}

ãäå âñå Vj � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ([3]). Îãðàíè÷åíèå ýòîé ðåçîëüâåíòû íà X

äàåò ðåçîëüâåíòó ïó÷êà Lk â òåðìèíàõ ïó÷êîâ Lj , ãäå j = 0, 1, ..., N . Òàê êàê

äëÿ âñåõ j = 0, ..., N íåíóëåâûå êîãîìîëîãèè îáúåêòîâ G(Lj) ïðèíàäëåæàò íåêî-

òîðîìó îòðåçêó, òî íàéäåòñÿ öåëîå z′ è íàòóðàëüíîå n′ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ k ≤ 0

êîãîìîëîãèè H l(G(Lk)) ðàâíû 0 ïðè l 6∈ [z′, z′ + n′] . Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ep,q
1 = Vp ⊗Hq(G(Lp)) ⇒ Hp+q(G(Li)).

Ïóñòü A ∈ Db(M) � íåêîòîðûé îáúåêò. Èç îáèëüíîñòè ðàññëîåíèÿ L ñëåäóåò,

÷òî åñëè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j èìååì Homj(Li , F (A)) = 0 äëÿ âñåõ i ¿ 0 ,

òîãäà êîãîìîëîãèÿ Hj(F (A)) ðàâíà 0 . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ôóíêòîð G ÿâëÿåòñÿ

ëåâûì ñîïðÿæåííûì ê F . Ñëåäîâàòåëüíî,

Homj(Li , F (A)) ∼= Homj(G(Li) , A).
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïó÷îê F íà ìíîãîîáðàçèè M . Òàê êàê êîãîìîëîãèè îáú-

åêòîâ G(Li) äëÿ âñåõ i < 0 ñîñðåäîòî÷åíû íà îòðåçêå [z′, z′ + n′] , òî èìååì ÷òî

Homj(G(Li) , F) = 0 äëÿ âñåõ i < 0 è j 6∈ [−z′ − n′,−z′ + dimM ] (çäåñü ìû

èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè coh(M) ðàâíà

dimM ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ j ìû èìååì, ÷òî Hj(F (F)) = 0

äëÿ ëþáîãî ïó÷êà F . È çíà÷èò ôóíêòîð F îãðàíè÷åí. 2

Çàìå÷àíèå 3.2.4 Çàìåíÿÿ åñëè íåîáõîäèìî ôóíêòîð F ïðè ïîìîùè ñäâèãà â ïðî-

èçâîäíîé êàòåãîðèè ìû ñ ýòîãî ìîìåíòà è íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû áóäåì ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïó÷êà F íà M êîãîìîëîãèè H i(F (F)) ÿâëÿþòñÿ

íåíóëåâûìè òîëüêî ïðè i ∈ [−a, 0] , ãäå a � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî.

3.3 Ïîñòðîåíèå îáúåêòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî âïîëíå ñòðî-
ãèé ôóíêòîð.

3.3.a. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íà÷íåì äîêàçûâàòü Òåîðåìó 2.1.5. Áîëåå òî÷íî, â

ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïî âïîëíå ñòðîãîìó ôóíêòîðó F ïîñòðîèì íåêîòîðûé îáú-

åêò E ∈ Db(M ×X) , à â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì, ÷òî ôóíêòîðû F è

ΦE èçîìîðôíû. Ïîñòðîåíèå îáúåêòà áóäåò ïðîõîäèòü â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Â íà÷àëå

ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðîå çàìêíóòîå âëîæåíèå j : M ↪→ PN è ïîñòðîèì íåêîòîðûé

îáúåêò E ′ ∈ Db(PN ×X) . Çàòåì ìû ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòîò îáúåêò ïðèõî-

äèò ñ ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ×X , òî åñòü ñóùåñòâóåò îáúåêò E ∈ Db(M ×X) òàêîé,

÷òî E ′ = RJ∗E , ãäå J = (j × id) � çàìêíóòîå âëîæåíèå M ×X â PN ×X . È â

ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì, ÷òî ôóíêòîð F èçîìîðôåí ôóíêòîðó ΦE .

Âûáåðåì î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà ìíîãîîáðàçèè M òàêîé,

÷òî Hi(Lk) = 0 äëÿ âñåõ k > 0 è âñåõ i 6= 0 . ×åðåç j îáîçíà÷èì çàìêíóòîå âëî-

æåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî PN , çàäàâàåìîå ðàññëîåíèåì

L .

Íà ïðîèçâåäåíèè PN × PN ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìàÿ ðåçîëüâåíòà äèàãîíàëè
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(ñì. [3]). Ýòî êîìïëåêñ ïó÷êîâ ñëåäóþùåãî âèäà:

0 → O(−N)£ΩN (N)
d−N→ O(−N +1)£ΩN−1(N−1) → · · · → O(−1)£Ω1(1)

d−1→ O£O.

(3.7)

Ýòîò êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé ñòðóêòóðíîãî ïó÷êà O∆ , ãäå ∆ � äèàãîíàëü

íà ïðîèçâåäåíèè PN × PN .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ′ ôóíêòîð èç êàòåãîðèè Db(PN ) â êàòåãîðèþ Db(X) , êî-

òîðûé ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé F ◦ Lj∗ . Ðàññìîòðèì äèàãðàììó ïðîåêöèé

PN ×X
π
′

−→ X

q
y
PN

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

d′−i ∈ HomPN×X(O(−i) £ F ′(Ωi(i)) , O(−i + 1) £ F ′(Ωi−1(i− 1)))

îáðàç ìîðôèçìà d−i îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî ñêâîçíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Hom(O(−i) £ Ωi(i) , O(−i + 1) £ Ωi−1(i− 1)) ∼−→

Hom(O £ Ωi(i) , O(1) £ Ωi−1(i− 1)) ∼−→

Hom(Ωi(i) , H0(O(1))⊗ Ωi−1(i− 1)) −→

Hom(F ′(Ωi(i)) , H0(O(1))⊗ F ′(Ωi−1(i− 1))) ∼−→

Hom(O £ F ′(Ωi(i)) , O(1) £ F ′(Ωi−1(i− 1))) ∼−→

Hom(O(−i) £ F ′(Ωi(i)) , O(−i + 1) £ F ′(Ωi−1(i− 1)))

Íå ñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ d′−i+1 ◦ d′−i ðàâíà 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ìû

ìîæåì ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ îáúåêòîâ ïðîèçâîäíîé êà-

òåãîðèè Db(PN ×X) :

C
q
:= {O(−N) £ F ′(ΩN (N))

d′−N−→ · · · −→ O(−1) £ F ′(Ω1(1))
d′−1−→ O £ F ′(O)}. (3.8)
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Ïðè l < 0 èìååì

Homl(O(−i) £ F ′(Ωi(i)) , O(−k) £ F ′(Ωk(k))) ∼=

Homl(O £ F ′(Ωi(i)) , H0(O(i− k))⊗ F ′(Ωk(k))) ∼=

Homl(j∗(Ωi(i)) , H0(O(i− k))⊗ j∗(Ωk(k))) = 0

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ëåììå 3.1.2 ñóùåñòâóåò ñâåðòêà äëÿ êîìïëåêñà C
q , è âñå ñâåðò-

êè èçîìîðôíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′ ñâåðòêó êîìïëåêñà C
q , à ÷åðåç γ0 îáîçíà÷èì

ìîðôèçì O£F ′(O)
γ0−→ E ′ . ( Íà ñàìîì äåëå äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî âñå ñâåðòêè êîì-

ïëåêñà C
q èçîìîðôíû äðóã äðóãó êàíîíè÷åñêè.) Ïóñòü òåïåðü ΦE ′ áóäåò ôóíêòîð

èç êàòåãîðèè Db(PN ) â êàòåãîðèþ Db(X) , îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (2.2).

Ëåììà 3.3.1 Äëÿ âñåõ k ∈ Z ñóùåñòâóþò êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû

fk : F ′(O(k)) ∼−→ ΦE ′(O(k)),

è ýòè èçîìîðôèçìû ôóíêòîðèàëüíû, òî åñòü äëÿ ëþáîãî α : O(k) → O(l) äèà-

ãðàììà
F ′(O(k))

F ′(α)−→ F ′(O(l))

fk

y yfl

ΦE ′(O(k))
ΦE′ (α)−→ ΦE ′(O(l))

ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ≥ 0 .

Ðàññìîòðèì ðåçîëüâåíòó (3.7) äëÿ äèàãîíàëè ∆ ⊂ PN × PN . Óìíîæèì åå òåí-

çîðíî íà O(k) £ O è âîçüìåì ïðÿìîé îáðàç îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè íà âòîðîé ñî-

ìíîæèòåëü. Ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ðåçîëüâåíòó ïó÷êà O(k) íà ïðîåêòèâíîì ïðî-

ñòðàíñòâå PN

{H0(O(k −N))⊗ ΩN (N)−→· · · −→ H0(O(k − 1))⊗ Ω1(1)−→H0(O(k))⊗O} δk−→ O(k)

Èç óñëîâèÿ òî÷íîñòè ôóíêòîðà F ′ ñëåäóåò, ÷òî îáúåêò F ′(O(k)) ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé

êîìïëåêñà

H0(O(k −N))⊗ F ′(ΩN (N))−→· · · −→ H0(O(k − 1))⊗ F ′(Ω1(1))−→H0(O(k))⊗ F ′(O)
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îáúåêòîâ êàòåãîðèè Db(X) . Îáîçíà÷èì ýòîò êîìïëåêñ ÷åðåç D
q
k .

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ îáúåêò E ′ ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé êîìïëåêñà

C
q (3.8). Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ C

q
k := q∗O(k)⊗C

q íà PN×X . Îáúåêò q∗O(k)⊗E ′

ÿâëÿåòñÿ åãî ñâåðòêîé. È èìååòñÿ ìîðôèçì γk : O(k) £ F ′(O) −→ q∗O(k) ⊗ E ′ ,
êàíîíè÷åñêè ïîëó÷àþùèéñÿ èç γ0 . Êîìïëåêñ π′∗(C

q
k) , êîòîðûé åñòü ïðÿìîé îáðàç

êîìïëåêñà (C
q

k) ïðè ïðîåêöèè íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü, êàíîíè÷åñêè èçîìîðôåí

êîìïëåêñó D
q
k . Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî îáúåêòû F ′(O(k)) è ΦE ′(O(k)) :=

Rπ′∗(q∗O(k)⊗ E ′) îáà ÿâëÿþòñÿ ñâåðòêàìè îäíîãî è òîãî æå êîìïëåêñà D
q
k .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ôóíêòîð F ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è ñòðîãèì. Ñëåäîâàòåëüíî,

äëÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ G è H íà PN ïðè i < 0 èìååì ðàâåíñòâî

Homi(F ′(G) , F ′(H)) = Homi(j∗(G) , j∗(H)) = 0.

Ýòî, â ÷àñòíîñòè, âëå÷åò, ÷òî êîìïëåêñ D
q
k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.1) è (3.2)

Ëåììû 3.1.2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ýòîé ëåììå ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé

èçîìîðôèçì fk : F ′(O(k)) ∼−→ ΦE ′(O(k)) , äåëàþùèé êîììóòàòèâíîé ñëåäóþùóþ

äèàãðàììó
H0(O(k))⊗ F ′(O)

F ′(δk)−→ F ′(O(k))

id
y yfk

H0(O(k))⊗ F ′(O)
Rπ′∗(γk)−→ ΦE ′(O(k)).

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòè èçîìîðôèçìû ôóíêòîðèàëüíû. Äëÿ ëþáîãî α :

O(k) → O(l) èìåþòñÿ êîììóòàòèâíûå êâàäðàòû:

H0(O(k))⊗ F ′(O)
F ′(δk)−→ F ′(O(k))

H0(α)⊗ id
y yF ′(α)

H0(O(l))⊗ F ′(O)
F ′(δl)−→ F ′(O(l))

è
H0(O(k))⊗ F ′(O)

Rπ′∗(γk)−→ ΦE ′(O(k))

H0(α)⊗ id
y yΦE′ (α)

H0(O(l))⊗ F ′(O)
Rπ′∗(γl)−→ ΦE ′(O(l))

Èç ýòèõ òðåõ êîììóòàòèâíûõ êâàäðàòîâ ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

fl ◦ F ′(α) ◦ F ′(δk) = fl ◦ F ′(δl) ◦ (H0(α)⊗ id) = Rπ′∗(γl) ◦ (H0(α)⊗ id)

ΦE ′(α) ◦ fk ◦ F ′(δk) = ΦE ′(α) ◦Rπ′∗(γk) = Rπ′∗(γl) ◦ (H0(α)⊗ id).
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Êîìïëåêñû D
q
k è D

q
l óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ëåììû 3.1.3, è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì h : F ′(O(k)) → ΦE ′(O(l)) , äëÿ êîòîðîãî

h ◦ F ′(δk) = Rπ′∗(γl) ◦ (H0(α)⊗ id).

Òàêèì îáðàçîì, ìîðôèçì h ñîâïàäàåò îäíîâðåìåííî ñ fl ◦ F ′(α) è ΦE ′(α) ◦ fk ,

÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî äâóõ ïîñëåäíèõ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé k < 0 .

Âîçüìåì ïðàâóþ ðåçîëüâåíòó

O(k) ∼−→ {
V k

0 ⊗O −→ · · · −→ V k
N ⊗O(N)

}

äëÿ ïó÷êà O(k) íà PN . Îïÿòü ïðèìåíÿÿ Ëåììó 3.1.3, íàõîäèì, ÷òî ìîðôèçì

êîìïëåêñîâ
V k

0 ⊗ F ′(O) −→ · · · −→ V k
N ⊗ F ′(O(N))

id⊗ f0

yo id⊗ fN

yo
V k

0 ⊗ ΦE ′(O) −→ · · · −→ V k
N ⊗ ΦE ′(O(N))

çàäàåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ìîðôèçì fk : F ′(O(k)) −→ ΦE ′(O(k)) . Íåïîñðåä-

ñòâåííàÿ ïðîâåðêà, êîòîðóþ ìû îïóñêàåì, äàåò íàì ôóíêòîðèàëüíîñòü ýòèõ ìîð-

ôèçìîâ. 2

Çàìå÷àíèå 3.3.2 Çàìåòèì, ÷òî îáúåêò E ′ ∈ Db(PN ×X) , ïîñòðîåííûé ïî ôóíê-

òîðó F , îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

3.3.b. Òåïåðü ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî îáúåêòà â êàòåãîðèè E ∈
Db(M ×X) , ÷òî RJ∗E ∼= E ′ , ãäå, êàê è âûøå, J � âëîæåíèå M ×X â PN ×X .

Ïóñòü L � î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà M è j : M ↪→ PN �

âëîæåíèå â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, çàäàâàåìîå ýòèì ðàññëîåíèåì L . Îáîçíà÷èì

÷åðåç A ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó
∞⊕
i=0

H0(M,Li) .

Ïîëîæèì B0 = k è B1 = A1 . Äëÿ m ≥ 2 ìû îïðåäåëèì Bm ïî ïðàâèëó

Bm = Ker (Bm−1 ⊗A1
um−1−→ Bm−2 ⊗A2) (3.9)

ãäå um−1 � åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ïî èíäóêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3.3.3 Íàçîâåì àëãåáðó A n -Êîøóëåâîé, åñëè ñëåäóþùàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ïðàâûõ A -ìîäóëåé

Bn ⊗k A −→ Bn−1 ⊗k A −→ · · · −→ B1 ⊗k A −→ A −→ k −→ 0
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òî÷íà. Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ Êîøóëåâîé, åñëè îíà n -Êîøóëåâà äëÿ ëþáîãî n .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ n-Êîøóëåâîé. Ïîëîæèì R0 = OM , à

äëÿ m ≥ 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Rm ÿäðî êàíîíè÷åñêîãî ìîðôèçìà

Bm ⊗OM −→ Bm−1 ⊗ L,

îïðåäåëåííîãî åñòåñòâåííûì âëîæåíèåì Bm −→ Bm−1 ⊗ A1 Èñïîëüçóÿ (3.9), ìû

ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì Rm −→ A1⊗Rm−1 (íà ñàìîì äåëå ìîæíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî Hom(Rm , Rm−1) ∼= A∗1 ).

Áîëåå òîãî, ïðè m ≤ n n -Êîøóëåâîñòü àëãåáðû A âëå÷åò òî÷íîñòü ñëåäóþ-

ùåãî êîìïëåêñà ïó÷êîâ:

0 −→ Rm −→ Bm ⊗OM −→ Bm−1 ⊗ L −→ · · · −→ B1 ⊗ Lm−1 −→ Lm −→ 0. (3.10)

Íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå PN ñóùåñòâóåò òî÷íûé êîìïëåêñ âèäà

0 −→ Ωm(m) −→ ΛmA1 ⊗O −→ Λm−1A1 ⊗O(1) −→ · · · −→ O(m) −→ 0. (3.11)

Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå fm : j∗Ωm(m) −→ Rm . Äåéñòâèòåëüíî, òàê

êàê àëãåáðà A êîììóòàòèâíà, òî èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå âëîæåíèÿ ΛiA1 ⊂ Bi .

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìîðôèçì èç êîìïëåêñà (3.11), îãðàíè÷åííîãî íà M , â êîìïëåêñ

(3.10) è çíà÷èò êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå fm : j∗Ωm(m) −→ Rm .

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå l , ÷òî àëãåáðà Âåðîíåçå Al =
∞⊕
i=0

H0(M,Lil) ÿâëÿåòñÿ n -Êîøóëåâîé ( Áîëåå òîãî â ñòàòüå [2] äîêàçàíî, ÷òî íà

ñàìîì äåëå Al ÿâëÿåòñÿ Êîøóëåâîé äëÿ l À 0 ).

Â äàëüíåéøåì îäíàêî êðîìå n -Êîøóëåâîñòè àëãåáðû Âåðîíåçå íàì áóäóò íóæ-

íû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà. À èìåííî, èñïîëüçóÿ òåõíèêó ñòàòüè [21] è

çàìåíÿÿ ïó÷îê L íà äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ñòåïåíü Lj , ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäó-

þùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.4 Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî n ìû ìîæåì íàéòè î÷åíü îáèëüíîå ëè-

íåéíîå ðàññëîåíèå L òàêîå, ÷òî

1) àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ n-Êîøóëåâîé, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Bn ⊗k A −→ Bn−1 ⊗k A −→ · · · −→ B1 ⊗k A −→ A −→ k −→ 0

òî÷íà;
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2) êîìïëåêñ ïó÷êîâ íà M

Ak−n ⊗Rn −→ Ak−n+1 ⊗Rn−1 −→ · · · −→ Ak−1 ⊗R1 −→ Ak ⊗R0 −→ Lk −→ 0

òî÷åí äëÿ âñåõ k ≥ 0 (åñëè k − i < 0 , òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ Ak−i = 0 );

3) êîìïëåêñ ïó÷êîâ íà M ×M

L−n £ Rn −→ · · · −→ L−1 £ R1 −→ OM £ R0 −→ O∆

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, òî åñòü äàåò n-ðåçîëüâåíòó äèàãîíàëè íà M ×M .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî Ïðåäëîæåíèÿ ìû äàäèì â Ïðèëîæåíèè 3.A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tk ÿäðî êàíîíè÷åñêîãî ìîðôèçìà Ak−n ⊗ Rn −→ Ak−n+1 ⊗
Rn−1 . Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî 2) Ïðåäëîæåíèÿ 3.3.4 è òî, ÷òî Extn+1(Lk , Tk) = 0 äëÿ

n À 0 , ìû íàõîäèì, ÷òî ëþáàÿ ñâåðòêà êîìïëåêñà

Ak−n ⊗Rn −→ Ak−n+1 ⊗Rn−1 −→ · · · −→ Ak ⊗R0,

êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíà Tk[n]⊕ Lk .

Êàíîíè÷åñêèå ìîðôèçìû Rk −→ A1 ⊗ Rk−1 èíäóöèðóþò ìîðôèçìû L−k £

F (Rk) −→ L−k+1 £ F (Rk−1) . Ýòî ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ èçîìîðôèçìîâ:

Hom(L−k £ F (Rk) , L−k+1 £ F (Rk−1)) ∼= Hom(F (Rk) , H0(L)⊗ F (Rk−1)) ∼=

∼= Hom(Rk , A1 ⊗Rk−1).

Áîëåå òîãî, ìû èìååì êîìïëåêñ îáúåêòîâ â êàòåãîðèè Db(M ×X)

L−n £ F (Rn) −→ · · · −→ L−1 £ F (R1) −→ OM £ F (R0). (3.12)

Ïî Ëåììå 3.1.2 êîìïëåêñ (3.12) èìååò ñâåðòêó è âñå ñâåðòêè èçîìîðôíû. Îáîçíà-

÷èì ýòó ñâåðòêó ÷åðåç G ∈ Db(M ×X) .

Äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 , îáúåêò Rπ∗(G⊗ p∗(Lk)) ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé êîìïëåêñà

Ak−n ⊗ F (Rn) −→ Ak−n+1 ⊗ F (Rn−1) −→ · · · −→ Ak ⊗ F (R0). (3.13)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáúåêò F (Tk[n] ⊕ Lk) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ýòîãî êîìïëåê-

ñà, êîòîðûé î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëåììû 3.1.2. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ

èçîìîðôèçì Rπ∗(G⊗ p∗(Lk)) ∼= F (Tk[n]⊕ Lk) .
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Èç Ëåììû 3.2.3 è Çàìå÷àíèÿ 3.2.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ k > 0 íåòðèâèàëüíûå

ïó÷êè êîãîìîëîãèé H i(Rπ∗(G⊗p∗(Lk))) = H i(F (Tk)[n])⊕H i(F (Lk)) ñêîíöåíòðèðî-

âàíû íà îáúåäèíåíèè [−n−a,−n]∪[−a, 0] (÷èñëî a îïðåäåëíî â 3.2.4). Òàê êàê ïó-

÷îê L îáèëåí, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ïó÷êè êîãîìîëîãèé H i(G) òàêæå ñêîíöåíòðèðîâà-

íû íà [−n−a,−n]∪[−a, 0] . Ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n > dimM +dimX+a . Â

ýòîì ñëó÷àå, òàê êàê êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ìíîãîîáðàçèè M×X èìååò

ãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ðàâíóþ dimM+dimX , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî G ∼= C⊕E ,

ãäå E , C � òàêèå îáúåêòû êàòåãîðèè Db(M ×X) , äëÿ êîòîðûõ H i(E) = 0 ïðè

i 6∈ [−a, 0] è H i(C) = 0 ïðè i 6∈ [−n − a,−n] . Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ïîëó÷àåì,

÷òî Rπ∗(E ⊗ p∗(Lk)) ∼= F (Lk) . Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê îáúåêò G îïðåäåëåí îäíî-

çíà÷íî êàê ñâåðòêà êîìïëåêñà (3.12), òî è îáúåêò E òàê æå îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî

ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì RJ∗E ∼= E ′ . Äëÿ ýòîãî ðàñ-

ñìîòðèì îòîáðàæåíèå êîìïëåêñîâ íàä Db(PN ×X)

O(−n) £ F ′(Ωn(n)) −→ · · · −→ O £ F ′(O)
ycan� F (fn)

ycan� F (f0)

Rj∗L−n £ F (Rn) −→ · · · −→ Rj∗OM £ F (R0).

Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 3.1.3, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå ìîðôèçìà ìåæäó ñâåðòêàìè φ :

K −→ RJ∗G .

Åñëè N > n , òîãäà îáúåêò K íåèçîìîðôåí E ′ , íî ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé

òðåóãîëüíèê

S −→ K −→ E ′ −→ S[1].

Òàêèì æå îáðàçîì êàê è âûøå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïó÷êè êîãîìîëîãèé H i(S) 6= 0 òîëü-

êî åñëè i ∈ [−n−a,−n] . Ýòî âëå÷åò, ÷òî Hom(S , RJ∗E) = 0 è Hom(S[1] , RJ∗E) =

0 , òàê êàê êîãîìîëîãèè RJ∗E ñêîíöåíòðèðîâàíà íà îòðåçêå [−a, 0] . Îòñþäà ñëå-

äóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ìîðôèçìà ψ : E ′ −→ RJ∗E , äåëàþùåãî êîììó-

òàòèâíîé äèàãðàììó
K

φ−→ RJ∗G
y y
E ′ ψ−→ RJ∗E .

Ìû çíàåì, ÷òî

Rπ′∗(E ′ ⊗ q∗(O(k))) ∼= F (Lk) ∼= Rπ∗(E ⊗ p∗(Lk)).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψk ìîðôèçìû Rπ′∗(E ′ ⊗ q∗(O(k))) −→ Rπ∗(E ⊗ p∗(Lk)), èíäóöè-

ðîâàííûå ìîðôèçìîì ψ . Ìîðôèçìû ψk ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â êîììóòàòèâíóþ

äèàãðàììó:

SkA1 ⊗ F (O) can−→ F (Lk) ∼−→ Rπ′∗(E ′ ⊗ q∗(O(k)))

can
y yψk

Ak ⊗ F (O) can−→ F (Lk) ∼−→ Rπ∗(E ⊗ p∗(Lk)).

Èç ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî ψk ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè äëÿ âñåõ k ≥ 0 . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ψ òàêæå åñòü èçîìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.5 Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèç-

ìà îáúåêò E ∈ Db(M ×X) òàêîé, ÷òî RJ∗E ∼= E ′ , ãäå E ′ � îáúåêò èç

Db(PN ×X) , ïîñòðîåíûé â 3.3.

3.4 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû.

3.4.a. Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà � äîêàçàòü, ÷òî ôóíêòîð F , ñ êîòîðîãî

ìû íà÷àëè, èçîìîðôåí ôóíêòîðó ΦE , äëÿ îáúåêòà E , ïîñòðîåííîãî â ïðåäûäóùåì

ïàðàãðàôå. Íî íà÷íåì ìû ñ äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé ïðî àáåëåâû

êàòåãîðèè, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì ïî õîäó äåëà.

Ïóñòü A � k -ëèíåéíàÿ àáåëåâà êàòåãîðèÿ (ìû áóäåì äàëåå âñåãäà ðàññìàòðè-

âàòü àáåëåâû êàòåãîðèè, êîòîðûå k -ëèíåéíû).

Îïðåäåëåíèå 3.4.1 Ïóñòü {Pi| i ∈ Z≤0} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ èç àáå-

ëåâîé êàòåãîðèè A . Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáèëüíîé, åñëè

äëÿ êàæäîãî îáúåêòà X ∈ A ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

i < N âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì Hom(Pi , X)⊗ Pi −→ X ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì,

b) Extj(Pi , X) = 0 äëÿ âñåõ j 6= 0 ,

c) Hom(X , Pi) = 0 .
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Ïðèìåð 3.4.2 Åñëè L � îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà ïðîåêòèâíîì ìíîãî-

îáðàçèè, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Li| i ∈ Z≤0} ÿâëÿåòñÿ îáèëüíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ â àáåëåâîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Ëåììà 3.4.3 Ïóñòü {Pi} � îáèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â àáåëåâîé êàòåãîðèè

A . Òîãäà, åñëè äëÿ îáúåêòà X èç êàòåãîðèè Db(A) ìû èìååì Hom
q
(Pi , X) = 0

äëÿ âñåõ i ¿ 0 , òî X ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì îáúåêòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ îáèëüíîñòè äëÿ i ¿ 0 èìååì

Hom(Pi , Hk(X)) ∼= Homk(Pi , X) = 0.

Íî ìîðôèçì Hom(Pi , Hk(X))⊗Pi −→ Hk(X) äîëæåí áûòü ñþðúåêòèâåí ïðè i ¿
0 . Ñëåäîâàòåëüíî, Hk(X) = 0 äëÿ âñåõ k . Òî åñòü X � íóëåâîé îáúåêò. 2

Ëåììà 3.4.4 Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ êîíå÷íîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíî-

ñòè, à {Pi} � îáèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â àáåëåâîé êàòåãîðèè A . Òîãäà, åñëè

îáúåêò X ∈ Db(A) òàêîé, ÷òî Hom
q
(X , Pi) = 0 äëÿ âñåõ i ¿ 0 , òî X ÿâëÿ-

åòñÿ íóëåâûì îáúåêòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåêò X íåòðèâèàëåí. Ñäâèãàÿ ýòîò îáúåêò

â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êðàéíÿÿ

ïðàâàÿ íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ îáúåêòà X èìååò íîìåð 0 . Ðàññìîòðèì êàíîíè-

÷åñêèé ìîðôèçì X −→ H0(X) . Íàéäåòñÿ íîìåð i1 , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò

ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå P⊕k1
i1

−→ H0(X) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y1 åãî ÿäðî. Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ Hom
q
(X , Pi1) = 0 , è çíà÷èò Hom1(X , Y1) 6= 0 . Äàëåå âîçüìåì

ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå P⊕k2
i2

−→ Y1 , êîòîðîå ñóùåñòâóåò äëÿ äîñòàòî÷íî îò-

ðèöàòåëüíîãî íîìåðà i2 . ×åðåç Y2 îáîçíà÷èì ÿäðî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ñíîâà,

óñëîâèå Hom
q
(X , Pi2) = 0 äàåò íàì Hom2(X , Y2) 6= 0 . Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäó-

ðó, ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ êîíå÷íîñòüþ ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè êàòåãîðèè

A . 2

Ëåììà 3.4.5 Ïóñòü A è B � àáåëåâû êàòåãîðèè, è êàòåãîðèÿ A èìååò êîíå÷-

íóþ ãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü. Ïóñòü {Pi} � îáèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â

êàòåãîðèè A . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F � òî÷íûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè Db(A) â
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êàòåãîðèþ Db(B) , êîòîðûé èìååò ïðàâûé è ëåâûé ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû F ! è

F ∗ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè îòîáðàæåíèÿ

Homk(Pj , Pi)
∼−→ Homk(F (Pj) , F (Pi))

åñòü èçîìîðôèçìû ïðè j < i è äëÿ âñåõ k , òîãäà ôóíêòîð F ÿâëÿåòñÿ âïîëíå

ñòðîãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì fi : Pi −→ F !F (Pi) è ðàññìîò-

ðèì âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

Pi
fi−→ F !F (Pi) −→ Ci −→ Pi[1].

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðè j < i èìååì èçîìîðôèçìû:

Homk(Pj , Pi)
∼−→ Homk(F (Pj) , F (Pi)) ∼= Homk(Pj , F !F (Pi)).

Òàêèì îáðàçîì, Hom
q
(Pj , Ci) = 0 ïðè j < i . Èç Ëåììû 3.4.3 ñëåäóåò, ÷òî Ci = 0 .

È çíà÷èò fi ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà X ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

gX : F ∗F (X) −→ X è âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

F ∗F (X)
gX−→ X −→ CX −→ F ∗F (X)[1].

Ìû èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîìîðôèçìîâ

Homk(X , Pi)
∼−→ Homk(X , F !F (Pi)) ∼= Homk(F ∗F (X) , Pi).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Hom
q
(CX , Pi) = 0 äëÿ âñåõ i . Ïî Ëåììå 3.4.4 ïîëó÷àåì, ÷òî

CX = 0 . È çíà÷èò gX � èçîìîðôèçì. ×òî è äîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêòîð F ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå ñòðîãèì. 2

3.4.b. Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâíîå Ïðåäëîæåíèå ýòîãî

ðàçäåëà, êîòîðîå íåîáõîäèìî íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé Òåîðåìû 3.2.1 ýòîé

ãëàâû. Íî íàäî îòìåòèòü, ÷òî äàííîå Ïðåäëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé

èíòåðåñ.

Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ îáèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {Pi|i ∈ Z≤0} .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç j âëîæåíèå ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè C ñ îáúåêòàìè ObC := {Pi | i ∈
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Z} â êàòåãîðèþ Db(A) . Â ýòîé ñèòóàöèè ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ôóíê-

òîðà F : Db(A) −→ Db(A) ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì F |C ñ òîæäåñòâåííûì ôóíê-

òîðîì íà C , òîãäà ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî èçîìîðôèçìà íà

âñå Db(A) .

Ïðåäëîæåíèå 3.4.6 Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ îáèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ {Pi| i ∈ Z≤0} . Îáîçíà÷èì ÷åðåç j âëîæåíèå ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè C ñ îáú-

åêòàìè Ob C := {Pi | i ∈ Z≤0} â êàòåãîðèþ Db(A) . Ïóñòü F : Db(A) −→ Db(A)

� íåêîòîðàÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

ôóíêòîðîâ f : j
∼−→ F |C . Òîãäà ýòîò èçîìîðôèçì ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî

èçîìîðôèçìà id ∼−→ F íà âñþ êàòåãîðèþ Db(A) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, òàê êàê F êîììóòèðóåò ñ ïðÿìûìè ñóììàìè, òî ìû

ìîæåì ïðîäîëæèòü ïðåîáðàçîâàíèå f íà âñå ïðÿìûå ñóììû îáúåêòîâ êàòåãîðèè C
ïîêîìïîíåíòíî.

Îòìåòèì, ÷òî îáúåêò X ∈ Db(A) èçîìîðôåí îáúåêòó èç A òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà Homj(Pi , X) = 0 ïðè j 6= 0 è âñåõ i ¿ 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

îáúåêò F (X) â ýòîì ñëó÷àå òàêæå èçîìîðôåí îáúåêòó èç A , ïîòîìó ÷òî

Homj(Pi , F (X)) ∼= Homj(F (Pi) , F (X)) ∼= Homj(Pi , X) = 0

ïðè j 6= 0 è âñåõ i ¿ 0 .

Øàã 1. Ïóñòü òåïåðü X � îáúåêò èç êàòåãîðèè A . Çàôèêñèðóåì ñþðúåêòèâíûé

ìîðôèçì v : P⊕k
i −→ X . Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì fi : P⊕k

i
∼−→ F (P⊕k

i ) è äâà

âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêà:

Y
u−→ P⊕k

i
v−→ X −→ Y [1]

yfi

F (Y )
F (u)−→ F (P⊕k

i )
F (v)−→ F (X) −→ F (Y )[1]

Äàâàéòå ïðîâåðèì, ÷òî F (v) ◦ fi ◦ u = 0 . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñþðúåêòèâíûé

ìîðôèçì w : P⊕l
j −→ Y . Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî F (v) ◦ fi ◦ u ◦ w = 0 . Ïóñòü

fj : P⊕l
j

∼−→ F (P⊕l
j ) � êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì. Èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîò-

íîøåíèÿ äëÿ fi è fj , èìååì ðàâåíñòâà

F (v) ◦ fi ◦ u ◦ w = F (v) ◦ F (u ◦ w) ◦ fj = F (v ◦ u ◦ w) ◦ fj = 0.
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Òàê êàê Hom(Y [1] , F (X)) = 0 , òî ïî Ëåììå 3.1.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîð-

ôèçì fX : X−→F (X) , êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ fi .

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîíóñ CX ìîðôèçìà fX . Èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçìû

Hom(Pi , X) ∼= Hom(F (Pi) , F (X)) ∼= Hom(Pi , F (X)),

íàõîäèì, ÷òî Homj(Pi , CX) = 0 äëÿ âñåõ j è i ¿ 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ëåììå

3.4.3 CX = 0 è fX ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Øàã 2. Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî fX íå çàâèñèò îò âûáîðà íàêðûòèÿ v : P⊕k
i −→

X . Ðàññìîòðèì äâà òàêèõ ñþðúåêòèâíûõ ìîðôèçìà v1 : P⊕k1
i1

−→ X è v2 :

P⊕k2
i2

−→ X . Ìû âñåãäà ìîæåì ïîäîáðàòü äâà òàêèõ ñþðúåêòèâíûõ ìîðôèçìà

w1 : P⊕l
j −→ P⊕k1

i1
è w2 : P⊕l

j −→ P⊕k2
i2

, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

P⊕l
j

w2−→ P⊕k2
i2yw1

yv2

P⊕k1
i1

v1−→ X.

Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñîâïàäåíèå ïðåîáðàçîâàíèé fX , ïîñòðîåííûõ

ïî v1 è v1 ◦ w1 . Äëÿ ýòîãî äàâàéòå ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

P⊕l
j

w1−→ P⊕k1
i1

v1−→ X
yfj

yv2

yfX

F (P⊕l
j )

F (w1)−→ F (P⊕k1
i1

)
F (v1)−→ F (X).

Çäåñü èçîìîðôèçì fX ïîñòðîåí ïî v1 . Îáà êâàäðàòà ýòîé äèàãðàììû êîììóòà-

òèâíû. Òàê êàê ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ìîðôèçì èç X â F (X) , êîòîðûé êîììó-

òèðóåò ñ fj , òî fX , ïîñòðîåííûé ïî v1 , ñîâïàäàåò ñ ìîðôèçìîì, ïîñòðîåííûì ïî

v1 ◦ w1 .

Øàã 3. Òåïåðü ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî ìîðôèçìû fX çàäàþò åñòåñòâåííîå

ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêòîðîâ íà êàòåãîðèè A . Òî åñòü ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà X
φ−→ Y èìååòñÿ ðàâåíñòâî:

fY ◦ φ = F (φ) ◦ fX .

Ðàññìîòðèì ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì P⊕l
j

v−→ Y . Ïîäáåðåì òåïåðü èíäåêñ i ¿ 0 è

ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì P⊕k
i

u−→ X òàêèå, ÷òî êîìïîçèöèÿ φ ◦ u ïîäíèìàåòñÿ äî
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ìîðôèçìà ψ : P⊕k
i −→P⊕l

j . Ìû ìîæåì ñäåëàòü ýòî, ïîòîìó ÷òî ïðè i ¿ 0 îòîáðà-

æåíèå Hom(P⊕k
i , P⊕l

j ) → Hom(P⊕k
i , Y ) ñþðúåêòèâíî. Ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíûé

êâàäðàò:
P⊕k

i
u−→ X

yψ
yφ

P⊕l
j

v−→ Y.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1 è h2 êîìïîçèöèè fY ◦φ è F (φ)◦fX ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì

ðàâåíñòâà:

h1 ◦ u = fY ◦ φ ◦ u = fY ◦ v ◦ ψ = F (v) ◦ fj ◦ ψ = F (v) ◦ F (ψ) ◦ fi

è

h2 ◦u = F (φ) ◦ fX ◦u = F (φ) ◦F (u) ◦ fi = F (φ ◦u) ◦ fi = F (v ◦ψ) ◦ fi = F (v) ◦F (ψ) ◦ fi

Òàêèì îáðàçîì, ìîðôèçìû ht ïðè t = 1, 2 äåëàþò ñëåäóþùóþ äèàãðàììó êîììó-

òàòèâíîé
Z −→ P⊕k

i
u−→ X −→ Z[1]

F (ψ) ◦ fi

y yht

F (W ) −→ F (P⊕l
j )

F (v)−→ F (Y ) −→ F (W )[1].

Òàê êàê Hom(Z[1] , F (Y )) = 0 , òî ïî Ëåììå 3.1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî h1 = h2 . È çíà÷èò

fY ◦ φ = F (φ) ◦ fX .

Øàã 4. Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå fX[n] : X[n] −→ F (X[n]) ∼= F (X)[n] äëÿ êàæ-

äîãî X ∈ A ïî ôîðìóëå

fX[n] = fX [n].

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîììó-

òèðóþò ñ ëþáûì ìîðôèçìîì u ∈ Extk(X , Y ) . Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêèé ýëåìåíò

u ∈ Extk(X , Y ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê êîìïîçèöèÿ u = u0u1 · · ·uk íåêî-

òîðûõ ýëåìåíòîâ ui ∈ Ext1(Zi , Zi+1) , ãäå Z0 = X,Zk = Y . Çíà÷èò äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü êîììóòèðîâàíèå ñ ýëåìåíòàìè u ∈ Ext1(X , Y ) . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

äèàãðàììó:
Y −→ Z −→ X

u−→ Y [1]

fY

y yfZ

yfY [1]

F (Y ) −→ F (Z) −→ F (X)
F (u)−→ F (Y )[1].
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Ïî îäíîé èç àêñèîì òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè íàéäåòñÿ ìîðôèçì h : X → F (X)

òàêîé, ÷òî (fY , fZ , h) åñòü ìîðôèçì òðåóãîëüíèêîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê

Hom(Y [1] , F (X)) = 0 , òî ïî Ëåììå 3.1.1, ìîðôèçì h îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî òåì

óñëîâèåì, ÷òî êîììóòèðóåò ñ fZ . Íî fX òàêæå êîììóòèðóåò ñ fZ . Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïîëó÷àåì, ÷òî h = fX , è çíà÷èò

fY [1] ◦ u = F (u) ◦ fX .

Øàã5. Çàêëþ÷èòåëüíóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî äëèíå îò-

ðåçêà, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ íåòðèâèàëüíûå êîãîìîëîãèè îáúåêòà. Äëÿ ýòîãî ðàñ-

ñìîòðèì ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ jn : Dn ↪→ Db(A) in Db(A) , ñîñòîÿùóþ èç îáú-

åêòîâ, èìåþùèõ íåòðèâèàëüíûå êîãîìîëîãèè â íåêîòîðîì (íåôèêñèðîâàííîì) îò-

ðåçêå äëèíû n . Ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå

åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f äî åñòåñòâåííîãî ôóíêòîðèàëüíîãî èçîìîðôèçìà

fn : jn −→ F |Dn .

Âûøå ìû óæå ïîêàçàëè ýòî äëÿ n = 1 , òî åñòü äëÿ îñíîâàíèÿ èíäóêöèè.

Òåïåðü, ÷òîáû ñäåëàòü øàã èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n = a, a ≥ 1

óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî. Ïóñòü X � íåêîòîðûé îáúåêò èç Da+1 è ïîëîæèì,

äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî êîãîìîëîãèè Hp(X) ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè ïðè p ∈
[−a, 0] . Âîçüìåì Pi èç îáèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ äîñòàòî÷íî îòðèöàòåëüíûì

íîìåðîì i òàêîé, ÷òî

a) Homj(Pi , Hp(X)) = 0 äëÿ âñåõ p è äëÿ j 6= 0,

b) ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì u : P⊕k
i −→ H0(X),

c) Hom(H0(X) , Pi) = 0.

(3.14)

Óñëîâèå a) è ñòàíäàðòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàåò íàì èçîìîðôèçì

Hom(Pi , X) ∼→ Hom(Pi , H0(X)) . È çíà÷èò, ìû ìîæåì íàéòè ìîðôèçì v : P⊕k
i −→

X òàêîé, ÷òî êîìïîçèöèÿ v ñ êàíîíè÷åñêèì ìîðôèçìîì

X −→ H0(X) ñîâïàäàåò ñ u . Ðàññìîòðèì âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê:

Y [−1] −→ P⊕k
i

v−→ X −→ Y.

Òàê êàê îáúåêò Y ïðèíàäëåæèò Da , òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èçîìîð-
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ôèçì fY óæå ñóùåñòâóåò è êîììóòèðóåò ñ fi . Èìååì äèàãðàììó:

P⊕k
i

v−→ X −→ Y −→ P⊕k
i [1]

yfi

ppppp?fX

yfY

yfi[1]

F (P⊕k
i )

F (v)−→ F (X) −→ F (Y ) −→ F (P⊕k
i )[1].

(3.15)

Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîìîðôèçìîâ

Hom(X , F (P⊕k
i )) ∼= Hom(X , P⊕k

i ) ∼= Hom(H0(X) , P⊕k
i ) = 0

äàåò íàì âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü Ëåììó 3.1.1 ê g ðàâíîìó fY . Èç êîòîðîé ñëå-

äóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì fX : X −→ F (X) , äîïîëíÿþùèé

äèàãðàììó äî ìîðôèçìà òðåóãîëüíèêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî fX íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì, òàê êàê èçîìîðôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ fi è fY .

Øàã 6. Òåïåðü ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî fX íå çàâèñèò îò âûáîðà i è u . Ïóñòü

íàì äàíû äâà ñþðúåêòèâíûõ ìîðôèçìà u1 : P⊕k1
i1

−→ H0(X) è u2 : P⊕k2
i2

−→
H0(X) , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì a), b) è c). Òîãäà ìîæåì ïîäîáðàòü äîñòàòî÷íî

îòðèöàòåëüíîå j è ñþðúåêòèâíûå ìîðôèçìû w1, w2 , äåëàþùèå êîììóòàòèâíîé

ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:
P⊕l

j
w2−→ P⊕k2

i2yw1

yu2

P⊕k1
i1

u1−→ H0(X).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v1 : P⊕k1
i1

−→ X, v2 : P⊕k2
i2

−→ X ìîðôèçìû, ñîîòâåòñòâóþùèå

u1 è u2 . Òàê êàê Hom(Pj , X) ∼→ Hom(Pj , H0(X)) , òî ïîëó÷àåì, ÷òî v2w2 =

v1w1 .

Ñóùåñòâóåò ìîðôèçì φ : Yj −→ Yi1 òàêîé, ÷òî òðîéêà (w1, id, φ) ÿâëÿåòñÿ

ìîðôèçìîì òðåóãîëüíèêîâ:

P⊕l
j

v1◦w1−→ X
y−→ Yj −→ P⊕l

j [1]

w1

y yid
yφ

yw1[1]

P⊕k1
i1

v1−→ X
y1−→ Yi1 −→ P⊕k1

i1
[1],

òî åñòü φy = y1 .

Òàê êàê Yj è Yi1 èìåþò íåòðèâèàëüíûå êîãîìîëîãèè òîëüêî â îòðåçêå
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[−a,−1] , òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì êîììóòàòèâíûé êâàäðàò:

Yj
φ−→ Yi1

fYj

y yfYi1

F (Yj)
F (φ)−→ F (Yi1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f j
X , f i1

X , f i2
X ìîðôèçìû, ïîñòðîåííûå ïî ïðàâèëó, îïèñàííîìó

âûøå, êîòîðûå äîïîëíÿþò äî êîììóòàòèâíîé äèàãðàììó (3.15)

ïðè v ñîîòâåòñòâåííî ðàâíîì v = v1w1, v = v1, v = v2 . Êàê áûëî óæå äîêàçàíî

âûøå, ìîðôèçì f i1
X îäíîçíà÷íî (Ëåììà 3.1.1) îïðåäåëåí óñëîâèåì, ÷òî

F (y1)f i1
X = fYi1

y1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì ðàâåíñòâà:

F (y1)f
j
X = F (φy)f j

X = F (φ)F (y)f j
X = F (φ)FYjy = fYi1

φy = fYi1
y1,

êîòîðûå íåìåäëåííî äàþò f j
X = f i1

X . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì f j
X = f i2

X . Òàêèì îá-

ðàçîì, ìîðôèçì fX íå çàâèñèò îò âûáîðà i è ìîðôèçìà u : P⊕k
i −→ H0(X) è ,

çíà÷èò, îïðåäåëåí àáñîëþòíî îäíîçíà÷íî.

Øàã 7. Ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðîå ïðîäîëæåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ fa íà êàòåãîðèþ

Da+1 . Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòî ïðîäîëæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì

ïðåîáðàçîâàíèåì èç ja+1 â F |Da+1 , òî åñòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà φ : X −→
Y , ãäå X, Y èç Da+1 , ïîëó÷àåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

X
φ−→ Y

fX

y yfY

F (X)
F (φ)−→ F (Y ).

(3.16)

Ìû áóäåì ðåäóöèðîâàòü ýòó ïðîáëåìó ê ñëó÷àþ, êîãäà îáà îáúåêòà X è Y

ïðèíàäëåæàò Da .

Ñóùåñòâóåò äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñòàðøàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîãîìîëîãèÿ îáú-

åêòà X (áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà ðàâíà 0 ) èìå-

åò èíäåêñ ñòðîãî áîëüøå ÷åì ó îáúåêòà Y . Âîçüìåì ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì

u : P⊕k
i −→ H0(X) , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì a), b), c), è ïîñòðîèì êàê è âû-

øå ïîäíÿòèå åãî äî ìîðôèçìà v : P⊕k
i −→ X . Èìååì âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê:

P⊕k
i

v1−→ X
α−→ Z −→ P⊕k

i [1].
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Åñëè ìû âûáåðåì i äîñòàòî÷íî îòðèöàòåëüíûì, òî Hom(P⊕k
i , Y ) = 0 . Ïðèìåíÿÿ

ôóíêòîð Hom(− , Y ) ê ýòîìó òðåóãîëüíèêó, íàõîäèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì ψ :

Z −→ Y òàêîé, ÷òî φ = ψα . Ìû çíàåì, ÷òî fX , ïîñòðîåííûé ðàíåå, óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ

F (α)fX = fZα.

Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî

F (ψ)fZ = fY ψ,

òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

F (φ)fX = F (ψ)F (α)fX = F (ψ)fZα = fY ψα = fY φ.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè êîììóòàòèâíîñòè êâàäðàòà (3.16) ìû ìîæåì çàìå-

íèòü X íà Z . À âåðõíÿÿ ãðàíü íåòðèâèàëüíûõ êîãîìîëîãèé äëÿ Z íà åäèíèöó

ìåíüøå, ÷åì ó X . Áîëåå òîãî ìû âèäèì, ÷òî åñëè X ïðèíàäëåæèò êàòåãîðèè Dk ,

ñ k > 1 , òî Z ïðèíàäëåæèò Dk−1 , à åñëè X ïðèíàäëåæèò D1 , òî Z òàêæå

ïðèíàäëåæèò D1 , íî íîìåð åãî íåòðèâèàëüíîé êîãîìîëîãèè íà åäèíèöó ìåíüøå.

Ñëó÷àé 2. Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãîé ñëó÷àé: ñòàðøàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîãîìîëî-

ãèÿ Y (îïÿòü ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî åå íîìåð ðàâåí 0 ) èìååò íîìåð íå ìåíüøå ÷åì ó

X . Âîçüìåì ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì u : P⊕k
i −→ H0(Y ) , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-

âèÿì a), b), c) è ïîñòðîèì ìîðôèçì v : P⊕k
i −→ Y , êîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí

ìîðôèçìîì u . Ðàññìîòðè âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê:

P⊕k
i

v−→ Y
β−→ W −→ P⊕k

i . (3.17)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ êîìïîçèöèþ β ◦ φ .

Åñëè ìû òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî

F (ψ)fX = fW ψ,

òîãäà, òàê êàê F (β)fY = fW β , ìû áóäåì èìåòü:

F (β)(fY φ− F (φ)fX) = fW βφ− f(βφ)fX = fW ψ − F (ψ)fX = 0. (3.18)

Ìû ñíîâà áóäåì âûáèðàòü i äîñòàòî÷íî îòðèöàòåëüíûì, òàê ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

çàíóëåíèå Hom(X , P⊕k
i ) = 0 . Òàê êàê îáúåêò F (P⊕k

i ) èçîìîðôåí îáúåêòó P⊕k
i ,
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òî Hom(X , F (P⊕k
i )) = 0 . Òåïåðü ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð Hom(X , F (−)) ê òðåóãîëü-

íèêó (3.17), ìû íàõîäèì, ÷òî F (β) çàäàåò âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà Hom(X , F (Y ))

â Hom(X , F (W )) . Èç ðàâåíñòâà (3.18) òåïåðü ñðàçó ñëåäóåò ðàâåíñòâî fY φ =

F (φ)fX .

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîâåðèòü êîììóòàòèâíîñòü êâàäðàòà (3.16) ìû ìîæåì çà-

ìåíèòü Y íà îáúåêò W , âåðõíÿÿ ãðàíèöà íåòðèâèàëüíûõ êîãîìîëîãèé êîòîðîãî

íà åäèíèöó ìåíüøå ÷åì ó Y . Åñëè Y ïðèíàäëåæàë Dk, k > 1 , òî W ïðèíàä-

ëåæèò óæå Dk−1 . Åñëè Y ïðèíàäëåæàë D1 , òî îáúåêò W òàêæå ïðèíàäëåæèò

D1 , íî íîìåð åãî íåòðèâèàëüíîé êîãîìîëîãèè íà åäèíèöó ìåíüøå.

Ïðåäïîëîæèì ñåé÷àñ, ÷òî îáúåêòû X è Y ëåæàò â êàòåãîðèè Da+1, a > 1 . Â

çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç äâóõ ñëó÷àåâ, 1) èëè 2), ïðèìåíèì, ìû ìîæåì çàìå-

íèòü ëèáî îáúåêò X , ëèáî Y íà îáúåêò ëåæàùèé óæå â êàòåãîðèè Da . Ïîâòîðÿÿ,

åñëè íåîáõîäèìî ýòó ïðîöåäóðó, ìû óìåíüøèì âåðõíþþ ãðàíèöó êîãîìîëîãèé ýòîãî

îáúåêòà òàê, ÷òî äðóãîé ñëó÷àé áóäåò ïðèìåíèì. Òîãäà ìû ñìîæåì óìåíüøèòü äëè-

íó íåòðèâèàëüíûõ êîãîìîëîãèé ó âòîðîãî îáúåêòà è ïðèäåì ê ñèòóàöèè, êîãäà îáà

îáúåêòà óæå ëåæàò â êàòåãîðèè Da . È òåì ñàìûì ñäåëàåì øàã èíäóêöèè.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè èçîìîðôèçìîâ fX , îíè âñåãäà áûëè

îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå èç id â F ,

êîòîðîå ìû ïîñòðîèëè, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. È ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî 2

3.4.c. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 1) Ñóùåñòâîâàíèå. Ïðåäëîæåíèå 3.3.5 è

Ëåììà 3.3.1 ïîçâîëÿþò ïî ôóíêòîðó F ïîñòðîèòü îáúåêò E ∈ Db(M ×X) òàêîé,

÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ f̄ : F
∣∣
C
∼−→ ΦE

∣∣
C íà ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè

C ⊂ Db(M) , ãäå ObC = {Li | i ∈ Z} è L � î÷åíü îáèëüíîå ðàññëîåíèå íà M ,

äëÿ êîòîðîãî Hi(M,Lk) = 0 , ïðè k > 0 è i 6= 0 .

Ïî Ëåììå 3.4.5 ôóíêòîð ΦE ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. Êðîìå òîãî, òàê êàê

èìåþòñÿ èçîìîðôèçìû:

F !(f̄) : F ! ◦ F
∣∣
C
∼= idC

∼−→ F ! ◦ ΦE
∣∣
C ,

Φ∗E(f̄) : Φ∗E ◦ F
∣∣
C
∼−→ Φ∗E ◦ ΦE

∣∣
C
∼= idC

òî îïÿòü ïî Ëåììå 3.4.5 ôóíêòîðû F ! ◦ ΦE è Φ∗E ◦ F òàêæå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå

ñòðîãèìè. À òàê êàê îíè ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó, òî ýòè ôóíêòîðû F ! ◦ΦE è Φ∗E ◦F

íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.
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Ðàññìîòðèì ñíîâà èçîìîðôèçì F !(f̄) : F ! ◦F
∣∣
C
∼= idC

∼−→ F ! ◦ΦE
∣∣
C íà ïîäêàòåãî-

ðèè C . Ïî Ïðåäëîæåíèþ 3.4.6 ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü åãî äî èçîìîðôèçìà íà âñåì

Db(M) , òî åñòü id ∼−→ F ! ◦ ΦE .

Òàê êàê F ! ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ñïðàâà ê F , òî ìû ïîëó÷àåì ìîðôèçì

ôóíêòîðîâ f : F −→ ΦE , äëÿ êîòîðîãî f |C = f̄ . Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî f åñòü

èçîìîðôèçì. Äåéñòâèòåëüíî, äàâàéòå âîçüìåì êîíóñ CZ êàíîíè÷åñêîãî ìîðôèçìà

fZ : F (Z) −→ ΦE(Z) . Òàê êàê F !(fZ) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ìû ïîëó÷àåì,

÷òî F !(Z) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî îáúåêòà Y èìååì Hom(F (Y ) , CZ) =

0 . Äàëåå, òàê êàê F (Lk) ∼= ΦE(Lk) äëÿ âñåõ k , ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èçîìîðôèçìîâ

Homi(Lk , Φ!
E(CZ)) = Homi(ΦE(Lk) , CZ)) = Homi(F (Lk) , CZ)) = 0

äëÿ âñåõ k è i .

Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 3.4.3 ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî Φ!
E(CZ) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî,

Hom(ΦE(Z) , CZ) = 0 . Ýòî âëå÷åò, ÷òî òðåóãîëüíèê äëÿ ìîðôèçìà fZ äîë-

æåí ðàñùåïëÿòüñÿ, òî åñòü F (Z) = CZ [−1] ⊕ ΦE(Z) . Íî êàê ìû óæå âèäåëè

Hom(F (Y ) , CZ) = 0 äëÿ ëþáîãî Y , è çíà÷èò äëÿ Z[1] òàêæå. À ýòî ìîæåò áûòü

òîëüêî åñëè CZ = 0 è fZ � èçîìîðôèçì.

2) Åäèíñòâåííîñòü. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëÿþùåãî îáúåêòà íà ñàìîì äåëå

ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ, òàê êàê âñÿêèé ðàç ìû èìååì îäíîçíà÷íîñòü ïðè ïîñòðîåíèè

îáúåêòà. Íî äàâàéòå ïðîéäåì ýòî åùå ðàç. Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâóþò äâà îáúåêòà

E1 and E2 â êàòåãîðèè Db(M × X) , äëÿ êîòîðûõ ΦE1 ∼= F ∼= ΦE2 . Ðàññìîòðèì

ôóíêòîð F ′ = Lj∗ ◦ F , ãäå êàê è âûøå j : M −→ PN � âëîæåíèå ñ ïîìîùüþ

ïîäõîäÿùåãî î÷åíü îáèëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ. Îáúåêòû RJ∗Ei, i = 1, 2 îáà

äîëæíû áûòü ñâåðòêàìè êîìïëåêñà (3.8)

C
q
:= {O(−N) £ F ′(ΩN (N))

d′−N−→ · · · −→ O(−1) £ F ′(Ω1(1))
d′−1−→ O £ F ′(O)}.

Íî êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå âñå ñâåðòêè ýòîãî êîìïëåêñà èçîìîðôíû ïî Ëåììå 3.1.2.

Òàêèì îáðàçîì, RJ∗E1
∼= RJ∗E2 . Ïðèìåíÿÿ òåïåðü Ïðåäëîæåíèå 3.3.5, ïîëó÷àåì,

÷òî è ñàìè E1 è E2 òàêæå èçîìîðôíû. 2

Èç ãëàâíîé Òåîðåìû 3.2.1 íåìåäëåííî ïîëó÷àåì êàê ñëåäñòâèå ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò.
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Òåîðåìà 3.4.7 Ïóñòü M è X � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðåäïîëî-

æèì ôóíêòîð F : Db(M) −→ Db(X) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òðèàíãóëèðî-

âàííûõ êàòåãîðèé. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáúåêò E ∈ Db(M ×X) òàêîé, ÷òî ôóíê-

òîðû F è ΦE èçîìîðôíû, è ýòîò îáúåêò îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà.

3.A Ïðèëîæåíèå: n-êîøóëåâîñòü îäíîðîäíîé êîîðäèíàò-
íîé àëãåáðû.

3.A.a. Ôàêòû ñîáðàííûå â ýòîì ïðèëîæåíèè íå ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëüíûìè. Â òîé

èëè èíîé ôîðìå îíè èçâåñòíû. Îäíàêî, íå èìåÿ õîðîøåé ññûëêè, ìû âûíóæäåíû

ïðèâåñòè ñîáñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ,

êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â îñíîâíîì òåêñòå è â òîé ôîðìå, êîòîðàÿ íàì íåîáõîäèìà.

Ìû â îñíîâíîì èñïîëüçóåì òåõíèêó èç ñòàòüè [21].

Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è L � î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå

ðàññëîåíèå íà X , óäîâëåòâîðÿþùåå äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ Hi(X,Lk) = 0 äëÿ

âñåõ k > 0 è i 6= 0 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç A êîîðäèíàòíóþ àëãåáðó ìíîãîîáðàçèÿ X

îòíîñèòåëüíî ðàññëîåíèÿ L , òî åñòü A =
∞⊕

k=0

H0(X,Lk) .

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Xn äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N . Â äàëüíåéøåì áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç π
(n)
i ïðîåêöèþ Xn íà i -óþ êîìïîíåíòó, à ÷åðåç π

(n)
ij � ïðî-

åêöèþ Xn íà ïðîèçâåäåíèå i -îé è j -îé êîìïîíåíò. Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèÿ

∆(n)
(i1,...,ik)(ik+1,...,im) ⊂ Xn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆(n)
(i1,...,ik)(ik+1,...,im) :=

{
(x1, ..., xn) | xi1 = · · · = xik ; xik+1

= · · · = xm

}
.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü S
(n)
i âìåñòî ∆(n)

(n,...,i) . Î÷åâèäíî, ÷òî S
(n)
i

∼= Xi .

Òåïåðü, ïîëîæèì

T
(n)
i :=

i−1⋃

k=1

∆(n)
(n,...,i)(k,k−1), Σ(n) :=

n⋃

k=1

∆(n)
(k,k−1).

(Ïî îïðåäåëåíèþ T
(n)
1 è T

(n)
2 � ïóñòûå ïîäìíîæåñòâà). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî T

(n)
i ⊂

S
(n)
i .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç JΣ(n) ïó÷îê èäåàëîâ ïîäñõåìû Σ(n) ⊂ Xn à ÷åðåç I(n)
i ïó÷îê
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íà Xn , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ O
S

(n)
i

−→ O
T

(n)
i

−→
0 .

Çàôèêñèðóåì íà âðåìÿ m è k ≤ m . Ïóñòü s � âëîæåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

S
(m)
k

∼= Xk−1 × X â Xk , êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ ìíîãîîáðàçèÿ S
(m)
k ÿâëÿåòñÿ

òîæäåñòâåííûì ïî ïåðâûì k − 1 êîìïîíåíòàì è äèàãîíàëüíî ïî ïîñëåäíåé k -îé

êîìïîíåíòå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p ïðîåêöèþ S
(m)
k íà Xk−1 , êîòîðîå åñòü ïðîèçâå-

äåíèå ïåðâûõ k − 1 ñîìíîæèòåëåé.

Ëåììà 3.A.1 Ïó÷îê I(m)
1 èçîìîðôåí ïó÷êó O

∆
(n)
(n,...,1)

, à ïðè k > 1 ïó÷îê I(m)
k

èçîìîðôåí s∗p∗(JΣ(k−1)) . Â ÷àñòíîñòè ïðè k > 1 èìåþòñÿ èçîìîðôèçìû:

a) Hj(Xm, I(m)
k ⊗ (L£ · · ·£ Li)) =

Hj(Xk−1, JΣ(k−1) ⊗ (L£ · · ·£ L))⊗Am−k+i äëÿ âñåõ i > 0

b) Rjπ
(m)
1∗ (I(m)

k ⊗ (O £ L£ · · ·£ Li))

∼= Rjπ
(k−1)
1∗ (JΣ(k−1) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L))⊗Am−k+i äëÿ âñåõ i > 0

c) Rjπ
(m)
1m∗(I(m)

k ⊗ (O £ L£ · · ·£ Li))

∼= Rjπ
(k−1)
1∗ (JΣ(k−1) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L)) £ Lm−k+i äëÿ âñåõ i

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïðî òî, ÷òî ïðè k > 1 ïó÷îê I(m)
k èçîìîðôåí

s∗p∗(JΣ(k−1)) , ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé ïó÷êà I(m)
k è ïîäñõåì T

(m)
k è S

(m)
k .

Âñå îñòàëüíîå íåìåäëåííîå ñëåäñòâèå ýòîãî ôàêòà. 2

Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî n , íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèé êîìïëåêñ íà

Xn

P
q

n : 0 −→ JΣ(n) −→ I(n)
n −→ I(n)

n−1 −→ · · · −→ I(n)
2 −→ I(n)

1 −→ 0

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 2 ýòîò êîìïëåêñ åñòü

êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà X ×X :

P
q

2 : 0 −→ J∆ −→ OX×X −→ O∆ −→ 0

Ëåììà 3.A.2 Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ñ îáèëüíûì ëèíåé-

íûì ðàññëîåíèåì M . Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ñóùåñòâóåò i òà-

êîå, ÷òî äëÿ ðàññëîåíèÿ L = Mi è âñåõ 1 < m ≤ k âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
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ñâîéñòâà:

a) Hj(Xm, JΣ(m) ⊗ (L£ · · ·£ L)) = 0 äëÿ j 6= 0

b) Rjπ
(m)
1∗ (JΣ(m) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L)) = 0 äëÿ j 6= 0

c) Rjπ
(m)
1m∗(JΣ(m) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L£O)) = 0 äëÿ j 6= 0





(3.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî m ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ M£ · · ·£M , O£M£

· · ·£M è O£M· · ·£M£O íà Xm ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îáèëüíûì, π
(m)
1 -

îáèëüíûì è π
(m)
1m -îáèëüíûì. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî èç íèõ íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî òà-

êîå, ÷òî äëÿ âñåõ ñòåïåíåé ýòèõ ðàññëîåíèé áîëüøèõ äàííîãî ÷èñëà ñâîéñòâà a), b) è

ñ) âûïîëíåíû. Âîçüìåì ìàêñèìàëüíîå ñðåäè ýòèõ ÷èñåë ïî âñåì m ≤ k . Îáîçíà÷èì

ýòîò ìàêñèìó ÷åðåç i . Òîãäà äëÿ L = Mi ñâîéñòâà a), b) è c) òàêæå âûïîëíåíû.

2

3.A.b. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Bn := H0(Xn, JΣ(n) ⊗ (L£ · · ·£ L)), Rn−1 := R0π
(n)
1∗ (JΣ(n) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L)).

Ïðåäëîæåíèå 3.A.3 Ïóñòü L � î÷åíü îáèëüíîå ðàññëîåíèå íà ãëàäêîì ïðîåê-

òèâíîì ìíîãîîáðàçèè X , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.19) äëÿ âñåõ m òà-

êèõ, ÷òî 1 < m ≤ n + dimX + 2 . Òîãäà

1) àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ n-Êîøóëåâîé, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Bn ⊗k A −→ Bn−1 ⊗k A −→ · · · −→ B1 ⊗k A −→ A −→ k −→ 0

òî÷íà;

2) êîìïëåêñ ïó÷êîâ íà X

Ak−n ⊗Rn −→ Ak−n+1 ⊗Rn−1 −→ · · · −→ Ak−1 ⊗R1 −→ Ak ⊗R0 −→ Lk −→ 0

òî÷åí äëÿ âñåõ k ≥ 0 (åñëè k − i < 0 , òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ Ak−i = 0 );

3) êîìïëåêñ ïó÷êîâ íà X ×X

L−n £ Rn −→ · · · −→ L−1 £ R1 −→ OM £ R0 −→ O∆

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, òî åñòü äàåò n-ðåçîëüâåíòó äèàãîíàëè íà X ×X .
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Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Âî-ïåðâûõ, êîìáèíèðóÿ Ëåììû 3.A.1 è 3.A.2 , äëÿ âñåõ 1 < m ≤ n+dimX +2

ïîëó÷àåì:

1) H0(Xm, I(m)
k ⊗ (L£ · · ·£ Li)) =

H0(Xk−1, JΣ(k−1) ⊗ (L£ · · ·£ L))⊗Am−k+i = Bk−1 ⊗Am−k+i

2) Hj(Xm, I(m)
k ⊗ (L£ · · ·£ Li)) = 0 ïðè j 6= 0.

(3.20)

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñû P
q

m⊗(L£ · · ·£L) ïðè m ≤ n+dimX +1 . Ïðèìåíÿÿ ê íèì

ôóíêòîð H0 è èñïîëüçóÿ óñëîâèå (3.20), ìû ïîëó÷àåì òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

0 −→ Bm −→ Bm−1 ⊗k A1 −→ · · · −→ B1 ⊗k Am−1 −→ Am −→ 0

äëÿ âñåõ m ≤ n + dim X + 1 .

Òåïåðü ïîëîæèì m = n + dim X + 1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç 0 W
q

m êîìïëåêñ

I(m)
m −→ I(m)

m−1 −→ · · · −→ I(m)
2 −→ I(m)

1 −→ 0,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ðåçîëüâåíòîé ïó÷êà JΣ(m) . Âîçüìåì êîìïëåêñ W
q

m⊗(L£

· · ·£ L£ Li) è ïðèìåíèì ê íåìó ôóíêòîð H0 . Ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

Bm−1 ⊗k Ai −→ Bm−2 ⊗k Ai+1 −→ · · · −→ B1 ⊗k Am+i−2 −→ Am+i−1 −→ 0

Èç ñâîéñòâà (3.20) 2) ñëåäóåò, ÷òî êîãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñà åñòü Hj(Xm, JΣ(m)⊗
(L£ · · ·£ L£ Li)) . Èç óñëîâèÿ (3.19) b) ñëåäóåò, ÷òî

Hj(Xm, JΣ(m) ⊗ (L£ · · ·£ L£ Li)) = Hj(X,R0π
(m)
m∗ (JΣ(m) ⊗ (L£ · · ·£ L£O))⊗ Li)

Ñëåäîâàòåëüíî, îíè òðèâèàëüíû ïðè j > dimX è çíà÷èò èìååòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü:

Bn ⊗k Am−n+i−1 −→ Bn−1 ⊗k Am−n+i −→ · · · −→ B1 ⊗k Am+i−2 −→ Am+i−1 −→ 0

ïðè i ≥ 1 . À ïðè i ≤ 1 òî÷íîñòü áûëà äîêàçàíà ðàíåå. Òî åñòü àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ

n-Êîøóëåâîé.

2) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1). Èìååì èçîìîðôèçìû:

1) R0π
(m)
1∗ (I(m)

k ⊗ (O £ L£ · · ·£ L)) ∼=
R0π

(k−1)
1∗ (JΣ(k−1) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L))⊗Am−k+1

2) Rjπ
(m)
1∗ (I(m)

k ⊗ (O £ L£ · · ·£ L)) = 0 äëÿ âñåõ j 6= 0

(3.21)
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Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ôóíêòîð R0π
(m)
1∗ ê êîìïëåêñàì P

q
m ⊗ (O £ L £ · · · £ L)) ïðè

m ≤ n + dimX + 2 , ìû ïîëó÷àåì òî÷íûé êîìïëåêñ ïó÷êîâ íà X :

0 −→ Rm−1 −→ A1 ⊗Rm−2 −→ · · · −→ Am−2 ⊗R1 −→ Am−1 ⊗R0 −→ Lm−1 −→ 0

äëÿ m ≤ n + dimX + 2 .

Ðàññìîòðèì m = n + dimX + 2 . Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð R0π
(m)
1∗ ê êîìïëåêñó

W
q

m ⊗ (O £ L£ · · ·£ L£ Li)),

ìû ïîëó÷àåì êîìïëåêñ

Ai ⊗Rm−2 −→ · · · −→ Am+i−3 ⊗R1 −→ Am+i−2 ⊗R0 −→ Lm+i−2 −→ 0.

Ïî ñâîéñòâó (3.21) êîãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñà åñòü

Rjπ
(m)
1∗ (JΣ(m) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L£ Li)) ∼=

Rjp1∗(R0π
(m)
1m∗(JΣ(m) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L£O))⊗ (O £ Li)),

êîòîðûå òðèâèàëüíû ïðè j > dimX . Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ íà X

Ak−n ⊗Rn −→ Ak−n+1 ⊗Rn−1 −→ · · · −→ Ak−1 ⊗R1 −→ Ak ⊗R0 −→ Lk −→ 0

òî÷íà äëÿ âñåõ k ≥ 0 .

3) Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ W
q

n+2 ⊗ (O £ L£ · · ·£ L£ L−n) íà Xn+2 . Ïðèìåíÿÿ

òåïåðü ôóíêòîð R0π
(n+2)
1(n+2)∗ ê íåìó, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êîìïëåêñ íà X ×X :

L−n £ Rn −→ · · · −→ L−1 £ R1 −→ OM £ R0 −→ O∆ (3.22)

Âñïîìèíàÿ óñëîâèå c) Ëåììû 3.A.1 è óñëîâèå (3.19) b), íàõîäèì ÷òî êîãîìîëîãèè

ýòîãî êîìïëåêñà èçîìîðôíû ïó÷êàì

Rjπ
(n+2)
1(n+2)∗(JΣ(n+2) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L£O))⊗ (O £ L−n),

êîòîðûå ïî ñâîéñòâó (3.19) c) ðàâíû 0 ïðè j > 0 . Òî åñòü êîìïëåêñ (3.22) ÿâëÿåòñÿ

òî÷íûì. 2
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Ãëàâà 4

Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè
êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà Ê3
ïîâåðõíîñòÿõ

4.1 Ê3 ïîâåðõíîñòè è ðåøåòêà Ìóêàè.

4.1.a. Ýòà ãëàâà öåëèêîì ïîñâÿùåíà ïðîèçâîäíûì êàòåãîðèÿì êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ

íà ïîâåðõíîñòÿõ òèïà Ê3 íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ãëàâíûé âîïðîñ, êîòîðûé

íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü, è íà êîòîðûé ìû äàäèì îòâåò: êîãäà äâå ðàçíûõ Ê3 ïî-

âåðõíîñòè èìåþò ýêâèâàëåíòíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Êàê è ðàíüøå ìû

ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êàê òðèàíãóëèðîâàííûå è ýêâèâàëåíòíîñòü

ïîíèìàåì, êàê ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îáèëüíûì êàíîíè÷å-

ñêèì èëè àíòèêàíîíè÷åñêèì êëàññîì ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèç-

âîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ (ñì. Òåîðåìó 2.1.3). Îäíàêî äëÿ ìíîãîîáðàçèé

äðóãîãî òèïà âîïðîñ ýòîò íåòðèâèàëüíûé è îñîáåííî èíòåðåñåí äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ

òðèâèàëüíûì êàíîíè÷åñêèì êëàññîì. Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû áóäåì î÷åíü ïîäðîá-

íî èññëåäîâàòü íà ýòîò ïðåäìåò êëàññ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Íî íà÷íåì ìû ñ Ê3

ïîâåðõíîñòåé.

Ìû íà÷íåì ñ îñíîâíûõ íåîáõîäèìûõ íàì ôàêòîâ ïðî Ê3 ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå

ìû áóäåì ñ÷èòàòü ãëàäêèìè Íàïîìíèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 � ýòî êîìïàêò-
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íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü S , äëÿ êîòîðîé KS = 0 è H1(S,Z) = 0 . Òà-

êèå ïîâåðõíîñòè íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ îäíîñâÿçíûìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòî-

ðûå êîãîìîëîãèè H2(S,Z) íå èìåþò êðó÷åíèÿ è ÿâëÿþòñÿ ÷åòíîé ðåøåòêîé ðàíãà

22 îòíîñèòåëüíî ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, èç ôîðìóëû Íåòåðà ñëåäóåò, ÷òî

pg(S) = 1 è h1,1(S) = 20 .

Îäíèì èç îñíîâíûõ èíâàðèàíòîâ ïîâåðõíîñòè òèïà Ê3 ÿâëÿåòñÿ åå ãðóïïà

Íåðîíà-Ñåâåðè NS(S) ⊂ H2(S,Z) , êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Ïè-

êàðà Pic(S) . Ðàíã ðåøåòêè NS(S) íå ïðåâîñõîäèò h1,1 = 20 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

TS ðåøåòêó òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ, êîòîðàÿ ïî îïðåäåëåíèþ åñòü îðòîãîíàëüíîå

äîïîëíåíèå ê ðåøåòêå Íåðîíà-Ñåâåðè NS(S) âî âòîðûõ êîãîìîëîãèÿõ H2(S,Z) .

Òåïåðü, îáîçíà÷èì ÷åðåç tdS êëàññ Òîääà ïîâåðõíîñòè S , êîòîðûé åñòü ýëå-

ìåíò H∗(S,Q) . Îí èìååò âèä 1 + 2w , ãäå 1 ∈ H0(S,Z) � ýòî åäèíèöà êîëüöà êî-

ãîìîëîãèé H∗(S,Z) , è w ∈ H4(S,Z) � ôóíäàìåíòàëüíûé êîöèêë S . Ðàññìîòðèì

ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü
√

tdS = 1 + w , êîòîðûé äëÿ Ê3 ïîâåðõíîñòè

ëåæèò â êîëüöå öåëûõ êîãîìîëîãèé H∗(S,Z) .

Äëÿ ëþáîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà íà S

îïðåäåëåí õàðàêòåð ×åðíà, êîòîðûé ïî àääèòèâíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïðî-

èçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Åñëè F � îáúåêò Db(S) , òî õàðàêòåð

×åðíà

ch(F ) = r(F ) + c1(F ) +
1
2
(c2

1 − 2c2)

ïðèíàäëåæèò öåëûì êîãîìîëîãèÿì H∗(S,Z) . Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà F ìû îïðåäå-

ëèì ýëåìåíò

v(F ) = ch(F ) ·
√

tdS ∈ H∗(S,Z)

è íàçîâåì åãî âåêòîðîì, àññîöèèðîâàííûé ñ F (èëè âåêòîðîì Ìóêàè).

Íà ðåøåòêå êîãîìîëîãèé H∗(S,Z) îïðåäåëèì ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîð-

ìó ïî ïðàâèëó

(u, u′) = r · s′ + s · r′ − α · α′ ∈ H4(S,Z) ∼= Z

äëÿ âñÿêîé ïàðû u = (r, α, s), u′ = (r′, α′, s′) ∈ H0(S,Z)⊕H2(S,Z)⊕H4(S,Z) . Ðåøåò-

êó êîãîìîëîãèé H∗(S,Z) ñ ýòîé áèëèíåéíîé ôîðìîé ( , ) íàçîâåì ðåøåòêîé Ìóêàè

è îáîçíà÷èì ÷åðåç H̃(S,Z) . Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà îòëè÷àåòñÿ îò

îáû÷íîé ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ çíàêîì (−) íà âòîðûõ êîãîìîëîãèÿõ. È çíà÷èò ðåøåò-
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êà Ìóêàè H̃(S,Z) èçîìîðôíà ðåøåòêå U⊥− H2(S,Z) , ãäå U � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ

ðåøåòêà ( 0 1
1 0 ) .

Äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ F è G , ñïàðèâàíèå (v(F ), v(G)) åñòü ïî îïðåäå-

ëåíèþ H4 -êîìïîíåíòà ýëåìåíòà ch(F )∨ · ch(G) · tdS . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðåìå

Ðèìàíà-Ðîõà-Ãðîòåíäèêà èìååì ðàâåíñòâî:

(v(F ), v(G)) = χ(F, G) :=
∑

i

(−1)i dimExti(F , G).

Íà ðåøåòêàõ H̃(S,Z) è TS èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå ñòðóêòóðû Õîäæà. Â äàííîì

ñëó÷àå ïîä ñòðóêòóðàìè Õîäæà ìû ïîíèìàåì òî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ H̃(S,C) è

TS ⊗ C çàôèêñèðîâàíû îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H2,0(S) .

Îïðåäåëåíèå 4.1.1 Ïóñòü S1 è S2 � äâå Ê3 ïîâåðõíîñòè. Ìû ñêàæåì, ÷òî

èõ ðåøåòêè Ìóêàè (ñîîòâ. ðåøåòêè òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ) Õîäæåâî èçîìåò-

ðè÷íû, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ ìåæäó íèìè, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò îäíîìåðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî H2,0(S1) â H2,0(S2) .

4.1.b. Ïóñòü ñåé÷àñ E � ýòî ïðîèçâîëüíûé îáúåêò èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ïðî-

èçâåäåíèÿ Db(S1 × S2). Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèé öèêë

ZE := p∗
√

tdS1 · ch(E) · π∗
√

tdS2 (4.1)

íà ïðîèçâåäåíèè S1 × S2 , ãäå p è π � ïðîåêöèè â äèàãðàììå

S1 × S2
π−→ S2

p
y
S1 .

Â ñëó÷àå Ê3 ïîâåðõíîñòåé öèêë Z , êîòîðûé a priori ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, íà

ñàìîì äåëå öåëûé.

Ëåììà 4.1.2 [35] Äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà E ∈ Db(S1 × S2) õàðàêòåð ×åðíà ch(E)

è öèêë ZE ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, òî åñòü ïðèíàäëåæàò H∗(S1 × S2,Z) .

Òàêèì îáðàçîì, öèêë Z çàäàåò îòîáðàæåíèå èç ðåøåòêè öåëûõ êîãîìîëîãèé ïî-

âåðõíîñòè S1 â öåëûå êîãîìîëîãèè S2 :

fZ : H∗(S1,Z) −→ H∗(S2,Z)

∪ ∪
α 7→ π∗(Z · p∗(α)).

(4.2)
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Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå àíàëîãè÷íî Òåîðåìå 4.9 èç ðàáîòû [35].

Ïðåäëîæåíèå 4.1.3 Åñëè îáúåêò E òàêîé, ÷òî ôóíêòîð ΦE èç êàòåãîðèè

Db(S1) â êàòåãîðèþ Db(S2) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì, òî:

1) fZE ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ìåæäó ðåøåòêàìè H̃(S1,Z) è H̃(S2,Z) ,

2) îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê f ñîâïàäàåò ñ ãîìîìîðôèçìîì

f ′ : H∗(S2,Z) −→ H∗(S1,Z)

∪ ∪
β 7→ p∗(Z∨E · π∗(β)),

îïðåäåëåííûì öèêëîì

Z∨E = p∗
√

tdS1 · ch(E∨) · π∗
√

tdS2 ,

ãäå E∨ := R
qHom(E ,OS1×S2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâûé è ïðàâûé ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû ê ΦE èçîìîðôíû è

çàäàþòñÿ ïî ôîðìóëå:

Φ∗E = Φ!
E = Rp∗(E∨

L⊗ π∗( q))[2].

Òàê êàê ΦE âïîëíå ñòðîãèé, òî êîìïîçèöèÿ Φ∗E ◦ ΦE èçîìîðôíû òîæäåñòâåííîìó

ôóíêòîðó idDb(S1) .

Òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð idDb(S1) çàäàåòñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì O∆ äèàãîíà-

ëè ∆ ⊂ S1 × S1 .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðîåêöèè è Òåîðåìó Ðèìàíà-Ðîõà-Ãðîòåíäèêà, ìîæíî íàéòè,

÷òî êîìïîçèöèÿ f ′◦f ïðåäñòàâëÿåòñÿ öèêëîì p∗1
√

tdS1 ·ch(O∆)·p∗2
√

tdS1 , ãäå p1, p2

� ïðîåêöèè S1 × S1 íà ñîìíîæèòåëè. Îïÿòü ïî Òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà-Ãðîòåíäèêà

íàõîäèì, ÷òî ýòîò öèêë åñòü öèêë ∆ . Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîçèöèÿ f ′ ◦ f ÿâëÿåòñÿ

òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì, è çíà÷èò f åñòü èçîìîðôèçì ìåæäó H∗(S1,Z) è

H∗(S2,Z) , ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî îáå îíè ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè

îäèíàêîâîãî ðàíãà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç νS : S −→ Spec C ñòðóêòóðíûé ìîðôèçì S . Òîãäà ñïàðèâàíèå

(α, α′) íà ðåøåòêå H̃(S,Z) ìîæíî çàïèñàòü êàê ν∗(α∨ ·α′) . Èç ôîðìóëû ïðîåêöèè
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ïîëó÷àåì:

(α, f(β)) = νS2,∗(α∨ · π∗(π∗
√

tdS2 · ch(E) · p∗√tdS1 · p∗(β))) =

= νS2,∗π∗(π∗(α∨) · p∗(β) · ch(E) ·√tdS1×S2) =

= νS1×S2,∗(π∗(α∨) · p∗(β) · ch(E) ·√tdS1×S2)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α ∈ H∗(S2,Z), β ∈ H∗(S1,Z) . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èìååì:

(β, f ′(α)) = νS1×S2,∗(p∗(β∨) · π∗(α) · ch(E)∨ ·
√

tdS1×S2).

Ñëåäîâàòåëüíî, (α, f(β)) = (f ′(α), β) . Òàê êàê f ′◦f � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå,

òî

(f(α), f(α′)) = (f ′f(α), α′) = (α, α′).

È çíà÷èò f � ýòî èçîìåòðèÿ. 2

4.2 Êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðîèçâîäíûõ êàòåãî-
ðèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

4.2.a. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äàäèì êðèòåðèé òîãî, êîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè

êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà äâóõ Ê3 ïîâåðõíîñòÿõ ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå

êàòåãîðèè. Ýòîò êðèòåðèé ïî âèäó î÷åíü íàïîìèíàåò ñòðîãóþ Òåîðåìó Òîðåëëè äëÿ

Ê3 ïîâåðõíîñòåé, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî äâå Ê3 ïîâåðõíîñòè S1 è S2 èçîìîðôíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðåøåòêè âòîðûõ êîãîìîëîãèé õîäæåâî èçîìåòðè÷íû,

òî åñòü ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ

H2(S1,Z) ∼−→ H2(S2,Z),

ïðîäîëæåíèå êîòîðîé äî îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ êîãîìîëîãèé ïåðåâîäèò ïîäïðî-

ñòðàíñòâî H2,0(S1) â H2,0(S2) (ñì. [31]).

Íàø ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû âûãëÿäèò òàê.

Òåîðåìà 4.2.1 Ïóñòü S1 è S2 � äâå ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå K3 ïîâåðõíîñòè íà

ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C . Òîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ

Db(S1) è Db(S2) ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò Õîäæåâà èçîìåòðèÿ f : H̃(S1,Z) ∼−→ H̃(S2,Z) ìåæäó

ðåøåòêàìè Ìóêàè ïîâåðõíîñòåé S1 è S2 .
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Ýòà òåîðåìà èìååò è äðóãîé âàðèàíò, êîòîðûé òàêæå ìîæåò áûòü èíòåðåñåí (ñì.

Òåîðåìó 4.2.4 ).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.2.1 ðàçîáüåì íà äâå ÷àñòè è íà äâà Ïðåäëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî Ïðåäëîæåíèÿ ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ãëàâíóþ Òåîðåìó

3.2.1 ïðåäûäóùåé ãëàâû,

òàê êàê èñïîëüçóåò òîò ôàêò, ÷òî ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.2 Ïóñòü S1 è S2 � äâå Ê3 ïîâåðõíîñòè òàêèå, ÷òî èõ ïðî-

èçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ýêâèâàëåíòíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò Õîäæå-

âà èçîìåòðèÿ ìåæäó ðåøåòêàìè òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ TS1 è TS2 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Òåîðåìå 3.2.2 ñóùåñòâóåò îáúåêò E íà ïðîèçâåäåíèè S1×S2 ,

êîòîðûé çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü. Èç Ïðåäëîæåíèÿ 4.1.3 ñëåäóåò, ÷òî fZE çàäàåò

Õîäæåâó èçîìåòðèþ ìåæäó ðåøåòêàìè Ìóêàè H̃(S1,Z) è H̃(S2,Z) . Òàê êàê öèêë

Z ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, ìû ïîëó÷àåì äâå èçîìåòðèè falg : −NS(S1)⊥U ∼−→
−NS(S2)⊥U è fτ : TS1

∼−→ TS2 , ãäå NS(S1), NS(S2) � ðåøåòêè Íåðîíà-Ñåâåðè, è

TS1 , TS2 � ðåøåòêè òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî fτ ÿâëÿåòñÿ Õîäæåâîé

èçîìåòðèåé. 2

Äîêàçàòåëüñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû ñòàòüè

[35], ãäå èññëåäîâàíû ìíîãîîáðàçèÿ ìîäóëåé ðàññëîåíèé íà Ê3 ïîâåðõíîñòÿõ, à òàêæå

èñïîëüçóåò Òåîðåìó 2.1.5, â êîòîðîé äàåòñÿ êðèòåðèé òîãî, êîãäà ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå ñòðîãèì (cì. [9])

Ïðåäëîæåíèå 4.2.3 Ïóñòü S1 è S2 � äâå ïðîåêòèâíûå Ê3 ïîâåðõíîñòè. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò Õîäæåâà èçîìåòðèÿ

f : H̃(S2,Z) ∼−→ H̃(S1,Z).

Òîãäà îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(S1) è Db(S2)

ýêâèâàëåíòíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì v = f(0, 0, 1) = (r, l, s) è u = f(1, 0, 0) = (p, k, q) . Áåç

ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî r > 1 . Äåéñòâèòåëüíî íà ðåøåòêå

Ìóêàè ñóùåñòâóþò äâà òèïà Õîäæåâûõ èçîìåòðèé. Ïåðâûé òèï � ýòî óìíîæåíèå íà

õàðàêòåð ×åðíà em ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ:

φm(r, l, s) = (r, l + rm, s + (m, l) +
r

2
m2).
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Âòîðîé òèï � ýòî ïåðåñòàíîâêà r è s . Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàìåíèòü f òàê,

÷òî r > 1 .

Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð v ∈ U ⊥ −NS(S1) ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì, òî åñòü (v, v) =

0 . Â çàìå÷àòåëüíîé ðàáîòå Ìóêàè [35] äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïî-

ëÿðèçàöèÿ A íà ïîâåðõíîñòè Ê3 S1 òàêàÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé MA(v)

ðàññëîåíèé ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíî ïîëÿðèçàöèè A , äëÿ êîòîðûõ âåêòîð Ìóêàè

ñîâïàäàåò ñ v , ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé Ê3 ïîâåðõíîñòüþ. Áîëåå òîãî, òàê

êàê ñóùåñòâóåò âåêòîð u ∈ U ⊥ −NS(S1) òàêîé, ÷òî (v, u) = 1 , òî ìíîãîîáðà-

çèå ìîäóëåé MA(v) ÿâëÿåòñÿ òîíêèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå

ðàññëîåíèå E íà ïðîèçâåäåíèè S1 ×MA(v) .

Óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå E çàäàåò ôóíêòîð ΦE : Db(MA(v)) −→ Db(S1) . Äëÿ

ýòîãî ôóíêòîðà ìû ëåãêî ìîæåì ïðîâåðèòü óñëîâèÿ Òåîðåìû 2.1.5. Äåéñòâèòåëüíî

ΦE(Ot) = Et , ãäå Et � ñòàáèëüíîå ðàññëîåíèå íà S1 , äëÿ êîòîðîãî v(Et) = v . Âñå

ýòè ïó÷êè ïðîñòûå è, êîíå÷íî, Exti(Et , Et) = 0 äëÿ i 6∈ [0, 2] . ×òî äàåò óñëîâèå 2)

Òåîðåìû 2.1.5.

Òàê êàê Et ñòàáèëüíû, òî Hom(Et1 , Et2) = 0 . È ïî äâîéñòâåííîñòè Ñåððà

Ext2(Et1 , Et2) = 0 . Èçîòðîïíîñòü âåêòîðà v âëå÷åò, ÷òî è Ext1(Et1 , Et2) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ïó÷êè Et1 è Et2 îðòîãîíàëüíû äëÿ ëþáûõ ðàçíûõ òî÷åê t1, t2 .

Ïî Òåîðåìå 2.1.5 ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêòîð ΦE ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Íà ñàìîì äåëå, ôóíêòîð ΦE íå òîëüêî âïîëíå ñòðîãèé, íî è ÿâëÿåòñÿ ýêâèâà-

ëåíòíîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç D îáðàç êàòåãîðèè Db(MA(v)) â

Db(S1) . Òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé (ñì. Îïðåäåëåíèå 2.2.2), òî ñóùåñòâó-

þò ïðàâûé è ëåâûé îðòîãîíàëû ê íåé, êîòîðûå èç-çà òîãî, ÷òî êàíîíè÷åñêèé êëàññ

íà Ê3 ïîâåðõíîñòè òðèâèàëåí, ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì â äàííîì ñëó÷àå. Òàêèì

îáðàçîì, ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà
〈D⊥,D〉

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ îðòî-

ãîíàëüíûì. Ðàññìîòðèì îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà MA(v) . Âñå ñòåïåíè

L⊗i ÿâëÿþòñÿ íåðàçëîæèìûìè îáúåêòàìè è çíà÷èò ïðèíàäëåæàò êàêîé-íèáóäü ïîä-

êàòåãîðèè D èëè D⊥ è âñå îäíîé è òîé æå. Íî {Li} îáðàçóþò îáèëüíóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü (ñì. Îïðåäåëåíèå 3.4.1). Ïî Ëåììå 3.4.3 îðòîãîíàë ê ïîäêàòåãîðèè,

ïîðîæäåííîé îáèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàâåí 0 . Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê D
íå òðèâèàëüíà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî D⊥ = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ΦE � ýêâèâàëåíòíîñòü.

Òåïåðü, öèêë ZE , îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (4.1), èíäóöèðóåò Õîäæåâó èçîìåò-
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ðèþ g : H̃(MA(v),Z) −→ H̃(S1,Z) òàêóþ, ÷òî g(0, 0, 1) = v = (r, l, s) . Ñëåäîâàòåëü-

íî, f−1 ◦ g òàêæå ÿâëÿåòñÿ Õîäæåâîé èçîìåòðèåé è ïåðåâîäèò (0, 0, 1) â (0, 0, 1) .

Ñëåäîâàòåëüíî, f−1 · g èíäóöèðóåò Õîäæåâó èçîìåòðèþ ìåæäó ðåøåòêàìè âòîðûõ

êîãîìîëîãèé ïîâåðõíîñòåé S2 è MA(v) . È, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñèëüíîé òåîðåìå

Òîðåëëè ïîâåðõíîñòè S2 è MA(v) èçîìîðôíû ([31]). 2

Äàííîå Ïðåäëîæåíèå è Ïðåäëîæåíèå 4.1.3 äàþò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.2.1 .

4.2.b. Ñóùåñòâóåò äðóãàÿ âåðñèÿ Òåîðåìû 4.2.1 , êîòîðàÿ äàåò êðèòåðèé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé â òåðìèíàõ ðåøåòêè òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ.

Òåîðåìà 4.2.4 Ïóñòü S1 è S2 � äâå ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå K3 ïîâåðõíîñòè íàä

ïîëåì C . Òîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(S1) è Db(S2)

ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-

ùåñòâóåò Õîäæåâà èçîìåòðèÿ fτ : TS1

∼−→ TS2 ìåæäó ðåøåòêàìè òðàíñöåäåíò-

íûõ öèêëîâ ïîâåðõíîñòåé S1 è S2 .

Ýòà óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 4.2.1 è ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.5 [41] Ïóñòü φ1, φ2 : T −→ H � äâà ïðèìèòèâíûõ âëîæå-

íèÿ ðåøåòêè T â ÷åòíóþ óíèìîäóëÿðíóþ ðåøåòêó H . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îð-

òîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå N := φ1(T)⊥ â H ñîäåðæèò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ðåøåòêó

U = ( 0 1
1 0 ) êàê ïîäðåøåòêó. Òîãäà φ1 è φ2 ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò

èçîìåòðèÿ γ ðåøåòêè H òàêàÿ, ÷òî φ1 = γφ2 .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì èìååòñÿ Õîäæåâà èçîìåòðèÿ

fτ : TS2

∼−→ TS1 .

Ìû çíàåì, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ðåøåòêå òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ TS â

ðåøåòêå Ìóêàè H̃(S,Z) èçîìîðôíî ðåøåòêå −NS(S) ⊥ U . È çíà÷èò ïî ïðåäûäó-

ùåìó Ïðåäëîæåíèþ 4.2.5 ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ

f : H̃(S2,Z) ∼−→ H̃(S1,Z)

òàêàÿ, ÷òî f
∣∣
TS2

= fτ . Òàêèì îáðàçîì, èçîìåòðèÿ f ÿâëÿåòñÿ òàêæå Õîäæåâîé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðåìå 4.2.1 ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà

ïîâåðõíîñòÿõ S1 è S2 ýêâèâàëåíòíû.
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Ãëàâà 5

Àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ

5.1 Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ: îñíîâ-
íûå ðåçóëüòàòû.

Â ýòîé ãëàâå ìû èññëåäóåì ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà àáåëåâûõ

ìíîãîîáðàçèÿõ è èõ ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå è Â � äâîéñòâåííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå. Â

ðàáîòå [33] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A)

è Db(Â) ýêâèâàëåíòíû, è ýêâèâàëåíòíîñòü, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

Ôóðüå-Ìóêàè, ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ Ïóàíêàðå PA

íà ïðîèçâåäåíèè A× Â ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

F 7→ R·p2∗(PA ⊗ p∗1(F )).

Ýòà êîíñòðóêöèÿ Ìóêàè áûëà îáîáùåíà â ñòàòüå [42] ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ A è B , è èçîìîðôèçì f ìåæäó àáå-

ëåâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè A× Â è B × B̂ . Çàïèøåì f â ìàòðè÷íîì âèäå

x y

z w


 ,

ãäå x � ãîìîìîðôèçì èç A â B , y � èç Â â B , è òàê äàëåå. Ìû íàçîâåì åãî

èçîìåòðè÷íûì, åñëè îáðàòíûé ê f èìååò ñëåäóþùèé âèä:

f−1 =


 ŵ −ŷ

−ẑ x̂



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Â ñòàòüå [42] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè äëÿ äâóõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðà-

è÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì A è B ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì ìåæäó

A× Â è B × B̂ , òî ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(B)

ýêâèâàëåíòíû.

Â ýòîé ãëàâå ìû äîêàçûâàåì ðàâíîñèëüíîñòü ýòèõ óñëîâèé íàä àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 , òî åñòü, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè Db(A) è

Db(B) ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîð-

ôèçì èç A×Â â B×B̂ . Íà ñàìîì äåëå, â îäíó ñòîðîíó ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî íàä

ïðîèçâîëüíûì ïîëåì (Òåîðåìà 5.2.19 ). Êàê ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðîèçâîä-

íûå êàòåãîðèè êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû Db(A) äëÿ çàäàííîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ

A (Ñëåäñòâèå 5.2.20 ). Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà Òåîðåìó 3.2.2 èç

ãëàâû 3, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî ëþáàÿ òî÷íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ïðîèçâîäíûìè

êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè.

Ïðåäñòàâëÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòè îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè, ìû ïîñòðîèì îòîá-

ðàæåíèå èç ìíîæåñòâà âñåõ òî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ìåæäó Db(A) è Db(B) â

ìíîæåñòâî èçîìåòðè÷íûõ èçîìîðôèçìîâ èç A× Â â B × B̂ .

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ôóíêòîðèàëüíî (Ïðåäëîæåíèå 5.2.15

). Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé

êàòåãîðèè Db(A) â ãðóïïó U(A×Â) èçîìåòðè÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ

A× Â .

Â ïàðàãðàôå 5.3 ìû îïèñûâàåì ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ

èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå Z è ãðóïïû k -òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ A×Â (Ïðåäëîæåíèå

5.3.3 ). Òåõíè÷åñêè ýòî îïèñàíèå îïèðàåòñÿ íà òîò ôàêò, ÷òî îáúåêò íà ïðîèçâåäåíèè

àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, çàäàþùèé ýêâèâàëåíòíîñòü, íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì

ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè (Ïðåäëîæåíèå 5.3.2 ). Ýòî óòâåðæäå-

íèå íè â êîåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ îáùèì ôàêòîì. Îíî, ê ïðèìåðó, íå âåðíî äëÿ Ê3

ïîâåðõíîñòåé, íî â ñëó÷àå àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé äàåò êëþ÷ ê îïèñàíèþ ãðóïïû

àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå 5.4, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îñíîâíîå ïîëå àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòî è char (k) = 0 , ìû ïðèâîäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ èç [42],
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îñíîâàííîå íà ôàêòàõ èç ñòàòüè [34], â êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ ïîëóîäíîðîäíûå ðàññëî-

åíèÿ íà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ãðóïï

0 −→ Z⊕ (A× Â)k −→ AuteqDb(A) −→ U(A× Â) −→ 1.

Â çàêëþ÷åíèè, ìû îïèñûâàåì öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå U(A× Â) ñ ïîìîùüþ Z è

äàåì ôîðìóëó äëÿ 2-êîöèêëà, êîòîðûé çàäàåò ýòî ðàñøèðåíèå.

5.2 Ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ íà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

5.2.a. Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n íà ïîëåì k. Áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç m : A×A → A ìîðôèçì êîìïîçèöèè, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåí-

íûì íàä ïîëåì k, è ÷åðåç e � k �òî÷êó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ãðóïïîâîé

ñòðóêòóðû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Â äâîéñòâåííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíî-

ãîîáðàçèåì ìîäóëåé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà A , ïðèíàäëåæàùèõ Pic0(A) . Áîëåå

òîãî, Â ÿâëÿåòñÿ òîíêèì ìíîãîîáðàçèåì ìîäóëåé. Ïîýòîìó íà ïðîèçâåäåíèè A× Â

ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå P, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíè-

åì Ïóàíêàðå. Ýòî ðàññëîåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî òåì, ÷òî äëÿ ëþáîé k �òî÷êè

α ∈ Â îãðàíè÷åíèå P íà A×{α} èçîìîðôíî ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ èç Pic0(A) ,

ñîîòâåòñòâóþùåìó α, è â äîïîëíåíèè îãðàíè÷åíèå P
∣∣∣
{e}× bA

äîëæíî áûòü òðèâè-

àëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 5.2.1 Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà A , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò k -

òî÷êå α ∈ Â, áóäåì îáîçíà÷àòü äàëåå Pα.

Áîëåå òîãî, åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé A1, ..., Am è k -

òî÷êà (α1, ..., αm) ∈ Â1 × · · · × Âm , òîãäà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P(α1,...,αk) ëè-

íåéíîå ðàññëîåíèå Pα1 £ · · ·£ Pαk
íà ïðîèçâåäåíèè A1 × · · · ×Ak .

Äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé f : A → B îïðåäåëåí äâîé-

ñòâåííûé ãîìîìîðôèçì f̂ : B̂ → Â. Ïîòî÷å÷íî îí óñòðîåí òàê, ÷òî òî÷êó β ∈ B̂

ïåðåâîäèò â òî÷êó α ∈ Â òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå f∗Pβ

ñîâïàäàåò ñ ðàññëîåíèåì Pα íà A .
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Äâàæäû äâîéñòâåííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ̂̂
A ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðà-

çîì îòîæäåñòâëåíî ñ A ïðè ïîìîùè ðàññëîåíèé Ïóàíêàðå íà A× Â è íà Â× ̂̂
A .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì κA : A
∼→ ̂̂

A òàêîé, ÷òî

ïîäíÿòèå ðàññëîåíèÿ Ïóàíêàðå P bA ïðè èçîìîðôèçìå 1 × κA : Â × A
∼−→ Â × ̂̂

A

ñîâïàäàåò ñ ðàññëîåíèåì Ïóàíêàðå PA , ò.å. (1× κA)∗P bA
∼= P

A
.

Òàêèì îáðàçîì, ̂ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé íà êàòåãîðèè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé,

ò.å. êîíòðîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì, ÷åé êâàäðàò èçîìîðôåí òîæäåñòâåííîìó ôóíê-

òîðó κ : id ∼→ ̂̂ .

Çàìå÷àíèå 5.2.2 ( k = C ) Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå íàä C . Âûáåðåì áàçèñ

l1, ..., l2n â H1(A,Z) è äâîéñòâåííûé áàçèñ l∗1, ..., l
∗
2n â H1(Â,Z) ∼= H1(A,Z)∗ . Ïóñòü

òåïåðü l∗∗1 , ..., l∗∗2n � ýòî áàçèñ â H1(
̂̂
A,Z), äâîéñòâåííûé ê l∗1, ..., l

∗
2n . Èçîìîðôèçì κA :

A
∼−→ ̂̂

A èíäóöèðóåò îòîæäåñòâëåíèå H1(A,Z) ñ H1(
̂̂
A,Z), ïðè êîòîðîì ýëåìåíòû li

ïåðåõîäÿò â −l∗∗i (!). Çíàê ìèíóñ ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî ôîðìû c1(PA) è c1(P bA)

êîñîñèììåòðè÷íû.

Çàìå÷àíèå 5.2.3 ( k = C ) Ïóñòü f : A → B � íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì êîìïëåêñíûõ
àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, è f̂ : Â → B̂ � äâîéñòâåííûé ê íåìó. Çàôèêñèðóåì áàçèñû â
ãîìîëîãèÿõ H1(A,Z) è H1(B,Z) , è äâîéñòâåííûå ê íèì áàçèñû â ïåðâûõ ãîìîëîãèÿõ
Â è B̂. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F è F̂ ìàòðèöû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó ïåðâûìè
ãîìîëîãèÿìè, èíäóöèðóåìûå f è f̂ . Òîãäà ìàòðèöà F̂ òðàíñïîíèðîâàíà ê F .

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : A → Â . Åñëè òåïåðü, èñïîëüçóÿ κ , ìû áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî f̂ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç A â Â, òî ìàòðèöû F è F̂ áóäóò êîñî-

òðàíñïîíèðîâàíû äðóã äðóãó, ò.å. F̂ = −F t .

Ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå P ïðåäîñòàâëÿåò íàì ïðèìåð òî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè

ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ, â îáùåì ñëó÷àå íåèçî-

ìîðôíûõ, ìíîãîîáðàçèé A è Â . Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè

A
p←− A× Â

q−→ Â

è ôóíêòîð ΦP : Db(A) −→ Db(Â) , îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (2.2): ΦP(·) =

Rq∗(P ⊗ p∗(·)) . Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî â ([33]).

Ïðåäëîæåíèå 5.2.4 ([33]) Ïóñòü P � ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå íà A × Â . Òîãäà
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ôóíêòîð ΦP : Db(A) −→ Db(Â) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, è ñóùå-

ñòâóåò èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ

ΨP ◦ ΦP ∼= (−1A)∗[n],

ãäå (−1A) � îòîáðàæåíèå âçÿòèÿ îáðàòíîãî.

Çàìå÷àíèå 5.2.5 Â ñòàòüå ([33]) ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîá-

ðàçèé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì. Îäíàêî îíî âåðíî è íàä ïðîèçâîëüíûì

ïîëåì, ò.ê. äâîéñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå è ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå îïðåäåëåíî âñåãäà íàä

òåì æå ñàìûì ïîëåì (ñì. íàïðèìåð [36]). À óòâåðæäåíèå ïðî ýêâèâàëåíòíîñòü áóäåò

ñëåäîâàòü èç Ëåììû 5.2.12 .

5.2.b. Äëÿ ëþáîé k -òî÷êè a ∈ A ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ñäâèãà m(·, a) : A →
A, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Ta , è äëÿ k -òî÷êè α ∈ Â îáîçíà÷èì ÷åðåç Pα

ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà A .

Ðàññìîòðèì òåïåðü k -òî÷êó (a, α) ∈ A × Â. Ñ êàæäîé òàêîé òî÷êîé ìîæíî

ñâÿçàòü ôóíêòîð èç Db(A) â ñåáÿ ïî ïðàâèëó:

Φ(a,α)(·) := Ta∗(·)⊗ Pα = T ∗−a(·)⊗ Pα. (5.1)

Ôóíêòîð Φ(a,α) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïó÷êîì

S(a,α) = OΓa ⊗ p∗2(Pα) (5.2)

íà ïðîèçâåäåíèè A×A , ãäå Γa � ýòî ãðàôèê àâòîìîðôèçìà ñäâèãà Ta . Î÷åâèäíî,

÷òî ôóíêòîð Φ(a,α) ÿâëÿåòñÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Ìíîæåñòâî ôóíêòîðîâ Φ(a,α) , ïàðàìåòðèçîâàííûõ A× Â , ìîæíî ñîåäèíèòü â

îäèí ôóíêòîð èç Db(A× Â) â Db(A×A), êîòîðûé áóäåò

ïåðåâîäèòü ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(a,α) â S(a,α) . (Çàìåòèì, ÷òî ýòèì óñëî-

âèåì ôóíêòîð íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, à òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà

ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, ïîäíÿòîå ñ A× Â .)

Ìû îïðåäåëèì ýòîò ôóíêòîð ΦSA
: Db(A× Â) −→ Db(A×A) êàê êîìïîçèöèþ

äâóõ äðóãèõ.

Ðàññìîòðèì îáúåêò PA = p∗14O∆ ⊗ p∗23P ∈ Db((A× Â)× (A×A)) è îáîçíà-

÷èì ÷åðåç µA : A × A −→ A × A ìîðôèçì, êîòîðûé ïåðåâîäèò òî÷êó (a1, a2)
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â (a1, m(a1, a2)) . Ó íàñ ïîÿâëÿþòñÿ äâà ôóíêòîðà:

ΦPA
: Db(A× Â) −→ Db(A×A), RµA∗ : Db(A×A) −→ Db(A×A).

Îïðåäåëåíèå 5.2.6 Ôóíêòîð ΦSA
åñòü êîìïîçèöèÿ RµA∗ ◦ ΦPA

.

Ìû ìîæåì ÿâíî îïèñàòü îáúåêò SA íà ïðîèçâåäåíèè (A×Â)×(A×A) , ïðåäñòàâëÿ-

þùèé ôóíêòîð ΦSA
. Íî òàê êàê ÿâíàÿ ôîðìóëà íàì â äàëüíåéøåì íå ïîíàäîáèòñÿ,

òî ìû ïðèâåäåì åå áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 5.2.7 Îáúåêò SA íà ïðîèçâåäåíèè (A× Â)× (A×A) , ïðåäñòàâëÿþùèé

ôóíêòîð ΦSA
, çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

SA = (m · p13, p4)∗O∆ ⊗ p∗23PA.

Ãäå (m · p13, p4) � ýòî ìîðôèçì íà A × A, ïåðåâîäÿùèé òî÷êó (a1, α, a3, a4) â

òî÷êó (m(a1, a3), a4) .

Óòâåðæäåíèå 5.2.8 Ôóíêòîð ΦSA
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ è äëÿ êàæäîé

k -òî÷êè (a, α) ∈ A× Â

a) ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(a,α) ïåðåâîäèò â ïó÷îê S(a,α), îïðåäåëåííûé

ôîðìóëîé (5.2);

b) ëèíåéíîå ðàññëîåíèå P(α,a) íà A×Â ïåðåâîäèò â îáúåêò O{−a}×A⊗p∗2Pα[n] .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ôóíêòîð ΦSA
ÿâëÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîçèöèåé ôóíêòîðîâ

RµA∗ è ΦPA
, êîòîðûå åñòü ýêâèâàëåíòíîñòè: ïåðâûé ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì,

à äëÿ âòîðîãî ýòî ñëåäóåò èç Óòâåðæäåíèÿ 2.1.7 è Ïðåäëîæåíèÿ 5.2.4 .

Ôóíêòîð ΦPA
ïåðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(a,α) â ïó÷îê OA×{a} ⊗

p∗1Pα . Äàëåå ôóíêòîð RµA∗ ïîñûëàåò ïó÷îê OA×{a}⊗p∗1Pα â ïó÷îê OΓa⊗p∗1(Pα) .

Òàêèì æå îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ Ïðåäëîæåíèå 5.2.4 , íàõîäèì, ÷òî ôóíêòîð ΦPA

ïåðåâîäèò ëèíåéíîå ðàññëîåíèå P(α,a) â îáúåêò O{−a}×A ⊗ p∗2Pα[n] , à ôóíêòîð

RµA∗ ïîñûëàåò îáúåêò O{−a}×A ⊗ p∗2Pα[n] â ñåáÿ. 2

5.2.c. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ, ïðîèçâîäíûå êà-

òåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ýêâè-

âàëåíòíîñòü. Ïî Òåîðåìå 3.2.2 îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè. Òàêèì

îáðàçîì, èìååòñÿ îáúåêò E ∈ Db(A×B) è ýêâèâàëåíòíîñòü ΦE : Db(A) ∼−→ Db(B) .
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Ðàññìîòðèì ôóíêòîð

AdE : Db(A×A) ∼−→ Db(B ×B),

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.6) è ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ðàññìîòðèì

êîìïîçèöèþ ôóíêòîðîâ Φ−1
SB
◦AdE ◦ ΦSA

.

Îïðåäåëåíèå 5.2.9 Îáîçíà÷èì ÷åðåç J (E) îáúåêò, ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð

Φ−1
SB
◦AdE ◦ ΦSA

.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Db(A× Â)
ΦSA−→ Db(A×A)

ΦJ (E)

y yAdE

Db(B × B̂)
ΦSB−→ Db(B ×B)

(5.3)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïèñàòü îáúåêò J (E) è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè

îïèñàíèè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, îáëàäàþùèõ ýêâèâàëåíòíûìè ïðîèçâîäíûìè êà-

òåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Òåîðåìà 5.2.10 Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé fE : A×Â −→
B × B̂, ÿâëÿþùèéñÿ èçîìîðôèçìîì, è ëèíåéíîå ðàññëîåíèå LE íà A× Â òàêîå,

÷òî îáúåêò J (E) èçîìîðôåí i∗(LE) , ãäå i � ýòî âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ A× Â

â (A× Â)× (B × B̂) â êà÷åñòâå ãðàôèêà èçîìîðôèçìà fE .

5.2.d. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, ìû ñôîðìóëèðóåì äâå ëåì-

ìû, êîòîðûå ïîçâîëÿò íàì ñ÷èòàòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì. Îáîçíà÷èì

÷åðåç k̄ àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå k . Ïîëîæèì X̄ := X ×Spec(k) Spec(k̄) è îáî-

çíà÷èì ÷åðåç F̄ îáðàòíûé îáðàç F îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà X̄ −→ X .

Ëåììà 5.2.11 Ïóñòü F êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X . Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå j : Z ↪→ X̄ è îáðàòèìûé

ïó÷îê L íà Z òàêîé, ÷òî F̄ ∼= j∗L . Òîãäà ñóùåñòâóþò çàìêíóòîå ïîäìíî-

ãîîáðàçèå i : Y ↪→ X è îáðàòèìûé ïó÷îê M íà Y òàêîé, ÷òî F ∼= i∗M è

j = ī .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîïðîñ ëîêàëüíûé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ

àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå X = Spec(A) è A -ìîäóëü M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ⊂ A

àííóëÿòîð ìîäóëÿ M , à ÷åðåç J ′ ⊂ Ā = A ⊗k k̄ àííóëÿòîð ìîäóëÿ M̄ = M ⊗k

k̄ . Ïóñòü {ei} � áàçèñ ïîëÿ k̄ íàä k , òîãäà M̄ = ⊕Mei êàê ìîäóëü íàä A .

Î÷åâèäíî, ÷òî J ⊗k k̄ ⊆ J ′ . Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ýëåìåíò
∑

ai ⊗ ei ∈ Ā

ïðèíàäëåæèò J ′ , òî
∑

aim ⊗ ei = 0 äëÿ ëþáîãî m ∈ M . È çíà÷èò, êàæäûé ai

ïðèíàäëåæèò J . Òàêèì îáðàçîì, J ⊗k k̄ = J ′ .

Èç óñëîâèÿ ìû çíàåì, ÷òî M̄ ïðîåêòèâíûì ìîäóëåì ðàíãà 1 íàä àëãåáðîé B̄ :=

Ā/J ′ = B ⊗k k̄ , ãäå B = A/J , è M̄ = M ⊗B B̄ . Òåïåðü, òàê êàê B̄ ÿâëÿåòñÿ

ñòðîãî ïëîñêîé B -àëãåáðîé, òî M êàê B -ìîäóëü òàêæå ïðîåêòèâíûé ðàíãà 1.

(ñì. íàïðèìåð [19] (3.1.4)). 2

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãîâîðèò íàì, ÷òî ñâîéñòâî ôóíêòîðà áûòü âïîëíå ñòðîãèì

(ýêâèâàëåíòíîñòüþ) ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé.

Ëåììà 5.2.12 Ïóñòü X è Y � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì

k , è ïóñòü E - îáúåêò ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(X × Y ) . Ðàññìîòðèì ðàñøè-

ðåíèå ïîëåé F/k è ìíîãîîáðàçèÿ

X ′ = X ×
Spec(k)

Spec(F ), Y ′ = Y ×
Spec(k)

Spec(F ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′ ïîäíÿòèå îáúåêòà E â êàòåãîðèþ Db(X ′ × Y ′) . Òîãäà ôóíê-

òîð ΦE : Db(X) −→ Db(Y ) âïîëíå ñòðîãèé (ýêâèâàëåíòíîñòü), åñëè è òîëüêî åñëè

ôóíêòîð ΦE ′ : Db(X ′) −→ Db(Y ′) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì (ýêâèâàëåíòíîñòüþ).

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Êàê è ðàíüøå îáîçíà÷èì ÷åðåç ΦE∗ ëåâûé ñîïðÿæåííûé

ê ôóíêòîðó ΦE . Åñëè ôóíêòîð ΦE ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì, òîãäà êîìïîçèöèÿ

ΦE◦ΦE∗ åñòü òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð idDb(X) , êîòîðûé, êàê ìû çíàåì, ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì äèàãîíàëè O∆ â ïðîèçâåäåíèè X ×X . Ñëåäîâàòåëüíî,

èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæåíèå 2.1.2 è òåîðåìó î ïëîñêîé çàìåíå áàçû, íàõîäèì, ÷òî êîìïî-

çèöèÿ ΦE ′ ◦ ΦE ′∗ òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì äèàãîíàëè O∆′ , ãäå

∆′ � ýòî äèàãîíàëü â X ′ ×X ′ . È çíà÷èò, ôóíêòîð ΦĒ òàêæå âïîëíå ñòðîãèé.

⇐ Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ΦE ◦ ΦE∗ . Îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îáúåê-

òîì J íà X × X . Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì φ : J −→ O∆ . Òàê êàê

ôóíêòîð ΦĒ âïîëíå ñòðîãèé ïî ïðåäïîëîæåíèþ, òî ìîðôèçì φ′ : J ′ −→ O∆′ ÿâ-
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ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî è ñàì φ åñòü èçîìîðôèçì.

À çíà÷èò, ôóíêòîð ΦE âïîëíå ñòðîãèé.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ è ïðî ýêâèâàëåíòíîñòü, êîòîðàÿ ñëåäóåò

èç ñòðîãîñòè è ïîëíîòû ñîïðÿæåííîãî ôóíêòîðà. 2

5.2.e. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 5.2.10 . Ïîëüçóÿñü Ëåììàìè 5.2.11 è 5.2.12 ,

ìû ìîæåì ïåðåéòè ê àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ ïîëÿ k .

Øàã 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e è e′ çàìêíóòûå òî÷êè ìíîãîîáðàçèé A× Â è ñîîò-

âåòñòâåííî B× B̂, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åäèíèöàìè ãðóïïîâûõ ñòðóêòóð. Ðàññìîòðèì

ïó÷îê íåáîñêðåáîâ Oe è âû÷èñëèì åãî îáðàç îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà ΦJ (E). Ïî

îïðåäåëåíèþ, ìû çíàåì, ÷òî

ΦJ (E) = Φ−1
SB
◦AdE ◦ ΦSA

.

Ïî Óòâåðæäåíèþ 5.2.8 ôóíêòîð ΦSA
ïåðåâîäèò ïó÷îê Oe â ñòðóêòóðíûé ïó÷îê

äèàãîíàëè O∆(A) íà A×A . Òàê êàê ñòðóêòóðíûé ïó÷îê äèàãîíàëè ïðåäñòàâëÿåò

òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð, òî èç ôîðìóëû (2.7) ñëåäóåò, ÷òî AdE(O∆(A)) åñòü ñòðóê-

òóðíûé ïó÷îê äèàãîíàëè O∆(B) íà ìíîãîîáðàçèè B × B. À îí â ñâîþ î÷åðåäü

ïåðåõîäèò â ñòðóêòóðíûé ïó÷îê Oe′ ïîä äåéñòâèåì ôóíêòîðà Φ−1
SB

ïî òîìó æå

Óòâåðæäåíèþ 5.2.8 .

Øàã 2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî

J (E)
L⊗ O{e}×(B× bB)

∼= O{e}×{e′}.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ îêðåñòíîñòü U = Spec(R) òî÷êè e

â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî òàêàÿ, ÷òî îáúåêò J ′ := J (E) |
U×(B× bB)

åñòü êîãåðåíòíûé

ïó÷îê ñ íîñèòåëåì, êîòîðûé ïåðåñåêàåò ñëîé {e} × (B × B̂) â òî÷êå {e} × {e′} .

Íàïîìíèì, ÷òî íîñèòåëü ëþáîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíî-

æåñòâîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðóþ àôôèííóþ îêðåñòíîñòü V = Spec(S) òî÷êè e′

â B × B̂ . Ïåðåñå÷åíèå íîñèòåëÿ ïó÷êà J ′ ñ äîïîëíåíèåì B × B̂ \ V ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà A×Â - çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî,

íå ñîäåðæàùåå òî÷êó e .

Òàêèì îáðàçîì, óìåíüøàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, U , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ÷òî îíî

âñå åùå àôôèííî, à íîñèòåëü ïó÷êà J ′ ñîäåðæèòñÿ â U × V . Ýòî çíà÷èò, ÷òî
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ñóùåñòâóåò êîãåðåíòíûé ïó÷îê F íà U × V òàêîé, ÷òî j∗(F) = J ′ , ãäå j - ýòî

âëîæåíèå U×V â U×(B×B̂) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R⊗S -

ìîäóëü, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïó÷êó F , òî åñòü F = M̃ . Êðîìå òîãî, çàìåòèì,

÷òî M ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûì R ìîäóëåì, òàê êàê ïðÿìîé îáðàç ïðè

ïðîåêöèè êîãåðåíòíîãî ïó÷êà J ′ = j∗F ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíûì ïó÷êîì.

Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â R , ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå e . Ìû çíàåì,

÷òî

M ⊗R R/m ∼= R/m.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì R -ìîäóëåé φ : R −→ M , êîòîðûé ïîñëå òåí-

çîðíîãî óìíîæåíèÿ íà R/m ñòàíîâèòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, íîñèòåëè

êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Ker φ è Coker φ íå ñîäåðæàò òî÷êó e . Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ U

íà ìåíüøóþ àôôèííóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè e , êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íîñèòåëÿìè

ïó÷êîâ Ker φ è Coker φ , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî φ åñòü èçîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò ïîäñõåìà X(U) ⊂ U × (B × B̂) òàêàÿ, ÷òî ïðîåêöèÿ X(U) −→ U ÿâ-

ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì è

J ′ = J (E) |
U×(B× bB)

∼= OX(U).

Øàã 3. Ìû ïîëó÷èëè òåì ñàìûì, ÷òî äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé òî÷êè (a, α) ∈ U

ΦJ (E)(O(a,α)) ∼= O(b,β)

äëÿ íåêîòîðîé çàìêíóòîé òî÷êè (b, β) ∈ B × B̂ . Åñëè ìû òåïåðü ðàññìîòðèì ïðî-

èçâîëüíóþ çàìêíóòóþ òî÷êó (a, α) ∈ A × Â , òî åå âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

ñóììó (a, a′) = (a1, α1)+(a2, α2), ãäå òî÷êè (a1, α1), (a2, α2) ïðèíàäëåæàò U . Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç (b1, β1) è (b2, β2) îáðàçû ýòèõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà ΦJ (E) .

Ôóíêòîð ΦSA
, êàê ìû çíàåì, ïåðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó÷îê O(a,α) â ïó÷îê S(a,α) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G îáúåêò AdE(S(a,α)) . ×òîáû âû÷èñëèòü åãî âîñïîëüçóåìñÿ ñî-

îòíîøåíèåì (2.7). Ìû èìååì

ΦG ∼= ΦE ◦ Φ(a,α) ◦ Φ−1
E .

Íî ôóíêòîð Φ(a,α), êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ (5.1) åñòü T ∗a (·) ⊗ Pα, ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê êîìïîçèöèþ Φ(a1,α1)Φ(a2,α2). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü èçîìîðôèçìîâ

ΦG ∼= ΦE◦Φ(a,α)◦Φ−1
E ∼= ΦE◦Φ(a1,α1)◦Φ−1

E ∼= ΦE◦Φ(a2,α2)◦Φ−1
E ∼= Φ(b1,β1)◦Φ(b2,β2)

∼= Φ(b,β)
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ãäå (b, β) = (b1, β1)+(b2, β2) . È çíà÷èò, îáúåêò G èçîìîðôåí S(b,β) . Îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì, ÷òî

ΦJ (E)(O(a,α)) ∼= O(b,β)

äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé òî÷êè (a, α) ∈ A× Â .

Òåïåðü, ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó Øàãà 2, ìû ìîæåì äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé òî÷êè

(a, a′) íàéòè íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü W è ïîäñõåìó X(W ) ⊂ W × (B× B̂) òàêóþ,

÷òî ïðîåêöèÿ X(W ) −→ W ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, è J |
W×(B× bB)

∼= OX(W ) .

Ñêëåèâàÿ âñå ýòè îêðåñòíîñòè, ìû íàõîäèì ïîäìíîãîîáðàçèå i : X ↪→ (A× Â)×
(B×B̂) òàêîå, ÷òî ïðîåêöèÿ X −→ A×Â åñòü èçîìîðôèçì, à ïó÷îê J (E) èçîìîð-

ôåí ïó÷êó i∗L , ãäå L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X . Ïîäìíîãîîáðàçèå X çàäàåò

ãîìîìîðôèçì èç A× Â â B× B̂ , êîòîðûé èíäóöèðóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîèçâîä-

íûõ êàòåãîðèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. 2

Â ÷àñòíîñòè, èç Òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ A è B

èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, òî ìíîãîîáðàçèÿ

A × Â è B × B̂ èçîìîðôíû. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòîò èçîìîðôèçì äîëæåí

óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðîìó äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ (ñì. Ïðåäëîæåíèå 5.2.18 ).

Ñëåäñòâèå 5.2.13 Èçîìîðôèçì fE ïåðåâîäèò k -òî÷êó (a, α) ∈ A× Â â òî÷êó

(b, β) ∈ B × B̂ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýêâèâàëåíòíîñòè

Φ(a,α) : Db(A) ∼−→ Db(A), Φ(b,β) : Db(B) ∼−→ Db(B),

îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå (5.1), ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Φ(b,β) ◦ ΦE ∼= ΦE ◦ Φ(a,α),

èëè â òåðìèíàõ îáúåêòîâ ýòî çíà÷èò, ÷òî

Tb∗E ⊗ Pβ
∼= T−a∗E ⊗ Pα = T ∗a E ⊗ Pα

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Òåîðåìå 5.2.10 ôóíêòîð ΦJ (E) ïåðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó-

÷îê òî÷êè O(a,α) â ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(b,β) , ãäå (b, β) = fE(a, α) . Èç

Óòâåðæäåíèÿ 5.2.8 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêòîð ΦSA
ïîñûëàåò ïó÷îê O(a,α) â S(a,α) . À

ïó÷îê S(a,α), â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîð

Φ(a,α) = Ta∗(·)⊗Pα.
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Òåïåðü, èñïîëüçóÿ äèàãðàììó (5.3), ìû âèäèì, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè fE òî÷êà (a, α)

ïåðåõîäèò â òî÷êó (b, β) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S(b,β)
∼= AdE(S(a,α)). Ïðèìå-

íÿÿ ôîðìóëó (2.7), íàõîäèì, ÷òî Φ(b,β)
∼= ΦE ◦ Φ(a,α) ◦ Φ−1

E . 2

5.2.f. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ îáúåêòà J (E) â ÷àñòíîì

ñëó÷àå, êîãäà A = B è ýêâèâàëåíòíîñòü ΦE åñòü Φ(a,α), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé

(5.1).

Ïðåäëîæåíèå 5.2.14 Ïóñòü A = B . Ðàññìîòðèì îáúåêò S(a,α) íà A×A , êî-

òîðûé ïðåäñòàâëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòü Φ(a,α), îïðåäåëåííóþ ôîðìóëîé (5.1). Òî-

ãäà ïó÷îê J (S(a,α)) åñòü ∆∗P(α,−a) , ãäå ∆ ýòî äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå A × Â

â (A× Â)× (A× Â) è P(α,a) ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà A× Â îïðåäåëåííîå â 5.2.1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû çíàåì èç Óòâåðæäåíèÿ 5.2.8 , ôóíêòîð ΦSA
ïîñûëàåò

ñòðóêòóðíûé ïó÷îê O(a′,α′) â ïó÷îê S(a′,α′) íà A × A (ôîðìóëà (5.2)). Äàëåå

ôóíêòîð AdS(a,α)
ïåðåâîäèò ïó÷îê S(a′,α′) â ñåáÿ, òàê êàê ïî ôîðìóëå (2.7) ìû

çíàåì, ÷òî îáúåêò AdS(a,α)
(S(a′,α′)) ïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîð

Φ(a,α) ◦ Φ(a′,α′) ◦ Φ−1
(a,α).

Êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, èçîìîðôåí Φ(a′,α′) , òàê êàê âñå òàêèå ôóíêòîðû êîì-

ìóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêòîð, çàäàâàåìûé

ïó÷êîì J (S(a,α)) ïåðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó÷îê ëþáîé òî÷êè â ñåáÿ, è çíà÷èò, ýòî

åñòü íåêîòîðîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L, ñîñðåäîòî÷åííîå íà äèàãîíàëè.

×òîáû íàéòè òåïåðü ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L , ìû ïîñìîòðèì, êóäà ýòîò ôóíê-

òîð ïåðåâîäèò ðàññëîåíèå P(α′,a′) . Ñíîâà ïðèìåíÿÿ Óòâåðæäåíèå 5.2.8 , âèäèì,

÷òî ôóíêòîð ΦSA
ïåðåâîäèò ðàññëîåíèå P(α′,a′) â îáúåêò O{−a′}×A ⊗ p∗2(Pα′)[n] .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàëåå ýòîò îáúåêò ïîä äåéñòâèåì ôóíêòîðà AdS(a,α)
ïå-

ðåõîäèò â îáúåêò O{−a′+a}×A ⊗ p∗2(Pα′+α)[n] . È, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññëîåíèå P(α′,a′)

ïîä äåéñòâèåì ôóíêòîðà, çàäàâàåìîãî ïó÷êîì J (S(a,α)), ïåðåõîäèò â ðàññëîåíèå

P(α′+α,a′−a) . Òî åñòü ðàññëîåíèå L èçîìîðôíî P(α,−a) . 2

5.2.g. Äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé A è B îáîçíà÷èì ÷åðåç Eq(A,B) ìíîæåñòâî

âñåõ òî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà èç êàòåãîðèè Db(A) â

êàòåãîðèþ Db(B) .
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Äàâàéòå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà ãðóïïîèäà A è D (ò.å. êàòåãîðèè â êîòîðûõ

âñå ìîðôèçìû îáðàòèìû). Îáúåêòû îáîèõ � ýòî àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ. Ìîðôèçìû

â ãðóïïîèäå A áóäóò èçîìîðôèçìû ìåæäó íèìè êàê àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè.

Ìîðôèçìû â B � ýòî òî÷íûå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ

ïó÷êîâ íà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, òî åñòü

morA(A, B) := Iso(A, B),

morD(A, B) := Eq(A, B).

Ïî Òåîðåìå 5.2.10 èìååòñÿ îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà Eq(A,B) â ìíîæåñòâî

Iso(A × Â, B × B̂) , êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòè ΦE èçîìîðôèçì fE .

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F èç D â A, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò àáåëåâó ìíîãîîáðà-

çèþ A ìíîãîîáðàçèå A×Â è íà ìîðôèçìàõ äåéñòâóåò îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.15 Îòîáðàæåíèå F : D −→ A ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî F

óâàæàåò êîìïîçèöèþ ìîðôèçìîâ. Ðàññìîòðèì òðè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ A, B,C .

È ïóñòü E è F � îáúåêòû êàòåãîðèé Db(A×B) è Db(B × C) ñîîòâåòñòâåííî

òàêèå, ÷òî ôóíêòîðû
ΦE : Db(A) −→ Db(B),

ΦF : Db(B) −→ Db(C)

ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G îáúåêò â Db(A× C) , êîòîðûé

ïðåäñòàâëÿåò êîìïîçèöèþ ýòèõ ôóíêòîðîâ.

Ñîîòíîøåíèå (2.5) äàåò íàì èçîìîðôèçì AdG ∼= AdF ◦ AdE . È, ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëó÷àåì, ÷òî

ΦJ (F) ◦ ΦJ (E)
∼= (Φ−1

SA
◦AdF ◦ ΦSA

) ◦ (Φ−1
SA
◦AdE ◦ ΦSA

) ∼= Φ−1
SA
◦AdG ◦ ΦSA

∼= ΦJ (G)

Ïî Òåîðåìå 5.2.10 âñå îáúåêòû J (E),J (F),J (G) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ðàññëîå-

íèÿìè, ñîñðåäîòî÷åííûìè íà ãðàôèêàõ èçîìîðôèçìîâ fE , fF , fG . Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî fG = fF · fE . 2

Ñëåäñòâèå 5.2.16 Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå è ΦE � àâòîýêâèâàëåíò-

íîñòü ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(A) . Òîãäà ñîîòâåòñòâèå ΦE 7→ fE çàäàåò ãî-

ìîìîðôèçì ãðóïï

γA : Auteq Db(A) −→ Aut (A× Â).
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5.2.h. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ôóíêòîð F : D −→ A . Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü �

îïèñàòü åãî. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû âûÿñíèòü, êàêèå ýëåìåíòû èç Iso(A× Â, B× B̂)

ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê fE äëÿ íåêîòîðîãî E , à òàêæå îòâåòèòü íà âîïðîñ,

êîãäà äëÿ äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé E1 è E2 èìååòñÿ ðàâåíñòâî fE1 = fE2 .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîðôèçì f : A× Â −→ B × B̂ . Óäîáíî çàïèñàòü åãî

â âèäå ìàòðèöû 
 α β

γ δ


 ,

ãäå α � ýòî ìîðôèçì èç A â B , β � èç Â â B, γ � èç A â B̂, è δ � èç

Â â B̂. Êàæäûé ìîðôèçì f îïðåäåëÿåò äâà äðóãèõ f̂ è f̃ èç B× B̂ â A× Â,

èìåþùèå ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå ôîðìû:

f̂ =


 δ̂ β̂

γ̂ α̂


 ; f̃ =


 δ̂ −β̂

−γ̂ α̂


 .

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî U(A×Â, B×B̂) êàê ïîäìíîæåñòâî â Iso(A×Â, B×B̂) ,

ñîñòîÿùåå èç òàêèõ f, ÷òî f̃ ñîâïàäàåò ñ îáðàòíûì ê f , ò.å.

U(A× Â, B × B̂) :=
{

f ∈ Iso(A× Â, B × B̂)
∣∣∣ f̃ = f−1

}
.

Åñëè B = A , òî ýòî ìíîæåñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü U(A×Â) . Îòìåòèì, ÷òî U(A×Â)

ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Aut (A× Â) .

Îïðåäåëåíèå 5.2.17 Íàçîâåì èçîìîðôèçì f : A × Â
∼−→ B × B̂ èçîìåòðè÷íûì,

åñëè îí ïðèíàäëåæèò U(A× Â, B × B̂) .

Ïðåäëîæåíèå 5.2.18 Äëÿ âñÿêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ΦE : Db(A) ∼−→ Db(B) èçî-

ìîðôèçì fE ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî,

ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Äëÿ ïðîâåðêè ðà-

âåíñòâà f̃E = f−1
E äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñîâïàäåíèå ýòèõ ìîðôèçìîâ íà çàìêíó-

òûõ òî÷êàõ. Ïóñòü fE ïåðåâîäèò òî÷êó (a, α) ∈ A × Â â òî÷êó (b, β) ∈ B × B̂ .

Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî f̃E(b, β) = (a, α) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïîêàçàòü, ÷òî

f̂(−b, β) = (−a, α) .
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Èçîìîðôèçì fE çàäàåòñÿ àáåëåâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì X ↪→ A × Â × B × B̂ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî P(0,0,β,−b)⊗OX
∼= P(α,−a,0,0)⊗OX . Èëè,

÷òî ýêâèâàëåíòíî, ïîêàçàòü, ÷òî ïó÷îê

J ′ := P(−α,a,β,−b) ⊗ J (E)

èçîìîðôåí ïó÷êó J (E) .

Ïî Ïðåäëîæåíèþ 5.2.14 ôóíêòîð, çàäàâàåìûé ïó÷êîì J ′ , ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöè-

åé ôóíêòîðîâ, ïðåäñòàâëåííûõ îáúåêòàìè J (S(−a,−α)) , J (E) è J (S(b,β)) . Òàêèì

îáðàçîì, J ′ ñîâïàäàåò ñ J (E ′) , ãäå E ′ îáúåêò èç Db(A×B) , êîòîðûé ïðåäñòàâ-

ëÿåò ôóíêòîð

Φ(b,β) ◦ ΦE ◦ Φ(−a,−α).

À ýòà êîìïîçèöèÿ ïî Ñëåäñòâèþ 5.2.13 èçîìîðôíà ôóíêòîðó ΦE . Òî åñòü îáúåêò

E ′ èçîìîðôåí E , è çíà÷èò J ′ = J (E ′) ∼= J (E) . 2

Êàê ñëåäñòâèå Òåîðåìû 5.2.10 è Ïðåäëîæåíèÿ 5.2.18 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò

Òåîðåìà 5.2.19 Ïóñòü A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k . Åñ-

ëè ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(B) ýêâèâàëåíòíû

êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè, òîãäà ìåæäó A × Â è B × B̂ ñóùåñòâóåò

èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàè-

÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 è äîêàçàíî â [42]. Â ïàðàãðàôå 5.4 ìû

äàäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà.

Ñëåäñòâèå 5.2.20 Äëÿ ëþáîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ A ñóùåñòâóåò òîëüêî êî-

íå÷íîå ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãå-

ðåíòíûõ ïó÷êîâ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû êàòåãîðèè Db(A) (êàê òðèàíãóëèðîâàí-

íûå êàòåãîðèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñòàòüå [29] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ Z

ñóùåñòâóåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî àáåëåâûõ ìíîãîîá-

ðàçèé, äîïóñêàþùèõ âëîæåíèå â Z â êà÷åñòâå àáåëåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèìåíÿÿ

ýòî óòâåðæäåíèå ê Z = A × Â è èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 5.2.19 , ïîëó÷àåì òðåáóåìûé

ðåçóëüòàò. 2
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5.2.i. Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïàðàãðàôà õîòåëîñü áû ïîÿñíèòü, ïî÷åìó ýëåìåíòû ìíî-

æåñòâà U(A × Â, B × B̂) ìû íàçâàëè èçîìåòðè÷íûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå k

åñòü ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΓA è ΓB ðåøåòêè ïåðâûõ ãîìî-

ëîãèé H1(A, Z) è H1(B, Z) ñîîòâåòñòâåííî.

Ëþáàÿ ðåøåòêà âèäà Γ ⊕Γ ∗ èìååò êàíîíè÷åñêóþ ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ

ôîðìó

Q((x, l), (y, m)) = l(y) + m(x)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç QA è QB ñîîòâåòñòâóþùèå ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôîðìû

íà ΛA := H1(A× Â, Z) è ΛB := H1(B × B̂, Z) .

Ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ èç A × Â â B × B̂ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì â

HomZ(ΛA, ΛB) . È â ýòèõ òåðìèíàõ ìû ìîæåì îïèñàòü ýëåìåíòû èç U(A×Â, B×B̂)

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.21 Èçîìîðôèçì f : A × Â −→ B × B̂ ïðèíàäëåæèò ìíîæå-

ñòâó U(A×Â; B×B̂) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí çàäàåò èçîìåòðèþ ðåøåòîê

(ΛA, QA) è (ΛB, QB) , òî åñòü

F tQBF = QA,

ãäå F : ΛA −→ ΛB � îòîáðàæåíèå íà ïåðâûõ ãîìîëîãèÿõ, èíäóöèðîâàííîå f.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî Ïðåäëîæåíèÿ åñòü ïðÿìîå ìàòðè÷íîå âû÷èñëåíèå ñ ó÷åòîì

Çàìå÷àíèÿ 5.2.3 .

5.3 Îáúåêòû, ïðåäñòàâëÿþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè, è ãðóï-
ïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

5.3.a. Èç Ïðåäëîæåíèé 5.2.15 è 5.2.18 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ãîìîìîðôèçìà èç

ãðóïïû òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé AuteqDb(A) â ãðóïïó èçîìåòðè÷íûõ àâòî-

ìîðôèçìîâ U(A × Â) . Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà.

Íàì óæå èçâåñòíî èç Ïðåäëîæåíèÿ 5.2.14 , ÷òî âñå ýêâèâàëåíòíîñòè Φ(a,α)[n] (ñì.

(5.1)) ïðèíàäëåæàò ÿäðó. Ìû ïîêàæåì, ÷òî îíè â òî÷íîñòè è ñîñòàâëÿþò ýòî ÿäðî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íàì ïîíàäîáèòñÿ óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ñàìî ïî ñå-

áå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, åñëè
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ôóíêòîð ΦE ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, òî îáúåêò E íà ñàìîì äåëå åñòü ïó÷îê íà

ïðîèçâåäåíèè, ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè. Ýòîò óòâåðæäåíèå,

ñïåöèôè÷åñêîå äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, íàðóøàåòñÿ â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð

äëÿ Ê3 ïîâåðõíîñòåé.

Ëåììà 5.3.1 Ïóñòü E � îáúåêò íà ïðîèçâåäåíèè A × B , êîòîðûé çàäàåò ýê-

âèâàëåíòíîñòü ΦE : Db(A) −→ Db(B) . Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ q : (A× Â)× (B ×
B̂) −→ A×B è îáîçíà÷èì ÷åðåç K ïðÿìîé îáðàç Rq∗J (E) , ãäå J (E) � îáúåêò

îïðåäåëåííûé â 5.2.9 . Òîãäà K èçîìîðôåí îáúåêòó E ⊗ (E∨|(0,0)) , ãäå E∨|(0,0) �

îáîçíà÷åíèå äëÿ êîìïëåêñà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûé åñòü îáðàòíûé îá-

ðàç îáúåêòà R·Hom(E ,OA×B) ïðè âëîæåíèè òî÷êè (0, 0) â àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå

A×B .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå

Z = (A× Â)× (A×A)× (B ×B)× (B × B̂)

è îáúåêò

H = p∗1234SA ⊗ p∗35E∨[n]⊗ p∗46E ⊗ p∗5678S
∨
B[2n]

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2 î êîìïîçèöèè ôóíêòîðîâ è äèàãðàììû (5.3) ìû çíàåì, ÷òî

J (E) ∼= p1278∗H , è çíà÷èò îáúåêò K åñòü p17∗H . ×òîáû âû÷èñëèòü ïîñëåäíèé,

ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ Z íà

V = A× (A×A)× (B ×B)×B

è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç v . Òåïeðü, ÷òîáû âû÷èñëèòü v∗H , ìû âñïîìíèì, ÷òî ôóíêòîð

ΦSA
� ýòî êîìïîçèöèÿ ΦPA

è RµA∗ , ãäå

PA = p∗14O∆ ⊗ p∗23P ∈ Db((A× Â)× (A×A)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî p134∗PA
∼= OTA

[−n] , ãäå T ⊂ A × A × A ïîäìíîãîîáðàçèå,

èçîìîðôíîå A è ñîñòîÿùåå èç òî÷åê (a, 0, a) . Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî µA(a1, a2) =

(a1,m(a1, a2)), ìû íàõîäèì, ÷òî p134∗SA òàêæå èçîìîðôåí OTA
[−n]. Àíàëîãè÷íî,

ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî p134∗S∨B[2n] = OTB
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì, ÷òî

v∗H ∼= p∗123OTA
⊗ p∗24E∨ ⊗ p∗35E ⊗ p∗456OTB
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íà V . Ðàññìîòðèì âëîæåíèå

j : A×A×B ×B −→ V, (a1, a2, b1, b2) 7→ (a1, 0, a2, 0, b1, b2).

Îáúåêò v∗H èçîìîðôåí j∗M , ãäå

M = (E∨|(0,0))⊗ p∗12O∆A
⊗ p∗23E ⊗ p∗34O∆B

.

È îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî K ∼= p14∗M∼= (E∨|(0,0))⊗ E . 2

Ïðåäëîæåíèå 5.3.2 Ïóñòü A è B � àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ, è E � îáúåêò

êàòåãîðèè Db(A×B) òàêîé, ÷òî ôóíêòîð ΦE : Db(A) ∼−→ Db(B) åñòü òî÷íàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü. Òîãäà E èìååò òîëüêî îäíó íåòðèâèàëüíóþ êîãîìîëîãèþ, ò.å.

îí èçîìîðôåí îáúåêòó F [n] , ãäå F ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì íà A×B .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ

q : (A× Â)× (B × B̂) −→ A×B

è îáîçíà÷èì ÷åðåç q′ åå îãðàíè÷åíèå íà àáåëåâî ïîäìíîãîîáðàçèå X , êîòîðîå åñòü

íîñèòåëü ïó÷êà J (E) è ãðàôèê èçîìîðôèçìà fE . Ïî Òåîðåìå 5.2.10 ïó÷îê J (E)

åñòü i∗(L) , ãäå L ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K îáúåêò R·q∗J (E) = R·q′∗L . Ìîðôèçì q′ ÿâëÿåòñÿ ãî-

ìîìîðôèçìîì àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü d � ýòî ðàçìåðíîñòü Ker (q′) . Òî-

ãäà dim Im (q′) = 2n − d , è çíà÷èò, ïó÷êè êîãîìîëîãèé Hj(K) òðèâèàëüíû äëÿ

j 6∈ [0, d] .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî Ëåììå 5.3.1 îáúåêò K èçîìîðôåí E ⊗ (E∨ |(0,0)) .

Ñäâèãàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, îáúåêò E â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè, ìû ìîæåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñàìàÿ ïðàâàÿ íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ E åñòü H0(E) . Ïóñòü

H−i(E), i ≥ 0, � ýòî êðàéíÿÿ ñëåâà íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ E , à Hk(E∨) � ñòàð-

øàÿ íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ îáúåêòà E∨ . Çàìåíÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî, E íà T ∗(a,b)E ,

ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà (0, 0) ïðèíàäëåæèò íîñèòåëþ ïó÷êà Hk(E∨) . Òàê

êàê íîñèòåëü E ñîâïàäàåò ñ íîñèòåëåì K , òî íîñèòåëè âñåõ ïó÷êîâ êîãîìîëîãèé

E ïðèíàäëåæàò Im (q′) . Â ÷àñòíîñòè, ìû èìååì codim SuppH−i(E) ≥ d . Ñëåäîâà-

òåëüíî, âñå êîãîìîëîãèè îáúåêòà (H−i(E))∨[−i] ñòåïåíè ìåíüøåé i+d òðèâèàëüíû.

Êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì H−i(E)[i] −→ E èíäóöèðóåò íåòðèâèàëüíûé ìîðôèçì

E∨ −→ (H−i(E))∨[−i].
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Òàê êàê íîìåðà íåòðèâèàëüíûõ êîãîìîëîãèé âòîðîãî îáúåêòà ïðèíàäëåæàò ëó÷ó

[i + d,∞) , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî k ≥ i + d , ãäå Hk(E∨), êàê è ðàíüøå, � ñòàðøàÿ

íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ E∨ . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî îáúåêò

K = E∨ |(0,0) ⊗E (5.4)

èìååò íåòðèâèàëüíóþ êîãîìîëîãèþ ñ òåì æå ñàìûì íîìåðîì k ≥ i + d . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ìû óæå çíàåì, ÷òî âñå ïó÷êè êîãîìîëîãèé Hj(K) òðèâèàëüíû äëÿ j 6∈
[0, d] . Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè i = 0 . È çíà÷èò, îáúåêò E èìååò òîëüêî

îäíó íåòðèâèàëüíóþ êîãîìîëîãèþ ñ íîìåðîì 0 , ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôåí ïó÷êó.

2

5.3.b. Ðàññìîòðèì ñåé÷àñ ñëó÷àé B ∼= A . Ïóñòü E � ïó÷îê íà A×A òàêîé, ÷òî

ΦE ÿâëÿåòñÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ìû õîòèì îïèñàòü âñå òàêèå E , äëÿ êîòîðûõ

fE òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, ò.å. åãî ãðàôèê X ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ â (A ×
Â)× (A× Â) . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îáúåêò

K = E∨ |(0,0) ⊗E = R·q∗J (E)

èìååò âèä ∆∗(M) , ãäå M � îáúåêò íà A , à ∆ : A −→ A × A � äèàãîíàëüíîå

âëîæåíèå.

Â íà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà (0, 0) ïðèíàäëåæèò íîñèòåëþ ïó÷êà E . Ñëå-

äîâàòåëüíî, E∨ |(0,0) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì êîìïëåêñîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òîãäà óñëîâèå K = ∆∗(M) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïó÷êà E íà A òàêîãî, ÷òî

E ∼= ∆∗(E) . Ñëåäîâàòåëüíî, ΦE(·) ∼= E ⊗ (·) . Òàê êàê ΦE � àâòîýêâèâàëåíòíîñòü,

òî E ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå fE = id

ìîæåò âûïîëíÿòñÿ òîëüêî åñëè E ∈ Pic0(A) .

Åñëè òî÷êà (0, 0) íå ïðèíàäëåæèò Supp E , ìû ìîæåì çàìåíèòü E íà ïó÷îê

E ′ := T(a1,a2)∗E òàê ÷òî åãî íîñèòåëü óæå ñîäåðæèò (0, 0) . Èç Ïðåäëîæåíèÿ 5.2.14

ñëåäóåò, ÷òî fE ′ = fE . Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, èìååòñÿ èçîìîðôèçì E ′ ∼= ∆∗(E′) ,

ãäå E′ ∈ Pic0(A) . Ñëåäîâàòåëüíî, E ∼= T(a1−a2,0)∗∆∗(E′) . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.3.3 Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ÿäðî ãîìîìîðôèçìà

γA : AuteqDb(A) −→ U(A× Â)
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ñîñòîèò èç àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé âèäà Φ(a,α)[i] = Ta∗(·)⊗Pα[i] è, ñëåäîâàòåëüíî,

èçîìîðôíî ãðóïïå Z ⊕ (A × Â)k , ãäå (A × Â)k � ãðóïïà k -òî÷åê àáåëåâà ìíîãî-

îáðàçèÿ A× Â .

Ñëåäñòâèå 5.3.4 Ïóñòü A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ, à E1 è E2 �

îáúåêòû íà ïðîèçâåäåíèè A × B , êîòîðûå çàäàþò ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ïðî-

èçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Òîãäà, åñëè fE1 = fE2 , òî

E2
∼= Ta∗E1 ⊗ Pα[i]

äëÿ íåêîòîðîé k -òî÷êè (a, α) ∈ A× Â .

5.4 Ïîëóîäíîðîäíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ.

5.4.a. Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ΦE èç

Db(A) â Db(B) èíäóöèðóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé A × Â è

B× B̂. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è

char (k) = 0 . È â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, èñïîëüçóÿ òåõíèêó ñòàòüè [34] è ðåçóëüòàòû

èç [9], ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì f : A × Â −→ B × B̂

ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí òàêèì îáðàçîì. Òîò ôàêò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå èçîìåòðè÷íî-

ãî èçîìîðôèçìà ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè A× Â è B × B̂ âëå÷åò ýêâèâàëåíòíîñòü

ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé Db(A) è Db(B) , áûë äîêàçàí â ñòàòüå [42]. Ìû, òàêèì

îáðàçîì, äàåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà.

Â íà÷àëå íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà àáåëåâîì ìíîãîîáðà-

çèè D äàåò îòîáðàæåíèå φL èç D â D̂ , êîòîðîå ïîñûëàåò òî÷êó d â òî÷êó,

ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàññëîåíèþ T ∗dL ⊗ L−1 ∈ Pic0(D) . Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäàåò âëî-

æåíèå NS(D) â Hom(D, D̂) . Áîëåå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : D −→ D̂

ïðèíàäëåæèò îáðàçó NS(D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ̂ = φ .

Ïîëóîäíîðîäíûå ðàññëîåíèÿ íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè ïîçâîëÿþò îáîáùèòü îïè-

ñàííûé âûøå ôåíîìåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ êàæäûì ýëåìåíòîì èç NS(D) ⊗ Q
ìîæíî ñâÿçàòü íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå íà D × D̂, è ëþáîå òàêîå ñîîòâåòñòâèå ïî-

ëó÷àåòñÿ èç ïîëóîäíîðîäíîãî ðàññëîåíèÿ (ñì. Ïðåäëîæåíèå 5.4.6 è Ëåììó 5.2.13

íèæå).
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Â íà÷àëå íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíûõ è ïîëóîäíîðîäíûõ ðàññëîåíèé íà

àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è íåêîòîðûå ôàêòû ïðî íèõ.

Îïðåäåëåíèå 5.4.1 Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D íà-

çûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè T ∗d (E) ∼= E äëÿ êàæäîé òî÷êè d ∈ D .

Îïðåäåëåíèå 5.4.2 Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå F íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D íà-

çûâàåòñÿ óíèïîòåíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ôèëüòðàöèÿ

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F

òàêàÿ, ÷òî Fi/Fi−1
∼= OD äëÿ âñåõ i = 1, ..., n .

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò õàðàêòåðèçàöèþ îäíîðîäíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîå-

íèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.4.3 [32], [34] Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà àáåëåâîì ìíî-

ãîîáðàçèè D . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) E � îäíîðîäíîå,

(ii) ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ Pi ∈ Pic0(D) è óíèïîòåíòíûå ðàññëîåíèÿ

Fi òàêèå, ÷òî E ∼= ⊕
i
(Fi ⊗ Pi) .

Îïðåäåëåíèå 5.4.4 Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D íà-

çûâàåòñÿ ïîëóîäíîðîäíûì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè d ∈ D ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå

ðàññëîåíèå L íà D òàêîå, ÷òî T ∗d (E) ∼= E ⊗ L . ( Îòìåòèì, ÷òî L â ýòîì

ñëó÷àå ïðèíàäëåæèò Pic0(D) ).

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè

åãî àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ ñîâïàäàåò ñ ïîëåì k .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [34].

Ïðåäëîæåíèå 5.4.5 ( [34], Th.5.8.) Ïóñòü E � ïðîñòîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà

àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) dim Hj(D, End(E)) =
(
n
j

)
äëÿ ëþáîãî j = 0, ..., n,

(2) E � ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå,

(3) End(E) � îäíîðîäíîå ðàññëîåíèå,

(4) ñóùåñòâóþò èçîãåíèÿ π : Y −→ D è ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà Y òàêèå,

÷òî E ∼= π∗(L).
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Ïóñòü E áóäåò âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D . Îáîçíà÷èì

÷åðåç µ(E) êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè det(E)
r(E) â NS(D)⊗Z Q .

Ñ ëþáûì ýëåìåíòîì µ = [L]
l ∈ NS(D)⊗ZQ , è çíà÷èò, ñ ëþáûì ðàññëîåíèåì E ,

ìû ìîæåì ñâÿçàòü íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå Φµ ⊂ D×D̂ , çàäàííîå ïî ïðàâèëó Φµ =

Im
[
D

(l,φL)−→ D× D̂
]
. Ãäå φL � õîðîøî èçâåñòíîå îòîáðàæåíèå èç D â D̂ , êîòîðîå

ïîñûëàåò òî÷êó d â òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàññëîåíèþ T ∗dL ⊗ L−1 ∈ Pic0(D) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç q1 è q2 ïðîåêöèè Φµ íà D è D̂ ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîì

ñëó÷àå, êîãäà ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì L , ìû ïîëó÷àåì ãðàôèê

ñàìîãî îòîáðàæåíèÿ φL : D −→ D̂ .

Â ðàáîòå [34] äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ ïðîñòûõ ïîëóîäíîðîäíûõ ðàññëîåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.4.6 ([34], Th.7.10.) Ïóñòü µ = [L]
l , ãäå [L] � ýòî êëàññ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ðàññëîåíèÿ L â NS(D) è l íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.

Òîãäà

(1) Ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E

ñ íàêëîíîì µ(E) = µ.

(2) Âñÿêîå ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E ′ ñ íàêëîíîì

µ(E ′) = µ èìååò âèä E ⊗M äëÿ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ

M∈ Pic0(D).

(3) Âûïîëíåíû ðàâåíñòâà r(E)2 = deg(q1), è χ(E)2 = deg(q2).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îõàðàêòåðèçîâàòü âñå ïîëóîäíîðîäíûå âåêòîð-

íûå ðàññëîåíèÿ â òåðìèíàõ ïðîñòûõ ðàññëîåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.4.7 ( [34], Pr.6.15, 6.16) Âñÿêîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëî-

åíèå F ñ íàêëîíîì µ èìååò ôèëüòðàöèþ

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F

òàêóþ, ÷òî Ei = Fi/Fi−1 ïðîñòûå ïîëóîäíîðîäíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ñ òåì

æå ñàìûì íàêëîíîì µ . È âñÿêîå ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå ñòàáèëüíî.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ïðî ïîëóîäíîðîäíûå ðàññëîåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè

ñëåäñòâèÿìè ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé, áóäóò ïîëåçíû íàì â äàëüíåéøåì.
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Ëåììà 5.4.8 Äâà ïðîñòûõ ïîëóîäíîðîäíûõ ðàññëîåíèÿ E1 è E2 ñ îäíèì è òåì

æå íàêëîíîì µ ëèáî èçîìîðôíû, ëèáî îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, ò.å. ëèáî E1 =

E2 , ëèáî

Exti(E1, E2) = 0, Exti(E2, E1) = 0

äëÿ âñåõ i .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Ïðåäëîæåíèÿ 5.4.6 ñëåäóåò, ÷òî E2

∼= E1⊗M , è, ñëåäîâàòåëü-

íî, Hom(E1, E2) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ðàññëîåíèåì. Âñÿêîå îäíîðîäíîå ðàññëîåíèå

ïî Ïðåäëîæåíèþ 5.4.3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû óíèïîòåíòíûõ ðàññëîåíèé, ïîä-

êðó÷åííûõ íà ëèíåéíûå èç Pic0(D) . Ïîýòîìó, ëèáî âñå êîãîìîëîãèè Hom(E1, E2)

ðàâíû íóëþ, è çíà÷èò, ðàññëîåíèÿ E1 è E2 îðòîãîíàëüíû, ëèáî ó Hom(E1, E2) ñó-

ùåñòâóåò íåíóëåâîå ñå÷åíèå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì

èç E1 â E2 . Íî ýòè äâà ðàññëîåíèÿ ñòàáèëüíû è èìåþò îäèíàêîâûé íàêëîí. Çíà÷èò,

ëþáîé íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. 2

Ëåììà 5.4.9 Ïóñòü E � ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà àáåëå-

âîì ìíîãîîáðàçèè D . Òîãäà T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ , åñëè è òîëüêî åñëè (d, δ) ∈ Φµ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äàâàéòå â íà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè (d, δ) ∈ Φµ

èìååòñÿ èçîìîðôèçì T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ . Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì l = r(E) è L =

det(E) . Ìû çíàåì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ Φµ ìîæíî çàïèñàòü (d, δ) = (lx, φL(x)) äëÿ

íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ D . Òàê êàê E ïîëóîäíîðîäíî, íàéäåòñÿ ëèíåéíîå ðàññëîåíèå

M∈ Pic0(D) òàêîå, ÷òî

T ∗x (E) ∼= E ⊗M. (5.5)

Ñðàâíèâàÿ äåòåðìèíàíòû, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî T ∗x (L) ∼= L⊗M⊗l . Ïî îïðåäåëåíèþ

îòîáðàæåíèÿ φL , ýòî çíà÷èò, ÷òî PφL(x) = M⊗l . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èòåðèðóÿ

ðàâåíñòâî (5.5) l -ðàç, ïîëó÷àåì

T ∗lx(E) ∼= E ⊗M⊗l = E ⊗ PφL(x).

È, ñëåäîâàòåëüíî, T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ , òàê êàê (d, δ) = (lx, φL(x)) .

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Äàâàéòå ââåäåì ïîäãðóïïó Σ0(E) ⊂ D̂, çàäàííóþ óñëîâèåì

Σ0(E) := {δ ∈ D̂ | E ⊗ Pδ
∼= E}. (5.6)

Òàê êàê E ïîëóîäíîðîäíî, òî ðàññëîåíèå End(E) îäíîðîäíî ïî Ïðåäëîæåíèþ 5.4.5

. Òàêèì îáðàçîì, End(E) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ⊕
i
(Fi ⊗ Pi) , ãäå âñå Fi
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óíèïîòåíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, H0(End(E) ⊗ P) 6= 0 íå áîëåå ÷åì äëÿ r2 ëèíåé-

íûõ ðàññëîåíèé P ∈ Pic0(D) . Òî åñòü ïîðÿäîê ãðóïïû Σ0(E) íå áîëüøå r2 . Ñ

äðóãîé ñòîðîíû ìû çíàåì, ÷òî q2(Ker (q1)) ⊂ Σ0(E) . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî

ord Σ0(E) = r2 è q2(Ker (q1)) = Σ0(E) .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (d, δ) ∈ D ×
D̂ . Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó δ′ ∈ D̂ òàêóþ, ÷òî (d, δ′) ∈ Φµ . Êàê ìû óæå

ïîêàçàëè, â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ èçîìîðôèçì T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ′ . Ñëåäîâàòåëüíî,

E ⊗ P(δ−δ′)
∼= E , è çíà÷èò (δ − δ′) ∈ Σ0(E) . Íî òàê êàê Σ0(E) = q2(Ker (q1)) , òî

òî÷êà (0, δ − δ′) ïðèíàäëåæèò Φµ . È çíà÷èò, òî÷êà (d, δ) òàêæå ïðèíàäëåæèò

Φµ . 2

5.4.b. Òåïåðü ìû ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, êàê ïî èçîìåòðè÷-

íîìó èçîìîðôèçìó f ìîæíî ïîñòðîèòü îáúåêò E íà ïðîèçâåäåíèè òàêîé, ÷òî îí

çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé, è äëÿ êîòîðîãî fE ñîâïàäàåò ñ f .

Êîíñòðóêöèÿ 5.4.10 Äàâàéòå çàôèêñèðóåì èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì f : A ×
Â −→ B × B̂ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ åãî ãðàôèê. Èçîìîðôèçì f, êàê è ðàíüøå,

áóäåì çàïèñûâàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå

f =


 x y

z w




Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî y : Â −→ B ÿâëÿåòñÿ èçîãåíèåé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì

ñîïîñòàâèòü îòîáðàæåíèþ f ýëåìåíò g ∈ Hom(A×B, Â×B̂)⊗ZQ , êîòîðûé èìååò

ñëåäóþùóþ ôîðìó:

g =


 y−1x −y−1

−ŷ−1 wy−1


 .

Ýëåìåíò g çàäàåò íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå íà (A×B)× (Â× B̂) . Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî èçîìåòðè÷íîñòü f âëå÷åò ðàâåíñòâî ĝ = g . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýëåìåíò g íà

ñàìîì äåëå ïðèíàäëåæèò îáðàçó NS(A × B) ⊗Z Q ïðè êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè â

Hom(A×B, Â× B̂)⊗ZQ (ñì. íàïðèìåð [36]). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò µ = [L]
l ∈

NS(A × B) òàêîå, ÷òî Φµ ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì ñîîòâåòñòâèÿ g . Ïðåäëîæåíèå

5.4.6 ãîâîðèò íàì, ÷òî ïî êàæäîìó µ ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå

ðàññëîåíèå E íà A×B ñ íàêëîíîì µ(E) = µ .
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×óòü íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ôóíêòîð ΦE èç Db(A) â Db(B) ÿâëÿåòñÿ ýê-

âèâàëåíòíîñòüþ è fE = f . Íî ñíà÷àëà äàâàéòå ñðàâíèì ãðàôèêè Γ è Φµ . Åñëè

òî÷êà (a, α, b, β) ïðèíàäëåæèò Γ , òî

b = x(a) + y(α),

β = z(a) + w(α),
è, ñëåäîâàòåëüíî,

α = −y−1x(a) + y−1(b),

β = (z − wy−1x)(a) + wy−1(b).

Èçîìåòðè÷íîñòü f âëå÷åò ðàâåíñòâî (z − wy−1x) = −ŷ−1 . È çíà÷èò, òî÷êà

(a, α, b, β) ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó Γ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a,−α, b, β) ïðè-

íàäëåæèò Φµ . Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèì, ÷òî

Φµ = (1A,−1 bA, 1B, 1 bB)Γ.

Â ÷àñòíîñòè, èç-çà òîãî, ÷òî f èçîìîðôèçì, ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèè Φµ íà A× Â

è B × B̂ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.

Ïðåäëîæåíèå 5.4.11 Ïóñòü E � ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå íà A×B , ïîñòðî-

åííîå ïî èçîìåòðè÷íîìó èçîìîðôèçìó f , îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Òîãäà ôóíê-

òîð ΦE : Db(A) −→ Db(B) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ea îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ E íà ñëîé {a}×
B . Ïî Òåîðåìå 2.1.5 äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ΦE âïîëíå ñòðîãèé, äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ðàññëîåíèÿ Ea ïðîñòûå è îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó äëÿ ðàçíûõ

òî÷åê.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ðàíã ðàññëîåíèÿ E ðàâåí ïî Ïðåäëîæåíèþ 5.4.6 êâàä-

ðàòíîìó êîðíþ èç ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ Φµ −→ A×B , ò.å. åñòü
√

deg(β) .

Èç ïîëóîäíîðîäíîñòè E íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî âñå ðàññëîåíèÿ Ea òàêæå ïî-

ëóîäíîðîäíû. Êðîìå òîãî, íàêëîí îãðàíè÷åíèÿ µ(Ea) ðàâåí δβ−1 ∈ NS(B) ⊗ Q ⊂
Hom(B, B̂) ⊗ Q . Îáîçíà÷èì δβ−1 äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç ν , ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê

ýëåìåíò NS(B)⊗Q . Ïðåäëîæåíèå 5.4.6 óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîãî ïîëó-

îäíîðîäíîãî ðàññëîåíèÿ F íà B ñ äàííûì íàêëîíîì µ(F) = ν . Î÷åâèäíî, ÷òî

Φν â ýòîì ñëó÷àå åñòü Im
[
Â

(β,δ)−→ B× B̂
]
. Òàê êàê f èçîìîðôèçì, òî îòîáðàæåíèå

Â
(β,δ)−→ B × B̂ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, îïÿòü ïðèìåíÿÿ Ïðåäëîæåíèå

5.4.6 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî r(F) =
√

deg(β) = r(Ea) . Òàêèì îáðàçîì, äâà ðàññëîåíèÿ

F è Ea ïîëóîäíîðîäíû è èìåþò îäèíàêîâûå íàêëîí è ðàíã. Êðîìå òîãî, ðàññëîå-

íèå F ïðîñòîå. Èç Ïðåäëîæåíèé 5.4.7 è 5.4.6 (2) ñëåäóåò, ÷òî Ea òàêæå ïðîñòîå

ðàññëîåíèå.
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Äàëåå, èç Ëåììû 5.4.8 ñëåäóåò, ÷òî ðàññëîåíèÿ Ea1 è Ea2 äëÿ äâóõ òî÷åê

a1, a2 ∈ A ëèáî îðòîãîíàëüíû, ëèáî èçîìîðôíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè èçîìîðôíû.

Òàê êàê ðàññëîåíèå E ïîëóîäíîðîäíî, òî

T ∗(a2−a1,0)E ∼= E ⊗ P(α,β) (5.7)

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (α, β) ∈ Â× B̂ . Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì

Ea2 ⊗ Pβ
∼= Ea1

∼= Ea2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, Pβ ∈ Σ0(Ea) (ñì. (5.6)).

Ïî Ëåììå 5.4.9 è Ïðåäëîæåíèþ 5.4.6 ïîðÿäêè Σ0(E) è Σ0(Ea) ðàâíû r2 . Ìû

óòâåðæäàåì, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå σ : Σ0(E) −→ Σ0(Ea) ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-

ôèçìîì. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëàñü áû òî÷êà α′ ∈ Â òàêàÿ, ÷òî

E ⊗ Pα′ ∼= E . È ïî Ëåììå 5.4.9 òîãäà (0, α′, 0, 0) ∈ Φµ . À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,

÷òî ïðîåêöèÿ Φµ −→ B × B̂ åñòü èçîìîðôèçì.

Òåïåðü, åñëè σ èçîìîðôèçì, òî íàéäåòñÿ òî÷êà α′ ∈ Â òàêàÿ, ÷òî E ⊗P(α′,β)
∼=

E . Èç ðàâåíñòâà (5.7) ñëåäóåò, ÷òî

T ∗(a2−a1,0)E ∼= E ⊗ P(α−α′,0).

Ïî Ëåììå 5.4.9 ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êà (a2−a1, α−α′, 0, 0) ïðèíàäëåæèò Φµ . Îïÿòü,

òàê êàê ïðîåêöèÿ Φµ −→ B×B̂ åñòü èçîìîðôèçì, òî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî a2−a1 =

0 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõ ðàçíûõ òî÷åê a1 and a2 ðàññëîåíèÿ Ea1 è Ea2

îðòîãîíàëüíû . È, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêòîð ΦE : Db(A) −→ Db(B) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå

ñòðîãèì. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð ΨE∨ òàê æå ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå ñòðîãèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ΦE � ýêâèâàëåíòíîñòü. 2

Ïðåäëîæåíèå 5.4.12 Ïóñòü E � ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå, ïîñòðîåííîå îïè-

ñàííûì âûøå ñïîñîáîì ïî èçîìåòðè÷íîìó èçîìîðôèçìó f : A×Â −→ B×B̂ . Òîãäà

èìååòñÿ ðàâåíñòâî fE = f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ãðàôèê ìîðôèçìà fE . Èç Ñëåäñòâèÿ 5.2.13

ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (a, α, b, β) ïðèíàäëåæèò X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Tb∗E ⊗ Pβ
∼= T ∗a E ⊗ Pα.
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×òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

T ∗(a,b)E ∼= E ⊗ P(−α,β).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ëåììå 5.4.9 ïîëó÷àåì, ÷òî X = (1A,−1 bA, 1B, 1 bB)Φµ ãäå µ =

µ(E) ýòî íàêëîí E . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â 5.4.10 ãðàôèê

Γ îòîáðàæåíèÿ f òàêæå åñòü (1A,−1 bA, 1B, 1 bB)Φµ . Çíà÷èò, èçîìîðôèçìû fE è

f ñîâïàäàþò. 2

Ïðè ïîñòðîåíèè ðàññëîåíèÿ E ïî èçîìîðôèçìó f ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî îòîá-

ðàæåíèå y : Â −→ B ÿâëÿåòñÿ èçîãåíèåé. Åñëè ýòî íå òàê, òî ìû ïðåäñòàâèì f êàê

êîìïîçèöèþ äâóõ îòîáðàæåíèé f1 ∈ U(A× Â, B × B̂) è f2 ∈ U(A× Â) äëÿ êîòî-

ðûõ y1 è y2 ÿâëÿþòñÿ èçîãåíèÿìè. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü.

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî fi íàéäåì ñâîé îáúåêò Ei , äàëåå ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

ôóíêòîðîâ ΦEi è âîçüìåì îáúåêò, åå ïðåäñòàâëÿþùèé.

5.4.c. Óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â ýòîì è ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ìû ìîæåì îáú-

åäèíèòü â ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 5.4.13 Ïóñòü A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 . Òîãäà îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãî-

ðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(B) ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå

êàòåãîðèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì

f : A× Â
∼−→ B × B̂.

Òåîðåìà 5.4.14 Ïóñòü A àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì

ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 . Òîãäà ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâîä-

íîé êàòåãîðèè AuteqDb(A) ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ñëåäóþùóþ êîðîòêóþ òî÷-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï:

0 −→ Z⊕ (A× Â)k −→ AuteqDb(A) −→ U(A× Â) −→ 1.

5.4.d. Äàâàéòå ÷óòü áîëåå ïîäðîáíî èññëåäóåì ãðóïïó AuteqDb(A) . Îíà èìååò

íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó (A× Â)k , êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ôóíêòîðîâ âèäà Ta∗(·)⊗Pα ,

ãäå (a, α) ∈ A× Â . Ôàêòîð ïî ýòîé ïîäãðóïïå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì

U(A× Â) ñ ïîìîùüþ Z . Îáîçíà÷èì ýòî öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå êàê Ũ(A× Â) .
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Èìåþòñÿ êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

0 −→ (A× Â)k −→ AuteqDb(A) −→ Ũ(A× Â) −→ 1, (5.8)

0 −→ Z −→ Ũ(A× Â) −→ U(A× Â) −→ 1. (5.9)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå (5.9), äîñòàòî÷íî çàäàòü 2-êîöèêë

λ(g1, g2) ∈ Z , ãäå g1 è g2 ýëåìåíòû U(A× Â) .

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 5.3.2 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ΦE ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, òî

îáúåêò E ∈ Db(A×A) èçîìîðôåí E [k] äëÿ íåêîòîðîãî ïó÷êà E íà A × A .

Ïóñòü E è F � äâà ïó÷êà íà A × A , êîòîðûå çàäàþò àâòîýêâèâàëåíòíîñòè ΦE

è ΦF . Òîãäà êîìïîçèöèÿ ΦF ◦ΦE ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îáúåêòîì G[k] , ãäå

G - ýòî ïó÷îê. Ïîëîæèì, λ(fF , fE) = k . Î÷åâèäíî, ÷òî λ åñòü 2-êîöèêë, êîòîðûé

è çàäàåò öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå (5.9).

Äàâàéòå âû÷èñëèì êîöèêë λ â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû U(A × Â) . Äëÿ

ïðîñòîòû ïîëîæèì k = C . Òîãäà A ∼= Cn/Z2n , è êàæäîìó ëèíåéíîìó ðàññëîå-

íèþ L íà A ìîæíî ñîïîñòàâèòü Ýðìèòîâó ôîðìó H(L) íà Cn (see [36]). Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç p(H) ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé H . Ìû ïîëó÷à-

åì ôóíêöèþ p : NS(A) → Z . Åå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà NS(A) ⊗ R ïî ïðàâèëó:

p(
∑
i

ri[Li]) = p(
∑
i

riH(Li)) . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïîëóíåïðåðûâíóþ ñíèçó

ôóíêöèþ p íà âñåì NS(A) ⊗ R . ( Íåòðóäíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ p è äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì ïîëîæèòü

p(L) ðàâíûì ÷èñëó îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P (n) = χ(L⊗Mn) , ãäå M
íåêîòîðîå îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ

p íà âñå NS(A)⊗ R îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.)

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ýëåìåíòà U(A× Â) :

g1 =


 x1 y1

z1 w1


 and g2 =


 x2 y2

z2 w2


 (5.10)

òàêèå, ÷òî y1 è y2 èçîãåíèè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò îáðàòíûå y−1
1 , y−1

2 ∈
Hom(A, Â)⊗Q . Òåïåðü çàïèøåì:

g1g2 =


 x3 y3

z3 w3



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Ðàññìîòðèì ýëåìåíò y−1
1 y3y

−1
2 = y−1

1 x1 + w2y
−1
2 ãðóïïû Hom(A, Â) ⊗ Q . Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò NS(A) ⊗ Q . Íå òðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðà-

âåíñòâî

λ(g1, g2) = p(y−1
1 y3y

−1
2 )− n.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàäàòü ôîðìóëó äëÿ λ(g1, g2) â òîì ñëó÷àå, êîãäà y1

è y2 îáðàòèìû. Òàê êàê λ åñòü êîöèêë, îí îïðåäåëÿåòñÿ ýòîé ôîðìóëîé è ìîæåò

áûòü îäíîçíà÷íî ïðîäîëæåí íà âñþ ãðóïïó U(A× Â, R) ⊂ End(A× Â)⊗ R .

5.4.e. Â çàêëþ÷åíèè ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿ-

þò ïîíÿòü êàêîâû áûâàþò ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Ïðèìåð 5.4.15 Ðàññìîòðèì A = En , ãäå E ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ áåç êîì-

ïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà U(A× Â) èçîìîðôíà Sp2n(Z) . Õîðî-

øî èçâåñòíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà âåùåñòâåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû

G = Sp2n(R) èçîìîðôíà Z è ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå

G̃ . Êðîìå òîãî, íà ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò Z -çíà÷íûé 2-êîöèêë:

µ(g1, g2) = τ(l, g1l, g1g2l),

çàäàâàåìûé èíäåêñîì Ìàñëîâà τ è íåêîòîðûì ëàãðàíæåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì l

( ñìîòðè ê ïðèìåðó [30]). Ñóùåñòâóåò ôîðìóëà äëÿ êîöèêëà µ , çàïèñàííàÿ â ìàò-

ðè÷íîì âèäå, ïîäîáíî ôîðìóëå (5.10). Â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ îíà èìååò âèä:

µ(g1, g2) = sign (y−1
1 y3y

−1
2 ),

ãäå ñ ïðàâîé ñòîðîíû ñòîèò ñèãíàòóðà ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû y−1
1 y3y

−1
2 .

Ñðàâíèâàÿ êîöèêëû λ è µ , íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî êîöèêë (2λ − µ) òðèâè-

àëåí êàê ýëåìåíò âòîðûõ êîãîìîëîãèé Áîëåå òîãî èçâåñòíî, ÷òî âòîðûå êîãîìîëî-

ãèè ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû G = Sp2n(R) åñòü Z , è îáðàçóþùàÿ çàäàåò óíè-

âåðñàëüíîå ðàñøèðåíèå G̃ . Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî êîöèêë Ìàñëîâà µ ðàâåí ó÷åò-

âåðåííîé îáðàçóþùåé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ G̃λ èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 → G̃ → G̃λ → Z/2Z → 0 , êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå ðàñùåïëÿåòñÿ, òî åñòü G̃λ

èçîìîðôíà G̃× Z/2Z .

Ïðèìåð 5.4.16 Ðàññìîòðèì àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå A ñ êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ

End(A) = Z . Òîãäà ãðóïïà Íåðîíà-Ñåâåðè NS(A) èçîìîðôíà Z . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

119



L è M îáðàçóþùèå NS(A) è NS(Â) ñîîòâåòñòâåííî. Êîìïîçèöèÿ φM ◦φL åñòü

N ·idA ñ íåêîòîðûì N > 0 . Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà U(A×Â) ñîâïàäàåò ñ êîíãðóåíö-

ïîäãðóïïîé Γ0(N) ⊂ SL(2,Z) . Äàëåå, ïóñòü B � ýòî äðóãîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå

òàêîå, ÷òî B×B̂ èçîìîðôíî A×Â . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé òàêîé èçîìîðôèçì

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì. Àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå B ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáðàç

íåêîòîðîãî ìîðôèçìà A
(k·id, mφL)−−−−−−−→ A× Â . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Í.Î.Ä.(k, m) = 1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ ýòîò ìîðôèçì èç A â B . ßäðî ψ åñòü Ker (mφL) ∩ Ak .

Òàê êàê Í.Î.Ä.(k,m) = 1 , òî íà ñàìîì äåëå Ker (ψ) = Ker (φL) ∩ Ak . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ìû çíàåì, ÷òî Ker (φ) ⊂ AN . Òàêèì îáðàçîì, áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì N . Êàæäûé k äåëèòåëü N èíäóöèðóåò àáå-

ëåâî ìíîãîîáðàçèå B := A/(Ker (φL)∩Ak) . Î÷åâèäíî, ÷òî äâà ðàçíûõ äåëèòåëÿ N

íåèçîìîðôíûå àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ. Áîëåå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âëîæåíèå

B â A× Â ðàñùåïëÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Í.Î.Ä.(k,N/k) = 1 . Ñëåäî-

âàòåëüíî, ÷èñëî àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé B òàêèõ, ÷òî Db(B) ' Db(A) ñîâïàäàåò

ñ 2s , ãäå s � ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé N .

Ïðèìåð 5.4.17 Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî A ãëàâíîïîëÿðèçî-

âàííîå, ò.å. ìû èìååì N = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè Db(A) ' Db(B) , òî B ∼= A .

Áîëåå òîãî, ãðóïïà U(A× Â) èçîìîðôíî SL(2,Z) . Â ðàáîòå [43] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ

ãëàâíîïîëÿðèçîâàííîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5.8) ðàñùåïëÿåò-

ñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì îïèñàíèå AuteqDb(A) êàê ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû (A× Â)k è ãðóïïû Ũ(A× Â) , ò.å.

AuteqDb(A) ∼= Ũ(A× Â)n (A× Â)k,

è Ũ(A× Â) � öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå SL(2,Z) , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êîöèêëîì

λ . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

1 −→ B3 −→ Ũ(A× Â) −→ Z/2nZ −→ 0,

ãäå B3 ãðóïïà êîñ ñ 3-ìÿ íèòÿìè. ( Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà B3 ÿâëÿåòñÿ óíèâåð-

ñàëüíûì öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì SL(2,Z) , êîòîðîå òàêæå èíäóöèðóåòñÿ óíèâåð-

ñàëüíûì íàêðûòèåì SL(2,R) .)
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