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ÄÌÈÒÐÈÉ ÎÐËÎÂ

Îãðàíè÷åííàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(X) � ýòî òðèàíãóëèðîâàííàÿ êà-
òåãîðèÿ, êîòîðóþ åñòåñòâåííî ñîïîñòàâèòü àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ X. Èíîã-
äà ñëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçíûõ ìíîãîîáðàçèé X è Y èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
Db(X) ' Db(Y ). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè â òàêîé ñèòóàöèè ÷òî-òî
ñêàçàòü î ìîòèâàõ äàííûõ ìíîãîîáðàçèé? Ïåðâûé æå òàêîé ïðèìåð [4] � àáåëåâî ìíîãîîá-
ðàçèå A è åãî äâîéñòâåííîå Â � ïîêàçûâàåò íàì, ÷òî ìîòèâû äàííûõ ìíîãîîáðàçèé íå
îáÿçàíû áûòü èçîìîðôíû. Îäíàêî, êàæåòñÿ, ÷òî âî âñåõ èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ èõ ìîòèâû
ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè ýôôåêòèâíûõ ìîòèâîâ ×æîó CHeff(k) íàä ïîëåì k.

Êàòåãîðèÿ CHeff(k) ïîëó÷àåòñÿ êàê ïñåâäî-àáåëåâà îáîëî÷êà (ò.å. ôîðìàëüíûì äîáàâ-
ëåíèåì êîÿäåð âñåõ ïðîåêòîðîâ) èç êàòåãîðèè, îáúåêòû êîòîðîé � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå
ñõåìû íàä k, à ìîðôèçìû èç X â Y � ýòî ñóììà ⊕Xi

Am(Xi × Y ) (ïî âñåì êîìïî-
íåíòàì ñâÿçíîñòè Xi ) ãðóïï öèêëîâ êîðàçìåðíîñòè m = dim Y íà Xi × Y ïî ìîäóëþ
ðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè (ñì. [3, 1]). Â [7] Âîåâîäñêèé îïðåäåëèë òðèàíãóëèðîâàí-
íóþ êàòåãîðèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîòèâîâ DMeff

gm(k). Îí ñòàðòîâàë ñ àääèòèâíîé êàòåãîðèè
SmCor(k), îáúåêòû êîòîðîé � ãëàäêèå ñõåìû êîíå÷íîãî òèïà íàä k, à ìîðôèçìû èç
X â Y � ýòî ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ çàìêíóòûìè öåëûìè ïîäñõåìàìè
Z ⊂ X × Y êîíå÷íûìè íàä X è ñþðúåêòèâíûìè íàä íåêîòîðîé êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè
X. Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âëîæåíèå [−] : Sm(k) → SmCor(k) êàòåãîðèè Sm(k) ãëàäêèõ
ñõåì êîíå÷íîãî òèïà íàä k. Êàòåãîðèÿ SmCor(k) àääèòèâíà, è [X

∐
Y ] = [X] ⊕ [Y ].

Äàëåå îí ðàññìîòðåë ôàêòîðèçàöèþ ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè Hb(SmCor(k)) îãðàíè-
÷åííûõ êîìïëåêñîâ ïî ìèíèìàëüíîé òîëñòîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè T, ñîäåð-
æàùåé âñå îáúåêòû âèäà [X × A1] → [X] è [U ∩ V ] → [U ] ⊕ [V ] → [X] äëÿ ëþáîãî
îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ U ∪V = X. Òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ DMeff

gm(k) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ïñåâäî-àáåëåâà îáîëî÷êà ôàêòîð-êàòåãîðèè Hb(SmCor(k))/T (cì. [7, 1]).

Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð CHeff(k) → DMeff
gm(k), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

âëîæåíèåì, åñëè íàä ïîëåì k ñóùåñòâóåò ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ([7, 4.2.6]). Òàêèì
îáðàçîì, âñå ðàâíî â êàêîé èç äâóõ êàòåãîðèé (â CHeff(k) èëè â DMeff

gm(k) ) ðàññìàòðèâàòü

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ (N 05-01-01034), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ
ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ ÌÄ-2731.2004.1, Àìåðèêàíñêîãî ôîíäà ãðàæäàíñêèõ èññëåäîâà-
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ìîòèâû ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé. Îáîçíà÷èì ìîòèâ ìíîãîîáðàçèÿ X ÷åðåç
M(X), à ÷åðåç M(X)Q åãî ìîòèâ â êàòåãîðèè ìîòèâîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
DMeff

gm(k)⊗Q (è CHeff(k)⊗Q ).

Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü X è Y � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ, è Db(X)'Db(Y ).

Òîãäà èõ ðàöèîíàëüíûå ìîòèâû M(X)Q è M(Y )Q èçîìîðôíû â CHeff(k) ⊗ Q (è â
DMeff

gm(k)⊗Q ).

Ãèïîòåçà 2. Ïóñòü X, Y � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ, è F : Db(X) → Db(Y ) �
âïîëíå ñòðîãèé ôóíêòîð. Òîãäà ìîòèâ M(X)Q ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â M(Y )Q.

Â êàòåãîðèè DMeff
gm(k) èìååòñÿ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, è M(X)⊗M(Y ) = M(X × Y ).

Îïðåäåëèì ìîòèâ Òåéòà Z(1) êàê îáðàç êîìïëåêñà [P1] → [Spec(k)], ñîñðåäîòî÷åííîãî
â ñåïåíÿõ 2 è 3, è ïîëîæèì M(p) = M ⊗ Z(1)⊗p äëÿ ëþáîãî ìîòèâà M ∈ DMeff

gm(k)

è p ∈ N. Òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîòèâîâ DMgm(k) ïîëó÷àåòñÿ
èç DMeff

gm(k) ôîðìàëüíûì îáðàùåíèåì ôóíêòîðà − ⊗ Z(1). Âàæíûì è íåòðèâèàëüíûì
ôàêòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð DMeff

gm(k) → DMgm(k)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì [7, 4.3.1]. È çíà÷èò, ìû ìîæåì ðàáîòàòü â êàòåãîðèè DMgm(k).

Áîëåå òîãî (ñì. [7]), äëÿ ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ X è Y è ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà i èìååòñÿ
ðàâåíñòâî

HomDMgm(k)(M(X), M(Y )(i)[2i]) ∼= Am+i(X × Y ), ãäå m = dim Y.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ âïîëíå ñòðîãèé ôóíêòîð F : Db(X) → Db(Y ) ìåæäó ïðî-
èçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé X

è Y ðàçìåðíîñòè n è m ñîîòâåòñòâåííî. Ýòîò ôóíêòîð èìååò ïðàâûé ñîïðÿæåííûé
F ∗ ïî [2], è ïî òåîðåìå 2.2 èç [5] (ñì. òàêæå [6, 3.2.1]) ôóíêòîð F ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåê-
òîì íà ïðîèçâåäåíèè X × Y, ò.å. F ∼= ΦA, ãäå ΦA = Rp2∗(p∗1(−)

L⊗ A) äëÿ íåêîòîðîãî
A ∈ Db(X × Y ). Êàæäîìó ôóíêòîðó âèäà ΦA : Db(X) → Db(Y ) ìîæíî ñîïîñòàâèòü
ýëåìåíò a ∈ A∗(X × Y,Q) ïî ïðàâèëó

(1) a = p∗1
√

tdX · ch(A) · p∗2
√

tdY ,

ãäå tdX è tdY � êëàññû Òîääà ìíîãîîáðàçèé X è Y. Öèêë a èìååò ñìåøàííûé
òèï, ðàññìîòðèì åãî ðàçëîæåíèå íà êîìïîíåíòû a = a0 + · · · + an+m, ãäå èíäåêñ � ýòî
êîðàçìåðíîñòü öèêëà íà X × Y. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà aq çàäàåò îòîáðàæåíèå ìîòèâîâ

αq : M(X)Q → M(Y )Q(q −m)[2(q −m)].

À âåñü öèêë a çàäàåò îòîáðàæåíèå α : M(X)Q → ⊕n
i=−m M(Y )Q(i)[2i]. Òåïåðü ðàñ-

ñìîòðèì îáúåêò B ∈ Db(X × Y ), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò (ëåâûé) ñîïðÿæåííûé ôóíê-
òîð F ∗, ò.å. F ∗ ∼= ΨB, ãäå ΨB = Rp1∗(p∗2(−)

L⊗ B). Ñîïîñòàâèì îáúåêòó B öèêë
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b = b0 + · · · + bn+m ïî òîé æå ñàìîé ôîðìóëå (1). Öèêë b èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå
β :

⊕n
i=−m M(Y )Q(i)[2i] → M(X)Q. Òàê êàê ôóíêòîð ΦA âïîëíå ñòðîãèé, òî êîìïîçè-

öèÿ ΨB ◦ ΦA èçîìîðôíà òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó. À ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðèìàíà-Ðîõà-
Ãðîòåíäèêà, ïîëó÷àåì, ÷òî è êîìïîçèöèÿ

M(X)Q
α→

n⊕
i=−m

M(Y )Q(i)[2i]
β→ M(X)Q

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé, ò.å. M(X)Q � ïðÿìîå ñëàãàåìîå â
⊕n

i=−m M(Y )Q(i)[2i].

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî dim X = dim Y = n, è ÷òî íîñèòåëü îáúåêòà A òàêæå
èìååò ðàçìåðíîñòü n. Çíà÷èò aq = 0 ïðè q = 0, . . . , n − 1, ò.å. a = an + · · · + a2n.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå è b = bn + · · ·+ b2n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ
β · α : M(X)Q → M(X)Q, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé, ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé
βn · αn . È çíà÷èò, M(X)Q ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â M(Y )Q. Áîëåå òîãî, â äàííîé
ñèòóàöèè öèêëû an è bn öåëî÷èñëåííûå. Ñëåäîâàòåëüíî, è öåëî÷èñëåííûé ìîòèâ M(X)

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â M(Y ). Ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X è Y � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè n, è
F : Db(X) → Db(Y ) âïîëíå ñòðîãèé ôóíêòîð, òàêîé ÷òî ðàçìåðíîñòü íîñèòåëÿ îáúåêòà
A, ïðåäñòàâëÿþùåãî ôóíêòîð F, ðàâíà n. Òîãäà ìîòèâ M(X) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
ñëàãàåìûì ìîòèâà M(Y ). Åñëè ê òîìó æå ôóíêòîð F åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü, òî
ìîòèâû M(X) è M(Y ) èçîìîðôíû.

Ïðèìåðû òàêèõ ôóíêòîðîâ èçâåñòíû, îíè ïðèõîäÿò èç áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè (ñì.
íàïðèìåð [6]). Â ýòèõ ïðèìåðàõ, îäíà èç êîìïîíåíò supp(A) çàäàåò áèðàöèîíàëüíîå îòîá-
ðàæåíèå X 99K Y. Ðàçäóòèÿ è àíòèôëèïû äàþò âïîëíå ñòðîãèå ôóíêòîðû, à ôëîïû �
ýêâèâàëåíòíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî èçîìîðôèçì ìîòèâîâ âëå÷åò èçîìîðôèçì âñåõ ðåàëèçàöèé
(ñèíãóëÿðíûõ êîãîìîëîãèé, l-àäè÷åñêèõ êîãîìîëîãèé, ñòðóêòóð Õîäæà è ò.ï.).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ΦA : Db(X) → Db(Y ) îòîáðàæåíèå ìîòèâîâ αn :

M(X)Q → M(Y,Q), çàäàííîå öèêëîì an ∈ An(X×Y,Q), íå îáÿçàíî áûòü èçîìîðôèçìîì
(ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå P íà ïðîèçâåäåíèè àáåëåâîãî ìíîãîîáðàçèÿ A

è åãî äâîéñòâåííîãî Â ). Îäíàêî, âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà, óòî÷íÿþùàÿ
ãèïîòåçó 1, ìîæåò áûòü âåðíà.

Ãèïîòåçà 3. Ïóñòü A îáúåêò íà X × Y, äëÿ êîòîðîãî ΦA : Db(X) → Db(Y ) åñòü
ýêâèâàëåíòíîñòü. Òîãäà íàéäóòñÿ ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ L è M íà X è ñîîòâ. Y

òàêèå, ÷òî êîìïîíåíòà a′n îáúåêòà A′ := p∗1L⊗A⊗ p∗2M çàäàåò èçîìîðôèçì ìåæäó
ìîòèâàìè M(X)Q è M(Y )Q.

Àâòîð áëàãîäàðåí Þ.È.Ìàíèíó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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