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ÀÍÒÎÍ ÊÀÏÓÑÒÈÍ È ÄÌÈÒÐÈÉ ÎÐËÎÂ

Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ñòàòüÿ, ðàññ÷èòàííàÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü íà ìàòåìàòè÷åñêóþ
àóäèòîðèþ, ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ââåäåíèå â ãîìîëîãè÷åñêóþ çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ,
ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè è òîïîëîãè÷åñêèå D-áðàíû. Â ñòàòüå îáúÿñíÿåòñÿ çåðêàëüíàÿ
ñèììåòðèÿ ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, åå ñâÿçü ñ ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè è ïðè-
÷èíà, ïî êîòîðîé êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ äîëæíà áûòü ðàñøèðåíà ñ ïîìîùüþ êîèçîòðîïíûõ
À-áðàí, îáñóæäàåòñÿ êàê ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå ãîìîëîãèé Ôëîåðà íà òàêèå
îáúåêòû è äàåòñÿ îïèñàíèå çåðêàëüíîé ñèììåòðèè äëÿ ïëîñêèõ òîðîâ. Ñòàòüÿ ñîñòîèò
èç ÷åòûðåõ ëåêöèé, êîòîðûå áûëè ïðî÷èòàíû â Èíñòèòóòå ×èñòîé è Ïðèêëàäíîé Ìà-
òåìàòèêè (Ëîñ Àíæåëåñ) â ìàðòå 2003 ãîäà â ðàìêàõ ïðîãðàììû "Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ è ôèçèêà".

1. Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

Öåëü ïåðâîé ëåêöèè � îáúÿñíèòü ôåíîìåí çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ, à òàêæå åãî ìàòåìàòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, âûäâèíóòóþ Ì. Êîíöåâè÷åì â
1994 ãîäó â äîêëàäå íà ÌåæäóíàðîäíîìÌàòåìàòè÷åñêîì Êîíãðåññå [25]. Äðóãîé ïîäõîä
ê çåðêàëüíîé ñèììåòðèè áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå À. Ñòðîìèíãåðà, Ø.Ò. ßó è Ý. Çàñëîó
[41]; çäåñü îí îáñóæäàòüñÿ íå áóäåò.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ � ýòî íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå íà
ìíîæåñòâå 2d êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ ñ N = 2 ñóïåðñèììåòðèåé. A 2d êîíôîðìíàÿ
òåîðèÿ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé àëãåáðàè÷åñêîé ïðèðîäû; íåêîòî-
ðîå ïîíÿòèå îá ýòîé ñòðóêòóðå áóäåò äàíî íèæå. Òàêèì îáðàçîì, çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ
� òîæå ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîå. Ãåîìåòðèÿ âîçíèêíåò, êîãäà ìû ðàññìîòðèì ñïåöèàëü-
íûé êëàññ ñóïåðêîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ, ñâÿçàííûé ñ ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè-ßó.

Íà÷íåì ñ 2d êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ (ÊÒÏ). ×òîáû çàäàòü ÊÒÏ, íóæíû ñëåäóþ-
ùèå äàííûå: áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V (ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé),
òðè âûäåëåííûõ ýëåìåíòà â V (âàêóóìíûé âåêòîð |vac〉 è åùå äâà ýëåìåíòà L, L̄ )
è ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Y èç V â "ïðîñòðàíñòâî ôîðìàëüíûõ äðîáíûõ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ ïî z, z̄ ñ êîýôôèöèåíòàìè â End(V ) ". Ìû áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå Y

îïåðàòîðíî-âåêòîðíûì ñîîòâåòñòâèåì. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå "ïðîñòðàíñòâà ôîðìàëüíûõ
äðîáíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ"áûëî äàíî â [19]. Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Y ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ðÿäîâ Ëîðàíà ïî z, z̄ ñ êîýôôèöèåíòàìè â End(V ),
õîòÿ òàêîå îïðåäåëåíèå Y íåäîñòàòî÷íî îáùåå â êîíòåêñòå çåðêàëüíîé ñèììåòðèè. Ýòè

Ïåðâûé àâòîð ïîääåðæàí ôîíäîì DOE ãðàíò DE-FG03-92-ER40701. Âòîðîé àâòîð ïîääåðæàí ÐÔ-
ÔÈ (ãðàíò 02-01-00468), ãðàíòîì Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ ÌÄ-
2731.2004.1, Àìåðèêàíñêèì ôîíäîì ãðàæäàíñêèõ èññëåäîâàíèé CRDF RM1-2405-MO-02, Ôîíäîì ñî-
äåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.
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äàííûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü àêñèîìàì, àêêóðàòíóþ ôîðìóëèðîâêó êîòîðûõ ìîæíî
íàéòè â [19]. Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå, àêñèîìû âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(i) Y (|vac〉) = idV .

(ii) Y (L) =
∑

n∈Z
Ln

zn+2 , Y (L̄) =
∑

n∈Z
L̄n

z̄n+2 äëÿ íåêîòîðûõ Ln, L̄n ∈ End(V ).
(iii) Êàê Ln, òàê è L̄n óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì àëãåáðû

Âèðàñîðî; âñå Ln êîììóòèðóþò ñî âñåìè L̄m.

(iv) [L−1, Y (v, z, z̄)] = ∂Y (v, z, z̄), [L0, Y (v, z, z̄)] = z∂Y (v, z, z̄) + Y (L0v, z, z̄), äëÿ
ëþáîãî v ∈ V, à òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ çàìåíîé Ln → L̄n, ∂ →
∂̄.

(iv) Y (v)|vac〉 = ezL−1+z̄L̄−1v äëÿ ëþáîãî v ∈ V.

(v) Y (v, z, z̄)Y (v′, z′, z̄′) èìååò íå áîëåå ÷åì ñòåïåííûå ñèíãóëÿðíîñòè íà äèàãîíàëÿõ
z = z′ è z̄ = z̄′.

(vi) Y (v, z, z̄)Y (v′, z′, z̄′)−Y (v′, z′, z̄′)Y (v, z, z̄) ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì ñ íîñèòåëåì íà äèàãîíàëè.

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà Âèðàñîðî � ýòî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ñ ãåíåðàòîðàìè
Lm,m ∈ Z è ñëåäóþùèìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + c
m3 −m

12
δm,−n.

Îíà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì àëãåáðû Âèòòà (àëãåáðû Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé
íà îêðóæíîñòè). Êîíñòàíòà c íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì. Àëãåáðà Âèðàñîðî
íàòÿíóòàÿ íà Ln (èëè L̄n ) íàçûâàåòñÿ ïðàâîáåãóùåé (ñîîòâ., ëåâîáåãóùåé).

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ âûøåïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ÊÒÏ. Äëÿ íàøèõ
öåëåé, íåîáõîäèìî ñäåëàòü âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà è îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè Z/2 -
ãðàäóèðîâàííûìè. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ÊÒÏ åñòü êàê áîçîí-
íûå, òàê è ôåðìèîííûå ïîëÿ. Äðóãîå âàæíîå ñâîéñòâî, âûïîëíåííîå â ëþáîé ïðèåìëå-
ìîé ÊÒÏ, � ýòî ñóùåñòâîâàíèå íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìû íà V, ñîãëàñîâàí-
íîé ñ îñòàëüíûìè ñòðóêòóðàìè ÊÒÏ. Íàêîíåö, áîëüøèíñòâî ÊÒÏ, ðàññìàòðèâàåìûõ â
ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå îáëàäàåò ëåâî-ïðàâîé ñèììåòðèåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàìåíà z

íà z̄ è Ln íà L̄n äàåò èçîìîðôíóþ ÊÒÏ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ëåâî-ïðàâî
ñèììåòðè÷íûå ÊÒÏ.

Áîëåå ãåîìåòðè÷íîå îïðåäåëåíèå ÊÒÏ áûëî äàíî Ã. Ñèãàëîì â ðàáîòå [40]. Ñè-
ãàë ðàññìàòðèâàåò êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå íàáîðû îêðóæ-
íîñòåé, à ìîðôèçìàìè � ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ñ îðèåíòèðîâàííûìè àíàëèòè÷åñêè-
ïàðàìåòðèçîâàííûìè ãðàíèöàìè. Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì
ñêëåèâàíèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé âäîëü ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ñ ñîãëàñîâàííîé
îðèåíòàöèåé. ÊÒÏ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîåêòèâíûé ôóíêòîð èç ýòîé êàòåãîðèè â êàòåãî-
ðèþ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèé íàáîðó àêñèîì, îïèñàííûõ â ðàáîòàõ
[40, 10]. (Ïðîåêòèâíûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè C â êàòåãîðèþ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ
� ýòî ôóíêòîð èç C â êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàí-
ñòâà, à ìîðôèçìàìè � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ìîðôèçìîâ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ
ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâûå ñêàëÿðû.) Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ëþáàÿ ÊÒÏ â ñìûñëå Ñèãàëà äàåò ÊÒÏ â ñìûñëå íàøåãî àëãåáðàè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ
(ñì. íàïðèìåð [10]). Íàïðèìåð, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V â íàøåì îïðåäåëåíèè � ýòî
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ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîé îêðóæíîñòè. Îòîáðàæåíèå Y ïîëó-
÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ìîðôèçìà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðèìà-
íîâîé ñôåðå ñ òðåìÿ äûðêàìè. Ïîõîæå, ÷òî è îáðàòíî ïî ëþáîé ÊÒÏ â íàøåì ñìûñëå,
îáëàäàþùåé ëåâî-ïðàâîé ñèììåòðèåé è ñîãëàñîâàííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íà
V, ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ñèãàëîâñêóþ ÊÒÏ â ðîäå íóëü (ò.å. îãðàíè÷èâàÿñü
ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè ðîäà íóëü).

N = 1 ñóïåðàëãåáðà Âèðàñîðî � ýòî íåêàÿ áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè, ñî-
äåðæàùàÿ â êà÷åñòâå ïîäàëãåáðû àëãåáðó Âèðàñîðî. Êðîìå ÷åòíûõ ãåíåðàòîðîâ Âèðà-
ñîðî Ln, n ∈ Z, îíà ñîäåðæèò òàêæå íå÷åòíûå ãåíåðàòîðû Qn, n ∈ Z. Íîâûå êîììó-
òàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ âûãëÿäÿò òàê:

[Lm, Qn] =
(m

2
− n

)
Qm+n, [Qm, Qn] =

1
2
Lm+n +

c

12
m2δm,−n.

Ïî îïðåäåëåíèþ, N = 1 ñóïåðêîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ (ÑÊÒÏ) � ýòî òàêàÿ ÊÒÏ,
ãäå íà V çàäàíî ïðåäñòàâëåíèå äâóõ êîïèé N = 1 ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî, è ýòî
ïðåäñòàâëåíèå ñîãëàñîâàíî ñ äðóãèìè ñòðóêòóðàìè ÊÒÏ â î÷åâèäíîì ñìûñëå.1

N = 2 ñóïåðàëãåáðà Âèðàñîðî � äàëüíåéøåå îáîáùåíèå àëãåáðû Âèðàñîðî. Ýòî
áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè, ñîäåðæàùàÿ â êà÷åñòâå ïîäàëãåáðû N = 1 ñó-
ïåðàëãåáðó Âèðàñîðî. Åå ÷åòíûå ãåíåðàòîðû îáîçíà÷àþòñÿ Ln, Jn, n ∈ Z. Íå÷åòíûå
ãåíåðàòîðû îáîçíà÷àþòñÿ Q+

n , Q−
n , n ∈ Z. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ñëåäó-

þùóþ ñòðóêòóðó:

[L,L] ∼ L, [J, J ] ∼ central, [L, J ] ∼ J, [Q±, Q±] = 0,(1)
[L,Q±] ∼ Q±, [J,Q±] ∼ ±Q±, [Q±, Q∓] ∼ J + L + central.(2)

Òî÷íûé âèä êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòå [19].
Âûøåóïîìÿíóòàÿ N = 1 ïîäàëãåáðà Âèðàñîðî íàòÿíóòà íà ýëåìåíòû Ln è Qn =
Q+

n + Q−
n , n ∈ Z. Îòíîøåíèÿ ìåæäó N = 1 è N = 2 ñóïåðàëãåáðàìè Âèðàñîðî

àíàëîãè÷íû îòíîøåíèÿì ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè äå Ðàìà è Äîëüáî íà ôîðìàõ íà
êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè: ãåíåðàòîðû Qn àíàëîãè÷íû äèôôåðåíöèàëó äå Ðàìà d,

â òî âðåìÿ êàê Q+
n è Q−

n àíàëîãè÷íû äèôôåðåíöèàëàì Äîëüáî ∂ è ∂̄.

N = 2 ÑÊÒÏ � ýòî N = 1 ÑÊÒÏ ñ çàäàííûì äåéñòâèåì íà V äâóõ êîïèé N = 2
ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî. Ýòî äåéñòâèå äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíî ñ îñòàëüíûìè ñòðóê-
òóðàìè ÑÊÒÏ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì èåðàðõèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð:

Ìíîæåñòâî ÊÒÏ ⊃ Ìíîæåñòâî N=1 ÑÊÒÏ ⊃ Ìíîæåñòâî N=2 ÑÊÒÏ

Ñóùåñòâóåò åùå áîëåå îáùåå ïîíÿòèå: 2d òåîðèÿ ïîëÿ, áåç ïðèëàãàòåëüíîãî "êîíôîðì-
íàÿ."Ìû åãî îáñóæäàòü íå áóäåì.

Ìîæíî äàòü áîëåå ãåîìåòðè÷íîå îïðåäåëåíèå N = 1 è N = 2 ÑÊÒÏ â ñòèëå Ñèãàëà.
Äëÿ ýòîãî íóæíî çàìåíèòü ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè äâóìåðíûìè ñóïåðìíîãîîáðàçèÿìè
ñ N = 1 èëè N = 2 ñóïåðêîíôîðìíîé ñòðóêòóðîé.

Èçîìîðôèçì ÊÒÏ èëè ÑÊÒÏ � ýòî èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V
∼→ V ′,

êîòîðûé ñîãëàñîâàí ñî âñåìè îñòàëüíûìè ñòðóêòóðàìè, â î÷åâèäíîì ñìûñëå. Äâå N = 2
ÑÊÒÏ ìîãóò áûòü èçîìîðôíû êàê N = 1 ÑÊÒÏ, íå áóäó÷è èçîìîðôíû êàê N = 2

1Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî îïðåäåëåíèå îòíîñèòñÿ ê ñåêòîðó Ðàìîíà-Ðàìîíà ÑÊÒÏ.
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ÑÊÒÏ. (Çàìåòèì, ÷òî â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðè îáñóæäåíèè èçîìîðôèçìîâ ÑÊÒÏ
÷àñòî íå óêàçàíî ÿâíî, èìåþòñÿ ëè â âèäó N = 1 èëè N = 2 èçîìîðôèçìû: îáû÷íî
ýòî ÿñíî èç êîíòåêñòà).

N = 2 ñóïåðàëãåáðà Âèðàñîðî èìååò èíòåðåñíûé àâòîìîðôèçì, íàçûâàåìûé çåð-
êàëüíûì àâòîìîðôèçìîì:

M : Ln 7→ Ln, Jn 7→ −Jn, Q±
n 7→ Q∓

n .

Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ ïàðà N = 2 ÑÊÒÏ, êîòîðûå èçîìîðôíû êàê N = 1 ÑÊÒÏ, è
ïóñòü f : V

∼→ V ′ � íåêîòîðûé èçîìîðôèçì ìåæäó íèìè. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
f � ïðàâûé çåðêàëüíûé ìîðôèçì ìåæäó íàøèìè N = 2 ÑÊÒÏ, åñëè f äåéñòâó-
åò êàê åäèíè÷íûé àâòîìîðôèçì íà ëåâîáåãóùóþ N = 2 ñóïåðàëãåáðó Âèðàñîðî, è
êàê çåðêàëüíûé àâòîìîðôèçì íà ïðàâîáåãóùóþ N = 2 ñóïåðàëãåáðó Âèðàñîðî. Ýòî
îïðåäåëåíèå èìååò ñìûñë, ïîñêîëüêó, êàê çàìå÷åíî âûøå, çåðêàëüíûé àâòîìîðôèçì
òðèâèàëüíî äåéñòâóåò íà N = 1 ïîäàëãåáðó Âèðàñîðî. Ïåðåñòàâëÿÿ ëåâîå è ïðàâîå,
ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå ëåâîãî çåðêàëüíîãî ìîðôèçìà ìåæäó N = 2 ÑÊÒÏ. Íàêîíåö,
åñëè f äåéñòâóåò íà îáå N = 2 ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî êàê çåðêàëüíûé àâòîìîðôèçì,
ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f � ýòî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà çíà÷åíèé.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå N = 2 ÑÊÒÏ çåðêàëüíû äðóã äðóãó, åñëè ñóùåñòâóåò
ëåâûé èëè ïðàâûé çåðêàëüíûé ìîðôèçì ìåæäó íèìè. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äâå N = 2
ÑÊÒÏ çåðêàëüíû òðåòüåé ÑÊÒÏ (ñëåâà), òî ýòè äâå ÑÊÒÏ ñàìè èçîìîðôíû (êàê N = 2
ÑÊÒÏ). Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå çåðêàëüíîñòè (ñêàæåì, ñëåâà) � ýòî èíâîëþòèâíîå
îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ N = 2 ÑÊÒÏ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çåð-
êàëüíûå N = 2 ÑÊÒÏ èçîìîðôíû êàê N = 1 ÑÊÒÏ, íî îáû÷íî íåèçîìîðôíû êàê
N = 2 ÑÊÒÏ. Â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïîñòðîåíî ìíîãî ÿâíûõ ïðèìåðîâ çåðêàëü-
íûõ ïàð N = 2 ÑÊÒÏ; èç íèõ ìîæíî ñòðîèòü áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû ïîñðåäñòâîì
îïåðàöèé òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îðáèôîëäà, è ò.ä.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó N = 2 ÑÊÒÏ è ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè-ßó. Ôè-
çè÷åñêîå Êàëàáè-ßó � ýòî êîìïàêòíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ òðèâèàëüíûì êà-
íîíè÷åñêèì êëàññîì, ñíàáæåííîå êýëåðîâûì êëàññîì è B -ïîëåì (ýëåìåíòîì ãðóïïû
H2(X,R)/H2(X,Z) ). Ãèïîòåòè÷åñêè, êàæäîìó ôèçè÷åñêîìó Êàëàáè-ßó ìîæíî åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü N = 2 ÑÊÒÏ, çàâèñÿùóþ îò ýòèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ äàí-
íûõ. Åñëè íå ãíàòüñÿ çà ñòðîãîñòüþ, òî ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ N = 2 ÑÊÒÏ ìîæíî
îïèñàòü òàê. Âî-ïåðâûõ, êàæäîìó ôèçè÷åñêîìó Êàëàáè-ßó ëåãêî ñîïîñòàâèòü êëàññè-
÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ, íàçûâàåìóþ N = 2 ñèãìà-ìîäåëüþ. Åå ëàãðàíæèàí äàåòñÿ ÿâíîé,
õîòÿ è äîâîëüíî ñëîæíîé, ôîðìóëîé (ñì., íàïðèìåð, [36]). Ýòîò ëàãðàíæèàí èíâàðèàí-
òåí îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ñóïåðàëãåáðû èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðàÿ
èçîìîðôíà ñóììå äâóõ êîïèé N = 2 ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî (ñ íóëåâûì öåíòðàëüíûì
çàðÿäîì). Âî-âòîðûõ, íàäî ïðîêâàíòîâàòü N = 2 ñèãìà-ìîäåëü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
N = 2 ñóïåðêîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ ñîõðàíÿëàñü è íà êâàíòîâîì óðîâíå (ïðè ýòîì
íåèçáåæíî ïîÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé öåíòðàëüíûé çàðÿä). Ðåçóëüòàò êâàíòîâàíèÿ è åñòü
èñêîìàÿ N = 2 ÑÊÒÏ.

Çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ î÷åíü ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ, òî÷íî ïðîêâàíòîâàòü ñèãìà-
ìîäåëü íå óäàåòñÿ, è ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê òåîðèè âîçìóùåíèé. À èìåííî, ìåòðèêà
óìíîæàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî t À 1, gµν → t2gµν , ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäåë t →
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∞ (òàê íàçûâàåìûé ïðåäåë áîëüøîãî îáúåìà), è êâàíòîâàíèå ïðîâîäèòñÿ èñïîëüçóÿ
ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì 1/t. Ãèïîòåòè÷åñêè, ïîëó÷àþùèåñÿ ñòåïåííûå ðÿäû ïî 1/t

èìåþò íåíóëåâîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè è òåì ñàìûì îïðåäåëÿþò N = 2 ÑÊÒÏ.
Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ, ìîæíî ëè âîññòàíîâèòü ôèçè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

Êàëàáè-ßó X ïî N = 2 ÑÊÒÏ. Ìû âñêîðå óâèäèì, ÷òî îäíîçíà÷íî ýòîãî ñäåëàòü
íåëüçÿ. Òåì íå ìåíåå, äîâîëüíî ïðîñòî îïðåäåëèòü íåêîòîðûå ÷èñëåííûå õàðàêòåðèñòè-
êè X. Íàïðèìåð, êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü X ðàâíà c/3, ãäå c � ýòî öåíòðàëüíûé
çàðÿä N = 2 ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî. ×èñëà Õîäæà hp,q(X) ìîæíî âû÷èñëèòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé N = 2 ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî
ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð DB = Q+

0 + Q̄+
0 , äåéñòâóþùèé íà ïðîñòðàíñòâå V, óäîâëåòâî-

ðÿåò D2
B = 0. Îïåðàòîð DB íàçûâàåòñÿ ÁÐÑÒ îïåðàòîðîì (òèïà B, ñì. íèæå), à åãî

êîãîìîëîãèè íàçûâàåòñÿ ÁÐÑÒ êîãîìîëîãèÿìè. Äëÿ ëþáîé ðàçóìíîé N = 2 ÑÊÒÏ
êîãîìîëîãèè DB êîíå÷íîìåðíû è áèãðàäóèðîâàíû ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòî-
ðîâ J0 è J̄0. (Ýòè îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ ëåâîáåãóùèì è ïðàâîáåãóùèì R -çàðÿäàìè,
ñîîòâåòñòâåííî.) ×èñëî Õîäæà hp,q(X) ðàâíî ðàçìåðíîñòè êîìïîíåíòû ÁÐÑÒ êîãîìî-
ëîãèè ñ R -çàðÿäàìè p − n

2 è q − n
2 , ãäå n = dimCX. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî íå ëþáàÿ

N = 2 ÑÊÒÏ èìååò èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè-ßó: íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé èíòåðïðåòàöèè ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîñòü n = c/3
è öåëî÷èñëåííîñòü ñïåêòðà îïåðàòîðîâ J0+ n

2 è J̄0+ n
2 íà ÁÐÑÒ êîãîìîëîãèè. Ãèïîòå-

òè÷åñêè, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåð-
ïðåòàöèè N = 2 ÑÊÒÏ ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîñòü n = c/3 è öåëî÷èñëåííîñòü ñïåêòðà
îïåðàòîðîâ J0+ n

2 è J̄0+ n
2 íà V. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî íåñêîëüêî ðàñøèðèòü ïîíÿòèå

ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè-ßó, âêëþ÷èâ, íàïðèìåð, íåêîòîðûå îðáèôîëäû.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äâà ôèçè÷åñêèõ Êàëàáè-ßó ñâÿçàíû êîìïëåêñíûì ñîïðÿ-

æåíèåì, òî ñîîòâåòñòâóþùèå N = 2 ÑÊÒÏ ñâÿçàíû êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì ïðî-
ñòðàíñòâà çíà÷åíèé (ñì. âûøå). Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ âûáîð òåðìèíîëîãèè. Îáðàòíîå
íåâåðíî: ñóùåñòâîâàíèå ìîðôèçìà ìåæäó äâóìÿ N = 2 ÑÊÒÏ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
N = 1 èçîìîðôèçìîì è èíäóöèðóåò çåðêàëüíûé àâòîìîðôèçì íà îáåèõ êîïèÿõ N = 2
ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî, íå âëå÷åò íèêàêîé ïðîñòîé ñâÿçè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè-ßó. Íàïðàøèâàåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ:

Âîïðîñ 1. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äâà Êàëàáè-ßó äàþò èçîìîðôíûå N = 2 ÑÊÒÏ?
×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íóæíî äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ "êâàí-

òîâûì ñèììåòðèÿì" N = 2 ÑÊÒÏ. Âîò åùå îäèí âîïðîñ òàêîãî æå òèïà:
Âîïðîñ 2. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äâà Êàëàáè-ßó äàþò N = 2 ÑÊÒÏ ñâÿçàííûå çåð-

êàëüíûì ìîðôèçìîì?
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ôèçè÷åñêèõ Êàëàáè-ßó çåðêàëüíû äðóã äðóãó, åñëè

ñóùåñòâóåò çåðêàëüíûé ìîðôèçì ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè N = 2 ÑÊÒÏ.
Ïåðâûå íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû çåðêàëüíûõ Êàëàáè-ßó áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòå

Á. Ãðèíà è Ð. Ïëåññåðà [14]. Â êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè òðè (íàèáîëåå èíòåðåñíîé ñ
ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) ïðîñòåéøèé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð èìååò ñëåäóþùèé âèä.
Ïåðâîå ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè-ßó � ýòî êâèíòèêà Ôåðìà â CP4, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì
x5+y5+z5+v5+w5 = 0. ×òîáû ïîñòðîèòü çåðêàëüíîå åé ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè-ßó, íóæ-
íî âçÿòü òó æå ñàìóþ êâèíòèêó, ïðîôàêòîðèçîâàòü åå ïî íåêîòîðîìó äåéñòâèþ ãðóïïû
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(Z/5)3 è ðàçäóòü íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ìû íå áóäåì çäåñü îáúÿñíÿòü, ïî÷åìó ýòà ïàðà
ìíîãîîáðàçèé çåðêàëüíà äðóã äðóãó. (Â ñòàòüå Ãðèíà è Ïëåññåðà ýòî áûëî âûâåäåíî èç
ãèïîòåòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè N = 2 ÑÊÒÏ, ñîîòâåòñòâóþùåé êâèíòèêå Ôåðìà, è
íåêîòîðîé òî÷íî ðåøàåìîé N = 2 ÑÊÒÏ, ïîñòðîåííîé Ä. Ãåïíåðîì. Â ïîñëåäñòâèè
ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü áûëà èçó÷åíà Ý. Âèòòåíîì [44], òàê ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíà
ðàññìàòðèâàåòñÿ ôèçèêàìè êàê òåîðåìà.)

Îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà íåòðèâèàëüíûì. Ýòî âèäíî óæå íà ïðè-
ìåðå, â êîòîðîì X � ýòî êîìïëåêñíûé òîð ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé (ñì. ëåêöèþ 2). Íàïðè-
ìåð, òîð è åãî äóàëüíûé òîð ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå N = 2 ÑÊÒÏ, õîòÿ îíè
îáû÷íî íå èçîìîðôíû êàê êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ. ×òî êàñàåòñÿ Âîïðîñà 2 � õà-
ðàêòåðèçàöèè çåðêàëüíîãî ñîîòâåòñòâèÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ � òî îòâåò íà íåãî
è åñòü êîíå÷íàÿ öåëü âñåõ èññëåäîâàíèé ïî çåðêàëüíîé ñèììåòðèè.

Íà ñàìîì ïðèìèòèâíîì óðîâíå, çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ìåæäó X è X ′ âëå÷åò ñâÿçü
ìåæäó ÷èñëàìè Õîäæà hp,q(X) è hp,q(X ′). ×òîáû ïîíÿòü, êàê ýòî ïðîèñõîäèò, çàìå-
òèì, ÷òî íàðÿäó ñ êîãîìîëîãèåé îïåðàòîðà DB = Q+

0 + Q̄+
0 ìîæíî òàêæå ðàññìîò-

ðåòü êîãîìîëîãèþ îïåðàòîðà DA = Q−
0 + Q̄+

0 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïîëíåíû
óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè íà ñïåêòð J0, J̄0, óïîìÿíóòûå âûøå, òî ýòè äâå êîãîìîëî-
ãèè èçîìîðôíû êàê áèãðàäóèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà [29]. Äàëåå, åñëè X

è X ′ çåðêàëüíû, òî êîãîìîëîãèÿ DA(X) áèñòåïåíè (α, β) èçîìîðôíà êîãîìîëîãèè
DB(X ′) áèñòåïåíè (−α, β). Èñïîëüçóÿ ñâÿçü êîãîìîëîãèè DB(X) ñ ÷èñëàìè Õîäæà
ìíîãîîáðàçèÿ X, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

(3) hp,q(X) = hn−p,q(X ′).

Åñëè âûïèñàòü ÷èñëà Õîäæà íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè p − q and p + q − n, òî
ïîëó÷èòñÿ òàáëèöà â ôîðìå ðîìáà (ðîìá Õîäæà). Äëÿ ëþáîãî êýëåðîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ýòîò ðîìá ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå íà 180◦. Óðàâíåíèå (3) îçíà÷àåò, ÷òî ðîìáû
Õîäæà çåðêàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ñâÿçàíû ïîâîðîòîì íà 90◦.

Êîíå÷íî, çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ íå ñâîäèòñÿ ê ÷èñëàì Õîäæà. Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâ-
íûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå õàðàêòåðèçàöèè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ áûë ïðåäëîæåí Ì. Êîíöåâè÷åì â 1994 ãîäó. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîé ëåêöèè ìû
îáðèñóåì â îáùèõ ÷åðòàõ ãèïîòåçó Êîíöåâè÷à, à òàêæå åå ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ôèçè÷åñêîå Êàëàáè-ßó îáëàäàåò êàê êîìïëåêñíîé, òàê è ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé (êýëåðîâîé ôîðìîé). ×òîáû ïðîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë çåðêàëüíîé ñèììåò-
ðèè, î÷åíü ïîëåçíî "ðàñöåïèòü"ýòè äâà òèïà ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ñôîêóñèðîâàòü-
ñÿ íà îäíîé èç íèõ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, êýëåðîâó ôîðìó íàäî îáúåäèíèòü ñ (1, 1) êîìïî-
íåíòîé B -ïîëÿ â "êîìïëåêñèôèöèðîâàííóþ êýëåðîâó ôîðìó,"êîòîðàÿ ïàðàìåòðèçóåò
"ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð."Àíàëîãè÷íî, íóæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà âìåñòå ñ (0, 2) ÷àñòüþ B -ïîëÿ ïàðàìåòðèçóþò
"ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð."Ìû õîòåëè áû âûäåëèòü
òå àñïåêòû N = 2 ÑÊÒÏ, êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò ðàñøèðåííûõ êîìïëåêñíûõ, èëè
òîëüêî îò ðàñøèðåííûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ, ìîäóëåé. Ýòîãî ìîæíî äîñòèãíóòü, âîñïîëü-
çîâàâøèñü ïðèåìîì, èçîáðåòåííûì Ý. Âèòòåíîì [45, 46] è íàçûâàåìûì "òîïîëîãè÷å-
ñêèì ñêðó÷èâàíèåì".
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Ñóòü êîíñòðóêöèè Âèòòåíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âî ìíîãèõ N = 2 ÑÊÒÏ åñòü
êîíå÷íîìåðíûå ñåêòîðà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè òåîðèÿìè ïîëÿ, ò.å. îíè íå
çàâèñÿò îò äâóìåðíîé ìåòðèêè (ìåòðèêè íà "ìèðîâîì ëèñòå", ãîâîðÿ íà ÿçûêå òåîðèè
ñòðóí). Íà ñàìîì äåëå, âî ìíîãèõ N = 2 ÑÊÒÏ, âêëþ÷àÿ ÑÊÒÏ, ñâÿçàííûå ñ ìíîãîîá-
ðàçèÿìè Êàëàáè-ßó, åñòü äâà òàêèõ ñåêòîðà, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ A - è B -ìîäåëÿìè.

Íàïîìíèì îñíîâíûå ñâåäåíèÿ ïðî äâóìåðíûå òîïîëîãè÷åñêèå òåîðèè ïîëÿ ( 2d

ÒÒÏ). Ýòè òåîðèè îïðåäåëÿþòñÿ àêñèîìàìè, ïîõîæèìè íà ñèãàëîâñêèå àêñèîìû êîí-
ôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, íî çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòûìè [2]. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ,
îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå íàáîðû îðèåíòèðîâàííûõ ïàðàìåòðèçîâàííûõ
îêðóæíîñòåé, à ìîðôèçìàìè � îðèåíòèðîâàííûå äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãðàíèöåé
(íå ñíàáæåííûå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé). 2d ÒÒÏ � ýòî ôóíêòîð èç ýòîé êàòåãîðèè
â êàòåãîðèþ êîíå÷íîìåðíûõ ãðàäóèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèé íàáîðó
ñâîéñòâ, àíàëîãè÷íûõ ñèãàëîâñêèì. Êàê è äëÿ äâóìåðíûõ ÊÒÏ, ýòî îïðåäåëåíèå ìîæåò
áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî â ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîíÿòèå
ÒÒÏ ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíî ïîíÿòèþ ñóïåðêîììóòàòèâíîé ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû,
ò.å. ñóïåðêîììóòàòèâíîé àëãåáðû ñ èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé (ñì., íàïðèìåð, [6]).

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïðîöåäóðû òîïîëîãè÷åñêîãî ñêðó÷èâàíèÿ óâåëî áû íàñ ñëèø-
êîì äàëåêî. Ãðóáî ãîâîðÿ, íàäî "óðåçàòü"ïðîñòðàíñòâî V äî êîãîìîëîãèè íåêîòîðîãî
îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî íà V (ýòîò îïåðàòîð îáû÷íî íàçûâàþò ÁÐÑÒ îïåðàòîðîì).
Îïåðàòîðíî-âåêòîðíîå ñîîòâåòñòâèå íà V äàåò ñòðóêòóðó ñóïåðêîììóòàòèâíîé àëãåá-
ðû íà ÁÐÑÒ êîãîìîëîãèÿõ, â òî âðåìÿ êàê íåâûðîæäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà
V èíäóöèðóåò íåâûðîæäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ÁÐÑÒ êîãîìîëîãèÿõ.

Åñòü äâà ñóùåñòâåííî ðàçíûõ ÁÐÑÒ îïåðàòîðà: DA èëè DB. (Ìîæíî òàêæå ðàñ-
ñìîòðåòü ÁÐÑÒ îïåðàòîðû D′

A = Q+
0 + Q̄−

0 è D′
B = Q−

0 + Q̄−
0 , íî ýòî íå äàåò íè÷åãî

íîâîãî, ïîñêîëüêó çàìåíà X íà åãî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ïåðåâîäèò D′
A â DA, à

D′
B â DB. ) Òàêèì îáðàçîì, êîíñòðóêöèÿ Âèòòåíà ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ôèçè÷åñêîìó

Êàëàáè-ßó äâå ÒÒÏ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ A -ìîäåëüþ è B -ìîäåëüþ, ñîîòâåòñòâåííî.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî A -ìîäåëü íå çàâèñèò îò "ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòó-

ðû"íà X, à B -ìîäåëü íå çàâèñèò îò "ðàñøèðåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû"íà
X. Èíà÷å ãîâîðÿ, A -ìîäåëü � ýòî ñèìïëåêòè÷åñêèé èíâàðèàíò Êàëàáè-ßó, à B -ìîäåëü
� êîìïëåêñíûé. Íà ñàìîì äåëå, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé A -ìîäåëè åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì èçîìîðôíî êîãîìîëîãèÿì äå Ðàìà H∗,∗(X), â òî âðåìÿ êàê ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé
B -ìîäåëè åñòåñòâåííûì îáðàçîì èçîìîðôíî êîãîìîëîãèÿì Äîëüáî

H∗(Λ∗T 1,0X),

ãäå T 1,0X � ýòî ãîëîìîðôíîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå X. Ïîñêîëüêó êàíîíè÷åñêîå ëè-
íåéíîå ðàññëîåíèå X òðèâèàëüíî, ïðîñòðàíñòâî Hq(ΛpT 1,0X) èçîìîðôíî ïðîñòðàí-
ñòâó Hn−p,q(X) ; ýòîò èçîìîðôèçì çàâèñèò îò âûáîðà òðèâèàëèçàöèè êàíîíè÷åñêî-
ãî ðàññëîåíèÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îáà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé èìåþò åñòåñòâåííóþ
áèãðàäóèðîâêó. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îíà âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ R -
çàðÿäîâ J0 è J̄0.
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Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ÒÒÏ èìååò ñòðóêòóðó ñóïåð-
êîììóòàòèâíîé àëãåáðû. Â ñëó÷àå B -ìîäåëè, ýòî î÷åâèäíàÿ ñòðóêòóðà; â ñëó÷àå A -
ìîäåëè, ýòî äåôîðìàöèÿ î÷åâèäíîé ñòðóêòóðû, çàâèñÿùàÿ îò ½ðàñøèðåííîé ñèìïëåê-
òè÷åñêîé ñòðóêòóðû"íà X : òàê íàçûâàåìûå êâàíòîâûå êîãîìîëîãèè X.

Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ äåéñòâóåò íà A è B -ìîäåëè î÷åíü ïðîñòûì îáðàçîì. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî çåðêàëüíûé àâòîìîðôèçì ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî ïåðåñòàâëÿåò DA and
DB. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó íàñ åñòü çåðêàëüíàÿ ïàðà ôèçè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè-
ßó X and X ′, òî A -ìîäåëü äëÿ X èçîìîðôíà B -ìîäåëè äëÿ X ′, è íàîáîðîò. Åñëè
A -ìîäåëü äëÿ X èçîìîðôíà B -ìîäåëè äëÿ X ′ è íàîáîðîò, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X

è X ′ ñëàáî-çåðêàëüíû äðóã äðóãó. Ñ ïîíÿòèåì ñëàáîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ãîðàçäî
ëåã÷å ðàáîòàòü, ÷åì ñ "íàñòîÿùåé"çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé, ïîñêîëüêó åå ìîæíî ïðîâå-
ðèòü, íå çíàÿ íè÷åãî ïðî ñèãìà-ìîäåëè è èõ êâàíòîâàíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïðîöåññå
òîïîëîãè÷åñêîãî ñêðó÷èâàíèÿ òåðÿåòñÿ ìíîãî èíôîðìàöèè, è âîçíèêàåò æåëàíèå íàéòè
"îáîãàùåííûé"âàðèàíò A è B -ìîäåëåé, êîòîðûé áûë áû áëèæå ïî èíôîðìàöèîííîìó
ñîäåðæàíèþ ê N = 2 ÑÊÒÏ.

Ì. Êîíöåâè÷ ïðåäëîæèë ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå òàêîãî "îáîãàùåíèÿ" B -ìîäåëè
îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåò-
ñÿ Db(X) ; àíàëîãè÷íî, äëÿ A -ìîäåëè îí ïðåäëîæèë ðàññìîòðåòü ïðîèçâîäíóþ âåðñèþ
òàê íàçûâàåìîé êàòåãîðèè Ôóêàÿ, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü DF0(X). Äðóãèìè
ñëîâàìè, ãèïîòåçà Êîíöåâè÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè X è X ′ çåðêàëüíû, òî
êàòåãîðèÿ Db(X) ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè DF0(X ′) è íàîáîðîò. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ
ãèïîòåçà ãîìîëîãè÷åñêîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè (ÃÇÑ). Åñëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
òîæå âåðíî, òî ýòî äàâàëî áû ïîëíûé îòâåò íà Âîïðîñû 1 è 2.

Îáðèñóåì òåïåðü â îáùèõ ÷åðòàõ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ äâóõ êàòåãîðèé. Ïóñòü X � ãëàä-
êîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå. Îáúåêò Db(X) � ýòî îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ ãîëî-
ìîðôíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà X, ò. å. êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîëîìîðô-
íûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé è îòîáðàæåíèé ìåæäó íèìè

0 → · · · → En−1 → En → En+1 → · · · → 0,

òàêàÿ, ÷òî êîìïîçèöèÿ ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòîáðàæåíèé ðàâíà íóëþ. Íàïîì-
íèì, ÷òî êîãîìîëîãèÿ òàêîãî êîìïëåêñà � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
íà X. ×òîáû îïðåäåëèòü ìîðôèçìû â Db(X), ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êàòåãîðèþ îãðà-
íè÷åííûõ êîìïëåêñîâ Cb(X), ãäå îáúåêòû � òàêèå æå, êàê â Db(X), à ìîðôèçìû
� öåïíûå îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñîâ. Ìîðôèçì â êàòåãîðèè Cb(X) íàçûâàåòñÿ êâàçèè-
çîìîðôèçìîì, åñëè îí èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì íà êîãîìîëîãèÿõ. Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ
ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè â òîì, ÷òîáû îòîæäåñòâèòü êâàçèèçîìîðôíûå êîìïëåêñû. Ò.å.
Db(X) ïîëó÷àåòñÿ èç Cb(X) ôîðìàëüíûì ïðèñîåäèíåíèåì îáðàòíûõ ìîðôèçìîâ êî
âñåì êâàçèèçîìîðôèçìàì. Â ýòîì îïðåäåëåíèè ìîæíî çàìåíèòü êîìïëåêñû ãîëîìîðô-
íûõ ðàññëîåíèé êîìïëåêñàìè ïðîèçâîëüíûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ: ïðîèçâîäíàÿ êàòåãî-
ðèÿ îò ýòîãî íå ìåíÿåòñÿ. Â ëåêöèè 3 ìû îáñóäèì Db(X) áîëåå ïîäðîáíî.

Â òî âðåìÿ êàê êîãåðåíòíûå ïó÷êè è èõ êîìïëåêñû äàâíî ñòàëè îäíèì èç îñíîâíûõ
ïîíÿòèé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ � íåäàâíåå èçîáðåòå-
íèå. Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîé ãåîìåòðè÷åñêîé êàòåãîðèè, íàçûâàåìîé êàòåãîðèåé Ôóêàÿ
F(X), ïîñðåäñòâîì äîâîëüíî ñëîæíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíñòðóêöèè. Äàííàÿ êàòåãîðèÿ
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áûëà ââåäåíà Ê. Ôóêàÿ â [8]. Íà ñàìîì äåëå, ýòî íå ñîâñåì êàòåãîðèÿ: íà ïðîñòðàíñòâàõ
ìîðôèçìîâ åñòü äîïîëíèòåëüíûå ñòðóêòóðû ( n -àðíûå êîìïîçèöèè è äèôôåðåíöèàëû),
è êîìïîçèöèè îáû÷íûõ ìîðôèçìîâ àññîöèàòèâíû òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî öåïíîé ãîìî-
òîïèè. Òàêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ A∞ -êàòåãîðèåé. Êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ çàâèñèò òîëüêî
îò ðàñøèðåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà X. Îáúåêòû êàòåãîðèè Ôóêàÿ � ýòî,
ãðóáî ãîâîðÿ, òðîéêè (Y,E,∇), ãäå Y � ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå X, E � êîì-
ïëåêñíîå ðàññëîåíèå íà Y ñ ýðìèòîâîé ìåòðèêîé, à ∇ � ïëîñêàÿ óíèòàðíàÿ ñâÿçíîñòü
íà E. Ýòî îïðåäåëåíèå âåðíî òîëüêî "â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè,"ïî íåñêîëüêèì ïðè÷è-
íàì. Âî-ïåðâûõ, íå êàæäîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå Y äîïóñòèìî: òàê íàçûâàå-
ìûé êëàññ Ìàñëîâà Y äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. (Êëàññ Ìàñëîâà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
â H1(Y,Z). ) Âî-âòîðûõ, Y äîëæíî áûòü "ãðàäóèðîâàíî". (Ïîíÿòèå ãðàäóèðîâàííî-
ãî ëàãðàíæåâîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ñèìïëåêòè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå áûëî
ââåäåíî Æ. Ëåðå â 1968 è îáîáùåíî Ì. Êîíöåâè÷åì íà ñëó÷àé ëàãðàíæåâûõ ïîäìíî-
ãîîáðàçèé â ìíîãîîáðàçèÿõ Êàëàáè-ßó.) Â-òðåòüèõ, âîçìîæíî òðåáîâàíèå óíèòàðíîñòè
ñâÿçíîñòè ∇ íàäî îñëàáèòü è ïîòðåáîâàòü òîëüêî, ÷òîáû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ìîíîäðîìèè áûëè ïî ìîäóëþ ðàâíû 1. Â-÷åòâåðòûõ, åñëè B -ïîëå íå ðàâíî
íóëþ, òî ñâÿçíîñòü ∇ äîëæíà áûòü òîëüêî ïðîåêòèâíî ïëîñêîé [19].

Ìîðôèçìû â êàòåãîðèè Ôóêàÿ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç òàê íàçûâàåìûé êîìïëåêñ Ôëîå-
ðà. Ýòî ïîíÿòèå áóäåò îáñóæäàòüñÿ â ëåêöèè 2.

Ñâÿçü ìåæäó ãèïîòåçîé ÃÇÑ ñ îäíîé ñòîðîíû è A è B -ìîäåëÿìè ñ äðóãîé ìîæåò
áûòü îáúÿñíåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì [25]. Åñëè ó íàñ èìååòñÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ (íà
ñàìîì äåëå, "îñíàùåííàÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ-[3]) êàòåãîðèÿ, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü åå
äåôîðìàöèè. Èíôîðìàöèÿ î äåôîðìàöèÿõ êàòåãîðèè ñîäåðæèòñÿ â åå êîãîìîëîãèÿõ
Õîõøèëüäà. Â ñëó÷àå Db(X) êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà, ïî âñåé âèäèìîñòè, èçîìîðô-
íû êîãîìîëîãèÿì âíåøíåé àëãåáðû ãîëîìîðôíîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà X, ò.å.
ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé B -ìîäåëè.2 Ì. Êîíöåâè÷ âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî êîãîìîëîãèè
Õîõøèëüäà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Ôóêàÿ èçîìîðôíà êâàíòîâûì êîãîìîëîãèÿì X, ò.
å. ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé A -ìîäåëè [25]. Åñëè ýòî òàê, òî ýêâèâàëåíòíîñòü Db(X) è
DF0(X ′) âëå÷åò èçîìîðôèçì ìåæäó B -ìîäåëüþ äëÿ X è A -ìîäåëüþ äëÿ X ′, ò.å.
ãîìîëîãè÷åñêàÿ çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ âëå÷åò ñëàáóþ çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ.

Ãèïîòåçà ÃÇÑ èìååò èíòåðåñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè, îñíîâ-
íàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáîáùèòü ïîíÿòèå äâóìåðíîé ÒÒÏ, ðàçðåøèâ ìèðîâîìó
ëèñòó èìåòü ãðàíèöû (ñì. íàïðèìåð, ðàáîòó [47]). Ýòî îáîáùåíèå èìååò ñìûñë è äëÿ
ÑÊÒÏ è ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ D -áðàíû, êîòîðîå èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü â òåîðèè
ñòðóí [37]. D -áðàíà � ýòî "õîðîøåå"ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ äâóìåðíîé ñóïåðêîíôîðì-
íîé òåîðèè ïîëÿ. Â êâàíòîâîì ñëó÷àå, íå ñîâñåì ÿñíî, êàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñëåäóåò
ñ÷èòàòü "õîðîøèìè", ïîýòîìó ìû îáñóäèì ýòî ïîíÿòèå â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè.
Êëàññè÷åñêàÿ äâóìåðíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ çàäàåòñÿ ñâîèì ôóíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ, êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ëîêàëüíîãî ëàãðàíæèàíà ïî ìèðîâîìó ëèñòó. Äî ñèõ ïîð ìû
ñ÷èòàëè, ÷òî ìèðîâîé ëèñò èìååò òîïîëîãèþ öèëèíäðà, îáðàçóþùèå êîòîðîãî ïàðà-
ìåòðèçîâàíû âðåìåííîé êîîðäèíàòîé. Òàêèì îáðàçîì, îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî èìåëî
òîïîëîãèþ îêðóæíîñòè. Ïóñòü òåïåðü ïðîñòðàíñòâî èìååò òîïîëîãèþ îòðåçêà I, ò.å.

2Ìû ãîâîðèì "ïî âñåé âèäèìîñòè,"ïîñêîëüêó äî ñèõ ïîð íåò ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà.
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ìèðîâîé ëèñò âûãëÿäèò êàê R × I. ×òîáû êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ èìåëà ñìûñë,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà èìåëà îäíîçíà÷íîå
ðåøåíèå, ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî. ßñíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íà ïîëÿ è èõ ïðîèçâîäíûå íàäî
íàëîæèòü ïîäõîäÿùèå óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü
çàíóëåíèÿ íà ãðàíèöå ("óñëîâèÿ Äèðèõëå") êàêèõ-íèáóäü ñêàëÿðíûõ ïîëåé, âõîäÿùèõ
â ëàãðàíæèàí.3 D -áðàíà â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ � ýòî ïðîñòî âûáîð òàêîãî ãðà-
íè÷íîãî óñëîâèÿ.

Åñëè òåîðèÿ ïîëÿ èìååò êàêèå-íèáóäü ñèììåòðèè, òî ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ãðà-
íè÷íîå óñëîâèå ñîõðàíÿëî ýòè ñèììåòðèè. Íàïðèìåð, àëãåáðà ñèììåòðèé ëþáîé N = 1
ñèãìà-ìîäåëè ñîäåðæèò ïðÿìóþ ñóììó äâóõ êîïèé N = 1 ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî. Íå
ñóùåñòâóåò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå ñîõðàíÿëè áû âñþ ýòó ñèììåòðèþ, íî åñòü ìíî-
ãî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò äèàãîíàëüíóþ ïîäàëãåáðó. Òàêèå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íûì D -áðàíàì â òåîðèè ñóïåðñòðóí [37]. Â N = 2 ñëó÷àå
ìû èìååì äâå êîïèè N = 2 ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî, è ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ ñîõðàíÿëè äèàãîíàëüíóþ N = 2 ïîäàëãåáðó. Òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
íàçûâàþòñÿ D -áðàíàìè òèïà B, èëè ïðîñòî B -áðàíàìè, ïîòîìó ÷òî îíè ñâÿçàíû ñ
B -ìîäåëüþ (ñì. íèæå). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî èñïîëüçîâàòü çåðêàëüíûé àâòîìîð-
ôèçì M ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñîõðàíÿëî
äðóãóþ N = 2 ïîäàëãåáðó, íàòÿíóòóþ íà ýëåìåíòû:

Ln + L̄n, −Jn + J̄n, Q−
n + Q̄+

n , Q+
n + Q̄−

n , n ∈ Z.

Ñîîòâåòñòâóþùèå D -áðàíû íàçûâàþòñÿ D -áðàíàìè òèïà A, èëè ïðîñòî A -áðàíàìè.
Åñëè ó íàñ åñòü êëàññè÷åñêàÿ D -áðàíà (òèïà A èëè B ), ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó

êâàíòîâàíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ íà R × I ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ýòîé D -áðàíå. Ïðè ýòîì ìû òðåáóåì, ÷òîáû êâàíòîâàíèå ñîõðàíÿëî N = 2
ñóïåðàëãåáðó Âèðàñîðî. Åñëè ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññè÷å-
ñêàÿ D -áðàíà ìîæåò áûòü ïðîêâàíòîâàíà, à êëàññè÷åñêàÿ D -áðàíà âìåñòå ñ ìåòîäîì
êâàíòîâàíèÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ êâàíòîâîé D -áðàíîé. Ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðèòåëüíîãî
êâàíòîâîãî îïðåäåëåíèÿ D -áðàí äî ñèõ ïîð íå ñóùåñòâóåò; íàéòè òàêîå îïðåäåëåíèå �
èíòåðåñíàÿ çàäà÷à íà áóäóùåå.

Îáñóäèì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó A è B áðàíàìè è A è B ìîäåëÿìè. A è B ìîäåëè
ïîëó÷àþòñÿ èç N = 2 ÑÊÒÏ òîïîëîãè÷åñêèì ñêðó÷èâàíèåì. Ãðóáî ãîâîðÿ, òîïîëîãè-
÷åñêîå ñêðó÷èâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â "óñå÷åíèè"òåîðèè äî êîãîìîëîãèè ÁÐÑÒ îïåðàòîðà
DA èëè DB. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî îïåðàòîð DA (ñîîòâåòñòâåííî, DB ) - ýëåìåíò
N = 2 ïîäàëãåáðû Âèðàñîðî, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà A

(ñîîòâåòñòâåííî, òèïà B ). Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òèïà A (ñîîòâ. B ) ñî-
ãëàñîâàíû ñî ñêðó÷èâàíèåì òèïà A (ñîîòâ. B ). Èíà÷å ãîâîðÿ, ëþáàÿ A -áðàíà äàåò
"õîðîøåå"ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ A -ìîäåëè, à ëþáàÿ B -áðàíà � äëÿ B -ìîäåëè.4

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A -áðàí (èëè B -áðàí) èìååò ñòðóêòóðó êàòåãîðèè.
Ïðîñòðàíñòâî ìîðôèçìîâ ìåæäó äâóìÿ áðàíàìè A è A′ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàí-
ñòâî ñîñòîÿíèé 2d ÒÒÏ íà R × I, ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà êîíöàõ èíòåðâàëà,

3Áóêâà D â ñëîâå " D -áðàíà"ïðîèñõîäèò èç ñëîâà "Dirichlet."
4Àêñèîìû äâóìåðíîé ÒÒÏ ñ ãðàíèöàìè îïèñàíû â ðàáîòàõ Ã. Ìóðà è Ã. Ñèãàëà [31] è Ê. Ëàçàðî-

èó [27].
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ñîîòâåòñòâóþùèìè A è A′. Èíà÷å ãîâîðÿ, íàäî ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿ-
íèé N = 2 ÑÊÒÏ íà èíòåðâàëå è âû÷èñëèòü åãî êîãîìîëîãèè ïî îòíîøåíèþ ê ÁÐÑÒ
îïåðàòîðó DA. Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîðíî-âåêòîðíîå ñî-
îòâåòñòâèå Y (òî÷íåå ãîâîðÿ, ÷åðåç åãî àíàëîã äëÿ ÑÊÒÏ ñ ãðàíèöàìè.)

Èòàê, ëþáîìó ôèçè÷åñêîìó Êàëàáè-ßó ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâå êàòåãîðèè: êàòåãîðèþ
A -áðàí è êàòåãîðèþ B -áðàí. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàòåãîðèÿ A -áðàí (ñîîòâ. B -
áðàí) íå çàâèñèò îò "ðàñøèðåííûõ êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé"(ñîîòâ. "ðàñøèðåííûõ ñèì-
ïëåêòè÷åñêèõ ìîäóëåé") [47]. Óäîáíî äóìàòü ïðî ýòè êàòåãîðèè êàê "îáîãàùåííûå" A

è B -ìîäåëè: â òî âðåìÿ, êàê îáû÷íàÿ A -ìîäåëü � ýòî 2d ÒÒÏ íà ìèðîâîì ëèñòå
áåç ãðàíèöû, êàòåãîðèÿ A -áðàí îïèñûâàåò òó æå ñàìóþ ÒÒÏ íà ìèðîâîì ëèñòå ñî
âñåâîçìîæíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. ßñíî, ÷òî åñëè äâà ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè-ßó
çåðêàëüíû äðóã äðóãó, òî êàòåãîðèÿ A -áðàí äëÿ ïåðâîãî ìíîãîîáðàçèÿ áóäåò ýêâè-
âàëåíòíà êàòåãîðèè B -áðàí äëÿ âòîðîãî, è íàîáîðîò. ßñíî òàêæå, ÷òî åñëè N = 2
ÑÊÒÏ, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì Êàëàáè-ßó, èçîìîðôíû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå êàòåãîðèè
A -áðàí (èëè B -áðàí) ýêâèâàëåíòíû.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü ãèïîòåçó ÃÇÑ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàòåãîðèÿ
A -áðàí ýêâèâàëåíòíà DF0(X), à êàòåãîðèÿ B -áðàí ýêâèâàëåíòíà Db(X). Ê ñîæà-
ëåíèþ, ñäåëàòü ýòîãî ìû íå ìîæåì äàæå â ïðèíöèïå, ïîñêîëüêó îòñóòñòâóåò "÷åñò-
íîå"îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ D -áðàíû. Ìîæíî ïîêàçàòü, îäíàêî, ÷òî ãîëîìîðôíûå âåê-
òîðíûå ðàññëîåíèÿ äàþò ïðèìåðû B -áðàí, à îáúåêòû êàòåãîðèè Ôóêàÿ � ïðèìåðû A -
áðàí [47]. Âèòòåí òàêæå ïîêàçàë, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîðôèçìû â êàòåãîðèÿõ A -áðàí
ñîãëàñóþòñÿ ñ ìîðôèçìàìè â êàòåãîðèÿõ Db(X) è DF0(X), ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî íà-
áëþäåíèå Âèòòåíà è ïîñëóæèëî ìîòèâèðîâêîé ãèïîòåçû ÃÇÑ. Ïîçäíåå áûëî ïîêàçàíî,
÷òî áîëåå îáùèå êîãåðåíòíûå ïó÷êè, à òàêæå èõ êîìïëåêñû, òîæå ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè
B -áðàí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [20] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîä-
íàÿ êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ � ýòî òîëüêî ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè A -áðàí, ò.å. äëÿ íåêîòîðûõ
X åñòü ïðèìåðû A -áðàí, êîòîðûå íå èçîìîðôíû íèêàêîìó îáúåêòó DF0(X). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî "ñèìïëåêòè÷åñêàÿ"ñòîðîíà ãèïîòåçû ÃÇÑ äîëæíà áûòü ìîäèôèöèðîâà-
íà. Ìû îáñóäèì ýòî áîëåå ïîäðîáíî â ëåêöèè 4.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ãèïîòåçà ÃÇÑ íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòêî ñôîðìóëèðîâàííûì
óòâåðæäåíèåì, ïîñêîëüêó ïðîêâàíòîâàòü ñèãìà-ìîäåëü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ Êàëàáè-ßó íå óäàåòñÿ. Îäíàêî ñóùåñòâóåò îäèí êëàññ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè-ßó,
äëÿ êîòîðûõ êâàíòîâàíèå ñèãìà-ìîäåëè ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî äî êîíöà, è ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ N = 2 ÑÊÒÏ ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îïèñàíà: êîìïëåêñíûå òîðû ñ ïëîñêîé
êýëåðîâîé ìåòðèêîé è ïðîèçâîëüíûì B -ïîëåì. Â ñëó÷àå òîðîâ ìîæíî äàòü òî÷íûé
êðèòåðèé çåðêàëüíîñòè â òåðìèíàõ ëèíåéíîé àëãåáðû; ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [19] è
áóäåò îïèñàíî â äåòàëÿõ â ëåêöèè 2. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå òîðîâ ãèïîòåçà ÃÇÑ õîðî-
øî îïðåäåëåíà (çà èñêëþ÷åíèåì âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ òî÷íûì îïðåäåëåíèåì êàòåãîðèè
Ôóêàÿ). À. Ïîëèùóê è Ý. Çàñëîó äîêàçàëè ãèïîòåçó ÃÇÑ äëÿ òîðîâ âåùåñòâåííîé ðàç-
ìåðíîñòè äâà [39]. ×òî êàñàåòñÿ òîðîâ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, òî ïîõîæå, ÷òî äëÿ íèõ
ÃÇÑ ìîæåò áûòü âåðíà òîëüêî ïðè óñëîâèè ñóùåñòâåííîé ìîäèôèêàöèè îïðåäåëåíèÿ
êàòåãîðèè Ôóêàÿ. À èìåííî, â êàòåãîðèþ Ôóêàÿ íàäî äîáàâèòü ìíîãî íîâûõ îáúåêòîâ.
Ýòî áóäåò îáñóæäàòüñÿ â ëåêöèè 4.
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Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ Êàëàáè-ßó, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãèïîòåçó ÃÇÑ êàê ïîïûòêó
ìàòåìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ çåðêàëüíîñòè. Òîãäà îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû äàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè Ôóêàÿ, è äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî-
÷èñëåííûå ïðèìåðû çåðêàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðåäëîæåííûå ôèçèêàìè è ìàòåìàòè-
êàìè, äåéñòâèòåëüíî çåðêàëüíû â ñìûñëå ÃÇÑ.

Äðóãîé ïîäõîä ê çåðêàëüíîé ñèììåòðèè áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [41] è íîñèò íà-
çâàíèå SYZ ãèïîòåçû. Ñîãëàñíî ýòîé ãèïîòåçå, ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè-ßó, âõîäÿùèå â
çåðêàëüíûå ïàðû, îáëàäàþò ôèáðàöèÿìè, ñëîè êîòîðûõ � ñïåöèàëüíûå ëàãðàíæåâû òî-
ðû, äóàëüíûå äðóã äðóãó, â íåêîòîðîì ñìûñëå. Ñâÿçü ìåæäó ãèïîòåçàìè ÃÇÑ è SYZ
áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòå [26].

2. Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ äëÿ ïëîñêèõ êîìïëåêñíûõ òîðîâ

Â ýòîé ëåêöèè ìû îïèøåì N = 2 ñóïåðêîíôîðìíûå òåîðèè ïîëÿ (ÑÊÒÏ), ïðî-
èñõîäÿùèå èç êîìïëåêñíûõ òîðîâ T ñ ïëîñêîé êýëåðîâîé ìåòðèêîé G è ïîñòîÿííîé
2-ôîðìîé B (B-ïîëåì). Ìû òàêæå äàäèì êðèòåðèé òîãî, êîãäà äâà íàáîðà (T, G,B) è
(T ′, G′, B′) ïðîèçâîäÿò èçîìîðôíûå N = 2 ÑÊÒÏ, è êîãäà èõ N = 2 ÑÊÒÏ çåðêàëüíî
ñèììåòðè÷íû.

Â ëåêöèè 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ N = 2 ñóïåðêîíôîðìíîé òåîðèè
ïîëÿ íåîáõîäèìî çàäàòü áåñêîíå÷íîìåðíîå Z2 -ãðàäóèðîâàíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ñîñòîÿíèé V, âàêóóìíûé âåêòîð |vac〉, a state-operator correspondence Y èç V â
ïðîñòðàíñòâî "ôîðìàëüíûõ äðîáíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò z, z̄ ñ êîýôôèöèåíòàìè â
End(V ) "è, íàêîíåö, ýëåìåíòû ñóïåðàëãåáðû Âèðàñîðî L, L̄,Q±, Q̄±, J, J̄ , êîòîðûå âõî-
äÿò â îïðåäåëåíèå ñóïåðêîíôîðìíîé ñòðóêòóðû (ñì. ëåêöèþ 1).

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü Γ ∼= Z2d � ðåøåòêà â âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå U ðàçìåðíîñòè 2d, è Γ∗ ⊂ U∗ � äâîéñòâåííàÿ ðåøåòêà. Ðàññìîòðèì âå-
ùåñòâåííûå òîðû T = U/Γ, T ∗ = U∗/Γ∗. Ïóñòü G � ìåòðèêà íà U, ò.å. ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà U, à B � âåùåñòâåííàÿ êîñîñèì-
ìåòðè÷íàÿ ôîðìà íà U. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l åñòåñòâåííîå ñïàðèâàíèå Γ × Γ∗ → Z.

(Åñòåñòâåííîå ñïàðèâàíèå U × U∗ → R òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç l. ) Âûáåðåì
áàçèñ e1, . . . , e2d ∈ Γ. Êîìïîíåíòû ýëåìåíòà w ∈ Γ â äàííîì áàçèñå áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç wi, i = 1, . . . , 2d. Êîìïîíåíòû ýëåìåíòà m ∈ Γ∗ â äâîéñòâåííîì áàçèñå
îáîçíà÷èì ÷åðåç mi, i = 1, . . . , 2d. ×åðåç Gij , Bij îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû G è B â
òîì æå ñàìîì áàçèñå. Äàëåå áóäåò âèäíî, ÷òî ñóïåðêîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ, êîòîðóþ
ìû ïîñòðîèì, íå áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà áàçèñà â Γ. Â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå Γ
íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé íàìîòîê, à Γ∗ � ðåøåòêîé ìîìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì òðîéêó (T, G,B). Êàæäîé òàêîé òðîéêå ìû ñîïîñòàâèì N = 2 ñóïåð-
êîíôîðìíóþ òåîðèþ ïîëÿ V, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàíòîâàíèå ñóïåð-
ñèììåòðè÷íîé ñèãìà-ìîäåëè.

Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ÑÊÒÏ V � ýòî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

V = Hb ⊗C Hf ⊗C C [Γ⊕ Γ∗],

â êîòîðîì Hb è Hf � áîçîííîå è ôåðìèîííîå ïðîñòðàíñòâà Ôîêà, îïðåäåëÿåìûå íèæå,
â òî âðåìÿ êàê C [Γ⊕Γ∗] � ïðîñòðàíñòâî ãðóïïîâîé àëãåáðû ðåøåòêè Γ⊕Γ∗ íàä C.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Hb ðàññìîòðèì àëãåáðó íàä C ñ îáðàçóþùèìè
αi

s, ᾱ
i
s, i = 1, . . . , 2d, s ∈ Z\0 è ñîîòíîøåíèÿìè

(4) [αi
s, α

j
p] = s

(
G−1

)ij
δs,−p, [ᾱi

s, ᾱ
j
p] = s

(
G−1

)ij
δs,−p, [αi

s, ᾱ
j
p] = 0.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî s ýëåìåíòû αi−s è ᾱi−s íàçûâàþòñÿ ëåâûìè è ïðàâûìè
ñîîòâåòñòâåííî áîçîííûìè îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ, â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå îíè íà-
çûâàþòñÿ ëåâûìè è ïðàâûìè áîçîííûìè îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ (àííèãèëÿòîðàìè).
Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ âìåñòå íàçûâàþòñÿ îñöèëëÿòîðàìè.

Ïðîñòðàíñòâî Hb îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ îò ÷åòíûõ ïåðåìåííûõ
ai−s, ā

i−s, i = 1, . . . , 2d, s = 1, 2, . . . . Áîçîííàÿ îñöèëëÿòîðíàÿ àëãåáðà äåéñòâóåò íà Hb

ïî ïðàâèëó
αi−s 7→ ai−s·, ᾱi−s 7→ āi−s·,
αi

s 7→ s
(
G−1

)ij ∂

∂aj
−s

, ᾱi
s 7→ s

(
G−1

)ij ∂

∂āj
−s

,

äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ s. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå áîçîííîé îñöèëëÿòîðíîé àëãåáðû íàçû-
âàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Ôîêà-Áàðãìàííà. Âåêòîð 1 ∈ Hb çàíóëÿåòñÿ âñåìè áîçîííûìè
àííèãèëÿòîðàìè è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ |vacb〉.

Ïðîñòðàíñòâî Hb ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê Z2 -ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ñ òðèâèàëüíîé (÷èñòî ÷åòíîé) ãðàäóèðîâêîé. Î÷åâèäíî, ÷òî Hb ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðî-
èçâåäåíèå Hb ⊗ H̄b, ãäå Hb (ñîîòâ. H̄b ) � áîçîííîå ïðîñòðàíñòâî Ôîêà, ïîðîæäåííîå
ëèøü ëåâûìè (ñîîòâ. ïðàâûìè) áîçîííûìè îñöèëëÿòîðàì.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Hf ðàññìîòðèì àëãåáðó íàä C ñ ïîðîæäàþùèìè ψi
s, ψ̄

i
s, i =

1, . . . , 2d, s ∈ Z+ 1
2 è ñîîòíîøåíèÿìè

(5) {ψi
s, ψ

j
p} =

(
G−1

)ij
δs,−p, {ψ̄i

s, ψ̄
j
p} =

(
G−1

)ij
δs,−p, {ψi

s, ψ̄
j
p} = 0.

Êîãäà s ïîëîæèòåëüíî, ψi−s è ψ̄i−s íàçûâàþòñÿ ëåâûìè è ïðàâûìè ôåðìèîííûìè
îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè íàçûâàþòñÿ ëåâûìè è ïðàâûìè ôåð-
ìèîííûìè àííèãèëÿòîðàìè. Âìåñòå îíè íàçûâàþòñÿ ôåðìèîííûìè îñöèëÿòîðàìè.

Ïóñòü Hf áóäåò ïðîñòðàíñòâîì êîñûõ ïîëèíîìîâ îò íå÷åòíûõ ïåðåìåííûõ θi−s, θ̄
i−s,

i = 1, . . . , 2d, s = 1/2, 3/2, . . . . Ôåðìèîííàÿ îñöèëëÿòîðíàÿ àëãåáðà äåéñòâóåò íà Hf

ψi−s 7→ θi−s·, ψ̄i−s 7→ θ̄i−s·,
ψi

s 7→ (
G−1

)ij ∂

∂θj
−s

, ψ̄i
s 7→ (

G−1
)ij ∂

∂θ̄j
−s

,

äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ s ∈ Z + 1
2 . Ýòî åñòü ïðåäñòàâëåíèå Ôîêà-Áàðãìàííà äëÿ

ôåðìèîííîé îñöèëëÿòîðíîé àëãåáðû. Âåêòîð 1 ∈ Hf çàíóëÿåòñÿ âñåìè ôåðìèîííûìè
àííèãèëÿòîðàìè è îáîçíà÷àåòñÿ |vacf 〉. Ôåðìèîííîå ïðîñòðàíñòâî Ôîêà èìååò åñòå-
ñòâåííóþ Z2 ãðàäóèðîâêó, â êîòîðîé âåêòîð |vacf 〉 ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì. Ñóùåñòâóåò
ðàçëîæåíèå Hf ⊗ H̄f , ãäå Hf (ñîîòâ. H̄f ) ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèå òîëüêî ëåâûõ
(ñîîòâ. ïðàâûõ) ôåðìèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Äëÿ w ∈ Γ, m ∈ Γ∗ îáîçíà÷èì âåêòîð w ⊕ m ∈ C [Γ ⊕ Γ∗] ÷åðåç (w, m). Áóäåì
òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå |vac, w,m〉 âìåñòî

|vacb〉 ⊗ |vacf 〉 ⊗ (w,m).
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Îïðåäåëåíèå V òðåáóåò óêàçàòü âàêóóìíûé âåêòîð, ýëåìåíòû T, T̄ , è îïåðàòîðíî-
âåêòîðíîå ñîîòâåòñòâèå Y. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå îáúåêòû. Îïðåäåëèì
îïåðàòîðû W : V → V ⊗ Γ è M : V → V ⊗ Γ∗ ïî ïðàâèëó:

W i : b⊗ f ⊗ (w,m) 7→ wi(b⊗ f ⊗ (w, m)), Mi : b⊗ f ⊗ (w,m) 7→ mi(b⊗ f ⊗ (w,m)).

Òàêæå ïîëîæèì

∂Xj(z) =
1
z

(
G−1

)jk
Pk +

∞∑′

s=−∞

αj
s

zs+1
, ∂̄Xj(z̄) =

1
z̄

(
G−1

)jk
P̄k +

∞∑′

s=−∞

ᾱj
s

z̄s+1
,

ψj(z) =
∑

r∈Z+ 1
2

ψj
r

zr+1/2
, ψ̄j(z̄) =

∑

r∈Z+ 1
2

ψ̄j
r

z̄r+1/2
,

ãäå øòðèõ íàä ñóììîé îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì s çà èñêëþ÷åíèåì s = 0,

à Pk è P̄k çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

Pk =
1√
2
(Mk + (−Bkj −Gkj) W j), P̄k =

1√
2
(Mk + (−Bkj + Gkj) W j).

Ìû íå îïðåäåëÿåì ñàìè Xj(z, z̄), à òîëüêî èõ ïðîèçâîäíûå. Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïîëÿ Xj(z, z̄) ñîäåðæàò ÷ëåíû ïðîïîðöèîíàëüíûå log z è log z̄, è, òàêèì îáðàçîì,
íå ÿâëÿþòñÿ "äðîáíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè."

Âàêóóìíûé âåêòîð â V îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

|vac〉 = |vac, 0, 0〉.
Îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ îïåðàòîðíî-âåêòîðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ Y äîñòàòî÷íî ñëîæíà è

ìîæåò áûòü íàéäåíà â [19]. Ìû ïðèâåäåì òîëüêî ôîðìóëû äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ. Âåêòîðà αj

−s|vac, 0, 0〉 è ᾱj
−s|vac, 0, 0〉 ïîä äåéñòâèåì Y ïåðåõîäÿò â

1
(s− 1)!

∂sXj(z),
1

(s− 1)!
∂̄sXj(z̄).

Âåêòîðà ψj
−s|vac, 0, 0〉 è ψ̄j

−s|vac, 0, 0〉 îòîáðàæàþòñÿ â
1

(s− 1
2)!

∂s−1/2ψj(z),
1

(s− 1
2)!

∂̄s−1/2ψ̄j(z̄).

Äëÿ çàäàíèÿ N = 2 ñóïåðêîíôîðìíîé ñòðóêòóðû íà V äîñòàòî÷íî âûáðàòü êîì-
ïëåêñíóþ ñòðóêòóðó I íà U, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìåòðèêà G ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâîé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω = GI ñîîòâåòñòâóþùóþ êýëåðîâó ôîðìó. Òîãäà ëåâîáåãóùèå âåê-
òîðà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

L =
1
2
G (a−1, a−1)− 1

2
G

(
θ−1/2, θ−3/2

)
,

Q± =
−i

4
√

2
(G∓ iω)

(
θ−1/2, a−1

)
,

J = − i

2
ω

(
θ−1/2, θ−1/2

)
.

Ïðàâîáåãóùèå âåêòîðà L̄, Q̄± è J̄ îïðåäåëÿþòñÿ ïî òåì æå ïðàâèëàì ñ çàìåíîé a

íà ā è θ íà θ̄.

Èçîìîðôèçì N = 2 ÑÊÒÏ � ýòî èçîìîðôèçì ïîäëåæàùèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
f : V

∼→ V ′, ñîõðàíÿþùèé îïåðàòîðíî-âåêòîðíîå ñîîòâåòñòâèå Y ′(f(a))f(b) = f(Y (a)b)



15

è äåéñòâóþùèé òîæäåñòâåííî íà îáðàçóþùèõ êàê ïðàâîé òàê è ëåâîé N = 2 ñóïåðàë-
ãåáðû Âèðàñîðî.

Çåðêàëüíûé ìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ N = 2 ÑÊÒÏ � ýòî èçîìîðôèçì ìåæäó ïîäëå-
æàùèìè N = 1 ÑÊÒÏ, êîòîðûé èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå ñëåäóþùåãî âèäà íà îáðà-
çóþùèõ ëåâîé/ïðàâîé ñóïåðàëãåáðàõ Âèðàñîðî:

f(L) = L′, f(Q+) = Q−′ , f(Q−) = Q+′ , f(J) = −J ′,

f(L̄) = L̄′, f(Q̄+) = Q̄+′ , f(Q̄−) = Q̄−′ , f(J̄) = J̄ ′.

Êîìïîçèöèÿ äâóõ çåðêàëüíûõ ìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì N = 2 ÑÊÒÏ.
Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü îïèñàíèå òîãî, êîãäà äâå ÷åòâåðêè (Γ, I, G, B) è (Γ′, I ′, G′, B′)

îïðåäåëÿþò èçîìîðôíûå N = 2 ÑÊÒÏ, è êîãäà îíè çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íû.
Åñòåñòâåííîå ñïàðèâàíèå l : Γ ⊕ Γ∗ → Z èíäóöèðóåò Z -çíà÷íóþ ñèììåòðè÷íóþ

áèëèíåéíóþ ôîðìó q íà Γ⊕ Γ∗, çàäàâàåìóþ ôîðìóëîé

(6) q((w1,m1), (w2,m2)) = l(w1, m2) + l(w2,m1), w1,2 ∈ Γ, m1,2 ∈ Γ∗.

Èìåÿ G, I, B, ìîæíî îïðåäåëèòü äâå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà T × T ∗ :

I(I,B) =

(
I 0

BI + ItB −It

)
,(7)

J (G, I, B) =

(
−IG−1B IG−1

GI −BIG−1B BIG−1

)
.(8)

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì I è J êàê ýíäîìîð-
ôèçìû U ⊕ U∗, è çàïèñûâàåì èõ ìàòðèöû â áàçèñå, â êîòîðîì ïåðâûå 2d âåêòîðà
ïîðîæäàþò U, à îñòàâøèåñÿ ïîðîæäàþò U∗. Êðîìå òîãî, G è B ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê ýëåìåíòû Hom(U,U∗), à It � ýòî ýíäîìîðôèçì U∗, ñîïðÿæåííûé ê I.

Ñðàçó âèäíî, ÷òî J çàâèñèò îò G, I òîëüêî â êîìáèíàöèè ω = GI, ò.å. çàâèñèò
òîëüêî îò ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà T è B-ïîëÿ. Ñóùåñòâóåò òàêæå è òðåòüÿ
åñòåñòâåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Ĩ íà T × T ∗, êîòîðàÿ åñòü ïðîñòî êîìïëåêñíàÿ
ñòðóêòóðà ïðîèçâåäåíèÿ T × T ∗ äâóõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé:

Ĩ =

(
I 0
0 −It

)
.

Ýòà êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íå áóäåò èãðàòü çíà÷èòåëüíîé ðîëè â äàëüíåéøåì. Çàìåòèì
òîëüêî, ÷òî I ñîâïàäàåò ñ Ĩ, åñëè è òîëüêî åñëè B(0,2) = 0.

Òåîðåìà 2.1. [19] SCFT(Γ, I, G,B) èçîìîðôíà SCFT(Γ′, I ′, G′, B′) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ðåøåòîê Γ⊕Γ∗ è Γ′⊕Γ

′∗, êîòîðûé ïåðåâîäèò
q â q′, I â I ′, è J â J ′.

Âòîðàÿ òåîðåìà äàåò êðèòåðèé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè (T, I, G, B) è (T ′, I ′, G′, B′).

Òåîðåìà 2.2. [19] SCFT(Γ, I, G, B) çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íà SCFT(Γ′, I ′, G′, B′) òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ðåøåòîê Γ ⊕ Γ∗ è Γ′ ⊕ Γ

′∗, êî-
òîðûé ïåðåâîäèò q â q′, I â J ′, è J â I ′.
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Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîçâîëÿåò ñòðîèòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ çåðêàëü-
íî ñèììåòðè÷íûõ òîðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàí êîìïëåêñíûé òîð (T, I) ñ ïîñòîÿííîé
êýëåðîâîé ôîðìîé ω, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî T = A × B, ãäå A è B � ëàãðàíæåâû
îòíîñèòåëüíî ω ïîäòîðû. Â ÷àñòíîñòè, ðåøåòêà Γ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ΓA ⊕ ΓB.

Ïóñòü Â � òîð, äâîéñòâåííûé ê A, è ïóñòü T ′ = Â × B. Ðåøåòêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
T ′, � ýòî Γ′ = Γ∗A⊕ΓB. Ñóùåñòâóåò î÷åâèäíûé èçîìîðôèçì ìåæäó Γ⊕Γ∗ è Γ′⊕Γ

′∗,
êîòîðûé ïåðåâîäèò q â q′. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç I ′ è J ′ îáðàçû J è I, ñîîòâåòñòâåí-
íî, è îáðàòèâ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó I ′,J ′ è I ′, ω′, B′, ìîæíî ïîëó÷èòü êîìïëåêñíóþ
ñòðóêòóðó, ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó è B-ïîëå íà T ′. Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ
ïðîöåäóðà äàåò êîìïëåêñíûé òîð ñ ïëîñêîé êýëåðîâîé ìåòðèêîé è B-ïîëåì, êîòîðûé
çåðêàëüíî ñèììåòðè÷åí èçíà÷àëüíîìó òîðó. Äàííûé ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì
ñëó÷àåì òàêîãî ôèçè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ êàê T-äâîéñòâåííîñòü [36].

Âñêîðå ìû ïîêàæåì êàê äàííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè òåñòèðî-
âàíèè ãèïîòåçû î ãîìîëîãè÷åñêîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè äëÿ ïëîñêèõ òîðîâ. Â íà÷àëå,
íàïîìíèì ôîðìóëìðîâêó äàííîé ãèïîòåçû.

Ôèçè÷åñêîå Êàëàáè-ßó (X, G, B) � ýòî îäíîâðåìåííî êîìïëåêñíîå è ñèìïëåêòè-
÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâà ôîðìà ω = GI ).
Êàæäîìó òàêîìó ìíîãîîáðàçèþ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïàðó òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãî-
ðèé: îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(X) è ïðîèçâîä-
íóþ êàòåãîðèþ Ôóêàÿ DF0(X). Ïåðâàÿ çàâèñèò òîëüêî îò êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà
X, â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû. Ãèïîòåçà î ãî-
ìîëîãè÷åñêîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè (ÃÇÑ) óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè äâà àëãåáðàè÷åñêèõ
Êàëàáè-ßó (X, G, B) è (X ′, G′, B′) çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íû, òîãäà Db(X) ýêâèâà-
ëåíòíà DF0(X ′), è íàîáîðîò Db(X ′) ýêâèâàëåíòíà DF0(X).

Òåïåðü ìû äîëæíû íàïîìíèòü îïðåäåëåíèÿ ýòèõ äâóõ êàòåãîðèé. Ìû íà÷íåì ñ êà-
òåãîðèè Ôóêàÿ F(X). Îáúåêòàìè äàííîé êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ òðîéêè (Y,E,∇E), â
êîòîðûõ Y � ýòî ãðàäóèðîâàííîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå X, E � êîìïëåêñíîå
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà Y ñ ýðìèòîâîé ìåòðèêîé, ∇E � ïëîñêàÿ óíèòàðíàÿ ñâÿç-
íîñòü íà E. Ïîíÿòèå, êîòîðîå òðåáóåò ïîÿñíåíèé � ýòî "ãðàäóèðîâàííîå ëàãðàíæåâî
ïîäìíîãîîáðàçèå". Îíî áûëî ââåäåíî Ëåðý â 1968 äëÿ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé
ñèìïëåêòè÷åñêîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà è áûëî îáîáùåíî Ì.Êîíöåâè÷åì íà ñëó÷àé
Êàëàáè-ßó [25]. Âíà÷àëå íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êëàññà Ìàñëîâà äëÿ ëàãðàíæåâîãî ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ. Âûáåðåì ãîëîìîðôíîå ñå÷åíèå Ω êàíîíè÷åñêîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ
(êîòîðîå òðèâèàëüíî äëÿ Êàëàáè-ßó). Îãðàíè÷èâàÿ åãî íà Y, ïîëó÷èì n -ôîðìó, íè-
ãäå íå îáðàùàþùóþñÿ â íîëü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà Y èìååòñÿ ôîðìà îáúåìà vol,

èíäóöèðîâàííàÿ êýëåðîâîé ìåòðèêîé íà X. Ýòî òàêæå íèãäå íå îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü
n -ôîðìà íà Y, è, çíà÷èò, Ω|Y = h · vol, ãäå h � íèãäå íå îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü êîì-
ïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ íà Y. Ôóíêöèþ h ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò H0(Y, C∞∗Y ),
ãäå C∞∗Y � ïó÷îê ãëàäêèõ C∗ -çíà÷íûõ ôóíêöèé íà Y. Ñòàíäàðòíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàåò ãîìîìîðôèçì èç H0(Y, C∞∗Y ) â H1(Y,Z), è êëàññ
Ìàñëîâà ó Y îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáðàç h îòíîñèòåëüíî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. (ßâíî
êîöèêë ×åõà, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ Ìàñëîâà, ñòðîèòñÿ òàê: âûáèðàåòñÿ õîðîøåå ïî-
êðûòèå Y, áåðåòñÿ ëîãàðèôì h äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ïîêðûòèÿ, äåëèòñÿ íà 2πi, è
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ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ íà ïåðåñå÷åíèÿõ). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïðåäåëåíèå êëàññà
Ìàñëîâà íà ïåðâûé âçãëÿä çàâèñèò è îò êîìïëåêñíîé è îò ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóð
íà X, â äåéñòâèòåëüíîñòè, îí íå äîëæåí çàâèñåòü îò âûáîðà êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè êëàññ Ìàñëîâà çàíóëÿåòñÿ, òî ëîãàðèôì h îïðåäåëåí êàê ôóíêöèÿ
è åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî 2πim,m ∈ Z. Ãðàäóèðîâàííîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãî-
îáðàçèå Y � ýòî ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå â X ñ íóëåâûì êëàññîì Ìàñëîâà è
âûáîðîì âåòâè log h.

Ìîðôèçìû îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì. Ïóñòü çàäàíû äâà îáúåêòà (Y1, E1,∇1) è
(Y2, E2,∇2). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Y1 è Y2 ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â êî-
íå÷íîì ÷èñëå òî÷åê; åñëè ýòî íå òàê, òî ïðîäåôîðìèðóåì îäèí èç îáúåêòîâ âäîëü ãà-
ìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîêà íå äîáüåìñÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Ïóñòü {ei, i ∈ I} �
ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ Y1 è Y2. Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ Ôëîåðà. Êàê âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ýòî ïðÿìàÿ ñóììà

Vi = Hom(E1(ei), E2(ei)), i ∈ I.

Ãðàäóèðîâêà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Â êàæäîé òî÷êå p ∈ Y ïðîñòðàí-
ñòâî TpY çàäàåò òî÷êó q â ãðàññìàíå ëàãðàíæåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â TpX. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç L̃agp óíèâåðñàëüíûå íàêðûòèÿ ëàãðàíæåâûõ ãðàññìàíèàíîâ ïðîñòðàíñòâ
TpX. Íà Êàëàáè-ßó X ýòè íàêðûòèÿ ñêëåèâàþòñÿ â ñëîåíèå, îáîçíà÷àåìîå L̃ag [25].
Ãðàäóèðîâêà Y çàäàåò êàíîíè÷åñêèé ïîäúåì q â L̃agp äëÿ âñåõ p ; ýòè ïîäúåìû
ñêëåèâàþòñÿ â ñå÷åíèå äëÿ îãðàíè÷åíèÿ L̃ag íà Y [25]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ei ïîëó÷àåòñÿ ïàðà òî÷åê q1, q2 ∈ L̃agei

. Ãðàäóèðîâêà êîìïîíåíòû
êîìïëåêñà Ôëîåðà, ñîîòâåòñòâóþùåé ei, � ýòî èíäåêñ Ìàñëîâà ïàðû q1, q2 (ñì. [4] äëÿ
îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà Ìàñëîâà). Â çàêëþ÷åíèè îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàë. Ïóñòü ei è
ej � ïàðà òî÷åê, ãðàäóèðîâêè êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó. Êîìïîíåíòà äèôôåðåí-
öèàëà Ôëîåðà, êîòîðàÿ äåéñòâóåò èç Vi â Vj , îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñ÷åòîì ãîëîìîðôíûõ
äèñêîâ â X ñ äâóìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè íà ãðàíèöå, ñîâïàäàþùèìè ñ ei è ej (èí-
äåêñ Ìàñëîâà ej áîëüøå íà åäèíèöó èíäåêñà Ìàñëîâà ei ), è òàêèìè, ó êîòîðûõ äâå
÷àñòè ãðàíèöû ïîïàäàþò îäíà íà Y1, à äðóãàÿ íà Y2. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
äèôôåðåíöèàëà íóæíà (ïî÷òè)êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J íà X, äëÿ êîòîðîé ω(·, J ·)
ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé ôîðìîé íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê X. Äëÿ òî÷íîãî îïðåäåëå-
íèÿ äèôôåðåíöèàëà Ôëîåðà ñìîòðè [9]. Ïðîñòðàíñòâî ìîðôèçìîâ â êàòåãîðèè Ôóêàÿ �
ýòî êîìïëåêñ Ôëîåðà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîçèöèè èñïîëüçóþòñÿ ãîëîìîðôíûå äèñêè
ñ òðåìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè è ãðàíèöåé, ëåæàùåé íà òðåõ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîá-
ðàçèÿõ.

Îïðåäåëåíèå, íàáðîñàííîå âûøå, ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíûì. Âî-ïåðâûõ, äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà Ôëîåðà íóæíî çàôèêñèðîâàòü îòíîñèòåëüíóþ ñïèí-ñòðóêòóðó
íà Y [9]. Âî-âòîðûõ, êâàäðàò äèôôåðåíöèàëà íå âñåãäà ðàâíî 0, ò.å. "êîìïëåêñ"Ôëîåðà
íå âñåãäà êîìïëåêñ. Äðóãàÿ ïðáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ àññî-
öèàòèâíà ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè, çàâèñÿùåé îò òåðíàðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ âûñøèõ ïðîèçâåäåíèé â êàòåãîðèè Ôó-
êàÿ, êîòîðûå ïðåäïîëîæèòåëüíî ôîðìèðóþò A∞ �êàòåãîðèþ (ñì. [24] â êà÷åñòâå îáçîðà
ïî A∞ �êàòåãîðèÿì). Ñóùåñòâóåò óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî èçìåíåíèå ïî÷òè êîìïëåêñíîé
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ñòðóêòóðû J íå ìåíÿåò A∞ �êàòåãîðèþ, òî åñòü êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåê-
òè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Äëÿ ïîäðîáíîé äèñêóññèè ñì. [9].

Äëÿ íåòðèâèàëüíîãî B-ïîëÿ êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ äîëæíà áûòü ìîäèôèöèðîâàíà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Îáúåêòû � ýòî òðîéêè (Y, E,∇E), ãäå Y � ãðàäóèðîâàííîå ëàãðàíæåâî
ïîäìíîãîîáðàçèå, E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà Y ñ ýðìèòîâîé ìåòðèêîé, à ∇E �
ýðìèòîâà ñâÿçíîñòü íà E ñ êðèâèçíîé

∇2
E = 2πiB|Y .

Òàêèì îáðàçîì ñâÿçíîñòü äîëæíà áûòü ïðîåêòèâíî ïëîñêîé, à íå ïëîñêîé.
Ìîðôèçìû ìîäèôèöèðóþòñÿ òàê: ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ω â îïðåäåëåíèè êîì-

ïëåêñà Ôëîåðà è âûñøèõ ïðîèçâåäåíèé âî âñåõ ìåñòàõ çàìåíÿåòñÿ íà ω + iB. Ìîäèôè-
öèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ñ Â-ïîëåì B áóäåò
îáîçíà÷àòñÿ F(X, B).

Êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ F(X, B) íå ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé â îáû÷íîì ñìûñëå, à åñòü A∞ �
êàòåãîðèÿ ñ ôóíêòîðîì ñäâèãà. Ìîðôèçìû ìåæäó äâóìÿ îáúåêòàìè â A∞ �êàòåãîðèè
� ýòî äèôôåðåíöèàëüíî ãðàäóèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ñ êàæäîé A∞ �
êàòåãîðèåé ñâÿçûâàåòñÿ îáû÷íàÿ êàòåãîðèÿ ñ òåìè æå ñàìûìè îáúåêòàìè è 0�îé ãðóï-
ïîé êîãîìîëîãèé â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ. Ïðèìåíÿÿ ýòó êîíñòðóêöèþ ê F(X, B), ïîëó-
÷èì êàòåãîðèþ F0(X, B), êîòîðàÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé Ôóêàÿ. Ðàññìàòðèâàÿ
ñêðó÷åííûå êîìïëåêñû íàä F(X,B), Ì.Êîíöåâè÷ [25] òàêæå îïðåäåëèë íåêîòîðóþ
òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ DF0(X, B). Áóäåì íàçûâàòü åå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðè-
åé Ôóêàÿ. Êàòåãîðèÿ DF0(X,B) ñîäåðæèò F0(X,B) â êà÷åñòâå ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè.

Â ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû îáñóäèì ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ è, èñ-
ïîëüçóÿ èõ ñâîéñòâà, ïðîòåñòèðóåì ãèïîòåçó î ãîìîëîãè÷åñêîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè.

3. Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ è òåñòèðîâàíèå ãèïîòåçû
î ãîìîëîãè÷åñêîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè

Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä C (èëè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç OX ïó÷îê ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé (èëè ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé).
Íàïîìíèì, ÷òî êîãåðåíòíûì ïó÷êîì íàçûâàåòñÿ ïó÷îê OX �ìîäóëåé, êîòîðûé ëîêàëü-
íî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê êîÿäðî ìîðôèçìà àëãåáðàè÷åñêèõ (ãîëîìîðôíûõ) âåê-
òîðíûõ ðàññëîåíèé êîíå÷íîãî ðàíãà. Êîãåðåíòíûå ïó÷êè îáðàçóþò àáåëåâó êàòåãîðèþ,
êîòîðàÿ áóäåò îáîçíà÷àòñÿ coh(X).

Äàëåå ìû íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè è îïèøåì íåêîòîðûå ñâîé-
ñòâà ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîá-
ðàçèÿõ. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî òåêñòîâ, ãäå ìîæåò áûòü íàéäåíî ââåäåíèå â òåîðèþ
ïðîèçâîäíûõ è òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé; ìû ðåêîìåíäóåì [43, 15, 12, 21, 23].

Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cb(A) êàòåãîðèþ îãðàíè÷åííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ

M
q
= (0 −→ · · · −→ Mp dp−→ Mp+1 −→ · · · −→ 0), Mp ∈ A, p ∈ Z, d2 = 0.
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Ìîðôèçìû f : M
q −→ N

q ìåæäó êîìïëåêñàìè � ýòî íàáîðû ìîðôèçìîâ fp : Mp −→
Np â êàòåãîðèè A, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñ äèôôåðåíöèàëàìè, ò.å.

dNfp − fp+1dM = 0 äëÿ âñåõ p.

Ìîðôèçì êîìïëåêñîâ f : M
q −→ N

q ãîìîòîïåí íóëþ, åñëè fp = dNhp + hp+1dM

äëÿ âñåõ p ∈ Z è äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ hp : Mp+1 −→ Np. Îïðåäåëèì
ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãîðèþ Hb(A) êàê êàòåãîðèþ, êîòîðàÿ èìååò òå æå ñàìûå îáúåêòû
÷òî è Cb(A), â òî âðåìÿ êàê ìîðôèçìû â Hb(A) � ýòî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòåé
ìîðôèçìîâ ìåæäó êîìïëåêñàìè f ïî ìîäóëþ ãîìîòîïíûõ íóëþ.

Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñà N
q è äëÿ êàæäîãî p ∈ Z îïðåäåëèì êîãîìîëîãèþ Hp(N

q
) ∈

A êàê ôàêòîð Ker dp/ Im dp−1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî p ïîëó÷àåì ôóíêòîð
Hp : C(A) −→ A, êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò êîìïëåêñó N

q åãî êîãîìîëîãèþ Hp(N
q
) ∈ A.

Îïðåäåëèì êâàçèèçîìîðôèçì êàê òàêîé ìîðôèçì êîìïëåêñîâ s : N
q → M

q
, äëÿ êî-

òîðîãî èíäóöèðóåìûå ìîðôèçìû Hps : Hp(N
q
) → Hp(M

q
) ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè

äëÿ âñåõ p ∈ Z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ êëàññ âñåõ êâàçèèçîìîðôèçìîâ. Ýòîò êëàññ ìîð-
ôèçìîâ îáëàäàåò õîðîøèìè ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè óñëîâèÿì Îðå â òåîðèè ëîêà-
ëèçàöèè êîëåö.

Îãðàíè÷åííàÿ ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ Db(A) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëîêàëèçàöèÿ Hb(A)
îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ êâàçèèçîìîðôèçìîâ Σ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ êàòå-
ãîðèÿ èìååò òå æå ñàìûå îáúåêòû êàê è ãîìîòîïè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ Hb(A), à ìîðôèçìû
â íåé èç N

q â M
q çàäàþòñÿ êàê ëåâûå ÷àñòíûå s−1◦f, ò.å. êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòåé

äèàãðàìì
N

q f−→ M
′ q s←− M

q
, s ∈ Σ.

Ïàðû (f, s) è (g, t) ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò êîì-
ìóòàòèâíàÿ äèàãðàììà â Hb(A)

M
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N
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â êîòîðîé r ∈ Σ. Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ (f, s) è (g, t) � ýòî ìîðôèçì (g′f, s′t),
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèå ñëåäóþùåé äèàãðàììû:
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Òàêàÿ äèàãðàììà âñåãäà ñóùåñòâóåò, è ìîæíî ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü äàííîãî çà-
êîíà êîìïîçèöèè.
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Èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð Hb(A) −→ Db(A), ïåðåâîäÿùèé f : N
q → M

q â
ïàðó (f, idM ). Äàííûé ôóíêòîð îáðàùàåò âñå êâàçèèçîìîðôèçìû è ÿâëÿåòñÿ óíèâåð-
ñàëüíûì ñðåäè ôóíêòîðîâ, îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì. Àáåëåâà êàòåãîðèÿ A âêëàäû-
âàåòñÿ êàê ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â Db(A), îòîæäåñòâëÿÿ îáúåêò A ∈ A ñ êîìïëåêñîì
· · · → 0 → A → 0 → · · · , èìåþùèì A â ñòåïåíè 0. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñà
N

q îáîçíà÷èì ÷åðåç N
q
[1] êîìïëåêñ ñ êîìïîíåíòàìè N

q
[1]p = Np+1 è äèôôåðåíöèà-

ëîì dN [1] = −dN . Äàííîå ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåò ôóíêòîð íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè
Db(A), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòüþ è íàçûâàåòñÿ ôóíêòîðîì ñäâèãà.

Êàæäàÿ ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ Db(A) èìååò ñòðóêòóðó òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãî-
ðèè [43]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäàíû ñëåäóþùèå äàííûå:

a) ôóíêòîð ñäâèãà [1] : Db(A) −→ Db(A), ÿâëÿþùèéñÿ àääèòèâíîé àâòîýêâèâà-
ëåíòíîñòüþ,

b) êëàññ âûäåëåííûõ (èëè òî÷íûõ) òðåóãîëüíèêîâ

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1],

è ýòè äàííûå óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííîìó íàáîðó àêñèîì ( ñì. [43, 12, 21, 23]).
Äëÿ çàäàíèÿ òðèàíãóëèðîâàííîé ñòðóêòóðû íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(A) ââî-

äèòñÿ ïîíÿòèå ñòàíäàðòíîãî òðåóãîëüíèêà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

N
Qi−→ M

Qp−→ K
∂ε−→ N [1],

ãäå Q : Cb(A) −→ Db(A) � êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð,

0 −→ N
i−→ M

p−→ K −→ 0

� êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ, è ∂ε � íåêîòîðûé ìîðôèçì â
Db(A). Ìîðôèçì ∂ε � ýòî ÷àñòíîå s−1 ◦ j, â êîòîðîì j � ýòî âëîæåíèå ïîäêîìïëåêñà
K â êîìïëåêñ C(p) ñ êîìïîíåíòàìè Kn ⊕Mn+1 è ñ äèôôåðåíöèàëîì

dC(p) =

(
dK p

0 −dM

)
,

à êâàçèèçîìîðôèçì s : N [1] −→ C(p) � ýòî ìîðôèçì (0, i).
Âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â Db(A) � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â Db(A) âèäà

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1],

êîòîðàÿ èçîìîðôíà ñòàíäàðòíîìó òðåóãîëüíèêó.
Ïóñòü A è B � äâå àáeëåâû êàòåãîðèè, è F : A −→ B � àääèòèâíûé ôóíêòîð

òî÷íûé ñëåâà (ñîîòâ. ñïðàâà). Ôóíêòîð F èíäóöèðóåò ôóíêòîð ìåæäó êàòåãîðèÿìè
êîìïëåêñîâ è ôóíêòîð F̄ : Hb(A) → Hb(B), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïîêîìïîíåíòíûì
ïðèìåíåíèåì F. Åñëè F íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, òî îí íå ïåðåâîäèò êâàçèèçîìîðôèçìû
â êâàçèèçîìîðôèçìû. Òåì íå ìåíåå, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ìîæíî îïðåäåëèòü ïðà-
âûé (ñîîòâ. ëåâûé) ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð RF (ñîîòâ. LF ) ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè. Ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð RF, (ñîîòâ. LF ) áóäåò òî÷íûì
ôóíêòîðîì ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè â ñëåäóþùåì ñìûñëå: îí êîììó-
òèðóåò ñ ôóíêòîðàìè ñäâèãà è ïåðåâîäèò âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè â âûäåëåííûå. Ìû
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íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ, èäåÿ ñîñòîèò â ïîêîì-
ïîíåíòíîì ïðèìåíåíèè ôóíêòîðà F ê ïðàâèëüíî âûáðàííûì ïðåäñòàâèòåëÿì êëàññîâ
êâàçèèçîìîðôíûõ êîìïëåêñîâ (ñì. [43, 15, 12, 21, 23]).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà
ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ (èëè ñîáñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ) ìíîãîîáðàçèÿõ. Îáîçíà÷èì
Db(coh(X)) ÷åðåç Db(X). Êàæäûé ìîðôèçì f : X → Y èíäóöèðóåò ôóíêòîð îáðàò-
íîãî îáðàçà f∗ : coh(Y ) −→ coh(X). Ýòîò ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ñïðàâà è èìååò
ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð Lf∗ : Db(Y ) −→ Db(X). Äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ íóæíî çà-
ìåíèòü êîìïëåêñ íà Y êâàçèèçîìîðôíûì êîìïëåêñîì èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ, è ïðèìå-
íèòü ïîêîìïîíåíòíî ôóíêòîð f∗ ê ýòîìó êîìïëåêñó. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì, äëÿ âñÿêî-
ãî êîìïëåêñà F ∈ Db(X) ìîæíî îïðåäåëèòü òî÷íûé ôóíêòîð

L⊗ F : Db(X) −→ Db(X),
çàìåíÿÿ F êâàçèèçîìîðôíûì êîìïëåêñîì èç ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ.

Ìîðôèçì f : X −→ Y èíäóöèðóåò òàêæå ôóíêòîð ïðÿìîãî îáðàçà f∗ : coh(X) −→
coh(Y ), êîòîðûé òî÷åí ñëåâà è èìååò ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð Rf∗ : Db(X) −→
Db(Y ). Äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ âêëàäûâàåòñÿ â êàòåãîðèþ
êâàçèêîãåðíòíûõ ïó÷êîâ, à êîìïëåêñ çàìåíÿåòñÿ íà êâàçèèçîìîðôíûé åìó êîìïëåêñ èç
èíúåêòèâíûõ. Ïîñëå ýòîãî ôóíêòîð f∗ ìîæíî ïðèìåíÿòü ïîêîìïîíåíòíî ê êîìïëåêñó
èç èíúåêòèâíûõ. Ôóíêòîð Rf∗ ñîïðÿæåí ñïðàâà ê Lf∗. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
ôóíêòîðèàëüíûå èçîìîðôèçìû

Hom(A,Rf∗B) ∼= Hom(Lf∗A,B)

äëÿ âñåõ A, B. Äàííîå ñâîéñòâî ìîæåò òàêæå ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ
ôóíêòîðà Rf∗.

Èñïîëüçóÿ äàííûå ôóíêòîðû, ìîæíî ââåñòè áîëüøèé êëàññ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ.
Ïóñòü X è Y � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå (èëè ñîáñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå) ìíîãîîá-
ðàçèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè

X
p←− X × Y

q−→ Y.

Êàæäûé îáúåêò E ∈ Db(X × Y ) çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð ΦE : Db(X) −→ Db(Y ) ïî
ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

(9) ΦE(·) := Rq∗(E
L⊗ p∗(·)).

Î÷åâèäíî, ÷òî òîò æå ñàìûé îáúåêò çàäàåò äðóãîé ôóíêòîð ΨE : Db(Y ) −→ Db(X) ïî
òàêîé æå ôîðìóëîé

ΨE(·) := Rp∗(E
L⊗ q∗(·)).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé êëàññ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó
îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ïðîåêòèâ-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêòîðîâ, èìåþùèõ âèä ΦE äëÿ íåêîòîðî-
ãî êîìïëåêñà E íà ïðîèçâåäåíèè ìíîãîîáðàçèé. Äàííûé êëàññ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî
êîìïîçèöèè ôóíêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X,Y, Z � òðè ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíî-
ãîîáðàçèÿ è ïóñòü

ΦI : Db(X) −→ Db(Y ), ΦJ : Db(Y ) −→ Db(Z)
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� äâà ôóíêòîðà, ãäå I è J � îáúåêòû Db(X × Y ) è Db(Y × Z) ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç pXY , pY Z , pXZ ïðîåêöèè X × Y × Z íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû ñî-
ìíîæèòåëåé. Êîìïîçèöèÿ ΦJ ◦ΦI èçîìîðôíà ΦK , ãäå K ∈ Db(X × Z) îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

K ∼= RpXZ∗(p∗Y Z(J)⊗ p∗XY (I)).

Ïðåäïîëîæèòåëüíî, êëàññ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ, îïèñàííûé âûøå, ñîäåðæèò âñå òî÷íûå
ôóíêòîðû ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ïðîåê-
òèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ìû íå çíàåì âåðíî ýòî èëè íåò, îäíàêî, ýòî îïðåäåëåííî âåðíî
äëÿ òî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Òåîðåìà 3.1. ([33], òàêæå [35]) Ïóñòü X è Y � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ.
Ïðåäïîëîæèì F : Db(X) ∼−→ Db(Y ) � ýòî òî÷íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) îáúåêò E ∈ Db(X × Y ) òàêîé,
÷òî ôóíêòîð F èçîìîðôíûé ôóíêòîðó ΦE .

Òåïåðü ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà
àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, êî-
òîðûå èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Áîëåå òîãî,
ìîæíî ïîëíîñòüþ îïèñàòü êëàññû àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n íàä C. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A �
êîìïëåêñíûé òîð (U/Γ, I), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, ò.å. èìååò âëîæåíèå â
ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü Â � äâîéñòâåííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå, ò.å. äâîé-
ñòâåííûé òîð (U∗/Γ∗,−It). Îí êàíîíè÷åñêè èçîìîðôåí ãðóïïå Ïèêàðà Pic0(A). Õî-
ðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå P íà ïðîèçâåäåíèè
A× Â òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè α ∈ Â îãðàíè÷åíèå Pα íà A×{α} ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò Pic0A, ñîîòâåòñòâóþùèé α, è, â äîïîëíåíèè, îãðàíè÷åíèå P

∣∣∣
{0}× bA

òðèâè-
àëüíî. Òàêîå P íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Ïóàíêàðå.

Ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå äàåò ïðèìåð òî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êà-
òåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ íåèçîìîðôíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ðàññìîòðèì ïðîåê-
öèè

A
p←− A× Â

q−→ Â

è ôóíêòîð ΦP : Db(A) −→ Db(Â), îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (9), ò.å. ΦP (·) = Rq∗(P ⊗
p∗(·)). Ìóêàè äîêàçàë [32], ÷òî ôóíêòîð ΦP : Db(A) −→ Db(Â) åñòü òî÷íàÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü, è ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ:

ΨP ◦ ΦP
∼= (−1A)∗[n],

ãäå (−1A) � ìîðôèçì âçÿòèÿ îáðàòíîãî â ãðóïïå A.

Ïóñòü A1 è A2 � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ΓA1 è ΓA2 ðåøåòêè ïåðâûõ ãîìîëîãèé H1(A1,Z) è H1(A2,Z). Êàæäîå îòîáðà-
æåíèå f : A1 −→ A2 àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå f̄ : ΓA1 −→ ΓA2

íà ãðóïàõ ïåðâûõ ãîìîëîãèé.
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Äëÿ ëþáîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ A ðåøåòêà ïåðâûõ ãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ
A × Â ñîâïàäàåò ñ ΓA ⊕ Γ∗A è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàäàåò êàíîíè÷åñêîé ñèììåòðè÷å-
ñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé qA, îïðåäåëåííîé ïî ïðàâèëó (6). Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì
f : A1 × Â1

∼−→ A2 × Â2 àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Íàçîâåì åãî èçîìåòðè÷íûì, åñëè
èçîìîðôèçì f̄ : ΓA1 ⊕ Γ∗A1

∼−→ ΓA2 ⊕ Γ∗A2
îòîæäåñòâëÿåò ôîðìû qA1 è qA2 .

Ñåé÷àñ ìû ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé òîãî, êîãäà äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò
ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Òåîðåìà 3.2. ([34]) Ïóñòü A1 è A2 � àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðîèçâîäíûå êàòåãî-
ðèè Db(A1) è Db(A2) ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì

f : A1 × Â1
∼−→ A2 × Â2,

ò.å. f̄ îòîæäåñòâëÿåò ôîðìû qA1 è qA2 íà Γ
A1
⊕ Γ bA1

è Γ
A2
⊕ Γ bA2

.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 2.1 è 3.2, ìîæíî ïðîèçâåñòè íåêîòîðóþ ïðîâåðêó ãèïîòåçû
î ãîìîëîãè÷åñêîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè äëÿ òîðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâà òîðà
(T1, I1, G1, B1) è (T2, I2, G2, B2) îáà çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íû òîðó (T ′, I ′, G′, B′). Òî-
ãäà SCFT(Γ1, I1, G1, B1) èçîìîðôíà SCFT(Γ2, I2, G2, B2), è ïî òåîðåìå 2.1 ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì ðåøåòîê Γ1 ⊕ Γ∗1 è Γ2 ⊕ Γ∗2, êîòîðûé îòîæäåñòâëÿåò q1 è q2, I1 è I2,

è J1 è J2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îáà êîìïëåêñíûõ òîðà (T1, I1) è
(T2, I2) ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè, òîãäà ÃÇÑ âëå÷åò ýêâèâàëåíüíîñòü Db((T1, I1)) è
Db((T2, I2)). Êðèòåðèé äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äàåòñÿ â òåîðåìå 3.2: îí òðåáóåò ñóùåñòâî-
âàíèå èçîìîðôèçìà ìåæäó Γ1 ⊕ Γ∗1 è Γ2 ⊕ Γ∗2, êîòîðûé ïåðåâîäèò q1 â q2, è Ĩ1 â
Ĩ2. Î÷åâèäíî, ÷òî òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå I 6= Ĩ, ìû ïîëó÷àåì äâà óñëîâèÿ, êîòîðûå
ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Îäíàêî, òàê êàê I ñîâïàäàåò ñ Ĩ ïðè óñëîâèè B(0,2) = 0,

ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 3.3. Åñëè SCFT(Γ1, I1, G1, B1) èçîìîðôíà SCFT(Γ2, I2, G2, B2), îáà òîðà
(T1, I1) è (T2, I2) àëãåáðàè÷íû, è îáå ôîðìû B1 è B2 èìåþò òèï (1, 1), òîãäà
Db((T1, I1)) è Db((T2, I2)) ýêâèâàëåíòíû.

Ïóñòü (T1, I1, G1, B1) � êîìïëåêñíûé òîð ñ ïëîñêîé êýëåðîâîé ìåòðèêîé è B-ïîëåì
òèïà (1, 1), è ïóñòü (T2, I2) � äðóãîé êîìïëåêñíûé òîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì ðåøåòîê g : Γ1 ⊕ Γ∗1 → Γ2 ⊕ Γ∗2, ïåðåâîäÿùèé q1 â q2 è Ĩ1 â Ĩ2. Â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íà T2 ñóùåñòâóåò êýëåðîâà ìåòðèêà G2 è B-ïîëå
B2 òèïà (1, 1) òàêèå, ÷òî SCFT(Γ1, I1, G1, B1) èçîìîðôíà SCFT(Γ2, I2, G2, B2) êàê
N = 2 ñóïåðêîíôîðìíûå òåîðèè ïîëÿ.

Êîìáèíèðóÿ ýòî ñ òåîðåìîé 2.1 è êðèòåðèåì ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðîèçâîäíûõ êà-
òåãîðèé Db((T1, I1)) è Db((T2, I2)), ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò îáðàòíûé ê ñëåäñòâèþ 3.3.

Ñëåäñòâèå 3.4. Ïóñòü (T1, I1, G1, B1) � àëãåáðàè÷åñêèé òîð ñ ïëîñêîé êýëåðîâîé ìåò-
ðèêîé è B-ïîëåì òèïà (1, 1). Ïóñòü (T2, I2) � äðóãîé àëãåáðàè÷åñêèé òîð. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî Db((T1, I1)) ýêâèâàëåíòíà Db((T2, I2)). Òîãäà íà T2 íàéäåòñÿ êýëåðîâà
ìåòðèêà G2 è B-ïîëå B2 òèïà (1, 1) òàêèå, ÷òî SCFT(Γ1, I1, G1, B1) èçîìîðôíà
SCFT(Γ2, I2, G2, B2) êàê N = 2 ñóïåðêîíôîðìíûå òåîðèè ïîëÿ.
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Åñëè dimC T = 1, òî B-ïîëå àâòîìàòè÷åñêè èìååò òèï (1, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå ÃÇÑ âûäåðæèâàåò ïðîâåðêó. Êîíå÷íî, ýòî òî, ÷òî ìû îæèäàåì, òàê êàê èçâåñòíî,
÷òî ÃÇÑ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ âåðíà [39]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå
dimC T > 1 èìåþòñÿ ïðîáëåìû.

Îäíàêî íå âñå ïîòåðÿíî � è â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ìîäèôèêàöèÿ
ÃÇÑ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò íàøå òåñòèðîâàíèå. Ýòà ìîäèôèêàöèÿ ïîäðàçóìåâàåò çàìåíó
Db((T, I)) ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèåé β(B) -ñêðó÷åííûõ ïó÷êîâ, ãäå β(B) � ýòî ýëåìåíò
H2((T, I),O∗T ), çàâèñÿùèé îò B-ïîëÿ B ∈ H2(X,R).

Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä C, è ïóñòü B ∈ H2(X,R). Ðàññìîòðèì
ãîìîìîðôèçì β : H2(X,R) → H2(X,O∗X), èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèåì R −→ O∗X ,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåé êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû:
0 −→ Z −→ R −−−→ R/Z −→ 0∥∥ y y
0 −→ Z −→ OX

exp(2πi·)−−−→ O∗X −→ 0

Êàæäûé ýëåìåíò a ∈ H2(X,O∗X) çàäàåò O∗X gerbe Xa íà X. Ðàññìîòðèì êàòåãî-
ðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ âåñà 1 coh1(Xa) íà gerbe Xa. Òåïåðü íàøà òðèàíãóëèðî-
âàííàÿ êàòåãîðèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ Db(coh1(Xβ(B)))
è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ Db(X, B). Íàïîìíèì, ÷òî êîãåðåíòíûå ïó÷êè âåñà 1 íà gerbe
Xa ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ñêðó÷åííûå êîãåðåíòíûå ïó÷êè íà X â ñëåäóþ-
ùåì ñìûñëå. Âûáåðåì îòêðûòîå ïîêðûòèå {Ui}i∈I ìíîãîîáðàçèÿ X, äëÿ êîòîðîãî
ýëåìåíò a ∈ H2(X,O∗X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ 2-êîöèêëîì ×åõà aijk ∈ Γ(Uijk,O∗X), ãäå
Uijk = Ui∩Uj∩Uk. Òåïåðü a -ñêðó÷åííûé ïó÷îê ìîæíî îïðåäåëèòü êàê íàáîð êîãåðåíò-
íûõ ïó÷êîâ Fi íà Ui äëÿ âñåõ i ∈ I âìåñòå ñ èçîìîðôèçìàìè φji : Fi|Uij

∼−→ Fj |Uij

äëÿ âñåõ ïàð i, j ∈ I ( φij = φ−1
ji ), óäîâëåòâîðÿþùèìè ñêðó÷åííîìó óñëîâèþ êîöèêëà

φijφjkφki = aijkid.

Â ñëó÷àå, êîãäà β(B) � ýòî ýëåìåíò êðó÷åíèÿ â H2(X,O∗X), àáåëåâà êàòåãîðèÿ
ñêðó÷åííûõ ïó÷êîâ ýêâèâàëåíòíà àáåëåâîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ìîäóëåé íàä
ïó÷êîì àëãåáð Àäçóìàÿ AB, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò äàííîìó ýëåìåíòó. Ýòî âëå÷åò
òàêæå ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ôàêòû îá àëãåáðàõ Àäçóìàÿ. Ïóñòü A � ýòî
OX �àëãåáðà, êîòîðàÿ êîãåðåíòíà êàê ïó÷îê OX �ìîäóëåé. Îíà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé
Àäçóìàÿ, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûì ïó÷êîì OX �ìîäóëåé è äëÿ êàæäîé
òî÷êè x ∈ X îãðàíè÷åíèå A(x) := A⊗OX

C(x) èçîìîðôíî ìàòðè÷íîé àëãåáðå Mr(C).
Òðèâèàëüíàÿ àëãåáðà Àäçóìàÿ � ýòî àëãåáðà âèäà End(E), ãäå E � ýòî âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå. Äâå àëãåáðû Àäçóìàÿ A è A′ íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè (èëè Ìîðèòà ýêâè-
âàëåíòíûìè), åñëè íàéäóòñÿ âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ E è E′ òàêèå, ÷òî

A⊗OX
End(E) ∼= A′ ⊗OX

End(E′).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç coh(A) àáåëåâó êàòåãîðèþ ïó÷êîâ (ïðàâûõ) A�ìîäóëåé, êîòîðûå
êîãåðåíòíû êàê ïó÷êè OX �ìîäóëåé, à ÷åðåç Db(X,A) îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ
êàòåãîðèþ coh(A). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè àëãåáðû Àäçóìàÿ A è A′ ïîäîáíû, òî
êàòåãîðèè coh(A) è coh(A′) ýêâèâàëåíòíû, è çíà÷èò ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè Db(A)
è Db(A′) òàêæå ýêâèâàëåíòíû.
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Àëãåáðû Àäçóìàÿ ïî ìîäóëþ Ìîðèòà ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëü-
íî òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Áðàóýðà ìíîãîîáðàçèÿ X

è îáîçíà÷àåòñÿ Br(X). Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

Br(X) −→ H2(X,O∗X).

Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, à åãî îáðàç ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå êðó÷åíèÿ
H2(X,O∗X)tors. Ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ Br′(X) è íàçûâàåòñÿ êîãîìîëîãè÷å-
ñêîé ãðóïïîé Áðàóýðà X. Õîðîøî èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà Ãðîòåíäèêà óòâåðæäàåò, ÷òî
åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Br(X) −→ Br′(X) åñòü èçîìîðôèçì äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîá-
ðàçèé. Ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé [16].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β(B) � ýëåìåíò êðó÷åíèÿ â H2((T, I),O∗T ), è ðàññìîòðèì
àëãåáðó Àäçóìàÿ AB, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ýëåìåíòó. Ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ
Db((T, I),AB) íå çàâèñèò îò âûáîðà AB, ò.ê. âñå òàêèå àëãåáðû Ìîðèòà ýêâèâàëåíò-
íû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ Db((T, I), B) ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè
Db((T, I),AB).

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé
Db((T1, I1), B1) è Db((T2, I2), B2) äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé [38].

Òåîðåìà 3.5. ([38]) Ïóñòü (T1, I1) è (T2, I2) � äâà àëãåáðàè÷åñêèõ òîðà. Ïóñòü B1 ∈
H2(T1,R) è B2 ∈ H2(T2,R) îòîáðàæàþòñÿ β â ýëåìåíòû êðó÷åíèÿ. Åñëè íàéäåòñÿ
èçîìîðôèçì ðåøåòîê Γ1 ⊕ Γ∗1 è Γ2 ⊕ Γ∗2, ïåðåâîäÿùèé q1 â q2, à I1 â I2, òî
êàòåãîðèè Db((T1, I1), B1) è Db((T2, I2), B2) áóäóò ýêâèâàëåíòíû.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåðîÿòíûì, ÷òî äàííîå óñëîâèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì äëÿ
òîãî, ÷òîáû Db((T1, I1), B1) áûëà ýêâèâàëåíòíà Db((T2, I2), B2). Êîìáèíèðóÿ òåîðå-
ìó 3.5 ñ íàøåé òåîðåìîé 2.1, ïîëó÷àåì òàêîé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 3.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî SCFT(Γ1, I1, G1, B1) è SCFT(Γ2, I2, G2, B2) èçî-
ìîðôíû, îáà òîðà (T1, I1) è (T2, I2) àëãåáðàè÷íû, è êàê B1 òàê è B2 îòîáðàæàþòñÿ
β â ýëåìåíòû êðó÷åíèÿ. Òîãäà êàòåãîðèè Db((T1, I1), B1) è Db((T2, I2), B2) ýêâèâà-
ëåíòíû.

Äàííîå ñëåäñòâèå ïîäñêàçûâàåò ñïîñîá ìîäèôèöèðîâàòü ÃÇÑ � çàìåíèòü Db(X) íà
Db(X, B). Íàïîìíèì, ÷òî íàëè÷èå B-ïîëÿ èçìåíÿåò è îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè Ôóêàÿ,
êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç DF0(X, B). Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ÃÇÑ óòâåð-
æäàåò, ÷òî åñëè (X, G, B) è (X ′, G′, B′) çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íû, òî Db(X, B) ýêâè-
âàëåíòíà DF0(X ′, B′). Ñëåäñòâèå 3.6 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ãèïîòåçà âûäåðæèâàåò ïðî-
âåðêó, â òî âðåìÿ êàê îðèãèíàëüíàÿ ÃÇÑ íàðóøàåòñÿ.

Äëÿ ýëëèïòï÷åñêèõ êðèâûõ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ÃÇÑ íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò îðèãè-
íàëüíîé. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå h0,2 = 0, òî êîìïëåêñíàÿ ñòîðîíà íèêàê íå èçìåíÿåòñÿ
ñ ââåäåíèåì B-ïîëÿ, â òî âðåìÿ êàê íà ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòîðîíå åäèíñòâåííûì ýôôåê-
òîì ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû (çàìåíÿÿ ω íà ω + iB ).
Äëÿ íàñòîÿùèõ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè-ßó h0,2 òàêæå çàíóëÿåòñÿ, è êîìïëåêñíàÿ ñòî-
ðîíà ñíîâà íå èçìåíÿåòñÿ, íî íà ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòîðîíå íàëè÷èå B-ïîëÿ ïðèâîäèò
ê ðàäèêàëüíûì èçìåíåíèÿì. Ê ïðèìåðó, ïëîñêèå ñâÿçíîñòè íà ëàãðàíæåâûõ ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿõ äîëæíû áûòü çàìåíåíû íà ïðîåêòèâíî ïëîñêèå, ÷òî âåäåò ê óìåíüøåíèþ
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êîëè÷åñòâà A-áðàí. À âîò äëÿ êîìïëåêñíûõ òîðîâ ðàçìåðíîñòè áîëüøå ÷åì îäèí B-ïîëå
ñèëüíî âëèÿåò êàê íà A-áðàíû òàê è íà B-áðàíû.

4. Êàòåãîðèÿ A -áðàí è êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ

Â ýòîé ëåêöèè ìû îáñóäèì D -áðàíû òèïà A ( A -áðàíû) íà ìíîãîîáðàçèÿõ Êàëàáè-
ßó. Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ìíîæåñòâî A -áðàí èìååò ñòðóêòóðó àääèòèâíîé êàòå-
ãîðèè, è, åñëè X çåðêàëüíî X ′, òî êàòåãîðèÿ A -áðàí íà X ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè
B -áðàí íà X ′, è íàîáîðîò. Ìîæíî ñ÷èòàòü óñòàíîâëåííûì, ÷òî êàòåãîðèÿ B -áðàí íà
Êàëàáè-ßó X ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè Db(X) 5 [7, 28, 1, 5, 22]. Ãèïîòåçà ÃÇÑ ïîýòîìó
ñâîäèòñÿ ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî êàòåãîðèÿ A -áðàí íà X ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâîäíîé êà-
òåãîðèè Ôóêàÿ íà X. Êàê ìû óâèäèì, ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íå âåðíî äëÿ íåêîòîðûõ
X, òàê ÷òî ãèïîòåçà ÃÇÑ íóæäàåòñÿ â ìîäèôèêàöèè.

Â ñëó÷àå, êîãäà X � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ãèïîòåçà ÃÇÑ (ñ íåáîëüøèìè ìîäèôè-
êàöèÿìè) áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå [39]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [20] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîëíîé ïîäêàòåãî-
ðèåé êàòåãîðèè A -áðàí. Â ñëó÷àå, êîãäà X � òîð ðàçìåðíîñòè áîëüøå 2 ñ ïîñòîÿííîé
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, â ðàáîòå [20] áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû A -áðàí, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ êîèçîòðîïíûìè, à íå ëàãðàíæåâûìè, ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â X. Ïîêà íåÿñíî,
êàê äàòü ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè A -áðàí. Â ýòîé ëåêöèè ìû
îïèøåì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [20] è îáñóäèì íåðåøåííûå ïðîáëåìû.

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî êàòåãîðèÿ A -áðàí íà ìíîãîîáðàçèè X, âîîáùå ãî-
âîðÿ, "áîëüøå" DF0(X), ìû ïðåäúÿâèì çåðêàëüíóþ ïàðó X è X ′ òàêóþ, ÷òî ãðóïïà
K0(Db(X)) ñòðîãî áîëüøå, ÷åì K0(DF0(X ′)). Äëÿ ïðîñòîòû, ìîæíî åùå òåíçîðíî
óìíîæèòü K0 íà Q è ïðèìåíèòü õàðàêòåð ×åðíà, êîòîðûé ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â
êîãîìîëîãèÿõ X. Â ñëó÷àå Db(X) õàðàêòåð ×åðíà ch ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïåðåñå-
÷åíèè H∗(X,Q) è ⊕n

p=0H
p,p(X), êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïîäãðóïïû H∗(X,C).

(Ñîãëàñíî ãèïîòåçå Õîäæà, îáðàç ch ñîâïàäàåò ñ ýòèì ïåðåñå÷åíèåì.) Â ñëó÷àå êà-
òåãîðèè Ôóêàÿ çåðêàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ′, ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå. Âî-ïåðâûõ,
çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì H∗(X,C) è H∗(X ′,C), òàê ÷òî àíàëîã
õàðàêòåðà ×åðíà äëÿ êàòåãîðèè Ôóêàÿ äîëæåí ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â êàêîé-íèáóäü ïîä-
ãðóïïå H∗(X ′,C). Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî õàðàêòåð ×åðíà îáúåêòà êàòåãîðèè
Ôóêàÿ (Y, E,∇) � ýòî êëàññ êîãîìîëîãèé (íàä Q ), äóàëüíûé ïî Ïóàíêàðå ãîìîëîãè-
÷åñêîìó êëàññó Y. Ýòó ãèïîòåçó ìîæî îáîñíîâàòü ôèçè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, è ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà âåðíà.

Ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, e � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà E, à Ende(E) �
êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ E, ñîõðàíÿþùèõ e. Äëÿ áîëüøèíñòâà E ýòî êîëüöî èçî-
ìîðôíî Z, íî äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ E êîëüöî Ende(E) ñòðîãî áîëüøå, ÷åì
Z. Òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè ñ êîìïëåêñíûì óìíîæåíèåì.
Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî E îáëàäàåò êîìïëåêñíûì óìíîæåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åå ïàðàìåòð Òåéõìþëëåðà τ � êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ êîìïëåêñíûì óìíîæåíèåì. Ðàññìîòðèì
àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå X = En, n ≥ 2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ

5â ýòîé ëåêöèè äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Â-ïîëå ðàâíî íóëþ
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ðàçìåðíîñòü îáðàçà õàðàêòåðà ×åðíà

ch : K0(Db(X))⊗Q −→ H∗(X,Q)

ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì

H∗(X,Q)
⋂




n⊕

p=0

Hp,p(X)




è èìååò ðàçìåðíîñòü
dimQ Im(ch) =

(
2n

n

)
.

Äàëåå, àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå X çåðêàëüíî íåêîòîðîìó ñèìïëåêòè÷åñêîìó òîðó X ′

âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè 2n. Ëþáîé êëàññ êîãîìîëîãèé X ′, äóàëüíûé ïî Ïóàíêàðå
ëàãðàíæåâîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ â X ′, ïðèíàäëåæèò ÿäðó îòîáðàæåíèÿ

(10) Hn(X ′,R) ∧ω−−−−→ Hn+2(X ′,R).

Ýòî îòîáðàæåíèå � ýïèìîðôèçì, ïîýòîìó åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà
(
2n
n

) − (
2n

n+2

)
. Ñëå-

äîâàòåëüíî, îáðàç õàðàêòåðà ×åðíà êàòåãîðèè Ôóêàÿ íå ïðåâîñõîäèò
(
2n
n

) − (
2n

n+2

)
. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ äàåò íàì èçîìîðôèçì ìåæäó êîãîìîëîãèÿìè
X è X ′ [13]. Åñëè ñäåëàòü ðåçîííîå äîïóùåíèå, ÷òî ýòîò èçîìîðôèçì ñîãëàñîâàí ñ
ýêâèâàëåíòíîñòüþ êàòåãîðèé B -áðàí íà X è A -áðàí íà X ′, òî ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî êàòåãîðèÿ DF0(X ′) íå ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè A -áðàí íà X ′. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ìû çíàåì èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ïåðâàÿ êàòåãîðèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé âòîðîé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: åñëè íå âñå A -áðàíû ïðîèñõîäÿò èç ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðà-
çèé, òî êàê ïðàâèëüíî îïèñàòü èõ ãåîìåòðèþ? Íà êîãîìîëîãè÷åñêîì óðîâíå, ýòîò âîïðîñ
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó: åñëè õàðàêòåð ×åðíà íå îáÿçàòåëüíî ëåæèò â ÿäðå îòîáðàæå-
íèÿ (10), òî ãäå îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ? Îòâåò íà ïîñëåäíèé âîïðîñ ìîæíî îïèñàòü
òàê [13, 18]. Ïóñòü íà X çàäàíà êàêàÿ-íèáóäü ïîñòîÿííàÿ êýëåðîâà ôîðìà, òàêàÿ, ÷òî
X = A×B, ãäå A è B � ëàãðàíæåâû âåùåñòâåííûå ïîäòîðû. Òîãäà òîð X ′ = Â×B

çåðêàëåí X. Ðàññìîòðèì òîð Z = A × Â × B. Ó íåãî åñòü äâå î÷åâèäíûå ïðîåê-
öèè π and π′ íà X and X ′. Íà A × Â ó íàñ òàêæå åñòü ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå
P, õàðàêòåð ×åðíà êîòîðîãî ìû îáîçíà÷èì ch(P ). Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíóþ ïðîåêöèþ
Z íà A× Â, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ch(P ) êàê êëàññ êîãîìîëîãèé íà Z. Ïóñòü ó íàñ
òåïåðü åñòü êàêîé-íèáóäü êëàññ êîãîìîëîãèé α ∈ H∗(X,Q). Îïèøåì åãî îáðàç ïðè çåð-
êàëüíîé ñèììåòðèè [13]. Íàäî âçÿòü îáðàòíûé îáðàç α ïî îòíîøåíèþ ê îòîáðàæåíèþ
π : Z → X, òåíçîðíî óìíîæèòü íà ch(P ), à ïîòîì âçÿòü ïðÿìîé îáðàç ïðè îòîáðà-
æåíèè π′ : Z → X ′. Ïîëó÷àåòñÿ êëàññ α′ ∈ H∗(X ′,Q), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì α

ïðè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè α ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ
H∗(X,Q) è ⊕pH

p,p(X), òî α′ óäîâëåòâîðÿåò

ιω−1α′ − ω ∧ α′ = 0.

Çäåñü ιω−1 � îïåðàòîð âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ íà áèâåêòîð ω−1. Êëàññû êîãîìîëîãèé,
äóàëüíûå ëàãðàíæåâûì ïîäìíîãîîáðàçèÿì, óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ, íî îíî
èìååò è äðóãèå ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåðû ðåøåíèé âèäà α′ = ea,
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ãäå a ∈ H2(X ′,Z). Òàêèå ïðèìåðû íàâîäÿò íà ìûñëü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ñèìïëåêòè-
÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé X ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íà X, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
A -áðàíàìè. Ìû âñêîðå óâèäèì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.

×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ãåîìåòðèþ A -áðàí, îáðàòèìñÿ ê ôèçèêå. Êàê óæå îáúÿñíÿëîñü
â ëåêöèè 1, êëàññè÷åñêàÿ A -áðàíà � ýòî ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ñèãìà-ìîäåëè, êîòîðîå
ñîõðàíÿåò N = 2 ñóïåðàëãåáðó Âèðàñîðî. Â ðàáîòå [20] ìû ïðîàíàëèçèðîâàëè ýòî
óñëîâèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî A -áðàíà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè
äàííûìè: ïîäìíîãîîáðàçèåì Y â X, ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì E íà Y, ñíàáæåííîì
ýðìèòîâîé ìåòðèêîé, è óíèòàðíîé ñâÿçíîñòüþ ∇E íà E. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî òðîéêà
(Y, E,∇E) çàäàåò A -áðàíó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè
óñëîâèÿ:

(à) Y � êîèçîòðîïíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â X. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ôîðìû ω íà Y � ôîðìà ïîñòîÿííîãî ðàíãà, à åå ÿäðî � èíòåãðè-
ðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå LY ⊂ TY. (Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: Y êîèçîòðîïíî,
åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Y êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó
TYp ⊂ TXp ñîäåðæèòñÿ â TYp. ) Ôàêòîð-ðàññëîåíèå TY/LY áóäåò îáîçíà÷àòü-
ñÿ NY . Èç îïðåäåëåíèÿ êîèçîòðîïíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà ω|Y èíäóöèðóåò
íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè NY ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó, êîòîðóþ ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü σ.

(á) 2-ôîðìà êðèâèçíû F = (2πi)−1∇2
E , ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê îòîáðàæåíèå èç âåê-

òîðíîãî ðàññëîåíèÿ TY â âåêòîðíîå ðàññëîåíèå TY ∗, çàíóëÿåòñÿ íà ïîäðàñ-
ñëîåíèè LY . (Ôàêòîð (2πi)−1 â îïðåäåëåíèè F ââåäåí äëÿ òîãî, ÷òîáû F

áûëà âåùåñòâåííîé 2-ôîðìîé ñ öåëî÷èñëåííûìè ïåðèîäàìè.) Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
2-ôîðìà F èíäóöèðóåò íà NY êîñîñèììåòðè÷íîå ñïàðèâàíèå, êîòîðîå ìû áó-
äåì îáîçíà÷àòü f.

(â) Ôîðìû σ è f, ðàññìàòðèâàåìûå êàê îòîáðàæåíèÿ èç NY â NY ∗, óäîâëåòâî-
ðÿþò óðàâíåíèþ (σ−1f)2 = −idNY . Ýòî çíà÷èò, ÷òî òåíçîð J = σ−1f ÿâëÿåòñÿ
êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íà ðàññëîåíèè NY .

Ïðîêîììåíòèðóåì ýòè óñëîâèÿ. Èç óñëîâèÿ (à) âûòåêàåò, ÷òî íà Y èìååòñÿ ñòðóê-
òóðà ñëîåíèÿ, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà êîðàçìåðíîñòè Y â X. Ýòî ñëîåíèå íàçû-
âàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñëîåíèåì êîèçîòðîïíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Y. Åñëè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå ñëîåíèå Y ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì p : Y → Z ñ
ãëàäêîé áàçîé Z, òî NY � ýòî ïðîñòî îáðàòíûé îáðàç êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TZ :
NY = p∗TZ, à êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà σ � îáðàòíûé îáðàç íåêîòîðîé ñèìïëåêòè-
÷åñêîé ôîðìû íà Z. Â îáùåì ñëó÷àå, ìû èìååì äåëî ñ ìíîãîîáðàçèåì Y ñî ñëîåíèåì è
âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì NY íà íåì, à ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ Z ýòîãî ñëîåíèÿ íå ÿâëÿåò-
ñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, èëè äàæå õàóñäîðôôîâûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Òåì íå ìåíåå, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ïó÷îê ãëàäêèõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ NY ,

ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ âäîëü ñëîåâ ñëîåíèÿ. Ýòîò ïó÷îê èãðàåò ðîëü îáðàòíîãî îáðàçà
ïó÷êà ãëàäêèõ ñå÷åíèé íåñóùåñòâóþùåãî, âîîáùå ãîâîðÿ, êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê
Z. Óäîáíî òàêæå äóìàòü ïðî ôîðìó σ êàê ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó íà Z. Â òåî-
ðèè ñëîåíèé ýòó ñèòóàöèþ âûðàæàþò ñëîâàìè " σ � òðàíñâåðñàëüíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
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ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè Y ñî ñëîåíèåì". Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå NY îáû÷íî íàçûâà-
þò íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ Y ñî ñëîåíèåì (åãî íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ
íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ê ñàìîìó Y ).

Óñëîâèå (á) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ v ðàññëîåíèÿ LY ìû èìååì ιvF = 0.

Ïîñêîëüêó dF = 0, òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò F âäîëü v ðàâíà íóëþ, ò. å. ôîðìà F ïî-
ñòîÿííà âäîëü ñëîåâ ñëîåíèÿ. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñëîåíèå � ýòî ëîêàëüíî òðèâè-
àëüíîå ðàññëîåíèå ñ ãëàäêîé áàçîé Z, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 2-ôîðìà f � îáðàòíûé îáðàç
çàìêíóòîé 2-ôîðìû íà Z. Â îáùåì ñëó÷àå, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî f � òðàíñâåðñàëüíî-
çàìêíóòàÿ ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè Y ñî ñëîåíèåì.

Óñëîâèå (â), ïðåæäå âñåãî, ãîâîðèò íàì, ÷òî 2-ôîðìà f íåâûðîæäåíà. Òàêèì îáðà-
çîì, f � òðàíñâåðñàëüíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà Y, â òî÷íîñòè êàê è σ. Âî-
âòîðûõ, ýòî óñëîâèå ãîâîðèò íàì, ÷òî J = σ−1f � ýòî òðàíñâåðñàëüíàÿ êâàçèêîì-
ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè Y ñî ñëîåíèåì. Åñëè ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ñ ãëàäêîé áàçîé Z, òî J � ýòî ïðîñòî êâàçèêîìïëåêñíàÿ
ñòðóêòóðà íà Z.

Èç ýòèõ òðåõ óñëîâèé ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü Y äîëæíà èìåòü âèä n +
2k, ãäå n = 1

2 dimRX, à k � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. ×èñëî k èìååò ñìûñë
"òðàíñâåðñàëüíîé êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè Y ". Åñëè k = 0, òî óñëîâèå (à) ãîâîðèò,
÷òî ìíîãîîáðàçèå Y ëàãðàíæåâî, è òîãäà óñëîâèå (á) òðåáóåò F = 0. (Óñëîâèå (â) â
ýòîì ñëó÷àå ïóñòî.) Äðóãîé èíòåðåñíûé ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé � ýòî êîãäà Y = X (ýòî
âîçìîæíî òîëüêî åñëè n ÷åòíî). Â ýòîì ñëó÷àå ñëîè ñëîåíèÿ � òî÷êè, óñëîâèÿ (à) è
(á) âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à óñëîâèå (â) îçíà÷àåò, ÷òî ýíäîìîðôèçì ω−1F �
êâàçèêîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà X.

Ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òî òðàíñâåðñàëüíàÿ êâàçèêîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J èíòåãðèðó-
åìà [20]. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ãåëüôàíäà-Äîðôìàí, êîòîðàÿ èãðàåò âàæ-
íóþ ðîëü â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì [11]. Òàêèì îáðàçîì, Y � òðàíñâåðñàëüíî-
êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìû f è σ èìåþò òèï (0, 2) + (2, 0)
ïî îòíîøåíèþ ê J . Áîëåå òîãî, ôîðìà f + iσ � òðàíñâåðñàëüíàÿ ãîëîìîðôíàÿ ñèì-
ïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà òðàíñâåðñàëüíî-êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè Y.

Íåñêîëüêî çàãàäî÷íîå óñëîâèå (â) ìîæíî âûðàçèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðè-
ìåð, îíî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó íàáîðó óñëîâèé:

∧r(f + iσ) 6= 0, r < k, ∧k(f + iσ) = 0.

Òóò k òàêîå æå, êàê è âûøå.
Ïîïûòêè îáîáùèòü óñëîâèÿ (à-â) íà ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E èìååò

ðàíã âûøå åäèíèöû, íå óâåí÷àëèñü ïîëíûì óñïåõîì. Óñëîâèÿ (à) è (á) ëåãêî îáîá-
ùàþòñÿ, íî ñ óñëîâèåì (â) � ïðîáëåìû. Ôèçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ
óêàçûâàþò, ÷òî ïðàâèëüíîå îáîáùåíèå óñëîâèÿ (â) âûãëÿäèò òàê:

(σ−1f)2 = −idE⊗NY .

Òóò "òðàíñâåðñàëüíàÿ ôîðìà êðèâèçíû" f ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ
End(E)⊗Λ2(NY ∗). Èç òàêîãî óñëîâèÿ íèêàêîé òðàíñâåðñàëüíîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòó-
ðû íà Y íå ïîëó÷àåòñÿ, è åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë íåïîíÿòåí. Ýòî âåäåò ê òðóäíîñòÿì
ñ îïðåäåëåíèåì ìîðôèçìîâ ìåæäó òàêèìè A -áðàíàìè (ñì. íèæå).
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Äî ñèõ ïîð ìû îáñóæäàëè A -áðàíû íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå. Íà êâàíòîâîì óðîâíå
N = 2 ñóïåðàëãåáðà Âèðàñîðî ìîæåò áûòü àíîìàëüíîé. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ àíîìàëèè
� âàæíîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà A -áðàíû. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, R -ñèììåòðèþ
J, ÷üè êîìïîíåíòû Ôóðüå îáîçíà÷àëèñü ðàíåå Jn è J̄n. Ýòà ñèììåòðèÿ, âîîáùå ãî-
âîðÿ, èìååò àíîìàëèþ èç-çà ñòðóííûõ èíñòàíòîíîâ, ò. å. èç-çà âêëàäîâ â èíòåãðàë ïî
òðàåêòîðèÿì ñòðóíû ïðîèñõîäÿùèõ èç äèñêîâ â X ñ ãðàíèöåé íà Y, êîòîðûå íå ìîãóò
áûòü ïðîäåôîðìèðîâàíû â òî÷êó. Â ñëó÷àå, êîãäà Y � ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå
X, àíîìàëèè R -ñèììåòðèè áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû Ê. Õîðè [17]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
àíîìàëèè îòñóòñòâóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàíóëÿåòñÿ êëàññ Ìàñëîâà ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ Y. Ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó â îïðåäåëåíèè êàòåãîðèè Ôóêàÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
îáúåêòû áûëè ëàãðàíæåâûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ñ íóëåâûì êëàññîì Ìàñëîâà.

Äëÿ áîëåå îáùèõ êîèçîòðîïíûõ A -áðàí óñëîâèå îòñóòñòâèÿ àíîìàëèé áûëî ïîëó÷å-
íî â ðàáîòå [30]. Ïóñòü F � 2-ôîðìà êðèâèçíû ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ E íà Y, è ïóñòü
ðàçìåðíîñòü Y áóäåò ðàâíà n + 2k, êàê è âûøå. Ïóñòü Ω � ãîëîìîðôíàÿ òðèâèàëè-
çàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íà X. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî n+2k -ôîðìà
Ω|Y ∧ F k íèãäå íå çàíóëÿåòñÿ, à ïîòîìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ω|Y ∧ F k = h · vol, ãäå
vol � ôîðìà îáúåìà íà Y, à h � ãëàäêàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà Y, êîòî-
ðàÿ íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü h êàê ýëåìåíò H0(Y, C∞∗Y ),
ãäå C∞∗Y � ïó÷îê ãëàäêèõ C∗ -çíà÷íûõ ôóíêöèé íà Y. Ïóñòü αh � ýëåìåíò H1(Y,Z),
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì h ïðè ãîìîìîðôèçìå Áîêøòåéíà. Àíîìàëèè îòñóòñòâóþò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αh = 0.

Åñëè X � òîð ñ ïîñòîÿííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé, Y � åãî àôôèííûé ïîäòîð, è
2-ôîðìà F ïîñòîÿííà, òî êâàíòîâàíèå ñèãìà-ìîäåëè ñ ãðàíèöàìè ïðîâîäèòñÿ äî êîíöà,
è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóïåðàëãåáðà Âèðàñîðî "âûæèâàåò"è íà êâàíòîâîì óðîâíå. Ýòî
äîêàçûâàåò, ÷òî êîèçîòðîïíûå A -áðàíû ñóùåñòâóþò íà êâàíòîâîì óðîâíå.

Âûøåèçëîæåííûå àðãóìåíòû äîëæíû óáåäèòü ÷èòàòåëÿ, ÷òî A -áðàíû ìîãóò íå áûòü
ëàãðàíæåâûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, è ÷òî êàòåãîðèÿ Ôóêàÿ äîëæíà áûòü ïîïîëíåíà áî-
ëåå îáùèìè êîèçîòðîïíûìè A -áðàíàìè. Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå ìîæåì ïîêà ñôîðìóëè-
ðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè A -áðàí, êîòîðîå îáîáùàëî áû
ôóêàåâñêîå îïðåäåëåíèå. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîé ëåêöèè ìû îáñóäèì îäíó ýâðèñòè÷å-
ñêóþ èäåþ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Â ýòèõ ëåêöèÿõ ìû âñòðå÷àëèñü ñ äâóìÿ òèïàìè A -áðàí. Âî-ïåðâûõ, ìû îáñóæäàëè
îáúåêòû êàòåãîðèè Ôóêàÿ, ò. å. òðîéêè (Y, E,∇E), ãäå Y � ëàãðàíæåâî ïîäìíîîáðà-
çèå, E � ýðìèòîâî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà Y, à ∇E � ïëîñêàÿ óíèòàðíàÿ ñâÿçíîñòü
íà E. Âî-âòîðûõ, ìû èìåëè äåëî ñ òðîéêàìè âèäà (Y, E,∇E), ãäå E � ýðìèòîâî
ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà Y, ∇E � óíèòàðíàÿ ñâÿçíîñòü íà E, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ
(à-â). Äëÿ îáúåêòîâ êàòåãîðèè Ôóêàÿ ìû çíàåì, â ïðèíöèïå, êàê âû÷èñëÿòü ïðîñòðàí-
ñòâà ìîðôèçìîâ è èõ êîìïîçèöèè. Ïîïðîáóåì óãàäàòü, êàê ýòî ñäåëàòü äëÿ îáúåêòîâ
âòîðîãî òèïà.

Ìû äîëæíû ïðèäóìàòü îáîáùåíèå êîìïëåêñà Ôëîåðà íà êîèçîòðîïíûå A -áðàíû.
Äëÿ ýòîãî ïîëåçíî âñïîìíèòü, îòêóäà áåðåòñÿ êîìïëåêñ Ôëîåðà, íà èíòóèòèâíîì óðîâíå.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ïóòåé PX íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X.

Ýòî ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîìåðíî, íî ìû áóäåì îáðàùàòüñÿ ñ íèì êàê ñ îáû÷íûì
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êîíå÷íîìåðíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Èç ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû ω íà X ìû
ïîëó÷àåì 1-ôîðìó α íà PX ïîñðåäñòâîì èíòåãðèðîâàíèÿ ω âäîëü ïóòè. Òî÷íåå
ãîâîðÿ, åñëè γ : I → X � ïóòü íà X, à β � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê PX â òî÷êå
γ (ò.å. β � âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëåííîå íà îáðàçå γ ), òî çíà÷åíèå 1-ôîðìû α íà
âåêòîðå β îïðåäåëÿåòñÿ êàê ∫

I
ω(

·
γ (t), β(t))dt.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè èç PX íà X (íà÷àëî è êîíåö
ïóòè), êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì π1 è π2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî dα = π∗2ω − π∗1ω. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè ìû ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå â PX, ñîñòîÿùåå èç ïóòåé, êîòîðûå
íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ íà êàêèõ-íèáóäü ôèêñèðîâàííûõ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãî-
îáðàçèÿõ â X, òî îãðàíè÷åíèå α íà òàêîå ïîäìíîãîîáðàçèå áóäåò çàìêíóòûì.

Ïóñòü Y1 è Y2 � äâà ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ â X, è ïóñòü PX(Y1, Y2) �
ïðîñòðàíñòâî ïóòåé â X, íà÷èíàþùèõñÿ íà Y1 è êîí÷àþùèõñÿ íà Y2. Òîãäà îïåðàòîð
Q = d + 2πα íà ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà PX(Y1, Y2) óäîâëåòâîðÿåò
Q2 = 0, è ìîæíî ïîïðîáîâàòü âû÷èñëèòü åãî êîãîìîëîãèè. (Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå
ýòîò êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ ñêðó÷åííûì êîìïëåêñîì äå Ðàìà.) Ïîñêîëüêó PX(Y1, Y2)
áåñêîíå÷íîìåðíî, âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñ òî÷íûì îïðåäåëåíèåì ñêðó÷åííûõ êîãîìî-
ëîãèé äå Ðàìà, êîòîðûå ìîæíî ïðåîäîëåâàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ôëîåð îïðåäåëèë èõ
÷åðåç òåîðèþ Ìîðñà. Òî÷íåå ãîâîðÿ, åñëè ôîðìàëüíî ïðèìåíèòü òåîðèþ Ìîðñà-Ñìåéëà-
Íîâèêîâà-Âèòòåíà ê âû÷èñëåíèþ êîãîìîëîãèé Q, òî êàê ðàç ïîëó÷èòñÿ êîìïëåêñ Ôëî-
åðà.

Äî ñèõ ïîð ìû èãíîðèðîâàëè âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ E1 è E2, íî ýòîò äåôåêò ëåã-
êî èñïðàâèòü. Ðàññìîòðèì âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ π∗1E

∗
1 è π∗2E2 íà PX(Y1, Y2). Ó

îáîèõ ðàññëîåíèé åñòü åñòåñòâåííûå óíèòàðíûå ïëîñêèå ñâÿçíîñòè, ïîëó÷àþùèåñÿ êàê
îáðàòíûé îáðàç ∇E∗1 è ∇E2 . Ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ðàññëîåíèé
ñ ïëîñêèìè ñâÿçíîñòÿìè è äîáàâèì ê ñâÿçíîñòè 1-ôîðìó 2πα. Ïîñêîëüêó dα = 0,

ïîëó÷àþùàÿñÿ ñâÿçíîñòü íà π∗1E
∗
1 ⊗ π∗2E2 îïÿòü ïëîñêàÿ, íî óæå íå óíèòàðíàÿ. Åñ-

ëè ìû òåïåðü ïðèìåíèì òåîðèþ Ìîðñà ê âû÷èñëåíèþ êîãîìîëîãèé ýòîãî ñêðó÷åííîãî
êîìïëåêñà äå Ðàìà íà PX(Y1, Y2), òî ïîëó÷èì êîìïëåêñ Ôëîåðà, êîòîðûé âû÷èñëÿåò
ìîðôèçìû ìåæäó îáúåêòàìè êàòåãîðèè Ôóêàÿ (Y1, E1,∇E1) è (Y2, E2,∇E2).

Âìåñòî ïàðû ëàãðàíæåâûõ A -áðàí, ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðó êîèçîòðîïíûõ A -áðàí.
Ðàññëîåíèÿ E1 è E2 òåïåðü áóäóò èìåòü ðàíã 1. Ðàññìîòðèì îïÿòü ïðîñòðàíñòâî
PX(Y1, Y2), ñîñòîÿùåå èç ïóòåé â X, íà÷èíàþùèõñÿ íà Y1 è êîí÷àþùèõñÿ íà Y2.

Ïåðâàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî 1-ôîðìà α òåïåðü íå çàìêíóòà, òàê ÷òî ìû íå
ìîæåì èñïîëüçîâàòü åå, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñêðó÷åííûé êîìïëåêñ äå Ðàìà. Âòîðàÿ òðóä-
íîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñâÿçíîñòè π∗1(∇E∗1 ) è π∗2(∇E2) íà ðàññëîåíèÿõ π∗1E

∗
1 è π∗2E2

òîæå íå ïëîñêèå. Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, ýòè äâå òðóäíîñòè "êîìïåíñèðóþò"äðóã äðóãà
áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì (á) è (â). Ïîýòîìó áóäåì äåëàòü òî æå ñàìîå, ÷òî è â ëàãðàíæåâîì
ñëó÷àå: âîçüìåì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé π∗1E

∗
1 è π∗2E2 è äîáà-

âèì ê ñâÿçíîñòè 1-ôîðìó 2πα. Ïîëó÷èâøàÿñÿ ñâÿçíîñòü íå ïëîñêàÿ, çàòî îíà îáëàäàåò
ñëåäóþùèì èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó Y1 è Y2 � ìíîãîîáðàçèÿ
ñî ñëîåíèÿìè, òî íà PX(Y1, Y2) òîæå èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ñëîåíèÿ. Êàæ-
äûé ñëîé ýòîãî ñëîåíèÿ ñîñòîèò èç âñåõ ïóòåé â X, ñîåäèíÿþùèõ ôèêñèðîâàííûé ñëîé
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â Y1 ñ ôèêñèðîâàííûì ñëîåì â Y2. Êîðàçìåðíîñòü ýòîãî ñëîåíèÿ êîíå÷íà è ðàâíà
ñóììå êîðàçìåðíîñòåé ñëîåíèé íà Y1 è Y2. Äàëåå, òàê êàê Y1 è Y2 èìåþò òðàíñâåð-
ñàëüíóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, òî ìíîãîîáðàçèå PX(Y1, Y2) ñî ñëîåíèåì òîæå èìååò
åñòåñòâåííóþ òðàíñâåðñàëüíóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Íàøà ñâÿçíîñòü íà ðàññëîåíèè
π∗1E

∗
1 ⊗ π∗2E2 èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
(À) îíà ïëîñêàÿ âäîëü ñëîåâ ñëîåíèÿ;
(Á) â òðàíñâåðñàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ åå êðèâèçíà π∗1(F1 + iω)− π∗2(F2 + iω) èìååò

òèï (2, 0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü ïó÷îê íà PX(Y1, Y2), ñîñòîÿùèé èç
ñå÷åíèé ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ π∗1E

∗
1 ⊗ π∗2E2, êîòîðûå ëîêàëüíî êîâàðèàíòíî ïîñòîÿí-

íû âäîëü ñëîåâ ñëîåíèÿ è ãîëîìîðôíû â òðàíñâåðñàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Åñòåñòâåí-
íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîãîìîëîãèÿ ýòîãî ïó÷êà è äàåò íàì ïðîñòðàíñòâî ìîðôèçìîâ
ìåæäó A -áðàíàìè (Y1, E1,∇E1) è (Y2, E2,∇E2). Íà ôîðìàëüíîì óðîâíå ýòî ìîæíî
ïîêàçàòü, ðàññìîòðåâ êâàíòîâàíèå òîïîëîãè÷åñêè ñêðó÷åííîé ñèãìà-ìîäåëè íà îòðåç-
êå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè áðàíàì (Y1, E1,∇E1) è (Y2, E2,∇E2).
×òîáû ïîëó÷èòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà ìîðôèçìîâ, íàäî íàéòè îñìûñëåí-
íóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòèõ ôîðìàëüíûõ êîíñòðóêöèé. Â ñëó÷àå ëàãðàíæåâûõ A -áðàí
ïó÷îê, îáñóæäàâøèéñÿ âûøå, ñòàíîâèòñÿ ïó÷êîì ëîêàëüíî êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííûõ
ñå÷åíèé ïëîñêîãî ðàññëîåíèÿ íà PX(Y1, Y2), è åãî êîãîìîëîãèè ìîæíî îïðåäåëèòü ÷å-
ðåç òåîðèþ Ìîðñà-Ñìåéëà-Íîâèêîâà-Âèòòåíà. Â îáùåì ñëó÷àå ìû íå çíàåì ïðàâèëüíîé
èíòåðïðåòàöèè.

Òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïîïûòêàõ îáîáùèòü êîìïëåêñ Ôëîåðà íà êîèçîòðîï-
íûå A -áðàíû, íàâîäÿò íà ìûñëü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå A -áðàí ïîñðåäñòâîì
ïîäìíîãîîáðàçèé â X ñ ðàññëîåíèÿìè íà íèõ â êàêîì-òî ñìûñëå íåïðàâèëüíî. Ìû
ïîÿñíèì, ÷òî ìû èìååì â âèäó, ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåé àíàëîãèè èç êîìïëåêñíî-
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ñóùåñòâóåò îáùåå ïîíÿòèå ãîëîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ðàññëî-
åíèÿ íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ãîëî-
ìîðôíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ. Âìåñòî ãîëîìîðôíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ìîæíî
ðàáîòàòü ñ åãî äèâèçîðîì, íî äëÿ ðàññëîåíèé âûñøèõ ðàíãîâ òàêîé ïîäõîä íå ñëèø-
êîì ïîëåçåí. Âîçìîæíî, îáúåêòû êàòåãîðèè Ôóêàÿ è êîèçîòðîïíûå A -áðàíû ðàí-
ãà 1 ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè àíàëîãàìè äèâèçîðîâ, à ÷òîáû ïîëó÷èòü "ïðàâèëü-
íîå"îïðåäåëåíèå A -áðàíû, íàäî íàéòè ñèìïëåêòè÷åñêèé àíàëîã ïîíÿòèÿ ãîëîìîðôíîãî
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ (èëè êîãåðåíòíîãî ïó÷êà). Â ïîëüçó ýòîé àíàëîãèè ãîâîðèò òîò
ôàêò, ÷òî êàê îïèñàíèå ãîëîìîðôíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ïîñðåäñòâîì äèâèçîðà, òàê
è îïèñàíèå A -áðàíû ïîñðåäñòâîì ëàãðàíæåâà èëè êîèçîòðîïíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ îá-
ëàäàþò "èçáûòî÷íîñòüþ": ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ê äèâèçîðó äîáàâèòü
äèâèçîð ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè, à A -áðàíà íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ïîäåéñòâîâàòü
íà ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîãîîáðàçèå ïîòîêîì ëþáîãî ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ.
Ìû ïîëàãàåì, ÷òî "ïðàâèëüíîå"îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè A -áðàí áóäåò èñêëþ÷èòåëüíî
ïîëåçíî äëÿ ïîíèìàíèÿ çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, à âîçìîæíî è äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè â öåëîì.
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